Chapter 11

Corrigés d’exercices

11.1 Exercices du chapitre 1

Corrigé 1 (Convergences simple et uniforme)

Construire une suite (f,,)nen C C([0,1],R) et f € C([0,1],R) t.q. f,, — f simplement, quand n — oo, et
fn 7 [ uniformément, quand n — oo.

corrigé
On prend, pour n > 2 :
fn(x) = nzx, pour x € [0, %], fo(z) = n(% — ), pour & E]%, %], fan(x) =0, pour z E]%, 1].
On a (fn)nen C C([0,1],R). Pour tout z € [0, 1], on a bien f,(z) — 0 quand n — oco. Enfin (f,)nen ne
tend pas uniformément vers 0 car || fy,||, = max{|f,(z)|; z € [0,1]} =1 +4 0, quand n — .

Corrigé 2 (Intégrale d’une fonction continue)

Une fonction g : [0,1] — R est dite “en escalier” s’il existe n > 1 et zg,...,2, t.q. 0 =29 < 21 < ... <
Tn—1 < Tp =1 et g constante sur chaque intervalle |z;, x;41[, 0 < i <n— 1.

1 n—1
Pour g en escalier et xy, . .., x, comme dans la définition ci dessus, on pose / g(x)dx = g a;(Tit1— ),
0 i=0
ou a; est la valeur prise par g sur |z;, ;41|

1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que l'intégrale de g ne dépend
que du choix de g et non du choix des x;. Montrer que 'application qui a g associe 'intégrale de g
est linéaire de ’ensemble des fonctions en escalier dans R.

corrigé
Soitn >1letxg,...,zpt.q. 0=29 <21 < ... < Tp_1 < xp, =1 et g constante sur chaque intervalle
Jzi, i41], 0 <4 <n—1. On note a; est la valeur prise par g sur |z;, z;11][.

Soit également m > 1 et yo,...,¥m t.q. 0 =yo < y1 < ... < Ym_1 < Ym = 1 et g constante sur
chaque intervalle Jy;, y;11[, 0 < i < m — 1. On note b; est la valeur prise par g sur |y;, yit1[.

Nous devons montrer que 7" ai(zip1 — 1) = Sorvg bi(Yivs — vi)-
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On considere 'union des points x; et des points y;, c’est-a-dire que 2o, ..., 2, sont t.q. 0 = 2y <
21 <. <zpop<zy=1let{z,i€{0,...,p}} ={a;, 1 € {0,...,n}} U{y;, i € {0,...,m}} (on a
donc, en particulier, p > max{m,n}). On note ¢; est la valeur prise par g sur |z;, z;11[.

Pour tout ¢ € {0,...,n}, il existe k; € {0, ...,p} t.q. x; = zx, (en particulier, kg = 0 et k,, = p) et on
adonc x; 1 —x; = Zf:*kl*l

on en déduit :

(zj41—2;j). Comme a; = ¢; sik; < j < kip1—1 (car |z;, zj41[Clzs, 2iq1),
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De la méme manidre, on a S7" " bi(yiy1 —yi) = 20—y ¢i(ziy1—2), d’ott on conclut S0 a; (s 1 —
-1

;) = 300 bi(Yiv1 — vi)-

On a bien montré que l'intégrale de g ne dépend que du choix de g et non du choix des z;.

On montre maintenant que 'application qui a g associe I'intégrale de g est linéaire de I’ensemble
des fonctions en escalier dans R (cet ensemble est bien un espace vectoriel sur R).

Soit g et h deux fonctions en escalier et o, 3 € R. Soit n > 1 et zg,...,z, t.q. 0 =29 < 1 <
e < Xp—1 < xp =1 et g constante sur chaque intervalle |z;, x;41[, 0 < i < n — 1. Soit également
m>1letyo,....,Ym t.4- 0 =90 < y1 < ... < Ym—1 < Ym = 1 et h constante sur chaque intervalle

J9i, Yiv1[, 0 < ¢ < m — 1. On considére ici encore 1'union des points x; et des points y;, c’est-a-
dire que zp,...,2zp sont t.q. 0 = 290 < 21 < ... < zp_1 < 2z, = Let {z, i € {0,...,p}} = {z;,
1€{0,...,n}}U{y;, i €4{0,...,m}}. Les fonctions g, h et ag+ Bh sont donc constantes sur chaque
intervalle ]z;, z;11[ (ceci montre d’ailleurs que ag + Bh est bien une fonction en escalier et donc que
l’ensemble des fonctions en escalier est bien un espace vectoriel sur R). En notant a; la valeur de g
sur ]z;, ziy1[ et b; la valeur de h sur |z;, z;11][, on obtient :

1 p—1 1 p—1
/ g(x)dx = Zai(ziﬂ - zi), / h(z)dz = Z bi(zit1 — 2i)-
0 i—0 0 i=0

On en déduit que o fol g(x)dz + 3 fol h(z)dz = S0 (i + Bbi)(zis1 — i) = fol(oag(a:) + Bh(zx))dx
car aa; + (b; est la valeur de ag + Sh sur |z, zi11]-

Ceci prouve bien que l'application qui a g associe l'intégrale de ¢ est linéaire de I’ensemble des
fonctions en escalier dans R.

2. Soit f € C([0,1],R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier (f,)nen t.q. f soit limite uniforme de (fy,)nen
lorsque n — +o0.

corrigé
Pour n > 1, on choisit (par exemple) f, ainsi :
falz) = f(L),size[L, 2] i€ {0,...,n—1}. Pour bien définir f, sur tout [0,1], on prend
aussi fr,(1) = f(1).
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La fonction f,, est bien en escalier (elle est constante sur chaque intervalle ]1 "H[ pour @ €
{0,...,n — 1}). Elle converge uniformément vers f, quand n — oo, car f est uniformément
continue. Plus précisément, on a || f,, — f|l. = max{|f.(z) — f(z)], x € [0,1]} < max{|f(z) —
f@W)l, z,y€0,1]; |# —y] < £} — 0, quand n — oc.

Noter que, pour ce choix de f,,, on a fol fu(x)dz = Z:’;Ol f(£)L. Cette somme est une “somme

. PSRN . N 1
de riemann” asociée a f et on va voir ci-apres qu’elle converge vers fo f(z)dx quand n — oo.

(b) Soit (fn)nen une suite de fonctions en escalier t.q. f soit limite uniforme de (f,)nen lorsque
n — +o0o0. Montrer que la suite (I,,),en C R, ou I, est U'intégrale de la fonction en escalier f,,
converge. Enfin, montrer que la limite I = lim,, . I, ne dépend que de f, et non de la suite

(fr)nen. On pose alors / f(x)dz =1.
0

corrigé
Si g est une fonction en escalier, il est clair que la fonction |g| (définie par |g|(z)) = |g(x)]|) est
aussi en escalier et que l'on a

| / 2)da] < / l9(@)ldz < [l

On en déduit que, pour tout n,m € N, |I,, — I,,| = |f0 (fn— fm)dz| < ||fn = fmllu. Comme

la suite (f)nen converge (vers f) pour la norme || -|| 4, c’est une suite de Cauchy pour cette
norme. La suite (I,),en est donc de Cauchy dans R. La suite (I,,)nen est donc convergente
dans R.

Soit maintenant une autre suite (g, )nen de fonctions en escalier t.q. f soit aussi limite uniforme
de (gn)nen. Soit J, lintégrale de la fonction en escalier g,. On remarque que |I,, — J,| <
| fn—gnllu;, d’olt 'on déduit que limy, o0 Iy, = limy, o0 Jp car || fo—gnllu < [[fo—fllutllgn—fllu
— 0, quand n — oco. La limite de la suite (I,,),en ne dépend donc que de f, et non du choix
de la suite (fp)nen.

3. Montrer que lapplication qui & f associe l'intégrale de f est linéaire de C([0,1],R) dans R et que,
1 1

pour tout f € C([0,1],R), on a |/O fx)dz| < /0 |f(z)|dz < xrél[%}i] |f()].

corrigé
Soit f,g € C(]0,1],R) et soit a, 8 € R. On choisit deux suites de fonctions en escalier, (fy)nen

et (gn)nen, convergeant uniformément vers f et g. La suite (af,, + Bgn)nen est donc une suite de
fonction en escalier convergeant uniformément vers af + g (qui appartient bien a C([0, 1] R)) En

passant a la limite, quand n — oo dans ’égalité fol (afn+Bgn)(z)dx = fo fulz dx—|—ﬁ fo n(T
(démontrée précédemment), on obtient fol(ozf + Bg)(z)dr = « fo x)dx + 3 fo

Enfin, si f € C([0,1],R). On choisit (fy,)nen suite de fonctions en escalier convergeant uniformé-
ment vers f. On a déja vu que |f01 fau(x)dz| < fo |[fn(x)|dz < ||fn]lw- On obtient les inégalités
désirées en passant a la limite sur n, car (| f,|)nen est une suite de fonctions en escalier convergeant
uniformément vers |f| et || fullw — || f]l« quand n — oo.
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Corrigé 3 (Propriétés de l’intégrale des fonctions continues)
Soit (@n)neny C C([0,1],R) et ¢ € C([0,1],R). On suppose que ¢, — ¢ simplement quand n — oco.
1 1

1
1. Montrer que si lim |on(z) — @(x)] dx — 0, alors lim on(z) dr = / o(z) de.
n—oo [q 0

n—oo 0

corrigé

Ceci est une conséquence d’une inégalité vue dans l'exercice définissant 1'intégrale d’une fonction

continue : . .
[ nta) = plonel < [ fgu(a) = p(olas.
1 1
2. Montrer que si (¢p)nen converge uniformément vers ¢, alors lim on(z)dx = / () du.

corrigé
Ceci est aussi une conséquence d’une inégalité vue dans ’exercice définissant l'intégrale d’une fonc-
tion continue :

1
| / (on(@) — 9(2))dz] <[l on — llu-

3. Donner un exemple de suite (¢n,)nen qui converge vers ¢ simplement, mais non uniformément, t.q.
1

1
lim cpn(x)dx:/ o(z) de.
0 0

n—oo

corrigé
On prend, pour n > 2 :
on(z) = nz, pour x € [0, %], on(x) = n(% — ), pour 6]%7 %], on(x) =0, pour = E]%, 1].
On a (pn)neny C C([0,1],R). Pour tout = € [0, 1], on a ¢, (z) — 0 quand n — co. La suite (¢pn)nen

converge donc simplement vers 0. Elle ne converge pas uniformément vers 0, car ||¢p|l, =1 # 0.
On a bien fol ¢n(z)dz = L — 0 quand n — oco.

1
4. Donner un exemple de suite (¢ )neny qui converge simplement vers ¢ t.q. lim / on(z)dx #
n—oo
. 0
/ o(x) de.
0

On prend, pour n > 2 :

corrigé

on(x) =nz, pour x € [0, 1], p,(z) = n?(2 — z), pour z €], 2] ¢, (z) =0, pour z €]2,1].

On a (pn)neny C C([0,1],R). Pour tout = € [0, 1], on a ¢, (z) — 0 quand n — co. La suite (¢p)nen
converge donc simplement vers 0. Pourtant fol wn(z)dr =1+ 0 quand n — oo.
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5. Si la suite (@, )nen satisfait les deux conditions :

(a) Pour tout ¢, 0 < e< 1, (pn)nen converge uniformément vers ¢ sur [e, 1],
(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1,+1],
1 1
montrer que lim on(x)de = / o(z) dx.
0

n—oo 0

corrigé
Par la condition (a), la suite (¢, )nen converge simplement vers ¢ sur |0, 1]. La condition (b) donne

alors ¢(z) € [—1,1] pour tout x €]0, 1] (et donc aussi pour tout = € [0, 1] car ¢ est continue sur
[0,1]).

Soit € > 0. On utilise maintenant le fait que fol f(z = [; f(@)dz + f f(x)dz, pour tout
f € C([0,1],R), pour obtenir :

[ onle) — ol <22+ o (lente) - @)

D’aprés (a), il existe ng t.q. max,ep-11{|en(z) — ¢(x)|} < e pour n > ng. On a donc | fol(cpn(:zr) —
p(x))dz| < 3e pour n > ng. Ce qui prouve que fol on(z) — fol p(x)dx quand n — oo.

x\/n
1+ nx?
question 5. Donner l'allure générale du graphe de ces fonctions pour des petites valeurs de n; que

devient le graphe lorsque n — oo?

6. Vérifier que la suite de fonctions définies par ¢, (z) = satisfait les conditions énoncées a la

corrigé
On a bien ¢, € C([0,1],R) pour tout n € N. Soit € > 0. Pour tout x € [,1] et tout n € N,
onal < p,(z) < n—‘/fz — 0 quand n — oo. La condition (a) de la question 5 est donc vérifiée.
La condition (b) est également vérifiée en remarquant que 2xy/n < 1+ nx? pour tout z > 0 et
n € N (on a donc ¢, (z) € [0, 3] pour tout = € [0,1] et tout n € N). La question 5 donne donc que

fo on(x)dz — 0 quand n — oco.

La fonction ¢,, est croissante pour z € [0, ﬁ], elle atteint son maximum en x = ﬁ, ce maximum

vaut % (¢n ne converge donc pas uniformément vers 0 quand n — oo). La fonction ,, est ensuite
décroissante pour z € [ﬁ, 1] et tends vers 0 pour tout z.

7. On suppose maintenant que la suite (@, )nen vérifie ’hypotheése suivante:
1
lim |<pn( ) — o(z)[2dz = 0. (11.1)

n—oo

A-t-on lim / |on(z) — @(x)|de =0 ? [On pourra par exemple utiliser (aprés I'avoir démontrée)
n—oo 0

I'inégalité suivante: pour tout € > 0, il existe c. > 0, ne dépendant que de €, t. q. a < & + c.a?.]
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corrigé
2

Soit € > 0. On remarque que (pour a > 0) a < € + (zen fait, on a méme 2a < € + é), le plus
a <9
1>

a_
€ 2
facile, pour s’en convaincre, est de remarquer que a < % si a > ¢ (donc a < max{e, %-})). On a

donc
| en@) = plolda <+ 2 [ on(o) - pla) P

Par ’hypothese (11.1), Il existe ng t.q. le dernier terme de I'inégalité précédente soit inférieur a € si

n > ng. On a donc fol |on(z) — o(x)|dz < 2e sin > ng. On a bien montré que lim,, fol lon(z) —
o(z)|dz dz = 0.

1

. Méme question que ci dessus en remplagant 'hypothese (11.1) par : Jp > 1; lim / lon(z) —
n—oo 0

o(z)|Pdz = 0.

corrigé

la démonstration est identique a la précédente en remarquant que a < & + Ef}—:, pour tout € > 0 et
tout a > 0.

. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que
1
/ lon(x)|?dr < C,Vn €N, (11.2)
0

et que la suite (¢p)nen converge uniformément sur [5, 1], pour tout € > 0. Montrer que
1
lim lon(z) — @(z)|dx = 0.
0

n—oo

corrigé
On utilise la méme inégalité qu’a la question 7 avec € = %, c’est-a-dire a < % + 6a?. On a donc,
pour tout z € [0,1], [pn(z)] < § + 8|pn(a).

On en déduit, pour n €]0, 1], en intégrant sur l'intervalle [0, 7] :

n n n
[ ten@llde < 345 [ lpata) Pz,
0 4 0

et donc, avec (1.12),

K n
/ lon(2)|dz < T+ 6.
0 6

De méme, on a
n n 1
/ lp(z)|de < = + 5/ ©*(x)d.
0 0 0
Soit € > 0, on choisit § > 0 pour avoir §C < ¢ et (5]01 ©?(x)dx < e, puis, on choisit 7 > 0 pour avoir

g < e. On a alors, pour tout n € N :
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1 1
/ on(a) — ola)lde < / (o () — o()|de 4+ 4e.
0 n

Comme (@, )nen converge uniformément vers ¢ sur [n, 1], il existe ng t.q. |¢n(x) — ¢(z)| < € pour
tout x € [, 1] et tout n > ng. On en déduit fol lon () — p(z)|dz < 5e pour tout n > ng. Ce qui
prouve que lim,, fol lon(z) — @(z)|dx = 0.

10. Construire un exemple de suite (¢, )nen qui satisfasse aux hypotheses de la question précédente et
qui ne soit pas bornée (donc qui ne satisfasse pas aux hypotheses de la question 5).

corrigé
On prend, pour n > 2 :
on(z) = ny/nx, pour z € [0, %], pn(x) = n\/ﬁ(% — 1), pour x E]%, %], pn(x) =0, pour x E]%, 1].

On a (¢n)neny € C([0,1],R). Pour tout € > 0, ¢, — 0 uniformément sur [, 1] quand n — oo.
Enfin, [ [¢n(2)[2dz < 2 (car |on(x)] < /i pour z € [0, 2]).

1
11. Peut-on remplacer 'hypothese (11.2) par : il existe p > 1 et C' > 0 t.q. / lon(2)|Pde < C, pour
0
tout n e N 7

corrigé

Oui, le raisonnement fait pour p = 2 s’adapte ici en remarquant que a < % + 6P~ 1aP (pour § > 0 et
a>0).

1
12. Peut-on remplacer 'hypothese (11.2) par : il existe C' > 0 t.q. / |on(z)|dx < C, pour tout n € N 7
0

corrigé
Non, il suffit de reprendre I'exemple de la question 4 :

@n(x) = n*z, pour x € [0, 1], @, (x) = n*(2 —x), pour z €]+, 2], p,(x) = 0, pour = €] 2, 1].

n

Corrigé 4 (Normes définies par l’intégrale)

Soit E = C(]-1,1],R) l’espace des fonctions continues de [—1,+1] dans R. Pour ¢ € E, on pose
1
+1 +1 2
el = S5 el dt et llglls = (5 le(t) 2 at) "

1. Montrer que (E,|| || 1) est un espace normé.

corrigé

Il est clair que | f]1 € Ry pour tout f € E et que [[aflly = [l fll1; [If +glls < [[f]lx + llg]ly pour
tout « € R, f,g € E.
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Il reste a vérifier que || f||; = 0 implique f = 0. Pour le montrer, il suffit de remarquer que si f # 0,
il existe t € [-1,1] t.q. a = f(t) # 0 et done, par continuité de f, il existe o, 3 € [-1,1], @ < [ et
f>a/2sur [o,5]. D’ou on déduit || f|l, > §(8 —a) > 0.

2. Pour n € N, on définit ¢,, € E par

0 st —1<z<0

on(x)=< nx si 0<z<

3=

—_

1 si <<
n

(a) Montrer que si (pn)nen converge vers ¢ dans (E, || -|| 1), alors p(z) =0siz < 0et p(z) =1
six > 0.

corrigé
On a fi)l lp(z)|dz < ||on — @ll1 pour tout n € N. En faisant tendre n vers co on en déduit
LOI |p(z)|dx = 0 et donc (par continuité de ¢) que ¢ = 0 sur [—1,0].

Soit € > 0. On a aussi f: |p(z) — 1|dx < ||¢on — @|l1 pour tout n t.q. 1/n < e. On en déduit,

en faisant tendre n vers oo que fEO |p(x) — 1|dz = 0 et donc ¢ = 1 sur [g,1]. Comme € est
arbitraire, on a finalement ¢ = 1 sur 0, 1]. Noter que ceci est en contradiction avec ¢ = 0 sur
[—1,0] et la continuité de ¢ en 0. La suite (¢, )nen ne converge donc pas dans (E, || -|| 1)-

(b) En déduire que (E, || -|| 1) n’est pas complet.

corrigé
La suite (¢n)nen est de Cauchy dans (E, || -|| 1) (il suffit de remarquer que [l¢,, — @p|l1 < 2 si

m > n) et ne converge pas dans (E, || -|| 1) . L’espace (E, || -|| 1) n’est donc pas complet.

3. Montrer que (E,|| - |l2) est un espace préhilbertien (c’est-a-dire que sa norme est induite par un
produit scalaire) mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

corrigé

Pour f,g € E, on pose (f/g)2 = f_ll f(z)g(x)dz. L’application (f,g) — (f/g)2 est un produit
scalaire sur F, c’est-a-dire que c’est une application bilinéaire de E x E dans R, symétrique et
(f/f)2 = 0 implique f = 0. Elle induit donc une norme sur E qui est justement le la norme || - ||o,
c’est-a-dire || f]l2 = \/(f/f)2. L'espace (E, || || 2) est donc un espace préhilbertien (voir la partie du
cours sur les espaces de Hilbert pour plus de précisions).

L’espace (E, || -|| 2) n’est pas complet car la méme suite qu’a la question précédente, (¢, )nen, est
de Cauchy dans (E, ||| 2) (on a aussi [¢, — @m|l2 < = si m > n) et ne converge pas dans (E, || -|| 2)
(un raisonnement analogue & celui de la question précédente montre que si (¢n)nen converge vers
@ dans (E, | - ||2), alors p(z) =0si z <0 et p(r) =1six >0, ce qui est en contradiction avec la

continuité de ¢ en 0).
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Corrigé 5 (Rappels sur la convergence des suites réelles)

1. Soit u = (uy)nen une suite & valeurs dans R. On rappelle que limsup,, .. t, = lim,, o SUD,>p, Up-
Montrer que limsup,,_, . u, est la plus grande valeur d’adhérence de u.

corrigé

On note a, = sup,>, u, € R. La suite (a,)nen est décroissante donc convergente dans R, ceci
montre que limsup,,_, . u, est bien définie. on pose a = lim,,_, a,, = limsup,,_, . Un.

On montre tout d’abord que a est une valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen. On distingue 3 cas :

Cas 1 Il existe n € N t.q. a, = —o0.

On a alors u, = —oo pour tout p > n et donc u,, — —oco et @ = —oo est bien une valeur
d’adhérence de la suite (uy,)nen-

Cas 2 a, = oo pour tout n € N.

pour tout n € N, on a sup,s, u, = o0, il existe donc ¢(n) > n t.q. uyE) > n. La suite
(U (n))nen est donc une sous suite de la suite (un)nen, elle converge vers a = oo, donc a est
bien une valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen-

Cas 3 a, > —oo pour tout n € N et il existe ¢ € N t.q. a4 < 0.

Dans ce cas, on a a, € R pour tout n > ¢. Pour tout n > g, il existe ¢(n) > n t.q.
an — £ < Up(n) < a, (par définition d’un sup). La suite (ug(y))n>4 est donc une sous suite de
la suite (uy)nen, elle converge vers a = lim,,_ o a,, donc a est bien une valeur d’adhérence de
la suite (un)neN-

11 reste & montrer que a est supérieur ou égal a toutes les valeurs d’adhérence de la suite (uy)nen.
Soit b une valeur d’adhérence de la suite (u,)nen. Il existe donc ¢ : N — N t.q. ¢(n) — oo et
Up(n) — b, quand n — oco. Comme ay,(,) > Uypn) pour tout n € N, on a donc, en passant a limite
quand n — 00, a > b. a est donc la plus grande valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen-

2. Si u = (Un)nen est une suite & valeurs dans R, on sait (conséquence du résultat de la question
précédente) qu’il existe une suite extraite de u qui converge vers limsup,, _, . %, . Donner un exemple
d’une suite de fonctions (f,)nen de R dans R t.q. aucune sous suite ne converge simplement vers
limsup,,_, ., frn (qui est définie par (limsup,, .., fn)(z) = limsup,,_, . (f»(z)) pour tout = € R).

corrigé
Comme card(P(N)) = card(R), il existe ¢ : R — P(N) bijective. On définit maintenant f,, pour
tout n € N.
Soit x € R,

e Si le cardinal de () est fini, on prend f,(z) =1 pour tout n € N.

e Si le cardinal de ¥ (z) est infini, on peut écrire 1(x) = {¢.(p),p € N} ol ¢, est une fonction
strictement croissante de N dans N. on prend alors f,(z) = 1 si n &€ ¢¥(z), fo(z) = 1 si
n=y(2q) avec ¢ € Net f,(z) =0sin=p,(2¢+ 1) avec ¢ € N.
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Avec ce choix de (fy)nen, limsup,,_, . fn est la fonction constante et égale & 1. On montre main-
tenant que aucune sous suite de (f,)nen ne converge simplement vers limsup,,_, ., fn. En effet,
soit ¢ : N —= Nt.q. ¢(n) — oo quand n — oo. Il existe z € R t.q. ¢(z) = Im(p) (car ¢ est
surjective). Pour tout p € N, on peut trouver n > p t.q. p(n) = ¢.(2¢ + 1) pour un certain ¢ € N
(car {¢(0),...,o(p—1)} ne peut pas contenir {¢,(2¢+ 1), ¢ € N}), on a donc f,(,)(z) = 0, ce qui
montre que f,,)(x) # 1 quand n — oo. La sous suite (f,(»))nen ne converge donc pas simplement
vers limsup,,_, .. fn-

3. Trouver l'ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (uy,)nen t.q.:
liminf, o un = 0, imsup,,_, ., un =1 et limy, o0 [Unt1 — upn| = 0.

Donner un exemple d’une telle suite.

corrigé
On note A lensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,)nen. D’apres la question 1 (et son
analogue avec liminf) on a 0,1 € A et A C [0,1]. On montre maintenant que A = [0, 1].

Soit @ €]0,1[. Pour n € N, il existe p > n t.q. u, > a (car sup,~,, u, > 1). De méme, il existe
P p>n P
g > ptqg ug < a (car infg>pu, < 0). On pose p(n) = min{g > p; u; < a}. On a donc
Upn) < @ < Ugymy—1 (Noter que ceci est aussi vrai si ¢ = p + 1, grace au choix de p). Comme
Up(n) — Up(n)—1| — 0 quand n — oo (noter que ¢(n) — oo quand n — oo car p(n) > n), on a
pn) ~ Usp(n) 0 quand t d 4
Uyp(n) — @ quand n — oo et donc a € A. ceci prouve que A = [0, 1].

On obtient un exemple d’une telle suite de la maniere suivante :
Pour n € N il existe un unique (p,q) avec p € N, 0 < ¢ < p t.q. n = w + g, on pose alors

un:p%sip:%:aveckGN,etun:%sip:2k+1aveck€N.

Corrigé 6 (Fonctions caractéristiques d’ensembles)

Soit E un ensemble. Lorsque A est une partie de F, on définit 14 : F — R par :

1a(z) =1, six €A,

1a(x) =0, siz & A. (11.3)

14 est appelée “fonction caractéristique de A” (elle est souvent aussi notée x 4).

1. Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de F, alors 1 408 = 14 + 15. En déduire
que si (A,)nen est une suite de sous-ensembles de E deux a deux disjoints, on a 14, =
10, x4, (on précisera aussi le sens donné a “y > 14,”).

corrigé
Si A et B sont 2 parties de E, il est facile de voir que 14yup(z) est différent de 14(z) + 1p(x)
seulement si x € AN B. Si A et B sont deux parties disjointes de F, on a bien 14y =14 + 15.

Si (Ap)nen est une suite de parties de E, on définit, pour z € E :

> 14, (2) = lim > 14, (2),
p=0

neN
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cette limite existe toujours dans R. Siles (4,,) sont disjoints 2 & 2, cette limite est 0 si x & UpenAy,
et est 1 si x € UpenAy (car x appartient alors & un seul A4,,).

. Montrer quesi BC AC E,onalyp=14—1p.

corrigé
Siz € B,onalgg(r)=1a(x)—1p(x) =0,
Size A\ B,onalygg(r)=1a(z) —1p(z) =1,

Size A% onalypg(x)=1a(z) —1p(x) =0,

ceci donne bien 14\p =14 — 15.

. Montrer que, pour A et B sous-ensembles de E/, on a 14n5 = 1415.

corrigé
Siz€e ANB,onalanp(z) =14(x)1p(z) =1,
Size (ANB) = A°UB® onalanp(z)=1a(z)lp(z) =0,

ceci donne bien 1405 = 1415.

. Soit f : E — R une fonction ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. Montrer que f s’écrit
comme combinaison linéaire de fonctions caractéristiques.

corrigé
Soit ai,...,an les valeurs prises par f (noter que a; # a; si ¢ # j). On pose alors A; = {z € E;
f(z) =a;}. On voit alors que f = >"" | a;14,.

Corrigé 7 (Limite uniforme dans R)

Soit (frn)neny € C(R4,R4). On suppose que (fn)nen converge uniformément vers f (de sorte que
f € C(R,Ry)).

(a) On suppose que, pour n € N, lim,_ 1 o foa fn(x) dz existe dans R. On note fOJrOO fn(x) dz cette
limite.

Montrer, en donnant un exemple, que lim,—, 4o foa f(z) dx peut ne pas exister dans R.

corrigé
Pour n > 1, on définit f, par :
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La suite (fy)nen converge uniformément vers f défnie par :
fl)y=1,si0<z <1, f(a:):%,silgw.
Plus précisément, on a || f, — f|lu < 1 — 0 quand n — oo.

D’autre part, pour a > 1, foa f(z)dx =1+ log(a) — oo quand a — oo.

(b) On suppose de plus que lim,, f0+°° fn(x) dx existe dans R et que lim,—, 4 o foa f(z) dzx existe
dans R. On note alors f0+°° f(z) dx cette derniere limite. A-t-on

—+o0

lim fn(z)dx = /0+0° flx)dz 7

n—oo 0

corrigé
Pour n > 1, on définit f, par :
falz) =1 si0<z <n,
fal@)=n+Li-—z sin<z<n+4i,
fulz) =0, sl Zn—i—%.
La suite (f,)nen converge uniformément vers 0 car [|full. = + — 0 quand n — oo, mais
1< f0+oo fn(z)dx 4 0 quand n — oo.

Corrigé 8 (Limites sup et inf d’ensembles)

Soit (A,,)nen une suite de parties d'un ensemble E. On note

hnnliCQfA" = U ﬂ A, et limsupA, = ﬂ U Ap.

neNp>n n—ee neNp>n

1. On suppose la suite (A,) ey monotone, c’est-a-dire que A, C A, 11, pour tout n € N, ou que
Ant+1 C Ay, pour tout n € N. Que sont liminf, .. A, et limsup,,_, . A, 7

corrigé
On suppose que A,, C A,+1, pour tout n € N, on alors liminf, . A, = limsup,,_, ., Ap = UnenA4n.

On suppose que A, 11 C A,, pour tout n € N, on alors liminf,,_,, A, = limsup,,_,., An = NpenAn.

2. Méme question que précédemment si la suite est définie par : Asp = A et Agpy1 =B, pe N, Aet
B étant deux parties données de E.

corrigé

Dans ce cas, on a liminf,, . A, = AN B et limsup,,_, ., An = AU B.

3. Montrer que:

llimsup, . A, = limsuply, ,
n—oo
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liminf A,, C limsup 4,, ,

+o00
liminf A, = {x € E; Y 1ac(2) < o0},
n=0

n—oo

“+oo
limsup A,, = {z € E; Z la,(z) =00} .
n=0

corrigé

On remarque d’abord que, si (Bp)nen C E, 1n, B, = infrenlp, et 1y, B, = SUP,en 1B, -

e Soit x € F,
Limsup,, . 4, (Z) = L, cnuys,a, (T) = rllrelfN L0y204, (%) = érellf\l(zlzlg L, (@) =
lim (sup1la,(z)) = limsup 14, ().

Donc liimsup, . A, = limsup,,_,, 1a,.
De méme, soit x € E,

Liminf, o0 A, (T) = LUpennysaa, () =supln o 4, (z) = sup(inf 14 (2)) =

neN neN p2n
lim (igf 1a,(z)) = liminf 14, (z).
n—oo p>n n—00

Donc 1y inf A, =liminf, 14, .

e Si z € liminf, . Ay, il existe n € N t.q. © € Np>,A,, donc x € Up>p Ay pour tout m € N
(on a, par exemple, z € A, avec p = max{m,n}). On en déduit z € Nyeny Up>m Ap =
limsup,, . An. Donc liminf, .. A, C limsup,,_, ., 4n.

e Soit € E. On voit que = € liminf, .., A, si et seulement si il existe n € N t.q. + € A, pour
tout p > n, ce qui est équivalent a dire que x n’appartient a AS que pour un nombre fini de n ou
encore que 2% 1ac () < 0o. On a donc bien liminf, .o A, = {z € B; 3, 14 (x) < 00}

e Soit x € E. On voit que x € limsup,,_, ., A, si et seulement si, pour tout n € N, il existe p > n
t.q. € Ap, ce qui est équivalent & dire que = n’appartient & A,, que pour un nombre infini de n
ou encore que 014 () = 0o. On a donc bien limsup,,_,. A, = {z € B;3/°0 14, (2) =
00}.
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11.2 Exercices du chapitre 2
11.2.1 Tribus

Corrigé 9 (Caractérisation d’une tribu)
Soit F un ensemble.
1. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et

t.q. @ € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi E € T et qu’elle est stable
par intersection dénombrable.

corrigé

e T car E = (° et que T est stable par passage au complémentaire.

e T est stable par intersection dénombrable car, si (4,,) C T, on a (NpenAy,)® = UpenAS € T (car
T est stable par passage au complémentaire et par union dénombrable) et donc NpenA4, € T
(car T est stable par passage au complémentaire).

2. L’ensemble des parties finies de F est-il une tribu 7

corrigé

e Si E est fini, ensemble des parties finies de F est une tribu, c’est la tribu P(E).

e Si F est infini, I’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu, car il n’est pas stable par
passage au complémentaire (le complémentaire d’une partie finie est infinie. .. ).

Corrigé 10 (Tribu engendrée)

Soit E un ensemble.

1. Montrer qu'une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

corrigé
Soit (T;)ier une famille de tribus sur I (I est un ensemble quelconque). On pose T' = {A C E;

A € T; pour tout ¢ € I} (T est bien Uintersection des tribus T;, ¢ € I). On montre que T est une
tribu :

e () €T car ) € T; pour tout i € I.

e T est stable par complémentaire car, si A C T, on a A € T; pour tout 7 € I, donc A°¢ € T;
pour tout ¢ € I (car T; est stable par passage au complémentaire), donc A¢ € T.

e T est stable par union dénombrable car, si (A;)neny C T, on a A, € T; pour tout ¢ € T et
tout n € N donc U,enA,, € T; pour tout ¢ € I et tout n € N (car T; est stable par union
dénombrable), donc UpenA, € T,

d’apres I'exercice précédent, on en déduit que T est une tribu.
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2. Soit A C P(E). On note T4 lintersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie
de F appartient donc a T4 si et seulement si elle appartient & toutes les tribus contenant A, on
remarquera qu’il y a toujours au moins une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que
T4 est la plus petite des tribus contenant A (c’est la tribu engendrée par A).

corrigé

D’apres la question précédente, T4 est bien une tribu. La définition de T4 donne que toute tribu
contenant A doit contenir T4. T4 est donc la plus petite tribu contenant A.

3. Soient A et B C P(E) et T4, Ti les tribus engendrées par A et B. Montrer que si A C B alors
Ty CTp.

corrigé

T est une tribu contenant BB, donc contenant A. Donc Ty C T;.

Corrigé 11 (Exemples de Tribus)

1. Tribu trace

(a)

Soit 7 une tribu sur un ensemble E et F' C E. Montrer que Tp = {ANF, A € T} est une
tribu sur F (tribu trace de 7 sur F).

corrigé
e pecTrcar0=0NFetheT.

e Soit A€ Tp. lexiste Be€T t.qo A=BNF. Onadonc F\ A= (E\B)NF € Ty car
E\ B € T. Tr est donc stable par passage au complémentaire.

e Soit (Ap)neny C Tp. Pour tout n €N, il existe B, € T t.q. A, = B,NF. On a
donc UpenAn = (UpenBr) N F € Tg car UyenB, € T. Tr est donc stable par union
dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que 7 est une tribu sur F.

Si E est un espace topologique et 7 = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E), montrer
que la tribu trace sur F, notée T, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu
borélienne de F, notée B(F)). [Montrer que B(F) C Tr. Pour montrer que Tr C B(F),
considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et montrer que C est une tribu (sur E) contenant
les ouverts de E.] Si F est un borélien de F, montrer que Tr est égale & ’ensemble des
boréliens de E contenus dans F'.

corrigé
On note Of 'ensemble des ouverts de F', et O I'ensemble des ouverts de FE. Par définition
de la topologie trace, Op = {ONF, O € Og}.

Comme O C B(E),ona Op CTp ={BNF, Be B(E)} (Noter que Tr = B(E)F, avec les
notations de la question précédente). On en déduit que B(F') C Tr car Tr est une tribu sur
F' contenant Op qui engendre B(F).
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On montre maintenant que Tp C B(F). On pose C = {A € P(E); ANF € B(F)}. hecC
car )N F = () € B(F). C est stable par passage au complémentaire car, si A € C, on a
(ENA)NF=F\A=F\(ANF) e B(F),donc (E\ A) € C. Enfin, pour montrer que C est
stable par union dénombrable, soit (A, )neny C C, on a (UpenAn)NF = Upen(4,NF) € B(F),
ce qui donne U,enA, € C et la stabilité de C par union dénombrable. C est donc une tribu.
Il est clair que O C C carsi O € Og, on a ONF € Op C B(F). La tribu C contient O,
ce qui prouve que C contient B(E) et donc que AN F € B(F) pour tout A € B(E). Ceci
donne exactement Tr C B(F). On a bien montré finalement que Tr = B(F') (on rappelle que
Tr = B(E)F, avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F est un borélien de E, c’est-a-dire que F' € B(E). On a alors
Tr C B(E) (car ANF € B(E) si A € B(E)). Puis, soit A C F t.q. A€ B(E), on peut écrire
A=ANF, donc A € Tr. On a bien montré que Tp = {A C F; A € B(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z},z € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les
cas E dénombrable et non dénombrable).

corrigé

On note T'(S) la tribu engendrée par S.

e On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable). D’apres
la stabilité de T'(S) par union dénombrable, la tribu T'(S) doit contenir toutes les parties au
plus dénombrables. Comme toutes les parties de E sont au plus dénombrables, on en déduit

T(S) = P(E).

e On suppose maintenant que F est infini non dénombrable. On note A I’ensemble des parties de
E au plus dénombrables et B = {A¢, A € A}. D’apres la stabilité de T'(S) par union dénom-
brable, la tribu T'(S) doit contenir A. Par stabilité de T(S) par passage au complémentaire,
T'(S) doit aussi contenir B.

on va montrer maintenant que A UB est une tribu (on en déduit que T'(S) = AUB). On a
fe Ac AUB et il est clair que A UB est stable par passage au complémentaire (car A € A
implique A° € B et A € B implique A° € A). Enfin, si (4,)neny C AU B, on distingue 2 cas :

ler cas. Si A,, € A pour tout n € N, on a alors U,ey4, € A C AUB.
2eme cas. Siil existe n € N t.q. A, € Bon a alors A% € A, donc A est au plus dénombrable

et (Upendp)® = NpenAy C Aj, est aussi au plus dénombrable,ce qui donne (Uyen4,)© € A et
Upend, € BC AUB.

On a bien montré que UpenA, € AU B. Ce qui prouve la stabilité par union dénombrable de
AU B. Finalement, AU B est donc une tribu contenant S et contenu dans T'(S), ceci donne

T(S) = AUB.

Corrigé 12 (Tribu image)

Soient E et F des ensembles. Pour A CP (FE) (resp. P(F)) on note T(A) la tribu de E (resp. F)
engendrée par A.
Soit f : F — F une application.
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1. Montrer que si 7’ est une tribu sur F, alors f~3(7") = {f~Y(B); B € T'} est une tribu sur £
(tribu image réciproque).

corrigé
On démontre que f~1(7’) est une tribu sur E en remarquant que f~1(0) = 0, E\ f~}(4) =
F~YHF\A) (pour tout A C F)et f~H(Upendn) = Unenf(A,) (pour toute suite (A, )neny C P(F)).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7/ = {B C F; f~}(B) € T} est une tribu sur F (tribu
image directe).

corrigé

Ici aussi, on montre que 7" est une tribu sur F en remarquant que f~1(0) = 0, f~1(F\ A) =
E\f7(A) (pour tout A C F) et f~1(UpenAn) = Unenf 1 (A,) (pour toute suite (A, )nen C P(F)).

Noter que, en général, { f(B), B € 7} n’est pas une tribu sur F' (par exemple, si f est non surjective,
F&{f(B), BeT}).

3. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F on a : T(f~*(C)) = f~1(T(C)). [Montrer que
T(f~1(C)) c f~YT(C)). Puis, pour montrer que f~Y(T(C)) C T(f~1(C)), montrer que T = {G C
F; f~YG) e T(f~1(C))} est une tribu contenant C.]

corrigé
F~HT(C)) est une tribu sur E (d’aprés la premiere question) contenant f~1(C) (car T'(C) D C), elle
contient donc T'(f~1(C)), ce qui donne f~1(T(C)) D T(f~*(C)).
Pour montrer l'inclusion inverse, c’est-a-dire f~1(T(C)) ¢ T(f~'(C)). On pose T = {G C F;
F~YG) e T(f~(C))}. On montre d’abord que T est une tribu :
e eTcar f7LH0)=0eT(f1C))

o T est stable par passage au complémentaire car, si A € T, on a f~Y(A) € T(f~1(C)) et
fTHENA)=E\ f~1(A) € T(f71(C)), donc (F'\ A) € T.

o T est stable par union dénombrable car, si (A, )nen C T, on a f~1(A,) € T(f~*(C)) pour
tout n € N et f~H(UpenAn) = Unenf 1 (A4,) € T(f~1(C)), donc UpenA, € T.

On a bien montré que T est une tribu. Il est immédiat que T' D C (car f~1(B) € T(f~(C)) pour
tout B € C). On en déduit que T contient T'(C), c’est-a-dire que f~1(B) € T(f~'(C)) pour tout
B € T(C). Ceci signifie exactement que f~1(T(C)) C T(f~1(C)).

Les 2 inclusions nous donnent bien f~(T(C)) = T(f~(C)).

Corrigé 13 (Tribu borélienne de R?)
On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que T = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de
R. [S’inspirer d'une démonstration analogue faite pour R au lieu de R?.] En déduire que B(R?) C T.
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corrigé
On g’inspire ici de la démonstration du lemme 2.1 (on peut reprendre aussi la démonstration de
Pexercice 14).

Soit O un ouvert de R%. Pour tout = = (z1,z2)" € O, il existe r > 0 t.q. |z — r, 21 + r[x]zs —
r,xo + r[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver y; € QN|zy — r,z1],
z1 € QNzy,x1 + 7], y2 € QNjay — 7, x| et 20 € QN]za, 22 + r[. On a donc = €|y, 21[X]y2, 22[C O.

On note alors I = {(y1,21,¥2,22) € Q% Jy1, 21[x]y2, 22[) C O}. Pour tout = € O, il existe donc
(Y1, 21,92, 22) € I t.q. @ €]y, 21[X]y2, 22[. On en déduit que

0= U(yhzhymzz)ef]yla 21 [X]y% 22[-

Comme I est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi
montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de R2, et donc contenant la tribu engendrée
par les ouverts de R? (c’est-a-dire B(R?)). Donc, B(R?) C T.

. Soit A un ouvert de R et Ty = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T} est une tribu (sur R)
contenant les ouverts (de R). En déduire que T} = B(R).

corrigé
o ) €Ty car Ax (=0 e B(R?).
e On montre ici que T} est stable par passage au complémentaire.

Soit B € T}, on a donc B¢ € B(R) et Ax B¢ =Ax (R\B)=(AxR)\(Ax B). Or, (AxR)
est un ouvert de R? (car A et R sont des ouverts de R), on a donc (A x R) € B(R?). D’autre
part, (A x B) € B(R?) (car B € T1). Donc, A x B¢ = (A x R) \ (A x B) € B(R?). Ce qui
prouve que B¢ € T et donc que T; est stable par passage au complémentaire.

e Enfin, T} est stable par union dénombrable. En effet, si (B, )neny C 71, on a A X (UpenBy) =
UnenA x B, € B(R?) (car A x B,, € B(R?) pour tout n € N). Donc, U,enB,, € T}.

On a donc montré que T3 est une tribu, il reste a montrer que T} contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R on a
A x B € B(R?). On a donc B € Ty.

T est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, 77 = B(R).
La conséquence de cette question est donc :

A ouvert de R et B € B(R) = A x B € B(R?). (11.4)

. Soit B € B(R) et Ty = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T> = B(R).

corrigé

On commence par remarquer que la question précédente donne que T contient les ouverts de R.
En effet, soit A un ouvert de R, la propriété (11.4) donne A x B € B(R?), et donc A € Ts.

On montre maintenant que T3 est une tribu (on en déduira que T = B(R)).
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o )€ Tycar ) x B=10¢c B(R?).

e On montre ici que T3 est stable par passage au complémentaire.
Soit A € Ty, on a A° € B(R) et A°x B = (R x B)\ (A4 x B). La propriété (11.4) donne
(R x B) € B(R?) car R est un ouvert de R. D’autre part, (A x B) € B(R?) (car A € Ty).

Donc, A¢ x B € B(R?). Ce qui prouve que A° € Ty et donc que T5 est stable par passage au
complémentaire.

e Enfin, T est stable par union dénombrable. En effet, si (A,,)nen C To, on a (Upen4y,) X B =
Unen(Ap, x B) € B(R?) (car A, x B € B(R?) pour tout n € N). Donc, UpenA, € To.

T5 est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que 75 D B(R) et donc,
finalement, T, = B(R).

4. Montrer que T C B(R?) (et donc que T = B(R?)).

corrigé

La question précédente donne :
A,B € B(R) = A x B € B(R?).

On a donc {A x B; A, B € B(R)} CB (R?). On en déduit T C B(R?). Avec la question 1, on a
finalement 7' = B(R?).

Corrigé 14 (Tribu borélienne sur RY)

1. Montrer que la tribu borélienne de R est égale a celle engendrée par ’ensemble de toutes les boules
ouvertes de RY. [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de RV est réunion dénombrable de
boules ouvertes de RY ]

corrigé
Soit T la tribu engendrée par 1’ensemble de toutes les boules ouvertes de RY. Comme les boules
ouvertes sont des ouverts, on a T' C B(RY).

On montre maintenant I'inclusion inverse, c’est-a-dire B(RY) C T. Soit O un ouvert de RV. Pour
tout « € O, il existe r > 0 t.q. B(x,r) C O (ou B(z,r) déisgne la boule ouverte de centre x et
rayon r). Comme les rationnels sont denses R, on peut donc trouver y € QY et s € QL ={te@Q
t >0}, t.q = € B(y,s) C O. On note alors I = {(y,s) € QN x Q*; B(y,s) C O}. On a alors
O = U(y,s)e1B(y,s). Comme I est au plus dénombrable (car QV ! est dénombrable), on en déduit
que O € T et donc que B(RY) C T (car T est une tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que B(RY) est aussi la tribu engendrée par I’ensemble
des boules ouvertes a rayons rationnels et centre a coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RV est égale & celle engendrée par I’ensemble des produits
d’intervalles ouverts a extrémités rationnelles.

corrigé
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On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en remplagant B(x,r) par
N t
P(x,r) =[[,_1]xs —r 2 + 7, avec & = (z1,...,2n)"

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles |a,b] ol a,b € R, a < b.

corrigé
Soit C = {]a,b], a,b € R, a < b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme ]a,b] = Nysola, b+ L[,
on voit que ]a,b] € B(R) pour tout a,b € R, a < b. Donc, on a C C B(R) et donc T(C) C B(R).

On montre maintenant 'inclusion inverse, c¢’est-a-dire B(R) C T'(C). Soit I =]a,b] avec a,b € R,
a < b. On peut écrire I = Up>p,la,b — 2], avec ng t.q. n—lo < b—a. On en déduit que I € T(C).
Puis, comme tout ouvert non vide peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts
a extrémités finies (voir le lemme 2.1 page 21), on obtient que tout ouvert appartient & T(C). Ceci
permet de conclure que B(R) C T'(C) et finalement que B(R) = T'(C).

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RY) est engendrée par la classe des boules
ouvertes (ou bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent S.

corrigé
On reprend le méme raisonnement que dans la premiere question en remplacant QN par SV (qui
est dense dans RY) et Q% par S = {s € S; s> 0} (qui est dense dans R* ).

Corrigé 15
Soit E un ensemble et A C P(E).
1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés
suivantes :
a) Ee A,
b) A, Be A= A\Bec A

corrigé

e On suppose que A est une algebre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour montrer (b) il suffit
d’utiliser la stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire, cela donne bien
que AA\B=ANB°ec Asi A,Be A

e On suppose maintenant que A vérifie (a) et (b).
Onaalors ) = E\ E € A, et donc 0, F € A.

On remarque ensuite que, grace & (b), A= E\ A € E si A € A. On a donc la stabilité de A
par passage au complémentaire.

Soit maintenant Ay, A2 € A. On a Ay N Ay = A; \ AS, on en déduit que Ay N Ay € A par (b)
et la stabilité de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n donne alors que A
est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection finie et par
passage au complémentaire car (Up_yA,)¢ = Np_gAS.

On a bien montré que A est une algebre.

258



2. Soit (A;)ier une famille d’algébres (sur E). Montrer que N;erA; = {A € P(E); A € A; pour tout
i € I} est encore une algebre.

corrigé
On peut montrer que N;erA; est une algebre en utilisant diretement la définition d’une algebre.
Onb peut aussi le montrer en utilisant la premiere question, ce que nous faisons ici. On montre
donc que N;erA; vérifie (a) et (b) :
o FenerA; car E € A; pour tout i € I.

e Soit A, B € NierA;. Pour tout i € I, on a A, B € A;. On en déduit A\ B € A; (car A; est
une algebre) et donc A\ B € NicrA;.

On a bien montré que N;cr.A; est une algebre.

SiC C P(F), la deuxiéme question permet donc de définir I’algebre engendrée par C comme l'intersection
de toutes les algebres sur E contenant C.

Corrigé 16

Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que 0, E € C, que C est stable par
intersection finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments
de C, c’est-a-dire :

CeC= ilexisten e N et C1,...,C,€Ctq. C°=U)_1Cpet C,NCy=0sip#q.

On note B ’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E est donc un élément
de B si et seulement si il existe n € N* et (Ay)p=1,..n» CCt.q. AyNA;=0sip#qet A=U;_ A

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
corrigé

On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit A, B € B. Il existe A1,..., A, €
Cet By,...,B, €C tq. AiﬂAj =0sii#j, B; N B; =0,sii#j, A=U A, et B= U;—nlej.
On a alors AN B = (UL 4;) N (V)L B;y) = Uy UTL, (A; N Bj). Comme A; N Bj € C (car C est
stable par intersection finie) pour tout ¢,j et que (A; N B;) N (Ax N By) = 0 si (2,5) # (k,1), on en
déduit que AN B € B.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de B par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de B par passage au complémentaire. Soit A € B. Il existe
Ay, A, eCtg AiNA;j=0sii#jet A=U A;. Onaalors A° =N A5. Comme A{ est
une réunion finie disjointe d’éléments de C, on a bien A € B. La stabilité de B par intersection finie
donne alors que A¢ € B. On a donc bien montré la stabilité de B par passage au complémentaire.

2. Montrer que l'algebre engendrée par C est égale a B.
corrigé

On note A I'agebre engendrée par C. Comme A est stable par union finie et contient C, il est clair
que A D B. Comme B contient C, pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer que B est une

259



algebre (car A est 'intersection de toutes les algebres contenant C). On montre donc maintenant
que B est une algebre.

Pour montrer que B est une algebre, on montre que B vérifie les quatre propriétés d’une algebre.

e EpeBcarCCBet E,QeC.

e La question précédente montre que B est stable par par intersection finie et par passage au
complémentaire.

e La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par intersection finie
et par passage au complémentaire, car U ; A; = (NI AS)°.

On a bien montré que B est une algebre. Comme B D C, on a donc B D A et finalement B = A.

Corrigé 17

Soit E un ensemble. Pour ¥ C P(E), on dit que ¥ est une classe monotone (sur E) si ¥ vérifie les
deux propriétés suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante
dénombrable) :

e (A )neny CX, A, C Apyq pour tout n € N = U,enA4y, € X,
e (An)nen C X, Ay, D Ay pour tout n € N = Nyend, € 3.

1. Soit ¥ C P(E). Montrer que ¥ est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une
algebre (cf. exercice 2.8).

corrigé

e Si ¥ est une tribu, X est stable par union dénombrable et intersection dénombrable. On en
déduit immédiatement que X est une algebre et une classe monotone.

e On suppose maintenant que % est une algebre et une classe monotone. Comme ¥ est une
algébre, pour montrer que X est une tribu, il suffit de montrer que ¥ est stable par union
dénombrable.

Soit donc (Ap)neny C X et A = UpenAyn. On veut montrer que A € X. On remarque que
A = UpenB,, avec B, = Uy_gA,. Comme ¥ est une algebre, on a B,, € ¥ pour tout n € N.
Puis, comme ¥ est de stable par union croissante (noter que B,, C By+1) dénombrable, on en
déduit que A € ¥. On a bien montré que 3 est stable par union dénombrable et donc que %
est une tribu.

Noter que ’hypothese de stabilité de ¥ par intersection décroissante dénombrable n’a pas été
utilisé. Elle sera utile a la question 4.

2. Donner un exemple, avec ¥ = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

corrigé

Il y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des tribus. En voici un : ¥ = {R}.
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3. Soit (X;);es une famille de classes monotones (sur E). Montrer que N;e;¥; = {A € P(E); A€ %,
pour tout ¢ € I'} est encore une classe monotone.

corrigé

e Soit (An)nen C NierXi t.q. A, C Apqq pour tout n € N. On a done, pour tout i € I,
(An)nen C X; et donce, puisque X; est une classe monotone, UpenA, € ;. On en déduit que
UnENAn - ﬂi612i~

e Soit (An)nen C NierX; t.q. A, D A,tq pour tout n € N. On a donc, pour tout i € I,
(An)nen C X; et donc, puisque ¥; est une classe monotone, Ny,enA, € X;. On en déduit que
MnenAn C NierX;.

Ceci montre bien que N;c73; est une classe monotone.

Si C C P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme
I'intersection de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit A une algebre sur E. On note ¥ la classe monotone engendrée
par A et on note T la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que ¥ C T

corrigé
Y est l'intersection de toutes les classes monotones sur A. Une tribu étant aussi une classe
monotone, la tribu T' (engendrée par A) est donc une classe monotone contenant A. On en
déduit que X C T

(b) Soit AC E. Onpose ¥4 ={B C E; A\B € X et B\ A€ X}. Montrer que X4 est une classe
monotone.

corrigé

e Soit (By)nen C X4, By C By pour tout n € N. On pose B = UpenB,. On va montrer
que B € Y 4.

On a A\ B = A\UnenB, = Npen(A4\ By,). La suite (A\ B, )nen est une suite décroissante
de 3. Comme ¥ est une classe monotone, on en déduit A\ B = Npen(A\ By) € X.

On montre aussi que B\ A € ¥. En effet, B\ A = UpenBn \ A = Upen(Br \ 4) € X par
la stabilité de 3 par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de ¥ par union croissante
dénombrable.

e De maniere analogue, on va montrer la stabilité de X par intersection décroissante dénom-
brable. Soit (Bp)nen C X4, Bn O Bpi1 pour tout n € N. On pose B = NyenBy.
Comme A\ B = Upen(A\ By,), on obtient A\ B € ¥ en utilisant la stabilité de ¥ par
union croissante dénombrable.

Comme B\ A = Npen(B, \ A), on obtient B\ A € ¥ en utilisant la stabilité de ¥ par
intersection décroissante dénombrable.

On a donc B € 4. Ce qui donne la stabilité de X par intersection décroissante dénom-
brable.
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On a bien montré que X 4 est une classe monotone.

(¢) (Question plus difficile.) Montrer que ¥ est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premieére
question de 'exercice 2.8.] En déduire que T' = X.

corrigé
Pour montrer que X est une algebre, il suffit de montrer que ¥ vérifie les propriétés (a) et (b)
de la premieére question de l'exercice 2.8. Il est immédiat que la propriété (a) est vérifiée car

E € A € . Pour montrer (b), on utilise la classe monotone ¥ 4 définie & la question 4 pour
ACE.

Soit A € A. Comme A est une algebre, on a donc A C ¥ 4. La classe monotone ¥ 4 contient
A, elle contient donc ¥ qui est I'intersection de toutes les classes monotones contenant A. On

a donc :
Ae A, BeEX = BeX,. (11.5)

On remarque maintenant que, pour tout A, B € P(F), on a :
AeXps BeXy,.
On déduit donc de (11.5) :
Aec A, BeX = Ac Xp.

Si B € X, la classe monotone X g contient donc A. Elle contient alors aussi ¥ (qui est
lintersection de toutes les classes monotones sur E contenant A4). On a donc montré :

BeX Ae¥Y=Aecip.

On en déduit que A\ B € X si A, BeX.

On a bien montré que ¥ vérifie la propriété (b) de la premiere question de l’exercice 2.8 et
donc que X est une algebre.

Pour conclure, on remarque Y est une classe monotone et une algebre. C’est donc une tribu
(par la question 1) contenant A. Elle contient donc T' (qui est I'intersection de toutes les tribus
contenant A) et on a bien, finalement, ¥ =T.

Corrigé 18 (Caractérisation de la tribu engendrée)

Soit E un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finiesi A,B € A= ANB € A.
On dit que A est stable par différence si :

A BeA BCA=A\B=ANnDB‘ec A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(An)neny C A, A, N Ay =0 pour n £ m = Upend, € A

Soit C C P(E).

262



1. On note Z l'ensemble des parties de P(E) stables par différence et stables par union dénombrable
disjointe. Montrer qu’il existe D € Z t.q. C C D et :

AeZ CCcA=DcC A

corrigé
On note Z, 'ensemble des éléments de Z contenant C. On remarque tout d’abord que Z, # ) car

P(E) € Z,. Puis, on note D I'ensemble des parties de E appartenant & tous les éléments de Z,
(c’est-a-dire que, pour A € P(FE), on a A € D si, pour tout B € Z,., A € B).

Il est facile de voir que D est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que
D contient C (car tous les éléments de Z,. vérifient ces trois propriétés). Enfin, A € Z, = D C A,
ce qui est bien la propriété demandée.

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(FE). On suppose maintenant que C est stable
par intersection finie et que E € C.

2. Pour A € P(E), on note Dy ={D € D t.q. AND € D}.

(a) Soit A € P(E). Montrer que Dy est stable par union dénombrable disjointe et stable par
différence.

corrigé
Soit (Dp)nen C D4 avec D, N Dy, = 0 si n # m. On va montrer que UyenD;,, € Dg. On
remarque tout d’abord que U,enD,, € D car D,, € D, pour tout n € N, et D est stable par
union dénombrable disjointe. Puis, A N (UpenDyp) = Unen(Dp N A) € D car D, N A € D,
pour tout n € N, (D,, N A) N (D,,, N A) = 0, si n # m, et D est stable par union dénombrable
disjointe. On a donc montré que U,enD,, € D4. Ce qui prouve que Dy est stable par union
dénombrable disjointe.

Soit maintenant Dy, Dy € D4, avec D1 C Ds. On va montrer que Dy \ D; € Dy. Pour
cela, on remarque que D \ D1 € D car D1, Dy € D et que D est stable par différence. Puis,
Am(DQ\Dl) = (AQDQ)\(Ale) eD carAﬂDl, AND, € D, (AﬂDl) C (AQDQ) et
D est stable par différence. On a donc montré que Dy \ D1 € D 4. Ce qui prouve que Dy est
stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C Dy4. En déduire que D4 = D.

corrigé

Soit BeC. Ona B e D (car D DC) et AN B € C (car C est stable par intersection finie),
donc AN B € D. Ceci montre que B € Dy et donc C C D 4.

Comme D4 est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que D4 contient
C, la question 1 donne D4 D D et, finalement, Dy = D.

(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.
corrigé
Soit B€C. Ona B € D (car D D C). Comme B € C, la question précédente donne D = Dp

et donc A € Dg. On a donc AN B € D. Ceci montre que B € Dy et donc C C Dy.
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On en déduit, comme a la question précédente, que Dy = D.

Soit maintenant B € D. Comme D = Dy, on a B € Dy et donc AN B € D. L’intersection de
deux éléments de D est donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection

finie (une récurrence facile donne que l'intersection d’un nombre fini d’éléments de D est aussi
dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.
corrigé

On remarque que E € D (car E € C C D) et que D est stable par complémentaire car, si A € D, on
a E\ A € D car D est stable par différence (et E, A € D avec A C E). Pour montrer que D est une
tribu, il suffit de montrer que D est stable par union dénombrable (non nécessairement disjointe).

Soit (A, )nen C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi AS, € D, pour tout n € N.
Pour tout n € N, on pose :

n = An N (ﬁ?:_OIA‘;),

On a B, € D car D est stable par inteserction finie et B, N B,, = 0 si n # m (en notant que
B, C A, et B,, C AS si m > n). Comme D est stable par union dénombrable disjointe, on en
déduit U,enBy, € D et donc UpenAy, € D (car UpenAy, = UpenByp). Ceci prouve que D est stable
par union dénombrable et donc que D est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engendrée par C,
notée 7(C). D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C appartient & Z,. (défini a
la question 1) et donc que 7(C) contient D. On a bien montré finalement que D = 7(C).

Remarque : ’hypothese “E € C” n’a été utilisée qu'une seule fois. Elle n’a été utilisée que pour
montrer que E € D (dans la question 3). On peut remplacer cette hypothese par “il existe une suite
(Ex)nen CCt.q. EnNE, =0,8in#m, et E=UpenE,”. En effet, de cette hypothese, on déduit
aussi ' € D car D est stable par union dénombrable disjointe et C C D. La suite du raisonnement
de la question 3 donne alors aussi que D est la tribu engendrée par C.

11.2.2 Mesures

Corrigé 19 (Exemples de mesures)

Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de F, on pose m(A) = 0 si A est au
plus dénombrable, et m(A) = +oo sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

corrigé
Oui, I'application m est une mesure sur P(E). En effet, on a bien m(@) = 0 et si (Ap)neny C P(E)
on a m(UpenAy) = Zn om(Ay) = 0si A, est au plus dénombrable pour tout n € N (car une réunion
d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable) et m(UpenA,) = 35> 0m( n) = 00 siil
existe n € N t.q. A, est infini non dénombrable. On a donc toujours m(U,en4,) = Zn om(Ay) (noter
d’ailleurs qu'il est inutile de supposer les A,, disjoints 2 & 2).

Corrigé 20 (Mesure trace et restriction d’une mesure)
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Soit (F, T, m) un espace mesuré

1. Soit F € T. Montrer que la tribu trace de T sur F', notée T, est incluse dans T' (cette tribu est
une tribu sur F). Montrer que la restriction de m & Tp est une mesure sur Tr. On lappellera la
trace de m sur F. Si m(F') < oo, cette mesure est finie.

corrigé
Soit B € Tr, il existe donc A €T t.q B=ANF. Comme F € T, on a donc aussi B € T.

On note mp la restriction de m a Tr, on a donc mp(B) = m(B) pour tout B € Tr. Il est alors
immédiat de voir que mp(0) = 0 et que mp est o-additive sur Tr, mp est donc une mesure sur Tr.
Sim(F) < oo, on a mp(F) =m(F) < oo, la mesure mp est donc finie (mais la mesure m peut ne
pas étre finie, c’est-a-dire que 1'on peut avoir m(E) = o).

2. Soit A une tribu incluse dans T. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp.
o-finie) si m est finie (resp. o-finie) ?

corrigé
On note m,, la restriction de m a A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout B € A. 1l est clair que
m, est une mesure sur A.

e Sim est finie, on a m,(E) = m(F) < oo, m, est donc aussi une mesure finie.

e Sim est o-finie, il existe une suite (A, )neny C T t.q. UnenAn = E et m(A,) < oo pour tout
n € N. Mais, comme les A,, ne sont pas nécessairement dans A, la mesure m, peut ne pas étre
o-finie. On peut construire un exemple facilement de la maniére suivante :

On suppose que m est o-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple (E,T,m) =
(R, B(R),\)) et on prend A = {(}, E}. La mesure m, n’est pas o-finie. ..

Corrigé 21

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini (“fini” signifie que m(E) < 00) et (Ap)nen, (Bn)nen des suites
d’ensembles mesurables tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (UnENAn) \ UnENBn - UnEN(An \ Bn)'

corrigé
Soit & € (UpenAn) \ UnenBn, on a donc z € UpenA, et © ¢ UpenBy, cest-a-dire qu'il existe
p € Nt.q. € A, et que, pour tout n € N, z ¢ B,. On a donc « € A4, \ B, ce qui prouve que
2 € Unen(4y \ Bp) et donc que (UpenAn) \ UnenBn C Unen(An \ Bn).

2. Montrer que m(UnenAn) — m(UnenBn) < D, cn(m(An) —m(By)).

corrigé
Puisque m(FE) < oo, on a, pour tout A, B € T t.q. B C A, m(A\B) = m(A)—m(B). La monotonie
de m, la o-sous additivité de m (et la question précédente) nous donne alors :
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mM(UnenAn) — m(UnenBr) = m((UnenAn) \ (UnenBn)) < m(Unen(An \ By))
< S Zom(An \ Ba) = 32,2 (m(A,) — m(B

n=0

Corrigé 22

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (A, )neny C T t.q., pour tout n € N, m(A,) = m(FE). Montrer que
m(NpenAn) = m(E).

corrigé
Comme m(E) < oo, on a m(A%) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De m(A,) = m(E), on déduit
alors m(AS) = 0 pour tout n € N. Par o-sous additivité de m, on a alors m(U,enyAS) = 0. Comme

UnenAS = (NpenAn)®, on a done m((Npendn)®) = 0 et done m(Nyendy,) = m(E).

Corrigé 23 (Contre exemples...)

1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(A) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

corrigé

Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple A = {%, n > 1}. On a
A(A) =0 et A n’est pas fermé (car 0 appartient & 'adhérence de A sans étre dans A).

2. Soit (E,T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre T'. On consideére my et mq des mesures
sur T. Montrer que mi(A) = ma(A) pour tout A € C n’implique pas que my; = mg sur T. [On
pourra trouver un exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et my, ma non finies. Un exemple avec
(E,T) = (R,B(R)) et m1, ma finies est aussi possible mais plus difficile d trouver. . .]

corrigé
on prend (E,T) = (R, B(R)).

e Exemple “facile” (avec m1, mo non finies).
On prend C; = {]a,o[, a € R}. On a bien T(C;) = B(R), c’est-a-dire que C; engendre B(R
(voir la proposition 2.2). On prend alors m; = X et ma = 2X (c’est-a-dire mqo(B) = 2\(B
pour tout B € B(R)). On a bien m;(B) = my(B) pour tout B € C; (car on a alors m;(B) =
mz(B) = 00). Mais my # mg puisque, par exemple, mq(]0,1[) = 1 et ma(]0, 1[) = 2.

e Exemple “difficile” (avec mq, mq finies).
On prend maintenant Co = {B € B(R); {—1,0,1}NnB =0} U{{-1,0}} U{{0,1}} (un élément
de Cy est donc un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie {—1,0}, ou bien
la partie {0,1}). On montre d’abord que T'(C2) = B(R). Il est clair que T(C2) C B(R) car
Co C B(R). Pour montrer Uinclusion inverse, c’est-a-dire B(R) C T(Cs), on remarque que
{0} ={-1,0}n{0,1} € T(C3) et donc que {—1} = {-1,0}\ {0} € T(C2), {1} = {0,1}\ {0} €
T(Cz). Finalement on voit alors que B(R) C T'(Cq) car tout borélien s’écrit comme un borélien
ne contenant ni —1 ni 0 ni 1 (qui appartient donc a T'(C2)), auquel on ajoute éventuellement
1, 2 ou 3 autre(s) élément(s) de T'(C2) (qui sont les parties {0}, {—1} et {1}, on conclut alors
avec la stabilité par union finie de la tribu T'(Cs)).
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On rappelle que, pour a € R, on note J, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour
B e B(R), §,(B) =1sia € Betd(B)=0sia¢ B. On prend alors m; = d_1 + do + 07 et
me = 20_1 4+ 26;. On a clairement m; = mgy sur Cy car my(B) = ma(B) =0 si B € B(R) est
t.q. {=1,0,1} N B = 0 et m1({—1,0}) = m2({-1,0}) = m1({0,1}) = m2({0,1}) = 2. Enfin,
on a my # me puisque, par exemple, m1({0}) = 1 et mo({0}) = 0.

Corrigé 24 (Résultat d’unicité)
Soit (E,T) un espace mesurable et m, u deux mesures sur 7. Soit C C P(F). On suppose que C engendre
T et que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = u(A) pour tout A € C.
1. On suppose que E € C et que m(E) < co. Montrer que m(A4) = p(A) pour tout A € T. [On pourra

introduire D = {A € T, m(A) = u(A)} et utiliser 'exercice 2.13.]
corrigé

Onpose D = {A € T, m(A) = p(A)}. La o—additivité de m et p montre que D est stable par union
dénombrable disjointe. Comme m(E) < oo, on peut aussi montrer que D est stable par différence
(au sens de lexercice 2.13). En effet, si A, B € D, avec B C A, on a (par additivité de m et pu)
m(B)+m(A\ B) = m(A) et u(B)+ p(A\ B) = p(A). Comme m(A4) < 0o et p(A) < oo, on a donc
m(A\ B) =m(A) —m(B) et u(A\ B) = u(A) — u(B), ce qui prouve que m(A\ B) = u(A\ B) et
donc que A\ B € D.

On utilise maintenant ’exercice 2.13. Comme D D C, C est stable par intersection finie et E € C, la
question 3 de l'exercice 2.13 permet de montrer D = 7(C) = T. (Plus précisément, comme D D C,

onaD e Z,., ou Z, est défini dans le corrigé 18. Puis, en utilisant que C est stable par intersection
finie et que E € C, la derniere question de 'exercice 2.13 donne que D D 7(C).)

On a donc bien montré que m(A) = u(A) pour tout A € T.

2. (Généralisation de la question précédente). On suppose qu’il existe une suite (E,)neny C C t.q.
E,.NE, =0sin#m, m(E,) < oo pour tout n € N et £ = UpenE,. Montrer que m(A) = u(A)
pour tout A € T'.

corrigé
Soit n € N. Pour A € T', on pose m,(A) = m(ANE,) et un(A) = u(ANE,) (noter que ANE, € T,
car A, E,, € T'). On obtient ainsi deux mesures sur T, m,, et u,. Ces deux mesures sont égales sur
C (car AN E,, € C puisque C est stable par intersection finie).

On raisonne alors comme a la question précédente. On pose D = {A € T, m,(A) = pn(A)} et
le raisonnement de la question récédente donne que D est stable par union dénombrable disjointe
et (grace & m,(E) < 00) que D est stable par différence (au sens de exercice 2.13). On utilise
maintenant la remarque de la fin de la question 3 de 'exercice 2.13. Comme D D C, C est stable par
intersection finie et E est une union dénombrable disjointe d’éléments de C, cette remarque donne
D =7(C)=T. On a donc, pour tout A € T et tout n € N :

m(ANE,) =mu,(A) = u,(A) = p(AN Ey).

On en déduit que m(A) = p(A), pour tout A € T, car, par o—additivité de m et u, m(A) =
ZneN m(ANE,) = ZnEN u(ANE,) = u(A).
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3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m # p.
corrigé

Un exemple simple est obtenu en prenant pour C lensemble des ouverts de R, p = 2m et m définie
sur T par m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments et m(A) = +oo sinon.

Corrigé 25 (Mesure atomique, mesure diffuse)

Soit (E,T) un espace mesurable t.q. {z} € T pour tout z € E. Une mesure m sur T est diffuse si

m({z}) = 0 pour tout © € E. Une mesure m sur T est purement atomique si il existe S € T t.q.
m(S¢) =0et m({z}) >0sizes.

1. Montrer quune mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T) = (R, B(R))

un exemple de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure
de Lebesgue sur B(R) est diffuse.]

corrigé
Soit m une mesure purement atomique et soit S € T t.q. m(S¢) =0et m({z}) >0siz € S. Sim
est diffuse, on a m({z}) = 0 pour tout z € E, donc S =0 et m = 0.

On rappelle que, pour a € R, on note d, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R),
do(B) =1sia € Betdg(B)=0sia¢ B. Lamesure §, est (pour tout @ € R) purement atomique,
il suffit de prendre S = {a}, on a bien 6,(5¢) =0 et §,({a}) =1 > 0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur B(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur 7. Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure
nulle.

corrigé
Soit A une partie dénombrable de E. Il existe donc une suite (zp)neny C F t.q. A = {z,, n € N}

= Upen{zn}. On a donc A € T (car {z,} € T pour tout n € N et que T est stable par union
dénombrable) et m(A) < Z::g m({zn}) = 0 car m est diffuse.

3. Soit m une mesure sur T. On suppose que m est o-finie, c’est & dire qu’il existe (Ep)nen C T t.q.
E = UpenFErn et m(E,) < +oo pour tout n € N.

(a) Montrer que 'ensemble des x € E t.q. m({z}) > 0 (de tels x sont appelés “atomes” de m) est
au plus dénombrable. [On pourra introduire 'ensemble A, = {z € E,; m(z) > 1}.]

corrigé
On pose A = {z € E; m({z}) > 0}. Six € A, il existe n€N t.q. =z € E, et il existe
k e N* t.q. m({z}) > % On a donc z € A, . Ceci montre que A = U, pyenxnsAn,k. Pour
montrer que A est au plus dénombrable, il suffit de montrer que A,, ;, est au plus dénombrable
(car une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable).
Soit donc n € N et k € N*. Soit x1,...,z, p éléments distincts de A,, . Par monotonie et
additvité de m, ona £ <> m({z,}) = m({z1,...,2,}) <m(E,) < co. On en déduit que
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p < km(E,) < oo et donc que A, j a un nombre fini d’éléments (ce nombre est inférieur ou
égal & km(E,,)). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

Montrer qu’il existe une mesure diffuse my et une mesure purement atomique m, sur 1 telles
que m = mgq + mgy. Montrer que my et m, sont étrangeres, c’est a dire qu’il existe A € T t.q.
ma(A) =0 et my(A°) = 0.

corrigé
On considere toujours A = {x € E; m({z}) > 0}. On remarque tout d’abord que A € T (car
A est au plus dénombrable, d’aprés la question précédente, et que les singletons, c’est-a-dire
les parties réduites a un seul élément, sont dans T"). On pose alors, pour tout B € T':

me(B) =m(BNA), mg(B)=m(Bn A°).
11 est facile de voir que my et m, sont des mesures sur 1" et que, par additivité de m, on a bien
m = Mg+ Mmgq-.

La mesure my est diffuse car, si z € F, on a mq({z}) = m({z}) =0si x € A® (car A contient
tous les points t.q. m({x}) > 0) et mg({z}) =m(0) =0si z € A (car {z} N A° = 0).

La mesure m, est purement atomique. Il suffit de prendre S = A, on a bien m,(S¢) =
m(A°NA)=0et mg({z}) =m({z}) >0siz e S =A.

Enfin, m, et mq sont étrangeéres car mg(A) = 0 et mq(A°) = 0.

Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la
mesure de tous les autres singletons. Montrer que ceci peut-étre inexact si m n’est que o-finie.

corrigé
On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({z}), z € E}. On veut montrer qu'’il existe
x € Et.q. M =m({z}). On suppose M > 0 (sinon, il suffit de prendre n’importe quel z € E
pour avoir m({z}) = M). On va raisonner par ’absurde, on suppose donc que m({z}) < M
pour tout x € E. Par définition de M, Il existe une suite (¥, )nen C E t.q. m({z,}) — M
quand n — oo. Comme m({z,}) < M pour tout n € N, on peut méme supposer (quitte &
extraire une sous suite) que m({z,}) < m({x,+1}) < M pour tout n € N. Quitte & supprimer

M

les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({zo}) > 5. Les points z,

sont alors tous distincts, ce qui donne Y% m({z,}) = m({z,, n € N}) < m(E). Ceci est
impossible car m(E) < oo et m({z,}) > % pour tout n € N (donc S m({wa}) = o).

Exemple de mesure o-finie pour laquelle M n’est pas atteint.

Sur (R, B(R) on définit m par m(B) = Yo7 (1 — 1)8,(B) (ol 6, est le mesure de Dirac au
point n € N).

Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant Ny = {n € N; n > 2}, que

m(B) = ZneszeB(l — %) Si B = UpenB, avec B,N B, =0 sip#q, on a ZpeNm(Bp) =
ZPGN Zn€N2m€Bp(1 - %) = Z(n,p)eerxN;neBp(l — %) (on utilise ici le lemme 2.3 page 31).

Comme les B), sont disjoints 2 a 2, n appartient a B, pour au plus 1 p, et comme B = Upcn B,
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on obtient 32, en,wninen, (1 — 1y = > neNyxNmen(l — 1) = m(B). Ceci prouve la o-

additivité de m. Le fait que m(0)) = 0 est immédiat. On a donc bien montré que m est une
mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n,n]) < oo pour tout n € N et
que R = Upen[—n,n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({z}), z € E} = 1 et il
n’existe pas de z € R t.q. m({z}) = 1. En fait, m est purement atomique car m((N3)¢) =0
et on a 0 < m({z}), pour tout = € Na.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont ’ensemble
des atomes est infini.

corrigé

Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite a la question précédente.
Sur (R, B(R) on définit m par m(B) = .7 | 36,(B). Une démonstration analogue  celle faite & la
question précédente montre que m est bien une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = %2 < 00),
m est atomique car m((N*)¢) =0 et 0 < m({z}) < 1, pour tout z € N*. L’ensemble des atomes de

m est infini, ¢’est N*.

Corrigé 26 (limites sup et inf d’ensembles)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et (A,)ney C T. On rappelle que limsup,,_, . An = Mpen Up>n 4, et
lim 1nfn_,oo An = UnEN mpzn Ap.

1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>n,A4p) < o0. Montrer que m(liminf, o A,) <
liminf, . m(A4,) <limsup,,_, . m(4,) < m(limsup,, ., 4An).

corrigé
e La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne :

m(liminf A,) = lm m(Np>nA4p).
La monotonie de m donne m(Ny>nA,) < m(A,) pour tout ¢ > n. On a donc m(Np>nd,) <
inf,>, m(A,) et donc lim, oo m(Np>nAp) < lim,_ oo (inf,>, m(A4,)), c’est-a-dire :

m(liminf A,,) <liminf m(4,,).

n—oo n—oo

e De inf,>, m(Ay) < sup,s, m(4p), on déduit liminf, . m(A4,) < limsup,,_, ., m(A,).

o Comme il existe ng € N t.q. m(Up>n,4,) < o0, la propriété de continuité décroissante
d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne m(limsup,,_, ., An) = lim,, 0o m(Up>nA4,). La
monotonie de m donne m(Up>nA,) > m(A4,) pour tout ¢ > n. On a donc m(Up>,Ap) >
sup,, >, m(4y) et donc limy, oo M(Up>nAp) > limy, oo (sup,s, m(4y)), c’est-a-dire :

m(limsup A,) > limsupm(A,).

n—oo n—o0
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2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E,T,m) et (An)neny C T') pour lequel :

limsupm(A,,) > m(limsup A,).

n—oo n—o0

corrigé
On prend (E,T,m) = (R,B(R),\) et A,, = [n,n + 1], pour tout n € N. On obtient alors :

limsupm(A4,) =1>0=m(0) = m(limsup A,).

n—oo n—oo

3. Donner un exemple avec m finie (¢’est-a-dire m(E) < co) pour lequel

m(liminf, .o Ay) < liminf, . m(4,) < limsup,,_ . m(4,) < m(limsup,,_, ., An).

corrigé
On prend (E,T,m)=([0,4],8([0,4]),\) (plus précisément, A est ici la restriction a B([0,4]) de
A qui est une mesure sur B(R)) et Ay, = [0,2], A2op41 = [1,4] pour tout n € N. On obtient
limsup,,_, o A, = [0,4] et liminf, . A, = [1,2]. On a ainsi :

m(liminf, .. A,) = 1, liminf,, ..o m(4,) = 2, limsup,,_,,, m(A,) = 3 et m(limsup,,_, . An) = 4.

4. (%) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que »_ ym(A,) < oo.

Montrer que m(limsup,,_, ., A,) = 0.

corrigé
De ), cnym(An) < oo on déduit que Z;o:n m(A,) — 0 quand n — oo et donc que m(Up>,A4,) — 0
quand n — oo (car, par o-sous additivté de m, on a m(Up>nA4,) < Z;o:n m(Ay)). Par continuité
décroissante de m, on en déduit alors m(limsup,,_, . A,) = 0.

Corrigé 27 (Petit ouvert dense...) (%*)

On considere ici 'espace mesuré (R, B(R), A). Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de
mesure inférieure & € 7 [On rappelle qu'une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour
tout = € R et pour tout € > 0, il existe a € A t.q. |z —a|] < /]

corrigé
La réponse est “oui”.... Soit € > 0. Comme Q est dénombrable, il existe ¢ : N — Q, bijective. On
considere alors O = Upen|@(n) — gz, ©(n) + gagz[. O est bien un ouvert (comme réunion d’ouverts),
dense dans R (car O D Q et Q est dense dans R) et, par o-sous additivité d’une mesure, on a A(O) <

+oo 1
€ Zn:o on¥t — E-

Corrigé 28 (Non existence d’une mesure sur P(R) exprimant la longueur) (xx)

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1[: zRy si z—y € Q. En utilisant axiome du choix, on construit
un ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour
g€ QnI0,1], on définit Ay ={y € [0,1;jy=a+qouy=a+q—1,z € A}, clest-a-dire A; = {y € [0,1];
y—qg€Aouy—q+1e A}
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1. Montrer que |J (Aq =10,1[.

geQnlo,1

corrigé
Soit y € [0,1], il existe z € A t.q. yRx (car A contient un élément dans chaque classe d’équivalence),
c'est-a-dire y —x € Q. Comme y —x €] —1,1[ (car z,y € [0,1]), on a doncy —x =g € QN[0,1] ou
y—2x+1=q¢cQn0,1[. Cecidonne y € A;. On a donc [0, 1[C Uzegnio,1j4q- Comme A, C [0,1]
pour tout ¢ € QN [0, 1[, on a finalement [0, 1[= Uyeqnio,1{4q-

Il est important aussi de remarquer que les A, sont disjoints 2 & 2. En effet, si y € A, N Ay, il
existe z,2' € At.q. y—x=qou(q—1)ety—2' =¢ ou (¢’ —1). On en déduit x — 2’ € Q et donc
x =2’ (car A contient un seul élément de chaque classe d’équivalence). Ceci donne ¢ =¢' =y — =z
(siy—xze€[0,1)oug=¢ =y—ax+1(siy—xz€]—1,0[).

2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, invariante par translation et vérifiant
m([0,1]) = 1, m ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur
P(R), invariante par translation et t.q. m([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. En particulier,
montrer que 'application A*, définie en cours, ne peut pas étre une mesure sur P(R).

corrigé

On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0,1]) = 1. La o- additivité de m donne
alors, avec la premiére question,

1= ) m(4). (11.6)

q€QN[0,1]

Pour z € R et B € P(R), on note B+ x = {y + z, y € B}. On suppose que m est invariante par
translation, on a donc m(B + x) = m(B) pour tout B € P(R) et tout = € R.

On remarque maintenant que A, = ((A+¢)N[0,1)U((A+g—1)NJ0, 1[) pour tout ¢ € QNI0, 1[. De
plus, siy € (A+¢)N[0,1)N((A+¢—1)N[0,1]), il existe z,2' € At.q. y=x+q=12"+q—1, donc
' —x =1, ce qui est impossible. Ceci montre que ((A+q)N[0,1)N((A+¢—1)N[0,1]) = 0. On
a donc, en utilisant ’additivité de m, I'invariance par translation de m et le fait que A + ¢ C [0, 2],
m(Ag) = m((A+q) (1 [0,1]) +m((A+g — 1)1 [0, 1) = m((A+q) N[0, 1[) + m((A+ ) 1 [L,2]) =
m(A + q) = m(A), pour tout ¢ € QN [0,1[. On en déduit > cqnp,1;m(Ag) = 0 si m(A) =0 et
>_geanio,i[M(Aq) = 00 sim(A) >0, et donc 3 (0,1 M (Aq) # 1, en contradiction avec (11.6). 11
n’existe donc pas de mesure sur P(R), invariante par translation et t.q. m([0,1]) = 1.

Si m est une mesure sur P(R), invariante par translation et t.q. m([a,b]) = b — a pour tout
a,b € R, a < b. On montre que m[0, 1[= 1 en utilisant la continuité croissante de m et le fait que

[0,1[= Up>1[0,1 — L]. 11 est donc impossible de trouver une telle mesure.

L’application A\* définie en cours sur P(R) (& valeurs dans R ) est invariante par translation et
vérifie A*([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. Elle n’est donc pas o-additive sur P(R).

Corrigé 29

Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle I et tout € R on ait m(I) = m(I + z) (avec
I+2={a+uz, a€l})et m([0,1]) = 1. Montrer que pour tout z € R, m({z}) =0 (i.e. m est diffuse).
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En déduire que m est la mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0,1] en ¢ intervalles de
longueur 1/q.]

corrigé
On pose m({0}) = a. Soit z € R. On prend I = {0} (I est bien un intervalle) de sorte que I + z = {z}.
On a alors a = m({0}) = m(I) = m(I + z) = m({z}). On a donc montré que m({r}) = o pour tout
x € R. Pour montrer que a = 0, il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant la o-additivité de
m:

L=m(0.1) =Y m) > Y

On en déduit o« = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal & +o00 et 'inégalité
est alors fausse).

On a donc bien montré que m({z}) = 0 pour tout z € R. Ceci donne, en particulier que 1 = m([0,1]) =
m([0,1[) + m({1}) = m([0, 1]).

Soit maintenant ¢ € N*. On a m([%, ZL[) = m([0, %[) pour tout ¢ € {0,...,q—1}, car |

i il l[ad
P a q 7’ q = [O’q[+q'
On en déduit :

<

1= m(0,1]) = vmgleb:mmmé

D,

Il
o

i
et donc m([0, é[) = %. Ceci donne aussi, pour tout z € R, m([z,z + %[) = %, car [z, + %[z [0, %[—l—x.
En utilisant ’additivité de m, on a donc, pour tout p € N* :

I R T
m(l0.2) = Som((2, =2 =2, (117

De (11.7), on va déduire m([«, B]) = 8 — a pour tout o, 5 € R t.q. a < . En effet, soit o, 5 € R t.q.
a < B. Comme [o, B[= [0,v[+a, avec v = 8 — «, on a m([c, B]) = m([0,~[). 1l existe alors deux suites
(rn)nen C Q% et (Sn)nen C QF t.q. 7, Ty et s, | v quand n — co. Comme [0,7,[C [0,7[C [0, s,[, on
a, grace a (11.7), r,, = m([0,7[) < m([0,7[]) < m([0,s,[) = sn. Eh faisant n — oo, on en déduit que
m([0,7]) = v et donc m([e, B]) =8 — .

Enfin, comme m({a}) = 0, on a aussi
m(Ja, B]) = 8 — «, pour tout o, f € R, o < B.

La partie “unicité” du théoreme de Carathéodory donne alors m = A.

Corrigé 30 (Support d’une mesure sur les boréliens de R%)

Soit m une mesure sur B(RY). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m.
L’ensemble fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple,
considérer les pavés & extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.]

corrigé
On note A I'ensemble des ouverts de R? de mesure nulle pour m. L’ensemble A est non vide (car
I’ensemble vide est un ouvert de R? de mesure nulle). On pose :

0= UweAW.
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L’ensemble O est donc la réunion de tous les ouverts de R? de mesure nulle. Il est clair que O est ouvert
(car c’est une réunion d’ouverts) et qu'il contient tous les ouverts de R? de mesure nulle. Pour montrer
que O est le plus grand ouvert de mesure nulle, il suffit donc de montrer que O est de mesure nulle. Pour
cela, on va montrer que O est une réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soit # = (z1,...,24)t € O. Il existe w € A t.q. v € w. Comme w est ouvert, il existe € > 0 t.q. :
d
H]% —€,x; +€[C w.
i=1

Pour tout i € {1,...,d} il existe v; » €]z; — &, 2;[NQ et §; » €]z, x; + €[NQ. On a donc :

d
T e H}’Yi-,fﬂ?él'ﬂ?[c w C O.

i=1
Par monotonie d’une mesure, on a m(H?Zl]'yi’m, diz[) <m(w) =0, et donc m(H?:ﬂ%,z,fsi,xD =0.
Comme O = Ugzeco{z}, on a aussi :

d
O = Uzeo [ [1ie: 0ia[= Uzeo Py, 6, (11.8)

i=1

en posant Yo = (717:Da-~-a'7d,w)t7 5w = (51@7...76(1)9;)15 et P%(; = H‘j:l]%-,éi[ (Sl v = (’yl,..."yd)t et
5= (5, 8a)").

On remarque maintenant que, pour tout x € O, 7,,d, € Q¢. L’égalité (11.8) donne donc :
O =U(y,5)eBPy5,

ol B est une partie de Q2 et m(P, 5) = 0 pour tout (v,5) € B. Comme Q?? est dénombrable, la partie
B est au plus dénombrable et la c—sous additivité d’une mesure donne alors que m(O) = 0.

Corrigé 31 (Ensemble de Cantor)

On consideére l'espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), A).

On pose Cp = [0,1], ¥ = 0, ¥y = 1, et ap = 1. Pour n > 0, on construif1 Cpt1 C [0,1] de la
2"1 2’”/

maniére suivante : on suppose C,, = {J;_, [ay;, bjy] connu, et on définit Cy1 = Uy_y [ap™, b+ ott, pour
_ n+1 _ n+1 _ n+1 __ n+1 __ o «
p=1,...,2" ay " = ap, by, | = ap + any1, a5, = by — any1 et by = by, avec anqq = P et

0 < pn < 1. On pose C = Np>oC, (C s’appelle “ensemble de Cantor”, 'exemple le plus classique est
obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que Cy4+1 C C,,.

corrigé
Pour tout n € Net p € {1,...,2"}, la longueur de Uintervalle [a;,b]] est a,. Comme ay, 41 < G+
et que aggfl = ay et bg;l = by, on a [ag‘;fl,bg;fl] U [agjl,bggl] C [ay,by], pour tout n € N et

p € {1,...,2"}. En prenant 'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit Cy,41 C C,,.
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o
2. Montrer que C' est compact et C'= ().

corrigé

L’ensemble C est fermé (dans R) car c¢’est une intersection de fermés (chaque C,, est fermé). D’autre
part C' C [0,1], C est donc compact (car fermé et borné dans R).

An

Comme a,41 < %+, on a toujours by < ay,, (pour tout n € Net p € {1,...,2" —1}). Les
intervalles composant C,, sont donc disjoints 2 & 2 et de longueur «,,. Ceci montre que z,y € [0, 1],
(y — x) > oy implique |z, y[¢ Cp. Comme «, — 0 quand n — oo (noter que a;,, < 2%), on en

déduit que C = N,enCy, ne contient aucun intervalle ouvert (non vide) et donc que C'= 0.

3. Montrer que C' est non dénombrable.

corrigé
On commence par définir, par récurrence sur n € N*, des points . pour ¢ € {1,2}".
Pour n =1, z(y) = af et T(z) = by.

Soit n > 1. Supposons que . est construit pour tout ¢ € {1,2}"™ et que pour chaque ¢ € {1,2}",
ze e {bpt,p=1,...,227"YU{ar"!, p=1,...,2"7'}. On construit maintenant z, pour ¢ €
{1,2}"*1. Soit donc ¢ € {1,2}""! on pose ¢ = {¢,b} avec ¢ € {1,2}" et d € {1,2} et on distingue
4 cas:

(a) zz= b;‘fl, avec p € {1,...,2"7 1} d = 1. On pose alors x, = ag,,
(b) zz= b;‘_l, avec p € {1,...,2"71} d = 2. On pose alors x, = .
(c) ze=ap~' avecpe {1,...,2" '}, d = 1. On pose alors z, = a3, ,,
(d) zz=ap~', avec p € {1,...,2"7 '}, d = 2. On pose alors z, = by, ;.

11 est intéressant de noter, avec ces formules, que |z. — zz| < o, < QL et que z. € C.

On note S lensemble des suites indéxées par N*| prenant leurs valeurs dans {1,2}. Sic € S, on
note ¢, I'élément de {1,2}" formé par les n premiers termes de la suite et on note x,, = z., . La
suite (z,)nen est de Cauchy (car |z,41 — x,| < 5=) et incluse dans C, elle converge donc vers un
point z. € C. On remarque que si ¢ et ¢’ sont deux suites différentes, alors z. # z.. En effet soit
n €N t.q. ¢, =, et cup1 # ¢, , on alors |z, — e | > (1 — pp)a, pour tout m > n et donc, en
passant & la limite quand m — oo, |z, — x| > (1 — pp)ay, ce qui donne z, # x.. L’application
¢ — x. est donc une injection de S dans C. Ceci montre que C' est infini non dénombrable (car S
est infini non dénombrable).

4. Montrer que si p,, ne dépend pas de n, alors A(C) = 0. En déduire que si A € B([0,1]), \(A) =0
n’entraine pas que A est dénombrable.

corrigé
La construction des points ay et by donne /\([ag;_ll,bg;_ll] U [a?“,b%ﬂ) = 20p41 = PnOp =
pnA(lay, by]). En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit A(Cpy1) = pnA(Ch).
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Si pp, ne dépend pas de n, c’est-a-~dire p, = p pour tout n € Net 0 < p < 1, on a donc A(Cj,41) =
pA(Cy). Ceci donne, comme A(Cy) = 1, A(Cy,) = p™ pour tout n € N. Par continuité décroissante
de A, on en déduit A\(C) = lim, 0 A(Cy) = 0.

. Soit 0 < e< 1. Montrer qu'il existe une suite (py,)n>0 CJ0,1[ t.q. A(C) =e.

corrigé
Soit (en)nen Cle, 1] t.q. €0 = 1, epy1 < &, pour tout n € N et €, — € quand n — oo (on peut

_ 1—¢
prendre, par exemple, €, = ¢ — n+1)'

On prend p,, = % pour tout n € N. On a bien 0 < p,, < 1 et, comme A(Chr41) = ppA(Cy,) (ceci
a été démontré a la question précédente), on adonc A(C,) = &, pour tout n € N. Par continuité

décroissante de A, on en déduit A(C) = lim,,_,o0 A(C),) = €.

. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) = 0, alors
f(A) est un compact de R t.q. A(f(4)) =0.

corrigé

Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc, f(A) est bien un compact
de R (et donc appartient a B(R)).

On montre maintenant que A(f(A)) = 0.

Soit L € R t.q. |f(y) — f(z)| < L|ly — x| pour tout z,y € R. On commence par montrer un petit
résultat préliminaire. Soit I = [a,b] un intervalle fermé de [0,1] (I est donc compact). Comme f
est continue sur [a, b], il existe x,y € [a,b] t.q. f(z) = m = min{f(2), z € [a,b]} et f(y) = M =
max{f(z), z € [a,b]}. On a donc f(I) C [m,M] (en fait, f(I) = [m, M]), d’ou :

AS(D) < M —m = f(y) = f(z) < Ly — | = LA(I). (11.9)

Soit 7 > 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de A (voir le théoréme 2.3), il existe O, ouvert de
R, t.q. A C O et A(0) <. D’apres le lemme 2.4 page 35, O est une union dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints 2 & 2. En prenant éventuellement la restriction & [0, 1] de ces intervalles, on obtient
donc une famille dénombrable, notée (I,,),ecn, d’intervalles inclus dans [0, 1], disjoints 2 & 2 t.q.
A C UpenI, € 0. On en déduit 3120 M(1,) = MUnenI,) <71 et f(A) C Unenf(In) C Unenf(Tn).
On a donc A(f(A)) < 37 A(f(1,)). En utilisant (11.9), on a donc A(f(A)) < LY 2 \(T,,) =
LY 9 \(I,,) < Ln. Comme 7 est arbitrairement petit, on a donc A(f(A)) = 0.

. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) =0, on
n’a pas forcément A(f(A)) =0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor
de mesure nulle (cf question 4) et un ensemble de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

corrigé

On note C' l'ensemble obtenu dans la question 4, c’est-a-dire avec p, = p pour tout n € N et
0 < p< 1 (par exemple, p = %) On note a?, b2, C,, les points et ensembles utilisés pour construire
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C et on note aussi D = {a?, ne N, pe {1,...,2"}}U{b2, neN, p € {1,...,2"}}. (Noter que

DccC)

Soit € > 0. On note C T'ensemble C' obtenu & la question 5. On a donc A(C) = . On note
ah, bh, Cy, les points et ensembles utilisés pour construire C' et on note aussi D = {at, n €N,
pedl,...;2"} }u{, neN,pe{l,...,2"}}. (Noter que D C C.)

Soit n € N et p € {1,...,2"}. On construit f sur I'intervalle [b5 " ll,ag; '] en prenant f affine et

t.q. f(bg‘pﬂl) b”“1 et f(azp L) = d’;;r 1- On remarque que f est ainsi contruit de (UpenC%) U D
dans (UpenCS) U D et est strictement croissante. Comme (UnenCr,)¢ = C et que C est d’intérieur

vide, f est définie sur une partie dense de [0,1] et, comme (UneNC )e = C et que C est d’intérieur
vide, I'image de f est dense dans [0, 1].

11 est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0, 1]. En effet, soit 2 € [0, 1]\ (UpnenC<)UD,
il existe une suite de points de (U,enCS) U D, notée (yn)nen, convergeant en croissant vers = et
une suite de points de (UpenC%) U D, notée (z,)nen, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces
points peuvent méme étre pris dans D). Comme f et croissante, la suite (f(yn))nen converge donc
en croissant vers un certain v € [0,1] et la suite (f(2,))nen converge en décroissant vers un certain
d €10,1] (la croissance de f donne aussi que ces limites ne dépendent que du choix de z et non du
choix des suites (Yn)nen €t (2n)nen). Comme [ est croissante, on a v < ¢ et comme 'image de f
(définie pour I'instant seulement sur (U,enCS) U D) est dense dans [0, 1], on a nécessairement v = ¢
(intervalle +, § ne rencontre pas I'image de f). On peut donc poser f(z) =~ = 4.

La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0,1] & valeurs dans [0, 1]. Ellle est strictement
croissante et son image est dense dans [0, 1], elle est donc continue (par le méme raisonnement que
celui fait pour définir f(z) en tout point z € [0, 1]\ (UpenC:)UD). Comme une application continue
transforme un compact en compact, on a donc f([0,1]) = [0, 1] et ceci prouve en particulier que
F([0,1] \ (UpenC<) U D) = [0,1] \ (UpenC<) U D. Comme f(D) = D, on a aussi f(C) = C. Pour
que f soit définie sur R et continue, on ajoute f(z) =0 pour x < 0 et f(z) =1 pour z > 1. On a
toujours f(C) = C. Ceci donne bien le résultat désiré car A(C) = 0 et A\(C) = ¢ > 0.

Corrigé 32 (Mesure compléte)

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Une partie B de E est dite “négligeable” si elle est incluse dans un
élément de T de mesure nulle. On note A, I'ensemble des parties négligeables. On pose T' = {AU N;
AeT, NeN,}

1. Montrer que T est une tribu et que TUN,,, C T.

corrigé

(a) On montre d’abord que T est une tribu.
e )T car ) =0 UD et () appartient & T et N,, (car il est de mesure nulle).
o T est stable par passage au complémentaire :

Soit C € T. Tlexiste Ac Tet N € Ny, t.q. C = AUN. Comme N € N,,, il existe Be T
t.q. N C Betm(B)=0.

On remarque alors que C° = (AUN)® = A°NN°= (A°NB°)U (A°N N°N B). Comme
A°N B¢ €T (par les propriétés de stabilité de T') et (A°N NN B) € N, (car inclus dans
B), on en déduit que C° € T. Donc, T est stable par passage au complémentaire.
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e T est stable par union dénombrable :

Soit (Cp)nen C T. Tl existe (Ay)neny C T et (Ny)nen C Nop t.q. Cp, = A, UN,, pour tout
n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € NV,,, il existe B, € T' t.q. N,, C B, et m(B,,) = 0.

On a alors UpenCr, = (UpenAn)U(UnenNy). On remarque que UpenN,, C B = UpenB, €
T et m(B) = 0 par o-sous additivité de m. Donc, UpenNy, € Ny, comme UpenA4, € T,
on a finalement U,cnC), € T. Ce qui prouve bien que T est stable par union dénombrable.

On a bien montré que T est une tribu sur E.
(b) On montre maintenant que TUAN,, C T.

e SiAcT,onaA=AUp. Comme ) € N,,, on en déduit A € T. Donc, T C T.
e SiNeEN,,,onaN=0UN. Comme § € T, on en déduit N € T. Donc, N;, C T.

Finalement, on a bien TUAN,, C T.

2. Soit Ay, Ay € T et N1, Ny € Ny, t.q. A1 U Ny = Ay U No. Montrer que m(A4;) = m(Az).

corrigé
Soit By € T t.q. No C By et m(Bg) =0.0Ona:

A CATUN; = Ay U Ny C Ay U Bs.

Donc, par monotonie et sous additivité de m, m(A1) < m(Az U Ba) < m(As) + m(B2) = m(As).
En changeant les roles de A; et As, on a aussi m(As) < m(A;). On a donc m(A;) = m(As).

Pour B € T, soit A € T et N € N,, t.q. B = AUN, on pose m(B) = m(A). (La question
précédente montre que cette définition est cohérente.)

3. Montrer que m est une mesure sur 1" et M), = m. Montrer que ™ est la seule mesure sur 7" égale
amsur 7T.

corrigé

(a) On montre d’abord que 7 est une mesure sur 7.
Comme ) = QU D et § € T NN, on am(h) =m(@) =0.

Soit maintenant (Cp)pey € T t.q. Cp, NCpy = 0 si n # m. 1l existe (Ay)peny C T et
(Np)nen C N t.q. Cp, = A, U N, pour tout n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € Ny, il
existe B, € T t.q. N,, C B,, et m(B,) = 0.

On a donc UpenCr, = (Upen4n) U (UpenNy). On a déja vu que UpenN,, € Ny, Par définition
de m, on a donc M(UpenCr) = m(UpenA4y,). Comme C, N C,,, = 0 si n # m, on a aussi
A, NA, =0sin#m (car A, C C, pour tout p). La o-additivité de m (et la définition de
m(Cy,)) donne(nt) alors :

m(UnENCn) = m(UneNAn) = Z m(An) = Zm(cn)'

neN neN

Ce qui prouve la o-additivité de .
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(b) On montre maintenant que m, = m.

SiAeT, onaAd=AUp. Comme ) € N,,, on a donc (A € T, on le savait déja, et)
m(A) = m(A). Donc, m), = m.

(c) Enfin, on montre que T est la seule mesure sur 7" égale a m sur 7.
Soit m une mesure sur T égale a m sur 7.

Soit C €T. llexiste Ac T et Ne N, t.q. C=AUN. Comme N € N,,, il existe B€ T
t.q. N C Bet m(B)=0. On a alors A C C C AU B. La monotonie de 7, le fait que m =m
sur T et la sous additivité de m donnent :

m(A) = m(A) < m(C) < m(AUB) = m(AU B) < m(A) + m(B) = m(A).

On a donc m(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve que m = .

4. Montrer que Nz = N, C T.

corrigé

On a déja vu (& la question 1) que N,, C T.

e Il est facile de voir que N,, C Nm. En effet, soit N € N,,. Il existe B € T t.qc N C B et
m(B) =0. Comme T C T et que m = m sur T, on a donc aussi B € T et m(B) = 0. Ce qui
prouve que N € Ng.

e Soit maintenant N € Np. Il existe C € T t.q. N C C et m(C) = 0. Comme C € T, il existe
AeT, M eN,, et BET t.q m(B)=0et C =AUM C AU B. la définition de m donne
que m(C) = m(A), on a donc m(A) = 0. On en déduit m(A U B) < m(A) + m(B) = 0, et
donc, comme C C AU B, on a bien C € N,,.

On a bien montré que No = N, C T.

L’exercice 4.18 page 102 montre la différence “dérisoire”, du point de vue de I'intégration, entre (E,T,m)
et son complété (E,T,m).

Corrigé 33 (Série commutativement convergente dans R)

Soit (@n)nen C R. Le but de l'exercice est de montrer que si la série ) @y, (n) €st convergente pour

toute bijection ¢ : N — N, alors la série ), _\ a, est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que > a = oo. Montrer qu’il existe p : N — N,
bijective, t.q. Z;L:O ay(p) — 00 quand n — oo. Conclure.

corrigé
On suppose que la série )y a, n’est pas absolument convergente. La suite (ZZ:O lap|)nen converge
donc en croissant vers co. Comme |a,| = a,}f +a,, et que a;} = max{a,,0} > 0 et a, = max{—a,,0} >0,
les deux suites (Z::o ap Jnen et (ZZ:O a, Jnen sont donc aussi croissantes et 'une des deux, au moins,

converge vers oo. On suppose que la suite (Y. a),en converge vers oo (un raisonnement analogue a
p=0"p /nE
ce qui suit permettrait de traiter le cas ol la suite (ZZ:O a, Jnen converge vers oo). On va construire

ci-apres une bijection ¢ de N dans N t.q. ZZ:O ay(py — 00 quand n — oo. Ceci prouvera que la série
Y nen Gp(n) €st non convergente pour au moins une bijection de N dans N.
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Onnote P={neN, a, >0} et N={neN, a, <0} (de sorte que PNN =0 et PUN =N). Soit ¢,
et oo les deux applications strictement croissantes de N dans N t.q. P = {¢1(n), n € N} et N = {¢2(n),
n € N}

On comnence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante (a,)neny C N t.q. ap =0 et :

an+1—1

Qpp(m) + D ) 2 1. (11.10)

p=an

Pour montrer 'existence d’une telle suite (ay,)ren, on pose ag = 0. Puis, on raisonne par récurrence sur n.

. . N , . o _ _
Si ag, . .., a, sont contruits, 'existence de a,; découle du fait que Zp:an Uy (p) = D = 0.

:itpl(an) a;
la construction de la suite (¢(n))nen se fait alors en prenant ¢1(ag),...,¢1(a; — 1) puis p2(0) puis
¢1(a1),...,p1(az — 1) puis @a(1)...puis pi(an), ..., v1(ant1 — 1) puis a(n). ..

Pour décrire précisément cette application ¢, on pose by = 0 et, pour n € N, b, 11 = b, +apy1 —a, +1
(la suite (by)nen est strictement croissante et tend donc vers oo quand n — oo). On définit alors, pour
tout n € N, ¢(q) losrque ¢ € {by,...by+1 — 1} par :

o(bn + p) = ¢1(an +p) pour p € {0,...,ap41 — an — 1},
P(bn+1 — 1) = p2(n).

On a bien ainsi défini une application de N dans N car b,.1 —1 = b,,+p, pour p = a,+1 —a,. L’application
© est surjective car {¢(q), ¢ € N} = PU N}. Elle est injective car chaque valeur de ;1 et @9 n’est prise
qu’une seule fois par . Enfin, on a bien ZZ:O ay(py — 00 quand n — co. En effet, on remarque que,
grace a (11.10) :

bnt1—1+p bnt1—1
Z Ap(q) = Z Ap(q) = M
q=0 q=0

pour tout p > 0 et tout n € N. Ce qui donne, pour tout n € N, liminf, Zf;:o ay(q) = M, et donc
D ob—0 Gp(q) — 00, quand p — oo.

Corrigé 34 (Mesure sur S!)

On considere St = {(x,y)! € R?, |z|>+|y|> = 1} (S! est donc le cercle unité de R?). Pour z = (z,y)! € St,
il existe un unique @, € [0,27[ t.q. = = cos(f,) et y = sin(d,). Pour a € [0,27[ et 2 € S on pose
Ro(2) = (cos(f, +a),sin(f, + a)). Noter que R, est une bijection de S* sur S! (c’est la rotation d’angle
Q).

Définir une tribu T sur S!, t.q. T contienne les parties de la forme {(cos(8),sin(6)), 8 €], B[} avec
—00 < a < 3 < 00, et une mesure u sur T' de sorte que (S*, T, i) soit un espace mesuré avec u(S') =1 et
t.q. w soit invariante par rotation (c’est a dire que, pour tout A € T et o € [0, 27|, on ait Ry (A4) = {Ru(2),
z€ A} €T et u(Ra(A)) = (A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(R), et la mesure
de Lebesgue sur B(R).]

corrigé
On note © I'application z +— 6, de S* dans R (cette application est bijective de S dans [0,27[). On
prend alors T = {©~1(B), B € B(R)}. C’est bien une tribu sur S* (voir 'exercice 2.4).

Soit —co < a < < o0 et E = {(cos(6),sin(0))!, 0 €]a,B[}. Ona E C Stet,size S, onaze€ Esiet
seulement si il existe k € Z t.q. 0, + 2kw €]a, B[. Ceci prouve que

B = Urez® (o — 2km, B — 2kn[),
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et donc que E € T car O~ (Ja — 2km, 3 — 2kn[) € T pour tout k € Z.

On définit maintenant p. Soit A € T. On pose ©4 = {0,, z € A}. Comme A € T, il existe B € B(R) t.q.
A =071B), et donc A =0O"BNI0,2r[). Comme O est une bijection de S dans [0,2n[, on a alors
©4 = BN 0,2r[€ B(R). On pose u(A) = ;-A(04), olt A est la mesure de Lebesgue sur B(R).

p est bien une mesure sur 7. En effet, on a 2ru(0) = A(©y) = A(D) = 0. Puis, si (A,,)nen est une suite
d’éléments de T, disjoints 2 & 2, la suite (O 4, )nen est une suite d’éléments de B(R), disjoints 2 & 2. La
o—additvité de pu découle alors de celle de A.

Il reste & montrer que p est invariante par rotation. Soit o € [0,27] et A € T. Comme on l'a vu
précédemment, il existe B € B(R) t.q. A = 7B N[0,27]). On a donc A = {(cos(h),sin(h))’,
0 € BN[0,2x[}. Pour 5 € R, on note Bz = {0+ 3, 8 € B}. On a alors :

Ro(A) = {(cos(0 + a),sin(0 + «))*, 6 € BN[0,27[} = {(cos(), sm( ), 0 € By N[, 27 + af}
= {(cos(#),sin(0))", 0 € B, N [a, 27[} U{ (cos(A),sin(h))’, 6§ € By_a2r N[0, [}
=0 (ByNa,21[) UO H(Ba_ar N[0, af).

La propriété d’invariance par translation de A permet de dire que Bg € B(R) pour tout 5 € R. On a
donc Ry (A) € T et, par additivité d’'une mesure et définition de p,

2 (Ra(A)) = AM(Ba N o, 27]) + A(Ba—2x N[0, ).
L’invariance par translation de A donne A(Bg—2 N[0, a]) = A(B, N [27, a + 27[) et donc :
21 p(Ra(A)) = A(Bo N e, 27]) + A(Bo N 27, o + 27[) = AM(Bo N [a, @ + 27]) = A(B N[0, 27[).

Ce qui donne bien p(R,(A)) = p(A4).

11.2.3 Probabilités

Corrigé 35 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient (E,T,p) un espace probabilisé et (A,)neny C T. On pose B, = Up>, Ak et A = NyenB, (on
rappelle que A = limsup,, ., Ay).

1. Montrer que si ), -y p(Ay) < 400 alors p(A) = 0.
corrigé

Cette question a été corrigée dans le corrigé 26.

2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements A4, ..., A, sont indépendants. On suppose aussi
que ). yP(An) = oo. Montrer que p(A) = 1.
corrigé

Comme cela a été vu dans le corrigé 26, la propriété de continuité décroissante d’une mesure (voir
la proposition 2.3) domme p(A) = lim,,_,o, p(By). Il suffit donc de montrer que p(B,) = 1 pour
tout n € N.
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Soit n € N. Si il existe £ > n t.q. p(Ax) = 1, on a, par monotonie de p, que p(B,) > p(Ax) =1 et
donc p(B,) = 1. On suppose maintenant que p(A;) < 1 pour tout k > n. Comme Bf = Np>n,Af,
la continuité décroissante de p et I'indépendance des Aj donne :

p(B) = tim [ p(A7) = 1m TT(1—p(40).
k=n k=n

Comme In(1 —x) < —z pour tout < 1 (ou, de maniere équivalente, In(u) < u—1 pour tout u > 0,
ceci est une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction In), on a, pour m > n :

(] Tt =p(4n)) = > (1 = p(Ar) < = > p(A).
k=n k=n k=n

De I'hypothese -, o p(Ay) = 00, on déduit limy, o In([T}~,, (1 —p(Ax))) = —oo0, et donc p(Bg) =
0. Ceci donne bien p(B,) =1 et termine la démonstration.
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11.3 Exercices du chapitre 3

11.3.1 Fonctions mesurables

Corrigé 36 (Caractérisation des fonctions mesurables) (x)

Soient (E,T) un espace mesurable et f une application de E dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~'(B) € T’} est une tribu.

corrigé

Cette question est un cas particulier (avec F' = R) de la question 2 de I'exercice 2.4, voir le corrige
12 page 254.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est mesurable,
(ii) f~1(C) € T, pour tout C € C.

corrigé
On remarque que f mesurable signifie simplement que T (définie & la question précédente)
contient B(R).

Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (ii) = (i), on remarque que Ty est une tribu. Donc, si Ty contient C, on a aussi
Ty contient T'(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a bien (ii) = (i)

Corrigé 37 (Composition de fonctions mesurables)

Soit (E,T) et (F,S) deux espaces mesurables. Soit f : E — F et ¢ : FF — R (R est muni, comme
toujours, de la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que @o f est mesurable
(de E dans R).

corrigé
FE est muni de la tribu 7', F' est muni de la tribu S et R est muni de la tribu borélienne.
Soit B € B(R), on remarque que (@ o f)"1(B) = f~ (¢ 1(B)). Comme ¢~ 1(B) € S car ¢ est mesurable
(de F dans R), on a donc f~1(p~1(B)) € T car f est mesurable (de E dans F'). Ceci montre bien que
@ o f est mesurable (de E dans R).

Corrigé 38 (R ou R,...)

Soit ¢ : R — R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a Parrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est
mesurable (on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considere comme une
application de R dans Ry (R étant aussi muni de la tribu borélienne).

corrigé
On suppose ¢ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R, on a donc BN R € B(R) (voir la
définition 3.1 page 52). Comme ¢ prend ses valeurs dans R et que ¢ est mesurable de R dans R, on a
donc ¢~ 1(B) = o 1 (BNR) € B(R). Ceci donne donc que ¢ est mesurable de R dans R ..
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Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans R (mais ¢ ne prend jamais la valeur
o0, on peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit B € B(R). On a donc aussi B € B(R)
et donc p~1(B) € B(R) car ¢ est mesurable de R dans R, . Ceci prouve que ¢ est mesurable de R dans
R.

Corrigé 39 (Stabilité de M)

1. Soient (E,T), (E',T"), (E”,T") des espaces mesurables, f (resp. g) une application de F dans
E' (resp. de E' dans E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une
application mesurable de E dans E”.

corrigé
Cette question est identique & celle de I'exercice 3.2 (voir le corrigé 37) avec E” au lieu de R. La
démonstration est semblable :

Soit B € T”, on remarque que (g o f)* (B ) = f"1(¢g7%(B)). Comme g (B) € T’ car g est
mesurable (de E’ dans E”), on a donc f~1(g7*(B)) € T car f est mesurable (de E dans E’). Ceci
montre bien que g o f est mesurable (de E dans E”).

2. Soit (E,T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R); soient f et g des
fonctions mesurables de £ dans R.

(a) Montrer que f¥(=sup(f,0)), f~(= —inf(f,0)) sont des fonctions mesurables de E dans R.

corrigé
Cette question est démontrée dans la proposition 3.7 page 59.

(b) Montrer que f + g, fg et |f| sont des fonctions mesurables de E dans R.

corrigé
Le fait que f+ g, fg € M est démontré dans la proposition 3.5 et le fait que |f| € M est
démontré dans la proposition 3.7 (car |f| prend ses valeurs dans R et |f| €M 4, on conclut
avec l'exercice 3.3, corrigé 38).

3. Soient (E,T) un espace mesurable, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On
suppose que la suite (f,,(z))nen converge (dans R) pour tout € E. On pose f(x) = limy— oo fn(T)
(pour tout z € E). Montrer que f est une fonction mesurable de E dans R.

corrigé

La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.5 page 57 (propriété 3).

4. Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T' dont les sous-ensembles ne soient
pas tous mesurables. Il existe donc B C A t.q. B ¢ T. Montrer que h = 1p — 1a\p n'est pas
mesurable (de E dans R), alors que |h| Dest.

corrigé
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{1} € B(R) alors que h=1({1}) = B ¢ T, donc h n’est pas mesurable. Par contre |h| = 14 est
mesurable car A € T'.

Corrigé 40 (Mesurabilité des fonctions continues)

Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et & arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).

corrigé
Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~1(O) est aussi un ouvert de R, donc f~(0) €

B(R). Comme ’ensemble des ouverts des ouverts engendre B(R), on en déduit que f est mesurable
(on utilise ici le caractérisation de la mesurabilité donnée & la proposition 3.2 page 55).

2. On suppose f continue & droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

corrigé

On suppose f continue a droite. Pour n € N*, on définit f,, par :

0 si r < —n,
fa(z)=1¢ f(B) si p—;l<x§%,pe{—n2+l,...,n2}
0 si T > n,

de sorte que

Ona f, € & car |21, 2] € B(R) pour tout n et p. Soit z € R. Pour n > |z|, on a f,(z) = f(2)
(

avec £ — % <z < B (p dépend de n, x est fixé). Comme f est continue a droite en x, on a
donc f,(z) — f(x) quand n — oo (car £ — =z, avec £ > z). La deuxieme caractérisation de la

mesurabilité (proposition 3.6 page 59) donne alors f € M.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

corrigé
Soit & € R. On pose A = f~!([o,00[). On suppose A # 0 (si A = (), on a bien A € B(R)). Si
x € A, on a f(z) > a et, comme f est croissante, on a aussi f(y) > « pour tout y > x. Donc,
[x,00[C A. En posant a = inf A € RU {—o0}, on en déduit que Ja,00[C A C [a,00[. A est donc
nécessairement un intervalle (dont la borne supérieure est 00), ce qui prouve que A € B(R). Comme
{[er, 0], @ € R} engendre B(R), on en déduit que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la
caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.2 page 55).

Corrigé 41 (Egalité presque partout)
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1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f =g
A p.p. si et seulement si f = g.

corrigé

Sif= (c’est-?a—dire f(z) = g(x) pour tout z € R), on a bien f = g A p.p. car f = g sur §° et
A0) =

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu'un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue
strictement positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe o, 5 € R t.q. a < S et |, B[C O,
onadonc0<8—a=X]a,3) <AO).

On suppose maintenant que f = g A p.p., il existe A € B(R) t.q. A(A) =0et f =g sur A°. On a
alors {f(z) # g(z)} C A. Or, {f(z) # g(z)} = (f — g)1(R*) est un ouvert car (f — g) est continue
(de R dans R) et R* est un ouvert de R. Donc {f(z) # ( )} €B (R) et la monotonie de A donne
M{f(z) # g(z)}) < A(A) = 0. On en déduit que {f(z) # g(z)} = 0 (car un ouvert non vide est
toujours de mesure de Lebesgue strictement positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et Jy la mesure de Dirac en 0 ; montrer que f = g dy p.p-
si et seulement si f(0) = g(0).

corrigé
Si f(0) = g(0), on prend A = {0}°. On a bien A € B(R), §p(4) =0 et f = g sur A° car A° = {0}.
Donc, f =g 6o p-p--

Réciproquement, on suppose maintenant que f = g do p.p., il existe donc A € B(R) t.q. f = g sur
A€ et 0g(A) = 0. Comme dp(A) =0, on a donc 0 ¢ A, c’est-a-dire 0 € A° et donc f(0) = g(0).

Corrigé 42

Soit f : RY x R dans R. On munit R de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). on suppose que f est
mesurable par rapport & z € R, pour tout y € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R,
pour tout z € RV,

Pour n > 1 et p € Z, on pose : a = B p € Z ; on définit la fonction f,, n > 1, de RN x R dans R par :

fn(x,y) = f(2,0a), siy € [ay,apq]
On se limite & N = 1.

1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +oo.

corrigé
Soit (z,y)* € R2. Pour tout n € N*, on a donc f,(z,y) = f(x, Byavec 2 <y < B4 % Noter que x
et y sont fixés et que p dépend de n. Quand n — oo, onadonc £ — y avec £ <y. Comme f(z,-) est
continue a gauche en y, on a donc f(z, 2) — f(x,y) quand n — oo, c’est-a-dire f,(z,y) — f(z,y)
quand n — oo.
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2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que A x B € B(R?) si
A, B € B(R). Ceci est démontré dans l'exercice 2.5 page 42.]

corrigé

Soit n € N*. Pour p € Z, on pose g, = f(-,£). On a donc, par hypothese, g, mesurable de R dans
R.

Soit C' € B(R). Soit (z,y)" € R2. Tl existe donc p € Z t.q. y € [2, 2. On a alors f,(z,y) = gp()

n’ n

et donc f,(z,y) € C si et seulement g,(z) € C. On en déduit que :

£1(C) = Upealgy () x (2,21

-

Comme g, est mesurable, on a g>*(C) € B(R). On a aussi [2,2[e B(R) et donc g;'(C) x

n
[2, 2t (e B(R?) (ceci est démontré dans 1’exercice 2.5 page 42). Comme B(R?) est stable par union

n’ n

dénombrable, on en déduit f,1(C) € B(R?) et donc f,, mesurable de R? dans R.

3. Montrer que f est mesurable.

corrigé

Comme f,, mesurable pour tout n € N* et que f,(z,y) — f(z,y), quand n — oo, pour tout
(x,y)t € R?, la propriété 3 de la proposition 3.5 donne que f est mesurable (de R? dans R).

Corrigé 43 (Tribu de Borel sur B(R,))

1. Montrer que {[0, 8], 8 € R%.} engendre B(Ry).

corrigé
On note C; = {[0, B[, 8 € R% }.

e Comme [0, 3[ est un ouvert de R pour tout 3 € R%,onaC; C B(R,) et donc T(Cy) C B(Ry).
e Par stabilité d'une tribu par passage au complémentaire, on a {[3,00], 3 € R} } C T'(Cy).
Comme [0, oo] = [0,1[U[1,00] € T'(C1), on a aussi {[a, 0], € Ry} C T(Cq).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[«, 8], o, 8 € Ry, a < 8} C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]o, 3], o, 8 € Ry,
a < B} CT(Ch) et {]B,00], € Ry} C T(Ch).

Comme tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles du type Jo, (]
(avec o, B € Ry NQ), [0, 8] (avec B € Ry NQ) et |3,00] (avec f € Ry NQ), on en déduit que
tout ouvert de R est dans T'(Cy) et donc B(R;) C T(Cy).

On a bien montré que B(Ry) = T(Cy).

2. Montrer que {[0, 8], 8 € QN R%} engendre B(R4).

corrigé
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On note Co = {[0,8[,8 € QNR%}. Si 8 € RY, on remarque que [0, 3[= UaeQrﬂR;,a<ﬁ[07 al. On en
déduit que [0, 5[€ T(C3). On a donc C; C T(C2) et T(C1) C T(Cs).

Comme T'(C;) = B(R,), on a aussi T(C2) = B(R4).

3. Montrer que {]0, 8], 3 € R% } n’engendre pas B(Ry).

corrigé
On prend un ensemble E' (ayant au moins 2 éléments) et une tribu 7' sur £ différente de P(E)
(par exemple, T = {(), E'}). Soit alors A C E, A ¢ T. On définit f de E dans Ry par f(z) = o0
siz € Aet f(z) =0siz ¢ A Comme A ¢ T, la fonction f est non mesurable. On a pourtant
f71(0,8]) = 0 € T pour tout 8 € R%. Ceci montre que {]0, 3[, 3 € R%} n’engendre pas B(R..).

Corrigé 44

Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée B(R)). On se
propose de montrer que le graphe de f est un borélien de R2. On admettra le résultat suivant, vu en
TD :

A,B € B(R) = A x B € B(R?). (11.11)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(x,y) = y.

1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.

corrigé
Soit A € B(R). On a F~1(A) = f~!1(A) x R. Comme f est mesurable, f~1(A) € B(R). Comme

R € B(R), (11.11) donne f~1(A) x R € B(R?) et donc F~1(A) € B(R?). On a donc F mesurable
de R? dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniére semblable en remarquant que H~1(A) = Rx A
(ou en utilisant la continuité de H).

2. On pose G(f) = {(x,y)! € R% y = f(z)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) €
B(R?).

corrigé

L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc F' — H mesurable. On en
déduit que G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F — H)~"1({0}) et {0} €B (R).

Corrigé 45 (mesurabilité au sens de Lusin)

Soit m une mesure sur B(RY), finie sur les compacts de RY. On rappelle (cf. cours) que m est néces-
sairement réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(RY) et pour tout £ > 0, il existe F fermé et O
ouvert t.q. F C AC O et m(O\ F) <e¢).

Soit f € RV — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin” si pour tout compact K et pour tout
€ >0, il existe Ky compact, K1 C K, t.q. m(K \ K1) <eet f, € C(Ki,R).
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1. On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(R"™). Montrer que f est mesurable au sens
de Lusin. [Construire K avec K, F et O, ot F et O sont donnés par la régularité de m appliquée
a Pensemble A.]

corrigé

Soit K compact et € > 0. Par la régularité de m, il existe F' fermé et O ouvert t.q. F C A C O et
m(O\ F) <e. On prend K; = (KN F)U (K NO°).

Les ensembles K N F' et K N O° sont fermés (car l'intersection d’'un compact et d’un fermé est
un compact). L’ensemble K; est donc compact car il est I'union de deux compacts. Comme
K, =K\(O\F),onabien K; C K et (K\K;) C (O\F). On en déduit m(K\ K;) < m(O\F) <e.

On montre maintenant que f‘Kl € C(K1,R). Soit z € K;. On distingue deux cas :

Premier cas. Six € KN F, on a alors ¢ € 0. Comme O est ouvert il existe § t.q. B(z,d) C O
(ot B(x,0) est la boule ouverte de centre = et de rayon 4). On a donc K1 N B(z,0) C KNF C A.
Ce qui prouve que f|, —est constante et égale a 1 sur Ky N B(x,6) et donc [, est continue en z
(car constante dans un voisinage de ).

Deuxiéme cas. Si xz € K N O°, on raisonne de maniere similaire. On a x € F°¢. Comme F¢ est
ouvert il existe § t.q. B(z,d) C F°. On a donc K1 N B(z,§) C K NO° C A°. Ce qui prouve que
1k, est constante et égale a 0 sur Ky N B(zx,9) et donc [k, est continue en .

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € (RN, B(RY)). Montrer que f
est mesurable au sens de Lusin.

corrigé
Il existe n € N*, Ay,..., A, € B(RY) et a1,...,a, € Rt.q. f =31 a;la,. On pose f; =14, de
sorte que f=>""_ a;fi.

Soit K compact et e > 0. Par la question 1, pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe Kfi) compact,

K{" C K, ta. m(K\K}") <e/net (fi)) , € C(K{",R). On prend alors :

‘KY)
A (4)
Ky =N K.

On a bien K7 compact (car intersection de compacts), K1 C K. Onaaussi (K\K;) = U?ZI(K\Kl(i))
et donc :

m(K\ K" <e.

NE

m(K\ K;) <

fi)lk, et (fi)x, est continue (puisque (fi)Kf') est

—~ .

Enfin, f, est continue car fi, = >0 a;

continue et K; C Kfi)).

3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RY, B(RY)). Montrer que f est mesurable au
sens de Lusin. [On rappelle quune fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On
pourra utiliser le théoréme d’Egorov, Théoréme 3.2, et la question précédente.]
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corrigé
Comme f € M(RY,B(RY)), il existe (f,)nen C ERYN, BRN)) t.q. fn — f p.p.--

Soit K compact et ¢ > 0. Par la question 2, pour tout n € N, il existe K£n) compact, K{n) C K,

t.q. m(K\K™) <27 et (£,), . € C(K"™ R). On prend tout d’abord :

e

Ky = Mpen K™,

On a bien Ky compact (car intersection de compacts), Ko C K. On a aussi (K \ K3) = Upen(K \

K™Y et done m(K \ K3) < Y men MK\ K™) < 2¢. Enfin, (fn)|x, est continue pour tout n € N.

Ko
Pour trouver Kj, on utilise maintenant théoréeme d’Egorov. Comme f, — f p.p. sur Ky et que
m(Ksy) < oo, il existe A € B(R™) t.q. A C Ko, m(K3\ A) <e¢ et f,, — f uniformément sur A. En
utilisant la régularité de m , on trouve aussi F' C A, F fermé et m(A \ F) < e. On prend alors
Ky =F.

On a bien K; compact (car K; est fermé dans le compact Ks), K; C K. On a (K \ K;) =
(K\K2)U (K2 \ A)U(A\ F) et donc m(K \ K1) < 4e. Enfin f|,est continue car f},. ~est limite
uniforme de la suite de fonctions continues ((f5)|, Jnen-

Corrigé 46 (V.a. mesurable par rapport & une autre v.a.)

Dans cet exercice, on démontre le théoreme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur
un espace de probabilités (£2,.4, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par rapport & la tribu
engendrée par X (notée 7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que
Y = f(X) (c’est-a-dire , plus précisément, que Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ol f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y
est 7(X)-mesurable.

corrigé
On rappelle que la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~}(B), B € B(R)}.
Soit B € B(R), on a Y ~}(B) = X~ 1(f1(B)). Comme f est borélienne (c’est-a-dire mesurable de

R dans R, o R est muni de la tribu borélienne), on a f~1(B) € B(R) et donc X 1 (f~1(B)) € 7(X).
Ce qui prouve que T est 7(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y est 7(X)-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # ap pour j # k et
une suite d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y:Zale]..
J

On suppose aussi que U;A; = Q. Montrer que, pour tout j, A4; € 7(X) et qu'il existe une fonction
borélienne f: R — R telle que Y = f(X).
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corrigé
Soit j € N. Comme les A; sont disjoints deux & deux, a; # ax si i # k et U;4; = Q, on a
A; =Y '({a;}). Comme {a;} €B (R) et Y est 7-mesurable, on en déduit que 4; € 7(X). (On
rappelle aussi que 7(X) C A car X est une v.a. sur (£, 4, P).)

Pour tout i, il existe B; € B(R) t.q. A; = X 1(B;) (car 4; € 7(X)). Comme les A; sont disjoints
deux & deux, on a, si ¢ # j, B; N B;N Im(X) = 0 (avec Im(X) = {X(w), w € 2}). On peut donc
supposer les B; disjoints deux & deux en remplacant chaque B; (i > 0) par B; \ U;j<;B;.

On pose f =Y. a;1p,. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R. Si w € , il
existe ¢ t.q. w € A; (car Q = U;A;), on a done X (w) € B; et donc f(X(w)) = a; = Y(w). Ce qui
donne bien f(X) =Y.

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢,, : R — R par: ¢,(x) = 1[na] ou [] désigne la partie

~n
entiere. ([z] est le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

(a) Montrer que, pour tout = € R, ¢, (x) converge vers x, quand n — oo.

corrigé

Soit x € R. Pour tout n € N*, on a 0 < nz — [nz] < 1 et donc 0 < x — ¢, () <
prouve que ¢, (z) — x quand n — co.

. Ce qui

1
n

(b) On pose Y,, = ¢,(Y). Montrer que Y, est 7(X) mesurable.
corrigé

On remarque tout d’abord que ¢; est borélienne. En effet, pour p € Z, on a ¢; ' ({p}) =
[p,p + 1[€ B(R). Puis, pour B € B(R), on a ¢; ' (B) = Upeznp[p,p + 1[€ B(R).

Soit n € N*. Comme x — nz est continue, c’est une application borélienne. Par composition
(et produit par (1/n)), on en déduit que la fonction ¢, est borélienne. On montre alors
que Y, est 7(X)-mesurable, comme dans la premiére question car, pour B € B(R), on a
Y, H(B) =Y "¢, (B)) € T(X).

n n

4. Terminer la preuve du théoreme.

corrigé

Soit n € N*. Comme ’ensemble des valeurs prises par Y, (définie dans la troisieme question) est au
plus dénombrable, on peut appliquer la deuxieéme question. On obtient I'existence de f,, : R — R,
borélienne, t.q. Y, = fn(X).

On note A l'ensemble des réels x pour lesquels la suite (f,(x))nen+ est convergente. A est donc
aussi ’ensemble des réels = pour lesquels la suite (f,(2))nen+ est de Cauchy. On en déduit que
A € B(R) car A peut s’écrire :

11
A = Npens Unens Np,g>n(fp — fo) 1([—; E])'

On pose maintenant f(z) = lim, o fn(z) si € A et f(z) = 0 si x € A°. La fonction f est
borélienne car f est limite simple des fonction boréliennes f,,1 4. quand n — oco.
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Enfin, si w € Q, on a Y, (w) = fp(X(w)). La troisitme question donne que Y, (w) = ¢, (Y (w)) —
Y (w). On a donc X(w) € A et donc fp(X(w)) — f(X(w)). Ceci donne Y(w) = f(X(w)). On a
bien montré que Y = f(X) avec f borélienne.

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que

corrigé
{z € R, f(x) = g(2)}. OnaB:(f—g)’l({O})G B(R). Siw €, ona f(X(w))
= Y(w ) et donc X(w) € B. Ceci prouve que X }(B) = Q et donc que Px(B) =
)) =1, cest-a-dire Px(f =g) = 1.

Soit B =
9(X(w))
P(X~Y(B

Corrigé 47 (Composition de v.a.)

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N* et (Y},)nen une suite
de variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire & valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit
Z par

VweQ, Z(w) =Yy (w).

Montrer que Z est une variable aléatoire.

corrigé
Soit B € B(R). Pour n € N, on pose :

Ap={N=n}={weQ Nw)=n}

et

B, =Y, (B)={Y,€B}={we Y, (v) € B}
(Notre que Iensemble des A,, n € N*, forme une partition de ©.) On va montrer que Z '(B) =
Unent (4 N By).
En effet, pour tout w € , on a w € Ay, et, siw € Z=YB), on a Z(w) = Yn(w)(w) € B. On a donc
w € An(w) N Bn(w), ce qui donne bien w € Upen+ (A, N By).
Réciproquement, si w € Upen+ (A,NBy), il existe n € N* t.q. w € A,NB,. Onadonc Z(w) =Y, (w) € B.
On a bien montré que Z~1(B) = Upen+(An N By).

Comme N et Y, sont des v.a.r., on a A,, B, € A, pour tout n € N*. On en déduit que Z~1(B) € A.
Ceci donne bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z = > . 14, Y.

Corrigé 48 (Convergence en mesure) (*x)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,),en une suite de fonctions mesurables de E dans R.
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1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de F dans R telles que (f,)nen converge en
mesure vers f et g, alors f = g p.p..

[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 >0, m({z € E; |f(z) — g(z)| > d}) =0].

corrigé
Pour h : E — Ret § > 0, on note toujours {h > 6} = {z € E; h(z) > ¢}, {h > 6} = {z € E;
h(z) > 6}, {h<d}={x € E; h(z) <6} et {h <6} ={z € E; h(x) < d}.

Soit § > 0. Pour tout z € E et tout n € N, on a |f(x) — g(2)| <| f(z) — fu(@)| + |fu(z) — g(x)]. On
en déduit {|f — fu| < 53N {|fn — gl < 3} C {|f — g| <} et donc, en passant au complémentaire,

UF —al> 8} CUf ~ ful > Y UIfa —al > 2}, (11.12)

Par sous additivité de m, on a donc m({|f — g| > 6}) < m({|f — ful > 3} + m({|fn — 9| > 3}).
En passant & la limite quand n — oo, on en déduit m({|f — g| > §}) = 0.

On remarque maintenant que {z € E; f(z) # g(z)} = {|f — g| > 0} = Upen+{|f —g| > 1} et donc,
par o-sous additivité de m, on obtient m({z € E; f(z) # g(z)}) < >or m({[f —g| > 1}) =0 et
donc f =g p.p..

2. Montrer que si (f)nen C M converge en mesure vers f € M et (gn)nen C M converge en mesure
vers g € M, alors (f, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

corrigé

Soit § > 0. En reprenant la démonstration de (11.12), on montre que

) )
Uf+9=(fatga)l >0} CHIf = fal > 53 UAlg —gal > 5}

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f+g—(fa+gn)| > 6}) < m{|f—ful > $H+m{lg—gn| >
1) et donc que m({|f+g—(fn+gn)| > 6}) — 0 quand n — co. On a bien montré que f,,+g, — f+g
en mesure quand n — o0.

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (fn)nen C M converge en
mesure vers f € M et (gn)neny C M converge en mesure vers g, alors (f,, gn)nen C M converge en
mesure vers f g € M.

[On pourra commencer par montrer que, si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M, alors,
pour tout € > 0, il existe ng et ko € N tels que, sin > ng et k > ko, on a m({x € E; |fp(x)] >
k}) < e]. Donner un contre-exemple au résultat précédent lorsque m(E) = oo.

corrigé
Pour k € Net n € N, la démonstration de (11.12) donne ici {|f,| > k} C {|f| > §YU{|f. — f| > &}
et donc

m({1fal > KD < m{lf] > 23+ m({lfa — 71> 5} (11.13)
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On pose A, = {|f] > g} On a (Ag)keny C T, Agy1 C Ay pour tout k € N et NgenAr = 0 (car f
prend ses valeurs dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(A;) < oo (pour tout k) et on
peut appliquer la continuité décroissante de m. Elle donne :

m(Ax) — 0, quand n — oo. (11.14)

Soit € > 0. Par (11.14), il existe kg € N t.q. m(Ag,) < §. Par la convergence en mesure de f,

vers f, il existe alors ng t.q. m({|fn — f| > %0} < § pour tout n > ng et I'inégalité (11.13) donne
m{{|ful > ko}) < e sin>mng. On en déduit (comme {|fn| >k} C {|fn] > ko} si k > ko) :

n>no, k> ko= m{|fn] >k}) <e. (11.15)

On montre maintenant que f,g, — fg en mesure.

Soit 6 > 0, on veut montrer que m({|fngn — fg| > 0} — 0 quand n — oco. Pour cela, on remarque
que | fngn — fal < |fullgn — gl + gl frn. — f]- Pour k € N*, on a donc

(1l <8} {lon = o1 < o} 0 {lal < K} {1fa = F1 < o) € g — Fol < 6)

et, en passant au complémentaire,
) )
{fngn — fgl > 6} C{Iful >k} U{lgn — gl > ﬁ}U{M > k}U{lfa = fl> 2k

ce qui donne

m({lfagn ~ Fol > 51) < m({Ifal > KD+ m({lgn — gl > =)
ml{lol > K) +m({la ~ 1> 50

(11.16)

Soit € > 0. 1l existe kg et ng de maniere & avoir (11.15). En utilisant (11.14) avec g au lieu de f, il
existe aussi k1 t.q. m({|g| > k}) < e pour k > ky. On choisit alors k¥ = max{ko, k1 }. En utilisant
la convergence en mesure de f, vers f et de g, vers g, il existe ny t.q. m({|gn — g| > % ) <cet
m({|fn — f| > £}) < e pour n > n;. Finalement, avec ny = max{ng,ns} on obtient :

n > ny = m({|fagn — fg| > 0}) < 4e.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f,g, vers fg, quand n — oo.

Pour obtenir un contre-exemple & ce résultat si m(FE) = oo, on prend (E,T,m) = (R, B(R), ).
Pour n > 1 on définit f, par f,(z) = + pour tout z € R et on définit g, par g, (z) = = pour tout
z € R. Il est clair que f,, — 0 en mesure, g, — ¢ en mesure, avec g(x) = x pour tout € R, et
fngn # 0 en mesure car m({|fngn| > 6}) = 0o pour tout n € N* et tout ¢ > 0.

Corrigé 49 (Convergence presque uniforme et convergence p.p.)

294



Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de E
dans R) et f € M. On suppose que f,, — f presque uniformément (c’est a dire que pour tout £ > 0 il
existe A € T t.q. m(A) < e et f,, — f uniformément sur A°). Montrer que f, — f p.p., quand n — oo.

corrigé
Soit A, € T t.q. m(4,) < et f, — f uniformément sur AS. On pose A = N,en-A,, de sorte que
A €T et m(A) =0 car m(A) < m(A,) < L pour tout n € N*.
Soit x € A, il existe n € N* t.q. € A, et on a donc f,(z) — f(z) quand n — co. Comme m(A) =0,
ceci donne bien f,, — f p.p., quand n — oo.

3

Corrigé 50 (Théoreme d’Egorov) (x*)

Soient (F,T,m) un espace mesuré fini, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On suppose que f, — f p.p., lorsque n — +oo.
Pour j € N* et n € N, on définit :

1
Ang = {5 [f(@) = (@) = =}, et Boy = [ Ap; (11.17)
J p2n
1. Montrer que a j fixé, hrf m(B,,;) = 0.
corrigé
On remarque d’abord que 4, ; = (|f — fn|)_1([%,oo[) € T car |f — fn| € M. On a donc aussi

lgnd efT.

D’autre part, comme f, — f p.p., lorsque n — +o0, il existe C € T t.q. m(C) = 0et fr(x) — f(x),
quand n — oo, pour tout x € C°.

On va montrer que m(B,, ;) — 0, quand n — oo (on rappelle que j € N* est fixé), en utilisant
la continuité décroissante de m. On remarque en effet que m(B,, ;) < co (pour tout n € N) car
m(E) < oo (et c’est seulement ici que cette hypothése est utile), puis que By, 41,; C B, ; pour tout
n € N. La continuité de décroissante de m donne donc

m(Bn,j) - m(mneNij)

Or, si ¢ € NpenBy,j, on a x € By, ; pour tout n € N. Donc, pour tout n € N, il existe p > n t.q.
x € A, j, cest-a-dire |f(z) — fn(x)| > % Comme j est fixé, ceci montre que f,(z) 4 f(z) quand
n — oo, et donc que z € C. On en déduit que NpenBy,; C C et donc que m(NpenBn,;) = 0 et
finalement que m(B,, ;) — 0, quand n — co.

2. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(A4) < e et f, — f uniformément sur A€ lorsque
n — +o00. En déduire le théoreme d’Egorov (théoréme 3.2).

[On cherchera A sous la forme : U Bh,.j, avec un choir judicieux de n;.]
JEN*

corrigé
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Soit € > 0. pour tout j € N*, la question précédente donne qu’il existe n(j) € N t.q. m(B, ;) < 5.
On pose B = Ujen+ By, (j),;, de sorte que B € T' et, par o-sous additivité de m :

) < Z n(J)J < Z 2%

j=1

On montre maintenant que f,, — f uniformémement sur B¢ (ce qui conclut la question en prenant

A= B).
Comme B = Ujen+ (Up>n(j)Ap,;), on a, en passant au complémentaire, B¢ = mjeN*(ﬂpzn(j)A;,j)-

Soit n > 0. Il existe j € N* t.q. ¥ <. Soit # € B, comme z € Np>n(i) Ay
pour tout p > n(j), c’est-a-dire :

(&
;> on adonc x € A7

<.

p = n(j) = [fulz) = f(2)] <

<n.

[

Comme n(j) ne dépend que de j (et donc que de n) et pas de x € B¢, ceci prouve la convergence
uniforme de f,, vers f sur B°.

. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre ¢ = 0 dans la question précédente.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (]0,1[,B(]0,1[, A) (plus précisément, A est ici la restriction a
B(]0,1]) de A, qui est une mesure sur B(R)).

Pour n € N*, on prend f,, = 1jg 1, de sorte que f, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,(z) — 0
pour tout z €]0,1]).
Soit maintenant B € B(]0, 1]) t.q. A(B) = 0. On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément

vers 0 sur B¢ (ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendre ¢ = 0 dans la question précédente, c’est-
a-dire ¢ = 0 dans le théoréme d’Egorov).

Soit n € N*, 1l est clair que B°N]0, 1[# 0 (car sinon, ]0, 1[C B et donc 2 = A(J0, 1[) < A(B) = 0).
11 existe donc = € B t.q. fn(xz) =1. On a donc

sup |fn ()] =1,
reB*®

ce qui prouve bien que f, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — co.

. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoreme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +oc.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (R, B(R)A).

Pour n € N, on prend f,, = 1, ;,41[, de sorte que f, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,,(x) — 0
pour tout = € R).
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Soit maintenant 0 < ¢ < 1 et B € B(R) t.q. A(B) < e. On va montrer que f, ne peut pas tendre
uniformément vers 0 sur B¢ (ceci prouve bien que théoréme d’Egorov peut étre mis en défaut si
m(E) = o0).

Soit n € N, 1l est clair que B°NJn,n + 1[# @ (car sinon, Jn,n + 1[C B et donc 1 = A(Jn,n + 1[) <
A(B) < g, en contradiction avec € < 1). Il existe donc = € B¢ t.q. fn(z) = 1. On a donc

sup |fn(x)| =1,
rEB*°

ce qui prouve bien que f, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oo.

Corrigé 51 (Convergence en mesure et convergence p.p.)

Soient (F,T,m) un espace mesuré, (fn)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite (f,)nen converge en mesure

vers f si:

Ve > O,ngrfoom({x € E;|fu(x) — f(x)| >€}) =0. (11.18)

1. On suppose ici que m(F) < +oo.

(a)

Montrer que si (fn)nen tend vers f presque partout, alors (fn)nen tend vers f en mesure
[Utiliser le théoréme d’Egorov.]

corrigé
Soit € > 0, on veut montrer que m({|f, — f| > ¢}) = m({z € E;|fn(z) — f(z)| > €}) — 0,
quand n — oo, c’est-a-dire que

Yo > 0, Ing, t.q.
n>no = m({|fa— f| > €}) <. (11.19)
Soit donc 6 > 0. D’apres le théoreme d’Egorov (théoréme 3.2 page 63), il existe A € T t.q.
m(A) <6 et f,, — f uniformément sur A°. La convergence uniforme sur A° nous donne donc
Pexistence de ng t.q., | fn(z) — f(2z)| < & pour tout x € A°, sin > ng. On a donc, pour n > ny,
{lfn—f| > €} C A, et donc m({|fn — f| > e}) < m(A4) <. On a bien montré (11.19) et donc
la convergence en mesure de f, vers f, quand n — oo.

Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

corrigé
On reprend ici un exemple vu au début de la section 4.7 pour montrer que la convergence dans
L! n’entraine pas la convergence presque partout.

On prend (E,T,m) = ([0, 1[, B([0,1[), A) (on a bien m(E) < co) et on construit ainsi la suite

(fn)nGN :
Soit n € N. Il existe un unique p € N* et w <n< %. On pose alors k =n — w

et on prend f, = 1[5 k1 Il faut noter ici que k + 1 < % — @ = p et donc % <1
p’ P
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Lorsque n — oo, on a p — oo et donc m({|f,| > 0}) = % — 0. Ce qui prouve, en particulier,
que f, — 0 en mesure, quand n — oo.

Enfin, on remarque que, pour tout = € [0,1[, f,(z) / 0 quand n — co. En effet, soit x € [0, 1].

Soit n € N. On choisit p € N* t.q. @ > n, il existe alors k e Nt.q. 0 <k <p—1et
x € [%, %[, de sorte que f,(n)(z) =1 en choisissant ¢(n) = w + k. On a ainsi construit
(fo(n))nen, sous suite de (fy)nen (car ¢(n) > n pour tout n € N) t.q. fum)(z) / 0 quand
n — oo. ceci montre bien que f,(x) 4 0 quand n — occ.

Corrigé 52 (Essentiellement uniforme versus presque uniforme)

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # 0, on pose
|| flloc =inf Af. Si Ay =0, on pose || f]lc = o0.

1. Soit f € M t.q. Ay # 0. Montrer que ||f|lo € Ay.

corrigé

Comme Ay # () et || f||oo = inf Ay, il existe une suite (an)nen C Ay t.q. an | || f|lec quand n — oo.

Soit n € N, de a,, € Ay on déduit qu’il existe B, € T t.q. m(B,) = 0 et |f(z)| < a, pour tout
r € B

On pose B = UpenByp. On a donc B € T et, par o-additivité de m, m(B) = 0 (car m(B) <
> nen™(Br)). Enfin, pour tout 2 € B¢ = NypenDBy,, on a |f(z)| < ay, pour tout n € N. En faisant
n — oo, on en déduit que |f(z)| < || f|loc. On a donc |f| <|| flloo P-p., C’est-a-dire || f|loc € Ay.

2. Soient (fn)neny C M et f € M.

(a)

On suppose, dans cette question, que ||fn, — flloo — 0 quand n — oo (on dit que f, — f
essentiellement uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.

corrigé
Pour tout n € N, il existe A, € T t.q. m(4,) = 0 et |(fn — [)(@)] < ||fa — flloo POUr tout
x € AS. On pose A = UpenAy,. Onadonc A €T, m(A) =0, |(fn — f)(@) < ||fn — flloo POUr
tout € A°. Comme || f,, — f]loo — 0 quand n — oo, on en déduit que f,, — f uniformément
sur A°. Enfin, comme m(A) < e pour tout € > 0, on a bien montré la convergence presque
uniforme de f,, vers f.

En donnant un exemple (c’est-a-~dire en choisissant convenablement (E,T,m), (fn)nen et f),

montrer qu’on peut avoir f,, — f presque uniformément, quand n — oo, et ||f — fllco 7 O.
corrigé

On prend, par exemple, (E,T,m) = (R,B(R),\), f =0et f, = 1j9,1) pour tout n € N*.

Soit € > 0. On choisit A = [0,¢], de sorte que m(A) = . On a bien f, — 0 uniformément

sur A¢, quand n — oo, car f, = 0 sur A° pour tout n t.q. % < e. Donc, f,, — f presque
uniformément quand n — oc.

Mais f,, ne tends pas vers 0 essentiellement uniformément, quand n — oo, car || fu|lco = 1 pour
tout n € N* (en effet, f, < 1 sur tout R, f,, = 1 sur [0, 1]) et A([0, £]) > 0, pour tout n € N*).

‘n
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Corrigé 53 (Mesurabilité des troncatures)

Soit (X, 7) un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours
quand on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour a > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(x)>a
fa@) =3 f@) si if@)|<a
—a st f(x)<—a
Montrer que f, est mesurable.
corrigé
Soit @ > 0. On définit T, de R dans R par :
a si s>a
To(s) =< s s |s]<a
—a si s<-—a

La fonction T, peut aussi s’écrire T,(s) = max{—a, min{a, s}} pour s € R. On remarque que la fonction
T, est continue de R dans R. Elle est donc borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, avec R muni

de sa tribu borélienne).

Comme f, =T, o f, on en déduit que f, est mesurable car c’est la composée d’applications mesurables.
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