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Chapter 1

Motivation et objectifs

Nous commencons par donner ici un apercu des motivations de la théorie de I'intégration, en montrant
d’abord les limitations de I'intégrale des fonctions continues (sur un intervalle compact de R). L’intégrale
de Riemann possede essentiellement les mémes limitations.

1.1 Intégrale des fonctions continues

Nous présentons ici quelques rappels sur l'intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact de
R. Nous montrons pourquoi cette théorie de I'intégrale des fonctions continues semble insuffisante.

Nous nous limitons & ’étude des fonctions définies sur l'intervalle [0, 1] & valeurs dans R. Nous allons en
fait définir I'intégrale des fonctions réglées (on appelle fonction réglée une fonction qui est limite uniforme
d’une suite de fonctions “en escalier”). Ceci nous donnera I'intégrale des fonctions continues car toute
fonction continue est réglée (voir 'exercice 1.2). La définition de I'intégrale des fonctions réglées (comme
celle de I'intégrale de Riemann, qui sera rappelée dans U'exercice 5.3, et celle de 'intégrale de Lebesgue)
peut étre vue en 3 étapes, qui, ici, s’écrivent :

1. Mesurer les intervalles de [0,1]. Pour 0 < o < 8 < 1, on pose m(Ja, 8]) = 8 — «a.

2. Intégrer les fonctions en escalier. Soit f : [0,1] — R, une fonction en escalier. Ceci signifie qu’il

existe p € N*, une famille (a;);eqo,... p}, avec : g = 0, a; < ayq1, pour tout i € {0,...,p — 1},
ap = 1, et une famille (a;);eqo,... p—13 C R tels que :
f(z) =a;, Vz€lay,ai11], Vie{0,...,p—1}. (1.1)

On pose alors :
1 p—1
| @ =3 amgos o). (12)
i=0

On montre que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que 'intégrale de f ne dépend
que du choix de f et non du choix des «; (voir I'exercice 1.2).

3. “Passer a la limite”. Soit f : [0,1] — R, une fonction réglée, il existe une suite (fy,)nen de fonctions
en escalier convergeant uniformément vers f. On pose :

In:/o fn(x)dz. (1.3)



On peut montrer que la suite (I,,)nen est de Cauchy (dans R). On pose :

/01 f(z)dx = nlin;o I,. (1.4)

On montre que cette définition est cohérente car lim,, ., I,, ne dépend que de f et non du choix
de la suite (fy)nen (voir exercice 1.2).

Remarque 1.1 Un des intéréts de la méthode présentée ci dessus est qu’elle permet aussi de définir
(sans travail supplémentaire) I'intégrale de fonctions continues de [0,1] (ou d’un intervalle compact de
R) dans E, ou E est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet sur R ou C).
Les méthodes de Riemann (voir Pexercice 5.3) et de Lebesgue (présentée dans ce cours) sont “limitées” a
des fonctions prenant leurs valeurs dans R car elles utilisent fortement la relation d’ordre dans R (elles
redonnent, dans le cas de fonctions continues de [0,1] dans R, la méme intégrale que ci-dessus). Pour
Iintégrale de Lebesgue, il faut alors un travail supplémentaire pour développer une théorie de I'intégration
pour des fonctions prenant leurs valeurs dans un espace de Banach (lorsque cet espace est de dimension
infinie, le cas ou I'espace est de dimension finie reste simple car on est alors amené a considérer un nombre
fini d’intégrales & valeurs dans R).

1.2 Insuffisance de l’intégrale des fonctions continues

On note E 'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R. On a ainsi défini fol f(z)dz pour tout
f € E (car 'ensemble des fonctions continues est contenu dans ’ensemble des fonctions réglées).

1. Théorémes de convergence Un inconvénient important de la théorie de l'intégration exposée ci-
dessus est que les théorémes “naturels” de convergence pour cette théorie sont peu efficaces. A vrai
dire, le seul théoreme “simple” est le théoréme suivant : Soient (f,)neny C F et f € E. On a alors :

1 1
fn — funiformément quand n — oo = / fo(x)dz — / f(x)dx quand n — co. (1.5)
0 0

On rappelle que (f,)nen converge simplement vers f si :

Ve > 0,z € [0,1],3N(, 2);n > N(e,2) = |fulz) — f(2)] <&

et que (fn)nen converge uniformément vers f si :

Ve > 0,3N(e);n > N(e),z € [0,1] = |fu(z) — f(z)] < e.

Ce théoreme est assez “faible”. Une conséquence de la théorie de l'intégrale de Lebesgue est le
théoréme suivant (beaucoup plus fort que le précédent) : Soient (f,)neny C E, et f € E. On a
alors :

fn — [ simplement quand n — oo, |fu(z)] <1, Vo € [0,1], Vn € N

= J3 ful@)dz — [ f(2)dz quand n — co. (16)

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoreme de “convergence dominée”, il peut étre
démontré sans utiliser la théorie de I'intégrale de Lebesgue, mais cela est difficile : c’est 'objet de
I'exercice 1.11. (Noter aussi qu’il est facile de voir que ’on peut remplacer, dans (1.6), | fn(z)] <1
par |fn(z)] < M pourvu que M soit indépendant de n et z.)



2. Espaces non complets. Pour f € E on pose (en remarquant que |f| € E et f2 € E) :

1
Ni(f) = A |f (x)|dz, (L.7)

Nl=

No(f) = ( / (f(2)2dz) . (18)

Les applications N7 et Ny sont des normes sur E (voir U'exercice 1.6). Malheureusement l’espace E,
muni de la norme N; (ou de la norme Ns), n’est pas vraiment intéressant en pratique, en particulier
parce que cet espace n’est pas complet (c’est-a-dire qu’une suite de Cauchy n’est pas nécessairement
convergente). Ce n’est pas un espace de Banach (un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet). La norme Ny sur E est induite par un produit scalaire mais, muni de cette norme, F n’est
pas un espace de Hilbert (un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite
par un produit scalaire, pour tous ces résultats, voir I'exercice 1.6). En fait L’espace vectoriel des
fonctions continues de [0,1] dans R est intéressant lorsqu’il est muni de la norme de la convergence

uniforme, c’est-a-dire || f||, = sup,e(o,1) |f(@)], avec laquelle il est complet, c’est donc alors un espace
de Banach.

Si 'on travaille avec I’ensemble des fonctions réglées plutot que I’ensemble des fonctions continues, on
n’échappe pas vraiment aux inconvénients cités précédemment (N7 et Ny sont d’ailleurs alors des semi-
normes). On peut aussi généraliser la définition de 'intégrale ci-dessus en améliorant un peu l’étape 3
(passage a la limite), cette généralisation se fait en introduisant les “sommes de Darboux” (alors que
l'intégrale des fonctions continues peut étre définie en utilisant seulement les “sommes de Riemann”). On
obtient ainsi la définition de P'intégrale des fonctions dites “Riemann-intégrables” (voir I’exercice 5.3). En
fait cette généralisation est assez peu intéressante, et les inconvénients sont les mémes que pour 'intégrale
des fonctions continues (ou des fonctions réglées).

1.3 Les probabilités

La théorie des probabilités s’est développée dans le but de “modéliser” les phénomenes aléatoires, c’est a
dire de développer un formalisme mathématique pour exprimer les problemes posés par ces phénomenes.
En particulier, 'un des problemes est de mesurer “la chance” d’un certain “évenement” de se réaliser. Une
partie importante de ces phénomenes est de nature “discrete”, c’est a dire qu’il existe une injection de
I’ensemble des “cas possibles” dans N. Lorsque de plus ’ensemble des “cas possibles” ou des “éventualités”
est fini, le calcul des probabilités se ramene a des problemes de dénombrement. Par contre, lorsque
I’ensemble des “éventualités” est de nature infinie non-dénombrable, on aura besoin, pour définir une
probabilité, de la théorie de la mesure. Les liens qui existent entre la théorie des probabilités et la
théorie de la mesure et de 'intégration sont nombreux, mais malheureusement, le vocabulaire est souvent
différent. Nous essaierons ici de montrer clairement les liens entre les deux théories et de donner un
“dictionnaire” probabilités-intégration.

1.4 Objectifs

L’objectif est de construire une théorie de l'intégration donnant des théoremes de convergence efficaces et
de “bons” espaces fonctionnels, comme, par exemple, l'espace L2 (E,T,m) qui est un espace de Hilbert.
La démarche pour construire cette théorie va étre tres voisine de celle que 1'on a utilisée pour 'intégrale



des fonctions réglées (ou pour l'intégrale de Riemann, cf. Exercice 5.3). Elle va suivre 3 étapes, que nous
pouvons (dans le cas, par exemple, des fonctions de R dans R) décrire ainsi :

1. Mesurer “presque toutes” les parties de R (et pas seulement les intervalles).

2. Définir l'intégrale des fonctions étagées, c’est-a-dire des fonctions de R dans R ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs (et pas seulement des fonctions en escalier).

3. Par un “passage a la limite”, définir 'intégrale des fonctions limites (en un sens convenable) de
fonctions étagées.

Pour étre plus précis, dans 1’étape 1 ci-dessus, on cherche une application A : P(R) — R,, ou P(R)
désigne ’ensemble des parties de R, t.q. :

AM]ea, B]) = 8 — «, pour tout o, 5 € R, v < 3. (1.9)

AMUpen4y) = Z A(A,), pour toute famille (4,)neny C P(R) t.q. A, NA, =0sin#m.  (1.10)
neN

(Dans toute la suite de ce cours, la notation » _\ est identique & > .)

Une telle application sur P(R) n’existe pas (voir l'exercice 2.24), mais elle existe si on se limite & une
partie “convenable” de P(R), par exemple, la tribu de Borel définie dans la suite.

Pour I'étape 2, on intégrera les fonctions prenant un nombre fini de valeurs et pour lesquelles chaque
“étage” est dans la tribu de Borel. De telles fonctions seront dites “étagées”.

Enfin, a étape 3, 1'idée principale est de définir I'intégrale des fonctions positives qui sont “limites
croissantes” d’une suite de fonctions étagées (on remplace donc la convergence uniforme utilisée pour la
définition de I'intégrale des fonctions réglées par une convergence “simple, en croissant”).

La théorie de 'intégration que nous allons ainsi obtenir contient (pour les fonctions d’un intervalle compact
de R dans R) la théorie de I'intégrale de Riemann (cf. Exercice 5.3) qui contient elle-méme la théorie de
lintégrale des fonctions réglées (et la donc la théorie de 'intégrale des fonctions continues).

Ce cours est divisé en 10 chapitres :

e Le chapitre 2 est une introduction & la théorie de la mesure ; on y définit en particulier I’application A
nécessaire pour mesurer les parties de R. On y introduit aussi les premieres notions de probabilités.

e Dans le chapitre 3, on introduit le concept de fonction mesurable, et son synonyme “probabiliste”,
i.e. le concept de “variable aléatoire”, qui est une notion fondamentale pour le calcul des probabilités.
On y définit les notions de convergence “presque partout” et son synonyme probabiliste “presque
sure”, et de convergence “en mesure” et son synonyme probabiliste convergence “stochastique”.

e On définit au chapitre 4 I'intégrale sur un espace mesuré (suivant les étapes 1 a 3 définies plus
haut), et 'espérance des variables aléatoires en théorie des probabilités. On définit également dans
ce chapitre la notion de convergence en moyenne.

e On s’intéresse au chapitre 5 aux mesures définies sur les boréliens de R et aux propriétés particulieres
de l'intégrale définies sur R. On y étudie les lois probabilités “de densité”.



e On étudie au chapitre 6 les espaces “LP”, ensembles des (classes de) “fonctions mesurables de puis-
sance p-ieme intégrable, et plus particulierement l’espace L2, qui est un espace de Hilbert. On
donne des résultats de dualité et on introduit les notions de convergence “faible” et de convergence
“étroite” (pour les probabilités).

e Le chapitre 7 est consacré au produits d’espaces mesurés, a l'intégration de fonctions de plusieurs
variables, au produit de convolution

e Dans le chapitre 8, on revient sur ’étude des espaces LP dans le cas particulier de la mesure de
Lebesgue sur les boréliens d’un ouvert de RY. On donne des résultats de densité, de séparabilité et
de compacité.

e Le chapitre 9 est consacré a la théorie de probabilités. On étudie, par exemple, les lois de sommes
de variables aléatoires.

e Le chapitre 10 est consacré & I'étude de la transformée de Fourier des fonctions de L' (classes
de fonctions mesurables intégrables au sens de Lebesgue sur RY) et de L? (classes de fonctions
mesurables “de carré intégrable” au sens de Lebesgue sur RY) et des mesures. On introduit la
“fonction caractéristique” de la théorie des probabilités.

e Le chapitre 11 contient des corrigés d’exercices.

1.5 Exercices

Exercice 1.1 (Convergences simple et uniforme) Corrigé 1 page 239

Construire une suite (f,,)nen C C([0,1],R) et f € C([0,1],R) t.q. f,, — f simplement, quand n — oo, et
fn 7 [ uniformément, quand n — oo.

Exercice 1.2 (Intégrale d’une fonction continue) Corrigé 2 page 239

Une fonction g : [0,1] — R est dite “en escalier” s’il existe n > 1 et zg,..., 2, t.q. 0 =29 < 1 < ... <
Tpn—1 < Tp =1 et g constante sur chaque intervalle |z;, x;41[, 0 <i <n — 1.

1 n—1
Pour g en escalier et xy, . .., x, comme dans la définition ci dessus, on pose / g(x)dx = g a;(Tit1— i),
0 i=0
ou a; est la valeur prise par g sur |z;, ;1]

1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que l'intégrale de g ne dépend
que du choix de g et non du choix des x;. Montrer que I'application qui a g associe I'intégrale de g
est linéaire de I’ensemble des fonctions en escalier dans R.

2. Soit f € C([0,1], R).
(a) Construire une suite de fonctions en escalier (f,)nen t.q. f soit limite uniforme de (f,)nen

lorsque n — 4o00.

(b) Soit (fn)nen une suite de fonctions en escalier t.q. f soit limite uniforme de (f,,)nen lorsque
n — +o00. Montrer que la suite (I,),eny C R, ol I, est 'intégrale de la fonction en escalier f,,,
converge. Enfin, montrer que la limite I = lim,,_,, I, ne dépend que de f, et non de la suite

1
(fn)nen. On pose alors / f(z)dz =1.
0



3. Montrer que l'application qui & f associe l'intégrale de f est linéaire de C'([0,1],R) dans R et que,
1 1
pour tout f € C([0,11.B), ona | [ fladol < [ [f(@)lde < max | £(o)].
0 0 z€|0,

Exercice 1.3 (Propriétés de l’intégrale des fonctions continues) Corrigé 3 page 242

Soit (n)nen C C([0,1],R) et ¢ € C(]0,1],R). On suppose que ¢, — ¢ simplement quand n — oco.

1 1 1
1. Montrer que si lim |on(z) — @(x)] dx — 0, alors lim on(z)dx = / o(z)de.
1 1
2. Montrer que si (¢p)nen converge uniformément vers ¢, alors lim on(x)de = / o(z) dx.

3. Donner un exemple de suite (¢, )nen qui converge vers ¢ simplement, mais non uniformément, t.q.
1

1
lim cpn(a:)dx:/ o(z) d.
0 0

n—oo

1
4. Donner un exemple de suite (¢, )neny qui converge simplement vers ¢ t.q. lim on(x)de #
n—oo O

/0 1 o(z) dz.

5. Si la suite (@, )nen satisfait les deux conditions :

(a) Pour tout €, 0 < e< 1, (¢n)nen converge uniformément vers ¢ sur [e, 1],
(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1,+1],

1 1
montrer que lim on(z)dx = / o(x) de.
0

n—oo 0

x\/n

= L satisfait les conditions énoncées a la
1+ nz?

question 5. Donner Dallure générale du graphe de ces fonctions pour des petites valeurs de n; que

devient le graphe lorsque n — oo?

6. Vérifier que la suite de fonctions définies par ¢, (x)

7. On suppose maintenant que la suite (¢, )nen vérifie 'hypotheése suivante:

lim ; lon(z) — o(2)|?dx = 0. (1.11)

1
A-t-on lim |on (2) —p(x)|de dz = 07 [On pourra par exemple utiliser (aprés avoir démontrée)
n—oo 0

I'inégalité suivante: pour tout € > 0, il existe c. > 0, ne dépendant que de ¢, t. q. a < & + c.a?.]

1
8. Méme question que ci dessus en remplacant 'hypothese (1.11) par : Jp > 1; lim lon(x) —
n—oo

0
o(x)|Pdx = 0.
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10.

11.

12.

On suppose qu’il existe C' > 0 tel que
1

/|%mm%xgcwneN (1.12)
0

et que la suite (¢, )nen converge uniformément sur [, 1], pour tout £ > 0. Montrer que
1
lim [ |on(z) — o(z)|dz = 0.
Construire un exemple de suite (¢, )nen qui satisfasse aux hypotheses de la question précédente et
qui ne soit pas bornée (donc qui ne satisfasse pas aux hypotheéses de la question 5).

1

Peut-on remplacer ’hypothese (1.12) par : il existe p > 1 et C > 0 t.q. / lpn(2)|Pde < C, pour
0

tout n e N 7?7

1
Peut-on remplacer ’hypothese (1.12) par : il existe C > 0 t.q. / |on(x)|dx < C, pour tout n € N ?
0

Exercice 1.4 (Discontinuités d’une fonction croissante)

Soit f une fonction croissante de R dans R.

1.

Montrer que f a une limite & droite et une limite & gauche en tout point. On note f(x™) et f(z™)
ces limites au point x.

Montrer que Iensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable. [On pourra
considérer, pour n € N, les ensembles A, = {x € [0,1], f(at) — f(z7) > (f(1T) — f(07))/n}]

Exercice 1.5 (Fonctions réglées)

Une fonction réelle définie sur [a,b] (—oo < a < b < +00) est dite réglée si elle est la limite uniforme
d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b].

1.

2.

Montrer que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est au plus dénombrable.

Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est réglée sur [a, ] si et seulement si elle admet des limites
a droite et & gauche en tout point de ]a,b[, & droite en a, & gauche en b.

Exercice 1.6 (Normes définies par ’intégrale) Corrigé 4 page 245

Soit E = C([—1,1],R) l'espace vectoriel des fonctions continues de [—1,+1] dans R. Pour ¢ € E, on pose
1
+1 +1 2
el = S5 el dt et llglls = (5 le(t) 2 dt) "

1.
2.

Montrer que (E, || -|| 1) est un espace normé.

Pour n € N, on définit ¢,, € E par

on(@)=1< nz si 0<z<

11



(a) Montrer que si (¢p)nen converge vers ¢ dans (E, | - ||1), alors p(z) =0si z < 0 et p(z) =1
siz > 0.

(b) En déduire que (E, || || 1) n’est pas complet.

3. Montrer que (E,| - |l2) est un espace préhilbertien (c’est-a-dire que sa norme est induite par un
produit scalaire) mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

Exercice 1.7 (Rappels sur la convergence des suites réelles) Corrigé 5 page 247
1. Soit u = (uy)nen une suite & valeurs dans R. On rappelle que limsup,, . t, = lim,, o SUpP,,>p, Up-
Montrer que limsup,,_, ., un est la plus grande valeur d’adhérence de u.

2. Si u = (uUn)nen est une suite & valeurs dans R, on sait (conséquence du résultat de la question
précédente) qu’il existe une suite extraite de u qui converge vers limsup,, , . %, . Donner un exemple
d’une suite de fonctions (f,,)nen de R dans R t.q. aucune sous suite ne converge simplement vers
limsup,, ., fn (qui est définie par (limsup,,_, ., f»)(z) = limsup,, ., (fn(x)) pour tout x € R).

3. Trouver I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (up)nen t.q.:
liminf, o un = 0, imsup,,_, ., un = 1 et limy, o0 [Unt1 — upn| = 0.

Donner un exemple d’une telle suite.

Exercice 1.8 (Fonctions caractéristiques d’ensembles) Corrigé 6 page 248

Soit F un ensemble. Lorsque A est une partie de E, on définit 14 : F — R par:

1a(z)=1, sixz €A,

1a(z) =0, siz & A. (1.13)

1,4 est appelée “fonction caractéristique de A” (elle est souvent aussi notée x 4).

1. Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de F, alors 14y = 14 + 1. En déduire
que si (A,)nen est une suite de sous-ensembles de E deux & deux disjoints, on a ) 14, =
L . s« »
10, cvA, (on précisera aussi le sens donné a “Y 14,”).

2. Montrer quesi BC AC E,onalqyp=14—1p.
3. Montrer que, pour A et B sous-ensembles de E, on a 1405 = 1415.

4. Soit f : E — R une fonction ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. Montrer que f s’écrit
comme combinaison linéaire de fonctions caractéristiques.

Exercice 1.9 (Intégrale “impropre” de fonctions continues)

Soit f € C(R,Ry) (fonction continue de R dans Ry). On suppose que lim,— 1o [y f(2) dx existe dans
R (on a utilisé intégrale des fonctions continues sur [0, a] pour définir [ f(z) dz).

1. A-t-on limy 4o f(x) =07

2. Montrer que si f admet une limite en +oo, alors lim,_, 4 f(z) = 0.

12



3. Montrer que si f est uniformément continue, alors f admet une limite en 400 et donc que :

lim f(z)=0.

T—+00

4. Donner un exemple de fonction f t.q. f(x) /4 0 qand x — oo (et qui vérifie les hypotheses de
Pexercice !).

5. On suppose, dans cette question, que f € CY(R,R) et que lim, .o foa f/(t) dt existe dans R.
Montrer que lim, o f(z) = 0.

6. Montrer que pour tout h > 0, lim,_, 4 ff+h f(®)dt =0.

Exercice 1.10 (Limite uniforme dans R) Corrigé 7 page 249

Soit (fn)nen C C(R4,Ry). On suppose que (fn)nen converge uniformément vers f (de sorte que f €
CR4,Ry)).

1. On suppose que, pour n € N, lim,— 1o foa fn(x)dx existe dans R. On note f0+°° fn(x) dx cette
limite.

Montrer, en donnant un exemple, que lim, 4 foa f(z) dx peut ne pas exister dans R.

2. On suppose de plus que lim,, o, f0+oo fn(x) dz existe dans R et que limg—, 1 o0 foa f(z) dx existe dans
R. On note alors f0+°o f(z) dx cette derniére limite. A-t-on

“+o0 +oo
lim fulx)de = / flx)dx 7
Exercice 1.11 (Convergence dominée et intégrale des fonctions continues)

(Cet exercice est extrait de ’examen d’analyse du concours d’entrée & 'ENSL, 1993)

On note E = C([0,1],R) 'ensemble des fonctions continues sur [0,1] & valeurs réelles. Pour f € E, on
pose || flloo = sup,ep,1) |f(2)]. Noter que I'application f + || f||e est bien une norme.

Pour f:[0,1] — R, on définit f* par f*(z) = max(f(z),0) (pour tout z € [0,1]), et f~ = (=f)" (de
sorte que f(z) = fT(x)— f~(z) et |f(x)| = fT(z)+ f(x)). Soient f et g deux applications de R dans R
(ou dans RU {+o0}), On dit que f > g si f(z) > g(z) pour tout = € [0,1]. On désigne par 0 la fonction
(définie sur R) identiquement nulle. On pose ET = {f € E, f > 0}. Soit T : E — R une application
linéaire. On dit que T est positive si :

feEE f>0=1T(f)>0.
Soit T': E — R une application linéaire positive.

1. Montrer que T est continue de (E, ||.||s) dans R. [Indication : On pourra remarquer que, pour tout
Fe€E T(f) <TA)|f]loo, ot 1 désigne la fonction constante et égale & 1 sur [0, 1].]
2. Soient (fn)nen C E et f € E telles que fr41 > fn, pour tout n € N, et lirf fn(z) = f(x), pour
n—-—1+0oo
tout x € [0,1]. Montrer que f,, tend vers f uniformément sur R.

[Indication : Soit € > 0, on pourra introduire, pour n € N, O,, = {z € [0,1]; f(z) — fu(x) < €} et
utiliser la compacité de [0, 1].]

En déduire que T'(f,) — T(f), quand n — +oo.
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3. Soient (fn)nen C E et g € E telles que fr11 > fn, pour tout n €N, et g(z) < lim f,(z)
(€ RU {+o0}), pour tout z € [0,1].
Montrer que T'(g) < liIJIrl T(fn).

4. Soit f: R — RU {+oo}, on dit que f € AT si il existe (fn)neny € F t.q. far1 > fn, pour tout
n €N, lirf fn(x) = f(x), pour tout = € [0, 1] et 11111 T(fn) < +o0.

5. Soit f € AT, montrer que sup (T(g)) < +oo.
geE, g<f

On définit T sur AT par T(f) = sup (T(g)) (noter que ceci est compatible avec la définition de
geE, g<f
T sur E.) Noter aussi que si f,g € AT, alors: f>g= T(f) > T(g).

6. (“Convergence croissante.”) Soient (f,)neny C AT et f: R — RU {+o0} telles que f,11 > fn, pour
tout n € N, lirf fu(x) = f(z), pour tout = € [0,1] et lirf T(fn) < +oo. Montrer que f € A"
n—-+oo n—+o00
v T(f) = lim_T(fu).

[Indication : Considérer g, = Oiug (fpn), avec, pour tout n € N, (fp.n)pen C E t.q. fpr1,n = fpn,
<n<p

pour tout p € N, hrf fpn(z) = fn(x), pour tout = € [0, 1].]
p—+o0

7. (“Convergence décroissante.”) Soient (f,)nen C AT et f € E telles que fr11 < fn, pour tout n € N,
et lir_irrl fn(z) = f(z), pour tout z € [0,1]. Montrer que T'(f) = lir_~r_1 T(fn)-

[Indication : On pourra montrer que, pour tout ¢ > 0 et pour tout n € N, il existe h, € AT
t.q. hp > fo = fag1 et T(hp) < T(fn) = T(faus1) + 57 Puis, en remarquant que ) hn(z) >
fo(z)— f(x), pour tout z € [0, 1], et en utilisant la question III 4, montrer que T'(f) > lirf T(fn)]

8. (“Convergence dominée.”) Soient (g, )neny C E et g € E telles que :
1. gn(x) — g(x), quand n — +o0, pour tout x € [0, 1].
2. |gn(z)| < 1, pour tout z € [0,1] et pour tout n € N.
Montrer que T'(g) = nEIJIrloo T(gn)-

[Indication : On pourra utiliser la question IIT 5 avec f, = supg, — igf gp et remarquer que
p=n p=n

9= 9gn < fnetgn—g < fol
9. (Exemple.) En choisissant convenablement 7', montrer le résultat suivant :
Soient (fn)nen C E et f € E telles que :
1. fu(z) — f(z), quand n — +o0, pour tout = € [0, 1].
2. |fn(2)] <1, pour tout z € [0,1] et pour tout n € N.
alors /1 frn(x)dz — /1 f(z)dx, quand n — +oo.
0 0

Donner un contre exemple a ce résultat si la deuxieme hypothése n’est pas vérifiée.

Exercice 1.12 (Théoréme de Bernstein)
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On veut démontrer ici le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Bernstein) Soient E et F' des ensembles quelconques, alors il existe une bijection de
FE dans I si et seulement si il existe une injection de E dans F et une injection de F' dans E.

Le sens (i) = (it) est évident, on va donc supposer qu’il existe une injection f de E dans F et une
injection g de F' dans FE, et on veut construire une bijection de F dans F. Soit € E donné. On pose
T = x, et on construit par récurrence une suite Cy = (Tr)p=p(z),400 C EUF, avec k(z) € RU{—o0} de
la maniere suivante :

pour k > 0, on pose Tarr1 = f(xar), et xopta = f(x2kt+1) 5 si z_p n'a pas d’antécédant par g ou
par f (selon que zx € E ou € F, on pose k(x) = k, sinon, on pose x_j_1 = g Y(z_) si 2, € E et
v 1= fYr_g)sixy €F.

On définit ainsi Cp = {xg, k = k(z),+o0}. On définit Papplication ¢ de E dans F par : ¢(z) = f(x) si
k(x) est pair et p(z) = g~ () si k(z) est impair. Montrer que ¢ ainsi définie est une bijection de E dans
F.

Exercice 1.13 (Limites sup et inf d’ensembles) Corrigé 8 page 250
Soit (A, )nen une suite de parties d'un ensemble E. On note

linrriingn = U ﬂ A, et limsupA, = ﬂ U Ap.

neNp>n neNp>n

1. On suppose la suite (A, )nen monotone, c’est-a-dire que A4,, C A,4+1, pour tout n € N, ou que
Ant+1 C Ay, pour tout n € N. Que sont liminf, . A, et limsup,, . A, ?

2. Méme question que précédemment si la suite est définie par : Ay, = A et Agpy1 =B, pe N, Aet
B étant deux parties données de E.

3. Montrer que:
Liim SUP,, oo An — lim sup lAn s

n—oo

liminf A, C limsup 4,, ,

n— oo n—oo

+oo
liminf A,, = {z € E; Z Lac (x) < oo},
n=0

n—oo

n—oo

+oo
limsup A, = {z € E; Z la,(z) = oo} .
n=0

Exercice 1.14 (Caractérisation des ouverts de R) (x)

On va montrer ici que tout ouvert de R est une union au plus dénombrable (c’est-a-dire finie ou dénom-
brable) d’intervalles ouverts disjoints deux & deux (la démonstration de ce résultat est donnée dans la
démonstration du lemme 2.4 page 35). Soit O un ouvert de R . On définit, pour = et y € R, la relation:
x=<ysi{te+ (1 —-1t)yt e [0,1]} C O. Vérifier que < est une relation d’équivalence. Pour = € O, on
pose: A(z) ={y € O;z < y}.

1. Montrer que si A(xz) N A(y) # 0, alors A(z) = A(y).
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2. Montrer que, pour tout € O, A(x) est un intervalle ouvert.

3. Montrer qu'il existe I C O dénombrable tel que O = J,.; A(z), avec A(z) N A(y) =0 siz,y €[
et © #y.
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Chapter 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction... par les probabilités

2.1.1 Cas d’un probleme “discret”

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commengons par quelques exemples, tirés du calcul
des probabilités. Le calcul des probabilités s’intéresse a mesurer la “chance” qu’un certain “événement”,
résultat d’une expérience, a de se produire. Considérons par exemple “’expérience” qui consiste a lancer
un dé. On appelle “éventualité” associée a cette expérience un des résultats possibles de cette expérience,
et “univers des possibles” 'ensemble E de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités peuvent
étre 1,2,3,4,5 ou 6; on pourrait choisir aussi comme éventualités les résultats correspondant au “dé
cassé”. On peut donc tout de suite remarquer que I'’ensemble FE des univers du possible dépend de la
modélisation, c’est a dire de la formalisation mathématique que 1'on fait du probleme. Notons qu’il est

parfois difficile de définir ’ensemble E.

A partir des éventualités, qui sont, par définition, les éléments de I'univers des possibles F/, on définit les
“événements”, qui forment un ensemble de parties de F. Dans notre exemple du lancer de dé, ’ensemble
des événements est l'ensemble des parties de E, noté P(E). Dans lexemple du dé, la partie {2,4,6}
de FE est ’'événement : “le résultat du lancer est pair”. On appelle événement élémentaire un singleton,
par exemple {6} dans notre exemple du lancer de dé, événement certain I’ensemble F tout entier, et
I'événement “vide” I'ensemble vide () (qui a donc une “chance” nulle de se réaliser). Pour mesurer “la
chance” qu’a un événement de se réaliser, on va définir une application p de ’ensemble des événements
(donc de P(E) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0, 1] avec certaines propriétés (qui semblent
naturelles. .. ). La “chance” (ou probabilité) pour un événement A C E de se réaliser sera donc le nombre
p(A), appartenant a [0, 1].

L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un probleme discret fini, au sens ou
I’ensemble E est fini. On peut aussi envisager des problemes discrets infinis, I’ensemble E est alors infini
dénombrable (on rappelle qu'un ensemble I est “dénombrable” s’il existe une bijection de I dans N, il est
“au plus dénombrable” 8'il existe une injection de I dans N), ou des problémes (parfois appelés “continus”)
ou F est infini non dénombrable.
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2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant “I’expérience” qui consiste a lancer une balle de ping-pong sur une table de ping-
pong. Soit F I’ensemble des points de la table de ping-pong, on peut voir £ comme un sous-ensemble de
R2, un événement élémentaire est alors un point (z,y) € E (le point d’impact de la balle), et un événement
semble étre une partie quelconque A de P(E). On suppose qu’on a effectué le lancer “sans viser”, c’est a
dire en supposant que “n’importe quel point de la table a une chance égale d’étre atteint” (les événements
élémentaires sont “équiprobables”), et que la balle tombe forcément sur la table (on est trés optimiste. . . ).
On se rend compte facilement que la probabilité pour chacun des points de E d’étre atteint doit étre
nulle, puisque le nombre des points est infini. On peut aussi facilement “intuiter” que la probabilité pour
une partie A d’étre atteinte (dans le modele “équiprobable”) est le rapport entre la “surface de A” et la
surface de E. La notion intuitive de “surface” correspond en fait & la notion mathématique de “mesure”
que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme on I’a dit dans le chapitre
introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible de définir une application convenable, i.e. qui
vérifie les propriétés (1.9)-(1.10) et qui “mesure” toutes les parties de R, ou R?, ou méme du sous-ensemble
E de R? (voir & ce sujet l'exercice 2.23). On va donc définir un sous-ensemble de P(E) (qu'on appelle
“tribu”) sur lequel on pourra définir une telle application. Dans le cas d'un ensemble fini, la tribu sera,
en général, P(F) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire,
I'ensemble des événements sera une tribu strictement incluse dans P(E).

2.2 Tribu ou oc—algebre

Définition 2.1 (Tribu ou o—algébre) Soient E un ensemble, T une famille de parties de E (i.e. T C
P(E)). La famille T est une tribu (on dit aussi une o—algébre) sur E si T vérifie :

1.0eT,EcT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (Ap)nen C T,
on a UpenA, € T.

3. T est stable par intersection dénombrable, ¢’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (A, )nen C
T, on a NpenA, € T.

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € T, on a A° € T (On

rappelle que A°=FE\ A).

Il est clair que, pour montrer qu’une partie T' de P(FE) est une tribu, il est inutile de vérifier les propriétés
1-4 de la proposition précédente. 11 suffit de vérifier par exemple ) € T (ou E € T'), 2 (ou 3) et 4.

Exemples de tribus sur E :
o I'= {®7 E}7
e P(E).

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (“’'univers des possibles”)
et T une tribu ; on appelle “éventualité” les éléments de E et “événements” les éléments de T'. On appelle
“événement élémentaire” un singleton de T.

On dit que deux événements A, B € T sont incompatibles st AN B = ().
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Proposition 2.1 (Stabilité par intersection des tribus) Soient E et I deux ensembles. Pour tout
i € I, on se donne une tribu, T;, sur E. Alors, la famille (de parties de E) NieiT; = {A C E;
A e T;,Yie I} est encore une tribu sur E.

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait ’'objet de la premiére question de 1’exer-
cice 2.2. ]

Cette proposition nous permet de définir ci-apres la notion de tribu engendrée.

Définition 2.3 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C C P(E). On appelle tribu engendrée
par C la plus petite tribu contenant C, c’est-a-dire la tribu T(C) intersection de toutes les tribus sur E
contenant C (cette intersection est non vide car P(E) est une tribu contenant C).

Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algebre, qui est indentique a celle de tribu en remplacant “dénom-
brable” par “finie”.

Définition 2.4 (Algebre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e. A CP (FE)). La
famille A est une algébre sur E si A vérifie :

1. e A,E € A,
2. A est stable par union finie, ¢’est-a-dire que pour tout A, B € A ona AUB € A.
8. A est stable par intersection finie, c¢’est-a-dire que pour tout A,B € A ona ANB e A.

4. A est stable par passage au complémentaire, ¢’est-a-dire que pour tout A € A, on a A° € A.

Remarque 2.1 Soit E un ensemble et C C P(E). Comme pour les tribus, on peut définir l’algébre
engendrée par C. C’est la plus petite algébre contenant C, c’est-a-dire l’intersection de toutes les algebres
contenant C (voir lexercice 2.8).

Soit E un ensemble, C C P(€) et T(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.3 et 'exercice 2.2). 1l
est important de remarquer que, contrairement & ce que ’on pourrait étre tenté de croire, les éléments de
la tribu engendrée par C ne sont pas tous obtenus, & partir des éléments de C, en utilisant les opérations :

“intersection dénombrable”, “union dénombrable” et “passage au complémentaire”. Plus précisément, on
pose :

R'(C) = {ACEtq A= ] A, A, €Coun A e},
neN

R*C) = {ACEtq A= () An A, €Cou A e},
neN

R(C) = RYC)UR?QC).

Prenons E = R et C ’ensemble des ouverts de R (donc T'(C) est la tribu borélienne de R, voir définition
ci-apres). Il est facile de voir que R(C) C T(C), mais que, par contre (et cela est moins facile & voir),
R(C) n’est pas une tribu. En posant : Sy =C, et S,, = R(S,—1), pour n > 1, on peut aussi montrer que
S= U S, n'est pas une tribu (et que S C T/(C)).

neN
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Remarque 2.2 Soit E un ensemble et C; C Co C P(E). Il est alors facile de voir que T'(C1) C T(Ca)
(cf. Exercice 2.2).

Soit E un ensemble. On rappelle qu'une “topologie” sur E est donnée par une famille de parties de F,
appelées “ouverts de E”, contenant ) et F, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie.
L’ensemble E, muni de cette famile de parties, est alors un “espace topologique”.

Définition 2.5 (Tribu borélienne) Soit E un ensemble muni d’une topologie (un espace métrique, par
exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par l’ensemble des ouverts
de E, cette tribu sera notée B(E). Dans le cas E = R, cette tribu est donc notée B(R).

Remarque 2.3
1. L’objectif de la section 2.5 est de construire une application A : B(R) — R, t.q. :

(8) Ao, BI) = 8 — @, pour tout a, € R a < f,

A
(b) AMUnendn) = > ,en M(Ar), pour toute suite (Ap)nen C B(R) t.q. A, N By = 0 si n # m.
(Noter que UpenAy, € B(R) grace a la stabilité d’une tribu par union dénombrable.)

2. On peut se demander si B(R) = P(R). La réponse est non (voir les exercices 2.23 et 2.24). On
peut méme démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que card(P(R)) > card(R)). On donne
ci-apres un rappel rapide sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects difficiles de la théorie des
ensembles, et donc de maniére peut-étre un peu imprécise).

3. Rappel sur les cardinaux. Soit A et B deux ensembles.
(a) On dit que card(A) = card(B) si il existe une application ¢ : A — B, bijective.

Pour montrer que deux ensembles ont méme cardinaux, il est souvent tres utile d’utiliser le
théoréme de Bernstein (voir I’exercice 1.12) qui montre que s’il existe une injection de A dans B
et une injection de B dans A, alors il existe ¢ : A — B, bijective (et donc card(A) = card(B)).
Le théoreme de Bernstein motive également la définition suivante.

(b) On dit que card(A) < card(B) s'il existe ¢ : A — B, injective.

(¢) Un autre théoréme intéressant, dii & Cantor, donne que, pour tout ensemble X, on a card(X) <
card(P(X)) (c’est-a-dire card(X) < card(P(X)) et card(X) # card(P(X))). On a donc, en
particulier, card(P(R)) > card(R). La démonstration du théoreme de Cantor est tres simple.
Soit ¢ : X — P(X). On va montrer que ¢ ne peut pas étre surjective. On pose A = {z € X
x & p(x)} (A peut étre 'ensemble vide). Supposons que A € Im(p). Soit alors a € X t.q.
A= p(a).

Sia€ A=y(a), alors a ¢ A par définition de A.
Sia g A= y(a), alors a € A par définition de A.

On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ¢) et donc ¢ n’est pas surjective.
Proposition 2.2 On note C; l’ensemble des ouverts de R, Co = {]a, b, a,b € R, a < b} et C3 = {]a, 0],

a € R}. Alors T(C1) = T(C2) = T(C3) = B(R). (Noter que d’autres caractérisations de B(R), semblables,
sont possibles.)
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DEMONSTRATION : On a, par définition de B(R), T(C1) = B(R). On va démontrer ci-apres que T(Cy) =
T(Cy) (le fait que T(Cz) = T'(C3) est laissé au lecteur).

Comme Cy C Cq, on a T(Ce) C T(Cy). 1l suffit donc de démontrer I'inclusion inverse. On va montrer que
C1 C T(Cy), on aura alors que T(Cy) C T(Ca).

Soit O un ouvert de R. On suppose O # () (on sait déja que ) € T(C3)). Le lemme 2.1 (plus simple que le
lemme 2.4 page 35) ci-aprés nous donne lexistence d’une famille (I,),ec d’intervalles ouverts t.q. A C N
et O = Upealy,. Noter qu'on a aussi O = Upenl, en posant I,, = @ sin € N\ A. Comme I, € C C T(C2)
pour tout n € A et ) € T(Cs), on en déduit, par stabilité dénombrable d’une tribu, que O € T'(C2). Donc,
C1 C T(Cq) et donc T'(C1) C T(C2). On a bien montré que T'(C1) = T'(C2).

Lemme 2.1 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés.

DEMONSTRATION : Soit O un ouvert de R, O # 0. On pose A = {(3,7) € Q% B <, |B3,7[C O}. On a
donc U(g 4)ca]B3,7[C O. On va montrer que O C U 4ycalB,7] (et donc que O = Uz y)calB,7[)-

Soit x € O, il existe a; > 0 t.q. | —ay, z+a,[C O. En prenant 8, € QN)z — a,, z[ et v, € QNx, x4 ay |
(de tels 3, et y, existent) on a donc x €]B,,7.[C O et donc (Bz,7.) € A. D’oux €]8:,7.[C U(g,y)eal 3,7l
On a bien montré que O C U(g,yealB,7| et donc que O = Ug ,)ca]B,7[. Comme Q? est dénombrable,
A est au plus dénombrable et le lemme est démontré. L]

Définition 2.6 (Espace mesurable ou probabilisable, partie mesurable ou probabilisable)
Soient E un ensemble, et T une tribu sur E. Le couple (E,T) est appelé “espace mesurable” ou (en
langage probabiliste !) “espace probabilisable”. Les parties de E qui sont (resp. ne sont pas) des éléments
de T sont dites mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables, non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité

Définition 2.7 (Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure une applicationm : T —
Ry (avec Ry =Ry U (400)) vérifiant :
1. m(0) =0

2. m est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (Ay)neny C T de parties disjointes deux o deu,
(i.e. t.q. Ap N Ay =0, sin#m), ona:

m(J An) =D m(A,). (2.1)

neN neN
Remarque 2.4

1. Dans la définition précédente on a étendu a R 1’addition dans R,. On a simplement posé x + 0o =
oo, pour tout = € R,. Noter également que la somme de la série dans la définition précédente est
A prendre dans R et que, bien siir, a = Y __y a, signifie simplement que Z;zo a, — a (dans Ry)
quand n — oo.

neN

2. Soient z,y,z € R. Remarquer que = +y = x + z implique y = z si x # oo.
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3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut étre remplacée par la condition: 3 A € T, m(A) <
oo. La vérification de cette affirmation est laissée au lecteur attentif.

4. Il est intéressant de remarquer que, pour une série a termes positifs, I'ordre de sommation est
sans importance. Plus précisément, si (a,)nen C Ry et si ¢ est une bijection de N dans N, on a
Y oneNOn = D nen Gp(n)- Clest Pobjet du lemme 2.2.

5. Une conséquence immédiate de la o—additivité est I’additivité, c’est-a-dire que
n
m(U;L:OAp) = Z m(Ap)
p=0

pour toute famille finie (Ap)p=o,... n d’éléments de T', disjoints 2 & 2. L’additivité se démontre avec
la o—additivité en prenant A, = @) pour p > n dans (2.1).

6. Dans le cas E = R et T = P(R), il est facile de construire des mesures sur 7', mais il n’existe pas
de mesure sur T, notée m, telle que m(]a,b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b (voir les exercices
2.24 et 2.23). Une telle mesure existe si on prend pour 7' la tribu borélenne de R, c’est l'objet de
la section 2.5.

Lemme 2.2 50it (ay)nen C Ry et soit ¢ : N — N bijective. Alors Y, cnan = >, ey Gop(n)-

DEMONSTRATION :

On pose A =37, cyan(=lim, o)) _ga,) € Ry et B=3, Gy (= limy oo D p—0Gp(p)) € R.. On
veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B < A. Soit n € N. On pose N = max{¢(0),...,¢(n)}. Comme a; > 0 pour
tout ¢ € N, on a ZZ:O app) < Z;]quo ap < A. On en déduit, faisant tendre n vers oo que B < A.
En raisonnant avec I'inverse de ¢ on a aussi A < B et finalement A = B.

Définition 2.8 (Mesure finie) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle mesure finie
une mesure m sur T telle que m(E) < oo.

Définition 2.9 (Probabilité) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle probabilité une
mesure p sur T t.q. p(E) = 1.

Définition 2.10 (Espace mesuré, espace probabilisé) Soient E un ensemble, T une tribu sur E et
m une mesure (resp. une probabilité) surT. Le triplet (E,T,m) est appelé “espace mesuré” (resp. “espace
probabilisé”).

Définition 2.11 (Mesure o-finie) Soit (E,T,m) un espace mesuré, on dit que m est o-finie (ou que
(E,T,m) est o-fini) si :
I(Ap)nen C T, m(Ap) <oo, VneN, et E= ] A, (2.2)
neN

Remarque 2.5 (Langage probabiliste) En langage probabiliste, la propriété de o-additivité (2.1) que
Pon requiert dans la définition d’une mesure (et donc d’une probabilité) est souvent appelé “axiome
complet des probabilités totales”.
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Exemple 2.1 (Mesure de Dirac) Soient E un ensemble, T une tribu sur F et @ € E. On définit sur
T la mesure §, par (pour AeT) :
0,(A) =0, sia¢ A, (2.3)

0,(A) =1, sia€ A (2.4)

On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.6 (Comment choisir la probabilité) Soit (E,T) un espace probabilisable, on peut évi-
demment définir plusieurs probabilités sur 7. C’est tout l'art de la modélisation que de choisir une
probabilité qui rende compte du phénomene aléatoire que ’on veut observer. On se base pour cela souvent
sur la notion de fréquence, qui est une notion expérimentale & l'origine. Soit A € T un événement, dont
on cherche & évaluer la probabilité p(A). On effectue pour cela N fois I'expérience dont I'univers des
possibles est E, et on note N4 le nombre de fois ou I’événement A est réalisé. A N fixé, on définit alors
la fréquence fa(N) de I’événement A par :

fa(N) N

Expérimentalement, il s’avere que fy(A) admet une limite lorsque N — +oo. C’est ce qu’on appelle la
“loi empirique des grands nombres”. On peut donc définir “expérimentalement” p(A) = imy 100 fn(A4).
Cependant, on n’a pas ainsi démontré que p est une probabilité: il ne s’agit pour l'instant que d’une
approche intuitive. On démontrera plus loin la loi forte des grands nombres, qui permettra de justifier

mathématiquement la loi empirique. On peut remarquer que fy(F) = % =1...

Exemple 2.2 (Le cas “équiprobable”) Soit (F,T,p) un espace probabilisé .On suppose que tous les
singletons de E appartiennent a la tribu et que les événements élémentaires sont équiprobables. . On a
alors: p({z}) = L pour tout = € E.

Définition 2.12 (mesure atomique) Soit (E,T,m) un espace mesuré tel que : {x} € T pour tout x
de E. On dit que m est portée par S € T si m(S¢) = 0. Soit x € E, on dit que x est un atome ponctuel
de m si m({z}) # 0. On dit que m est purement atomique si elle est portée par la partie de E formée
par l’ensemble de ses atomes ponctuels.

Définition 2.13 (Mesure diffuse) Soient (E,T) un espace mesurable et m une mesure sur T . On dit
que m est diffuse si {x} € T et m({z}) = 0 pour tout x € E. (Cette définition est aussi valable pour une
mesure signée sur T, définie dans la section 2.4.)

Définition 2.14 (Partie négligeable) Soient (E,T,m) un espace mesuré et A C E. On dit que A est
négligeable s’il existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0.

Définition 2.15 (Mesure compléte) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est compléte (ou
que (E,T,m) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, c’est-a-dire appartiennent d
T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.

Proposition 2.3 (Propriétés des mesures) Soit (E,T,m) un espace mesuré. La mesure m vérifie
les quatre propriétés suivantes :
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1. Monotonie : Soit A, B €T, A C B, alors

m(A) < m(B) (2.5)

2. o-sous-additivité : Soit (Ap)neny C T, alors

m(J An) <D m(4,). (2.6)

neN neN

3. Continuité croissante : Soit (Ap)neny C T, t.q. Ap C Apty, pour tout n € N, alors

m(|J Ax) = lim (m(A,)) = sup(m(4,)) (2.7)

neN neN

4. Continuité décroissante : Soit (Ap)neny C T, t.q. Apnt1 C An, pour tout n € N, et t.q. il existe
ng € N, m(A,,) < oo, alors

m([) An) = lim (m(A,)) = inf (m(A,)) (2.8)

neN
neN

DEMONSTRATION :

La démonstration de ces propriétés est facile: elles découlent toutes du caractere positif et du caractere
o-additif de la mesure. Attention: ces propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous
verrons a la section 2.4.

1. Monotonie. Soit AAB€T, ACB. OnaB=AU(B\A)et AN(B\ A) =0. Comme A €T et
B\A = BNA® € T, 'additivité de m (voir la remarque 2.4) donne m(B) = m(A)+m(B\A) > m(A),
car m prend ses valeurs dans R .

Noter aussi que m(B\ A) = m(B) — m(A) si 0 < m(A) < m(B) < oo (mais cette relation n’a pas
de sens si m(A) = m(B) = o0).

2. o—sous additivité. Soit (Ap)nen C T. On veut montrer que m(UpenAn) < 2, oy m(An). On pose
By = Ay et, par récurrence sur n, B, = A, \ (U;‘:_O1 B;) pour n > 1. Par récurrence sur n on montre
que B,, € T pour tout n en remarquant que, pour n > 1, B, = A4, N (ﬁ?;ole). La construction
des B, assure que B, N By, = 0 si n # m et UpenAn = UpenBy,. Pour vérifier cette derniere
propriété, on remarque que B, C A, donc U,enB, C UnenAn. Puis, six € A, et = & U?;OIBZ-,
on a alors ¢ € A, N (ﬁ;’;ole) = B,,. Ceci prouve que UpenA, C UnenB, et donc, finalement,
UnENAn = UnENBn~

On utilise maintenant la oc—additivité de m et la monotonie de m (car B, C A,) pour écrire
m(UneNAn) = m(UnENBn) = EneNm(Bn) < ZneN m(An)

3. Continuité croissante. Soit (Ap)neny C T, t.q. A, C Apt1, pour tout n € N. Par monotonie de
m, on a m(An+1) > m(A,), pour tout n € N, et donc lim,, ..o m(A,,) = sup,,cy m(A,) € Ry. On
pose A = UpenA4, et on définit la suite (By,)nen par Bg = Ag et B, = A, \ A,—1 pour tout n > 1
(noter que A,—1 C A,). On a A = UpenApn = UpenBn, By € T pour tout n € Net B, N B, =
sin #m.
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La o—additivité de m nous donne

m(A) = m(UpenBy) = > m(By) = lim_ > m(By).
neN p=0

Puis, comme A, = Uj_oB,, 'additivité de m (qui se déduit de la o—additivité) nous donne
> g0 M(Byp) = m(A,) et donc m(A) = lim, oo m(Ay).

4. Continuité décroissante. Soit (Ap)neny C T, t.q. Apt1 C Ay, pour tout n € N, et telle qu’il existe
ng € N, m(4,,) < oc.

Par monotonie, on a m(A4,+1) < m(A,) pour tout n € N et donc lim,,_,o, m(A,) = inf,enm(4,)
€ R,. On a aussi, par monotonie, m(A) < m(A,), pour tout n € N, avec A = N,enyA,. Comme
m(Ap,) < 0o, on a aussi m(A,) < oo pour tout n > ng et m(A) < co. On pose B, = Ay, \ An =
Ap, NAS € T, pour tout n > ng. La suite (By,)n>n, est croissante (B, C Bp41 pour tout n > ng)
et B =Un>0Bn = Unzng(Ang \ An) = Ang \ NnzneAn = An, \ A

La continuité croissante donne

m(Ap, \ A) = m(B) = lim m(B,) = lm m(A4,, \ 4n). (2.9)
Comme A C A,,, on a m(Ay,, \ A) = m(A,,) — m(A) (car m(A4) < m(4,,) < oo, on utilise ici la
remarque & la fin de la preuve de la monotonie). De méme, comme A,, C A,, (pour n > ng), on a
m(Any \ An) = m(An,) — m(Ay,) (car m(4,) < m(A,,) < o). En utilisant une nouvelle fois que
m(An,) < 00, on déduit de (2.9) que m(A4) = lim,, oo Mm(4,).

Théoréme 2.1 (Mesure complétée) Soit (E,T,m) un espace mesuré, on note N, l’ensemble des
parties négligeables. On pose T = {AUN, A €T, N € N;,,}. Alors T est une tribu, et il existe une
et une seule mesure, notée m, sur T, égale & m sur T. De plus, une partie de E est négligeable pour
(E,T,m) si et seulement si elle est négligeable pour (E,T,m). la mesure M est compléte et l’espace
mesuré (E, T, m) s’appelle le complété de (E,T,m). La mesure m s’appelle la mesure complétée de la
mesure m.

DEMONSTRATION : Cette démonstration est ’objet de I’exercice 2.28. ]

Définition 2.16 (Mesure absolument continue, mesure étrangére)
Soient (E,T) un espace mesurable, et m et p des mesures (positives) sur T .

1. On dit que la mesure 1 est absolument continue par rapport a la mesure m (et on note p << m) si
pour tout A € T tel que m(A) =0, alors u(A) = 0.

2. On dit que la mesure p est étrangére & la mesure m (et note plm) s’il existe A € T tel que

m(A) =0 et p(A°) = 0.

Proposition 2.4 Soient (E,T) un espace mesurable, et m et p des mesures (positives) surT; on suppose
de plus que la mesure p est o-finie. Alors il existe une mesure p, absolument continue par rapport a m
et une mesure . étrangére a m (et & pg) t.q. = g + fe-
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DEMONSTRATION :

On suppose tout d’abord que p est une mesure finie. On pose a = sup{u(A); A € T, m(A) = 0}. Il existe
donc une suite (Ap)ney C T t.q. m(A,) =0, pour tout n € N, et u(A,) — a, quand n — oo. On pose
alors C' = UpenAyp.-

OnaCeT,0<m(C) <) cym(A,) =0 (par o-sous additivité de m), u(C) > u(A,) pour tout n € N
(par monotonie de i) et donc, en passant a la limite quand n — oo, u(C) > «. Enfin, la définition de «
donne alors (C) = a. On a donc trouvé C € T t.q. m(C) =0 et pu(C) = a.

Pour A € T, on pose pe(A) = u(ANC) et py(A) = p(ANCe).

Il est clair que p. et p, sont des mesures sur T' et que = fie + fig. Comme p.(C°) = 0 et pu,(C) =0,
les mesures p, et pe sont étrangeres. Comme m(C) = 0 et pe(C¢) = 0, les mesures . et m sont aussi
étrangeres. Il reste & montrer que pu, est absolument continue par rapport a m.

Soit B € T t.q. m(B) = 0. On veut montrer que pq(B) = 0, c’est-a-dire que (B N C¢) = 0. On pose
D=BnC¢et F=CUD. Comme DNC =, On a m(F) = m(C) +m(D) < m(C) +m(B) =0 et
w(F) = p(C)+ pu(D) = a+ u(D). Comme m(F) = 0, la définition de o donne que u(F') < a. On a donc
a+ pu(D) < a, d’ou 'on déduit, comme o € R (et c’est ici que 'on utilise le fait que p est une mesure
finie), que p(D) = 0, c’est-a-dire pq(B) = 0. On a bien ainsi montré que p, est absolument continue par
rapport a m.

On considére maintenant le cas général ou p est o-finie. Il existe une suite (Fy, )pen C T t.q. E = UpenEn,
w(E,) < oo pour tout n € Net E,, UFE,, =0 sin#m.
Pourn € Net A € T, on pose u(™ (A) = u(ANE,). u™ est donc une mesure finie sur 7. Le raisonnement

précédent donne donc 'existence de g’ absolument continue par rapport a m et de Mé") étrangere a m

(et & ut(l")) t.q. p( = ,ul(ln) + ué”). On pose alors, pour A € T

pe(A) = ul(A); pa(A) =D ulM(A).
neN neN

e €t 1, sont bien des mesures sur T (voir 'exercice 4.2) et il est clair que g = pe + ftq, fta absolument
continue par rapport & m et p. étrangere & m (et a ug). m

I est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparait aussi dans le
section 2.5 et dans le chapitre 7) de montrer I'unicité d’une mesure ayant des propriétés données. La
proposition suivante donne une méthode pour montrer une telle unicité (d’autres méthodes sont possibles,
voir, par exemple, la proposition 5.4 dans le chapitre 5).

Proposition 2.5 Soit (E,T) un espace mesurable et m, u deux mesures sur T. On suppose qu’il existe
CcCTty

1. C engendre T,
2. C est stable par intersection finie (c¢’est-a-dire A,B€C= ANBecC(C),
3. Il existe (Ey)neny CC t.qg. E,NEy, =0 sin#m, m(E,) < oo, pour tout n € N, et E = U,enEn,
4. m(A) = p(A) pour tout A € C.
On a alors m = p (c’est-a-dire m(A) = u(A) pour tout A € T).

DEMONSTRATION : Cette démonstration est 'objet de l'exercice 2.19. [
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2.4 mesure signée

Définition 2.17 (Mesure signée) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure signée (surT)
une application m : T — R vérifiant la propriété de o-additivité, c’est-a-dire t.q. pour toute famille
(Ap)nen C T, tg. Ay N A, =0, sin #m,

m(J An) =D m(A,). (2.10)
neN neN

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant A,, = () pour tout n € N dans (2.10),
on en déduit que m(@) = 0.

On peut aussi considérer des mesures & valeurs complexes (c’est-a-dire dans C). Dans ce cas, les parties
réelles et imaginaires de ces mesures a valeurs complexes sont des mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives, c’est-a-dire (cf. défini-
tion 2.7) & valeurs dans R,. Lorsque l'on s’intéressera a des mesures prenant leurs valeurs dans R, on
précisera qu’il s’agit de “mesures signées”.

Proposition 2.6 (Décomposition d’une mesure signée) Soient (E,T) un espace mesurable et m
une mesure signée sur T. Alors, il existe deuz mesures (positives) finies, notées m™ et m™, t.q. :

1. m(A) = m*(A) —m~(A), pour tout A€ T.

2. Les mesures m™ et m™ sont étrangéres, c’est-d-dire qu’il existe C € T tel que m*(C) = 0, et
m~(E\C)=0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m™ (A) = —m(ANC) et m*(A) = m(ANC®) pour tout
AcT.

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition est décomposée en trois étapes. Dans la premiere étape, on va
montrer que, si A € T, il existe A€ T t.q. AC A, m(A) > m(A) et :

BeT, BCA = m(B)>0.

Cette premiere étape nous permettra, dans I’étape 2, de montrer l'existence de C' € T t.q. m(C) =
sup{m(A), A € T} (ceci montre, en particulier que sup{m(A), A € T} < o0).

Enfin, dans 1'étape 3, on pose m*(A4) = m(ANC) et m™(4) = —m(AN C°) (pour tout A € T) et on
remarque que m* et m~ sont des mesures finies, étrangeres et t.q. m =m*t —m~.

Etape 1. Soit A € T, on montre, dans cette étape, qu’il existe A € T t.q. A C A, m(fl) >m(A) et :
BeT, BCA = m(B)>0. (2.11)
On commence par montrer, par récurrence sur n, l’existence d’une suite (By,)nen déléments de T t.q. :
1. By = A,
2. By41 C By, pour tout n € N|

3. m(Bp \ Bpy1) < Bn = max{%>, —1} ot o, = inf{m(C),C € T,C C B, }.
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On prend By = A. Soit maintenant n € N, on suppose B, connu pour p < n. On a a,, = inf{m(C),C C
B,} <0 (car  C By). Si a, = —00, il existe C, € T t.q. C, C B, et m(C,) < 3, = —-1. Si
—00 < ap, < 0, 0n a B, > ay, il existe donc C,, € T t.q. C,, C B, et m(C,) < B,. Si a,, = 0, on prend
Cp, = 0. Enfin, on prend B, 1 = B, \ C,, et on obtient bien les propriétés désirées en remarquant que
Cp = By \ Bns1.

La suite (Bj,)nen est décroissante (c’est-a-dire B,41 C B, pour tout n € N). Pour m > n, on a donc
Cm C By C By et done Cp, N C,, = 0 (car B,y = B, \ Cy). Par o—additivité de m, on en déduit
M(UnenCrn) = >, enm(Cr). Comme m(U,enCyp) € R, la série de terme général m(C,,) est convergente.
On a donc m(C),) — 0 quand n — oo et donc G, — 0 quand n — oo (car m(Cy,) < B, < 0) et, finalement,
a, — 0 quand n — oo.

On pose maintenant A= A\UpenCr, = NnenBy. On a, bien s, AeTet Ac A. On montre maintenant
que A vérifie (2.11). Soit C € T, C C A. On a, pour tout n € N, C C B, et donc m(C) > a,. Quand
n — 00, on en déduit que m(C) > 0. ce qui donne bien (2.11).

Il reste & montrer que m(A) > m(A). Comme A = AU (U,enCh) (et que cette union est “disjointe”), la

o—additivité de m donne que m(A) = m(A) + Y nen M(Cn) <m(A). Ce qui termine la premiere étape.
Etape 2. On pose a = sup{m(A4),A € T} et on montre, dans cette étape, qu’il existe C € T t.q.
m(C) = a.

Par définition d'une borne supérieure, il existe une suite (A, )nen d’éléments de T' t.q. m(4,) — «

quand n — co. Gréce a I’étape 1, on peut supposer (quitte & remplacer A,, par A,, construit comme dans
Pétape 1) que A, vérifie (2.11), c’est-a-dire que pour tout n € N :

BeT, BC A, = m(B)>0. (2.12)

On pose C' = UpenA,. On commence par montrer que m(C') > m(A4,,), pour tout m € N.

Soit m € N. On peut écrire C' comme une union “disjointe” :
C= Am U (Un#mcmm)a

avec Cy, € T et C), ,, C A,, pour tout m # n. En effet, il suffit pour cela de constuire par récurrence
(sur n) la suite des Cy, 4, en prenant pour C,, ,, l'intersection de C' avec A,, & laquelle on retranche A,
et les C), ,, précédemment construits.

Par o—additivité de m, on a m(C) = m(An) +>_,, 4, m(Cn,m). puis, comme Cp,, C Ay, on a, par
(2.12), m(Ch,m) > 0. On en déduit m(C) > m(Ay,).

En faisant tendre m vers oo, on a alors m(C) > « et donc, finalement m(C) = a.

Etape 3. Construction de m™* et m™.

Pour constuire m™ et m™, on utilise un élément C de T t.q. m(C) = a = sup{m(A4), A € T} (I'existence
de C a été montré a I’étape 2). Pour A € T, on pose :

mtT(A) =m(ANC), m™ (A) = —m(ANC°).
On am™(0) =m=(0) = 0 (car m(0) = 0) et les applications m™ et m~ sont des applications oc—additives

de T dans R (car m est o—additive). Pour montrer que m™* et m™ sont des mesures finies, il suffit de
montrer qu’elles prennent leurs valeurs dans R, ce que 'on montre maintenant.
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Soit A € T, on a, par additivité de m et grace & la définition de o, &« = m(C) = m(ANC)+m(A°NC) <
m(ANC)+ «a. On en déduit m(ANC) > 0. ce qui prouve bien que m*(A) € R;. On a aussi, encore
une fois par additivité de m et grace a la définition de o, @ > m(C) + m(ANC°) = a +m(ANC*). On
en déduit m(ANC°) <0 et donc m™(A4) € R;.

Les applications m™ et m™ sont des mesures finies (noter que m™ (E) = (EOC) <ocetm  (E)=m(EN
C°) < o0). Elles sont étrangeres car m™(C¢) = m(C°NC) = m(0) =0 et m=(C) = —m(CNC°) = 0.
Enfin, pour tout A € T, on a, par c—additivité de m :

m(A) =m(ANC) +m(ANC) =mT(A) —m™(A).

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.6. [

Remarque 2.7 Une conséquence de la proposition 2.6 est que la série ) _ym(Ay) apparaissant dans
(2.10) est absolument convergente car (pour toute famille (A, )neny C T t.q. A, N Ay, =0, sin # m) on
ayolm(Ap)| < 3 gmT(Ap) + 2o m™(Ap) < m*(E) +m™(E) < oco.

En fait, la définition 2.17 donne directement que la série ) _m(A,) apparaissant dans (2.10) est
commutativement convergente (c’est-a-dire qu’elle est convergente, dans R, quel que soit l'ordre dans
lequel on prend les termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de l'ordre dans lequel les
termes ont été pris). Elle est donc absolument convergente (voir Iexercice 2.29). Nous verrons plus loin
que cette équivalence entre les séries absolument convergentes et les séries commutativement convergentes
est fausse pour des séries a valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer I'existence d’une application A, définie sur tout
P(R) et & valeurs dans R , t.q. 'image par A d'un intervalle de R soit la longueur de cet intervalle, et qui
vérifie les propriétés (1.9) et (1.10). Malheureusement, on peut montrer qu'une telle application n’existe
pas (voir les exercices 2.24 et 2.23). Le théoreéme suivant donne ’existence d’une telle application définie
seulement sur la tribu des boréliens de R, notée B(R) (I'exercice 2.24 donne alors que B(R) # P(R)).
Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théoréme 2.2 (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée A et appelée mesure
de Lebesgue sur les boréliens, t.q. Ao, B]) = 3 — «, pour tout (o, B) € R? t.q. —00 < a < 3 < +00.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théoreme. Pour la partie “existence” de ce théoréeme, nous
donnons dans cette section une démonstration due a Carathéodory. Soit A C R. On définit A*(A) par :

MN(A) = inf Z ‘(A

A; 1EN€EA

ou E4 est 'ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont 1'union contient A, et ¢(A;)
représente la longueur de l'intervalle A;. On peut montrer (voir l'exercice 2.23) que 'application \* ainsi
définie de P(R) dans R n’est pas o- additive (ce n’est donc pas une mesure).

On montre par contre dans cette section que la restriction de A* & B(R) est une mesure, qu’on note A,
mesure de Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi étre démontrée en utilisant un
théoreéme plus général (de F. Riesz) que nous verrons dans un chapitre ultérieur.
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Apres la définition de A* et la démonstration de propriétés de A*, on donne la démonstration de la
partie “existence” du théoréme de Carathéodory (voir page 33). La partie “unicité” du théoréme de
Carathéodory (voir page 35) peut étre démontrée en utilisant le théoréme de “régularité” sur les mesures
sur B(R) (Théoreme 2.3, tres utille dans la suite du cours) et d’un lemme classique sur les ouverts
de R (lemme 2.4). Cette partie “unicité” peut aussi étre démontrée, plus directement, en utilisant la
proposition 2.5.

Définition 2.18 (Définition de \*) Soit A € P(R). On pose \*(A) = inf{} . €(In); (In)nen €
E}, avec Eq = {(In)nen; In =]an, by, —00 < an < b, < 00, Vn € Ny A C UpenIyp} et (1) =b—a si
I =la,b[, —o0o <a<b<oo.

Proposition 2.7 (Propriétés de \*) L’application \* : P(R) — Ry (définie dans la définition 2.18)
vérifie les propriétés suivantes :

1. X*(0) =0
2. (Monotonie) \*(A) < X\*(B), pour tout A, B € P(R), AC B,
3. (o—sous additivité) Soit (An)nen C P(R) et A = UpenAy, alors N*(A) <30 A (An),
4. X*(Ja,b]) = b — a pour tout (o, 3) € R? t.q. —00 < a < B < +o0.
DEMONSTRATION :

On remarque tout d’abord que A*(A) € Ry pour tout A € P(R) (car A*(A) est la borne inférieure d'une
partie de R} ).

Propriété 1. Pour montrer que \*(#) = 0, il suffit de remarquer que (I,)nen € Fy avec I, = @ pour
tout n € N, et donc 0 < X\*(0) <> 4(1,) = 0.

Propriété 2. Soit A,B € P(R) t.q. AC B. On a Eg C E4 et donc A*(A4) < A*(B).

Propriété 3. Soit (A,)neny C P(R) et A = UpenA,. 11 suffit de considérer le cas ot A*(A,,) < oo pour
tout n € N (sinon, I'inégalité est immédiate).
Soit £ > 0. Pour tout n € N, il existe (Iy,m)men € Ea, t.q. > cnlInm) < XN (An) +¢/(27).

On remarque alors que (I, m)(n,m)en2 €st un recouvrement de A par des intervalles ouverts et donc que :

NA) < D UTnm)-

(n,m)eN?

Noter que 3, yen2 (nm) = 2,enLp(n)), 01 ¢ est une bijection de N dans N? (cette somme ne
dépend pas de la bijection choisie, voir le lemme 2.2 page 22).Avec le lemme 2.3 ci dessous, on en déduit :

M) < ST L)) < 30 A () + 2,

neN meN neN
ce qui donne bien, quand € — 0, A*(A) <37 .y A (An).

Propriété 4. Pour montrer la quatrieme propriété. On commence par montrer :

A ([a,b]) =b—a, Va,b e R,a < b. (2.13)
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Soit donc a, b € R, a < b.

Comme [a,b] Cla —e,b+¢[, pour tout € > 0, on a A*([a,b]) < b—a+ 2. On en déduit A*([a,d]) < b—a.
Pour démontrer I'inégalité inverse, soit (In)nen € Eqp). Par compacité de [a,b], il existe n € N t.q.
[a,b] C Up_ol,. On peut alors construire (par récurrence) io, i1, ..., ig € {0,...,n} t.q. a;, < a,
@i,y < by, pour tout p € {0,...,¢— 1}, b < b;,. On en déduit que b—a < 3°7_obi, —a;, <32,y l(In)
et donc b — a < X\*([a,b]). Ceci donne bien (2.13).

En remarquant que [a + €,b — €] Cla,b[C [a,b] pour tout a,b € R, a < b, et 0 < e< (b—a)/2, la
monotonie de A* donne (avec (2.13)) que X\*(Ja,b]) = b — a pour tout a,b € R,a < b. La monotonie de
A* donne alors aussi que A*([a,b]) = A*(Ja, b]) = XM*(Ja,b]) = b — a pour tout a,b € R,a < b, et enfin que
M (] = 00, a]) = A (] — 00,a) = A*(Ja, o0]) = A*([a, 00]) = oo pour tout a € R. m

Lemme 2.3 (Double série a termes positifs) Soit (an,m)m,m)en C Ry. Alors on a :

D anm =D (D anm).

(n,m)eN? neN meN

DEMONSTRATION : On pose A =37, ez Gnm €t B =32, (n(32,,en @n,m)- Soit ¢ une bijection de N
dans N2. On rappelle que 2 (nm)enz Anm = D pen Gp(p)-

Pour tout i, j € N, il existe n € N t.q. {0,...,i} x{ O it <{¢(0),....¢(n)}. Comme apm > 0 pour
tout (n,m), on en déduit que A > ZZ: ) > Zn O(Zm 0 Qn,m) €t donc en faisant tendre j puis ¢
vers 0o, que A > B. Un raisonnement simllalre donne que B > A et donc A = B. [

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que A\* est une mesure.

Définition 2.19 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E € P(R) t.q. \*(A) = M (ANE)+ A (ANE°)
pour tout A € P(R)}. On rappelle que X\* est définie dans la définition 2.18 (et que E© =R\ E). Cet
ensemble de parties de R noté L s’appelle “tribu de Lebesgue” (on montre dans la proposition 2.8 que L
est bien une tribu,).

Remarque 2.8 On peut avoir une premiere idée de I'intérét de la définition 2.19 en remarquant qu’elle
donne immédiatement ’additivité de \* sur £. En effet, soit E1, s C R t.q. E1 N Ey = () et soit A C R.
On suppose que E; € L et on utilise la définition de £ avec AN (E; UE3), on obtient A*(AN(Ey U Ey)) =
)\*(A n (El @] EQ) N El) + )\*(A n (El @] EQ) n Ei:) = )\*(A N El) + )\*(A n Eg) (Car E1 n E2 = (Z))

Par récurrence sur n, on a donc aussi \*(AN (U E;)) = Y (AN E;), dés que Ey, ..., E,_1 € L,
A E, CRet EiﬂEj:V)sii;éj, 1,] € {1,...,71}.

En particulier, en prenant A = R, on obtient I'additivité de A\* sur L, ¢’est-a-dire

Vi1 B) ZA*
siEy,....En1€Let BiNE; =0sii#j, i,5€{l,... n}
Remarque 2.9 Pour tout E, A € P(R), on a, par oc—sous additivité de A*, \*(A) < (AN E) +

A (AN E). Pour montrer que E € L (définie dans la définition 2.19), il suffit donc de montrer que
M (A) > M (ANE) 4+ A\ (AN E°), pour tout A € P(R).

31



Proposition 2.8 (Propriétés de L) L est une tribu surR et )\T£ est une mesure. L et \* sont définies
dans les définitions 2.18 et 2.19.

DEMONSTRATION :

Il est immédiat que ) € £ et que L est stable par “passage au complémentaire”. On sait aussi que
A*(0) = 0. Tl reste donc & démontrer que L est stable par union dénombrable et que la restriction de A*
a L est une mesure. Ceci se fait en deux étapes décrites ci-apres.

Etape 1. On montre, dans cette étape, que £ est stable par union finie et que, sin > 2 et (E;)i=1,.n C L
est t.q. E;NE; =0sii#j,alorsona:

M(AN (UL E)) =Y XN(ANE;), VA€ P(R). (2.14)
i=1
(Cette derniere propriété donne l'additivité de A* sur £ en prenant A = E, cette propriété d’additivité a
déja été signalée dans la remarque 2.8.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que F1 U Es € L si Ey, Es € L et de montrer la propriété
(2.14) pour n = 2. Soit donc Ey, Fy € L. On pose E = E; U E;. Pour montrer que E € L, il suffit de
montrer (voir la remarque 2.9) que A*(A) > A (ANE)+A*(ANE®), pour tout A € P(R). Soit A € P(R).
Par o—sous additivité de \* on a

NMAN(EBTUE) =N ((ANENDUANE{NEY)) <X (ANE))+ X (AN E{NE,),
et donc
N(AN(B1UE))+ N (AN (EL1UEY)S) <X (ANE) + N (ANE{N Ey) + (AN EYNES).

Comme FEy € £, on a \*(ANES) = A*(AN ESN Ey) + (AN E{N ES). Puis, comme E; € £, on a
A(A) = (AN E)) + (AN EY). On en déduit

N(AN(E1UE2)) + A (AN (ELU EL)) < A*(A).

Ce qui prouve que F € L.

Pour montrer (2.14) avec n = 2 si By, Fy € £ avec F1 N Ey = (), il suffit de remarquer que (pour tout
AePR)) N(AN(EL1UEs)) = X ((ANE)U(ANE,)) = X ([((ANEN)U(ANE)|NE )+ M ([(ANE)U
(ANE)NES) =X (AN Eq) + XM (AN E2). (On a utilisé le fait que E; € £.) Ceci termine 1'étape 1.
Une conséquence de cette étape (et du fait que £ est stable par passage au complémentaire) est que £
est stable par intersection finie.

Etape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la restriction de A* a
L est une mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition 2.8).

Soit (Ep)nen C L et E = UpenFyp. On veut montrer que F € £. On commence par remarquer que
E = UpenF, avec Fy = Ey et, par récurrence, pour n > 1, F,, = E,, \ U;:&Fp. L’étape 1 nous donne que
(Fy)nen C L et, comme F,, N F,, = 0 si n # m, on peut utiliser (2.14). Pour tout A € P(R), on a donc :

A (A) = M (AN (U_gFp) + A (AN (P F)°) = En: N(ANE,) + (AN (U F)9).  (2.15)
p=0

En utilisant le fait que E° C (Up_oF},)¢ et la monotonie de A*, on a A\*(A N (Up_oFp)°) > A" (AN E°).
En faisant tendre n vers oo dans (2.15) et en utilisant la c—sous additivité de A\*, on en déduit alors que
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A(A) > (AN E)+ A (AN E°). Ce qui prouve que E € L (voir remarque 2.9) et donc que £ est une
tribu.

Il reste & montrer que \* est une mesure sur £. Soit (E,)peny C L£t.q. E;NE; =0sii# jet E = UpenEy,.
Par monotonie de A* on a, pour tout n € N, \*(Up_oE,) < A*(E) et donc, en utilisant 'additivité de \*
sur £ (démontrée a I’étape 1, voir (2.14) avec A = E), Z o N (Ep) < )\*( ). Ce qui donne, passant &
limite quand n — oo, 372 ) A*(E)) < A*(E). D’autre part, )\*( ) < 3020 M (Ep), par o—sous additivité
de A*. On a donc \*(E) = Z o A" (Ep). Ce qui prouve que Al est une mesure.

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE” DU THEOREME 2.2 :

Pour montrer la partie “existence” du théoreme 2.2, il suffit, grace aux propositions 2.7 et 2.8, de montrer
que £ (définie dans la définition 2.19) contient B(R). Pour cela, il suffit de montrer que Ja, co[C £ pour
tout a € R (car {Ja,o0[, a € R} engendre B(R)). Soit donc a € R et E =|a, oo[. Pour tout A € P(R), on
veut montrer que A*(A) > A (AN E) + A (AN E°). On peut supposer que A*(A) < oo (sinon I'inégalité
est immédiate).

Soit ¢ > 0. Par la définition de A*(A), il existe (In)nen € Ea t.q. A (A) > > y€([n) —e. Comme
ANE C (Upen(InNE)) et ANE® C (Unen(In N E°)), la c—sous additivité de A* donne

MANE) <> MILNE) et M(ANEY) <Y N (I,NE).
neN neN

Comme I, N E et I, N E¢ sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition 2.7 donne
N(IL,NE) = L(I,NE) et \*(I,NE) = £(I,NE). Onen déduit \*(ANE)+A* (ANE°) <3 cn(U(I.NE)+
(I,NE®)) =3 cnlIn) (car £(I,NE) +L(1,NE°) = £(I,)) et donc \*(ANE) +A*(ANE®) < A (A) +e.
Quand € — 0 on trouve 'inégalité recherchée. On a bien montré que FE € L. [

On va maintenant démontrer un théoréeme important dont on peut déduire, en particulier, la partie
“unicité” du théoreme 2.2.

Théoréme 2.3 (Régularité d’une mesure sur B(R), finie sur les compacts)

Soit m une mesure sur B(R). On suppose que m est finie sur les compacts, ¢’est & dire que m(K) < oo pour
tout compact K de R (noter qu’un compact est nécessairement dans B(R)). Alors, pour tout A € B(R)
et tout € > 0, il existe un owvert O et un fermé F t.q. F C A C O et m(O\ F) < e. En particulier, on a
done, pour tout A € B(R), m(A) = inf{m(0), O ouvert contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact
inclus dans A}.

DEMONSTRATION :

On appelle T' 'ensemble des A € B(R) t.q. pour tout € > 0, il existe O ouvert et F fermé vérifiant
F C AC Oetm(O\F) <e. On vamontrer que T" est une tribu contenant C = {]a, b[, —0o < a < b < c0}.
Comme C engendre B(R), ceci donnera T' = B(R).

Le fait que C C T est facile. En effet, soit —oo < a < b < o0 et A =|a, b|.
Pour tout n t.q. (2/n) <b—aona:

[a+ (1/n),b— (1/n)] C A Cla,b]
et, en utilisant la continuité décroissante de m (proposition 2.3) :

m(la,b\[a + (1/n),b = (1/n)]) = m(la, a + (1/n)[U]b — (1/n),b]) — 0 quand n — oo.
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Noter qu’on a utilisé ici le fait que m est finie sur les compacts pour dire que m(Ja,a + (1/n)[U]b —
(1/n),d]) < m([a,b]) < co. Ceci prouve que |a,ble T.

Pour montrer que 7' est une tribu, on remarque tout d’abord que ) € T' (il suffit de prendre F' = O = )
et que T est stable par passage au complémentaire (car, si F C A C O, on a O° C A° C F°¢ et
Fe\ O°= O\ F). Il reste & montrer que T est stable par union dénombrable.

Soit (Ap)neny C T et A = UpenAyn. On veut montrer que A € T. On va commencer par traiter le cas
(simple) o1 m(A) < oo puis le cas (plus difficile) ott m(A) = oo.
Premier cas. On suppose que m(4) < oo.

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe O, ouvert et F;, fermé t.q. Fj, C A, C O, et m(Op \ Fy,) < (g/27).
On pose O = UpenOy, et F'= UpenFp. Ona FFC AC O, m(O\ F) < 2¢, car (O\ F) C Upen(On \ Fr),
et O ouvert mais I’ n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F) < co. Par continuité croissante de m on a m(Up_oFp) —
m(F), quand n — oo, d’ott (puisque m(F) < oo) m(F) — m(Up_oF,) — 0. On prend alors F = UL F,
avec NV assez grand pour que m(F \ F) = m(F) —m(F) <e. On a bien FF C A C O, O ouvert, F fermé
et, comme (O\ F)=(O\ F)U(F\F),onam(O\F)=m(O\F)+m(F\F) < 3e. Ceci prouve que
AeT.

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct

si m(F) = oo). On raisonne en 3 étapes :

1. Soit p € Z. On remarque d’abord que A,, N [p,p + 1[€ T pour tout n € N. En effet, soit n € N et
e > 0. Il existe O ouvert et F fermé t.q. F' C A, CO et m(O\ F') <e. Pour k € N*, on a donc :

1 1
Fk:Fﬂ@7p+1_E]CA’ﬂﬂ[p7p+1[COk:Oﬂ]p_EapJ’_l[
On a Fy, fermé, Oy, ouvert et (O \ F) C (O\ F)Ulp— +,p[Ulp+ 1 — £,p+ 1[. On en déduit :

1 1
m(O\ F) <=4 m(lp— +plUp+1 - +.p-+ 1),
Or, la continuité décroissante de m donne que m((|Jp — %,p[u]p +1- %,p +1[) —» 0 quand k — o©
(on utilise ici le fait que m([p — 1,p + 1]) < oo car m est finie sur les compacts). Il existe donc
k € N* t.q. m(Og \ Fy) < 2e, ce qui donne bien que A, N[p,p+ 1[e T.

2. Comme m(A N [p,p + 1]) < oo, on peut maintenant utiliser le premier cas avec AN [p,p + 1[=
Unen(An N [p,p+ 1[). Il donne que AN [p,p + 1[€ T pour tout p € Z.

3. On montre enfin que A € T. Soit € > 0. Pour tout p € Z, il existe un ouvert O, et un fermé G,
t.q. G, C AN[p,p+1[C O, et m(0, \ G,,) < &/(2/Pl). On prend O = Upez0, et F = UpezG,p. On
obtient £ C A C O, m(O\ F) < 3¢ et O est ouvert. Il reste & montrer que F' est fermé.

Soit (zp)neny C F t.q. @, — z (dans R) quand n — oo. On veut montrer que z € F. 1l existe
pEZtq. x€]p—1,p+ 1] Il existe donc ng € N t.q. =, €]p — 1,p+ 1] pour tout n > ny. Comme
Zn € UgezGyq et que G4 C [g,q + 1] pour tout ¢, on a donc z, € Gp U G,_1 pour tout n > ng.
Comme G, UG, est fermé, on en déduit que x € G, U Gp—1 C F et donc que F' est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que 7" est une tribu. Comme cela
a déja été dit, on en déduit que T = B(R).
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On a donc bien montré que pour tout A € B(R) et pour tout € > 0, il existe O ouvert et F' fermé vérifiant
FCACOetm(O\F)<e.

On montre maintenant que m(A) = inf{m(0), O ouvert contenant A} pour tout A € B(R). Soit
A € B(R). On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donne m(A) < inf{m(0), O ouvert
contenant A}. Puis, 'inégalité inverse est immédiate si m(A) = co. Enfin, si m(A) < oo, pour tout € > 0
il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A C O et m(O\ F) < e. Onadonc O\ A C O\ F et donc (par
monotonie de m) m(0O \ A) < e et m(O) = m(A) + m(O\ A) < m(A) +e. On a donc trouvé un ouvert
O contenant A t.q. m(O) —e < m(A). On en déduit que inf{m(O), O ouvert contenant A} < m(A) et
finalement que m(A) = inf{m(0), O ouvert contenant A}.

De maniére semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A} pour tout
A € B(R). En effet, soit A € B(R). Ici aussi, on commence par remarquer que la monotonie d’une mesure
donne m(A) > sup{m(K), K compact inclus dans A}. On montre maintenant 1'inégalité inverse. Soit
e > 0. Nlexiste F fermé t.q. F' C A et m(A\F) <e. Si m(A) = 0o, on en déduit que m(F') = oo et donc
que m(K,) 1 oo quand n — oo (par continuité croissante de m) avec K, = F'N [—n,n]. Comme K, est
compact pour tout n € N, on a donc sup{m(K), K compact inclus dans A} = co = m(A). Si m(A) < oo,
on a m(A) > m(F) > m(A) — e et donc, pour n assez grand, m(K,) > m(F) —e > m(A) — 2¢ (toujours
par continuité croissante de m) avec K, = F N [—n,n]. Comme K,, est compact pour tout n € N et que
¢ est arbitraire, on en déduit que sup{m(K), K compact inclus dans A} > m(A) et donc, finalement,
m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}. L]

Pour démontrer la partie “unicité” du théoreme 2.2 avec le théoreme 2.3 on aura aussi besoin du petit
lemme suivant (plus précis que le lemme 2.1 car dans le lemme 2.1 il n’est pas demandé que les ouverts
soient disjoints).

Lemme 2.4 (Ouverts de R) Soit O un ouvert de R, alors O est une union dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints 2 a 2, c’est a dire qu’il existe (I,)nen t.q. I, est un intervalle ouvert de R pour tout
neN, I,NIL,=0sin#m et O =Upenl,.

DEMONSTRATION :

Pour z € O on pose O, = {y € O; I(z,y) C O}, avec I(z,y) = {tz + (1 — t)y, t € [0,1]} (on a donc
I(z,y) = [z,y] ou [y,z]). On remarque que O = U,c0O; et que O, est, pour tout € O, un intervalle
ouvert (c’est I'intervalle ]inf O, sup O,[, avec inf O,, supO, € R). Il est aussi facile de voir que, pour
tout z, y € O, O, N O, # 0 implique que O, = O,. On peut trouver A C O t.q. O = UgzeaO, et
0,N0y =0siz,ye€ A, x+#y. CommeO, # () pour tout z € A, on peut donc construire une application
de A dans Q en choisissant pour chaque € A un rationnel de O, (ce qui est possible car tout ouvert
non vide de R contient un rationnel). Cette application est injective car O, N O, =0 siz, y € A, x # y.
I’ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui termine la démonstration du lemme.

n

Remarque 2.10 Dans la démonstration du lemme 2.4, O, est la “composante connexe” de x. Le lemme
2.4 consiste donc a remarquer qu’un ouvert est réunion de ses composantes connexes, que celles ci sont
disjointes deux a deux et sont des ouverts connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans
R est nécessairement un intervalle).

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITE” DU THEOREME 2.2 :
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On a construit une mesure, notée A, sur B(R) t.q. A(Ja,b]) = b — a pour tout a, b € R, a < b. Supposons
que m soit aussi une mesure sur B(R) t.q. m(]a,b]) = b — a pour tout a, b € R, a < b. On veut montrer
que A = m (sur tout B(R)). Nous le montrons ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théoréme 2.3
ou la proposition 2.5.

Premiere méthode, avec le théoreme 2.3. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénom-
brable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.4) et les propriétés de oc—additivité de X et
de m, on montre que A(O) = m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniére assertion du
théoréme de régularité (qui s’applique pour m et pour A, car m et X sont des mesures sur B(R), finies sur
les compacts), on obtient A(A) = m(A) pour tout A € B(R), i.e. m = .

Deuxiéme méthode, avec la proposition 2.5. On utilise la proposition 2.5 avec (E,T) = (R, B(R))
et ¢ = {]a,b], a,b € R,a < b}. On sait que C engendre B(R), et il est clair que C est stable par
intersection finie. On prend maintenant F,, =|n,n + 1] pour n € Z. La famille (F),),cz est donc une
famille dénombrable d’éléments de C, disjoints deux a deux et t.q. R = UpezFy,. Pour a,b € R, a < b, on
a, par continuité décroissante de m, m(]a, b] = lim,_.oc m(]a, b+ %[: lim, oo b—a+ ]% =b—a= Aa,b)).
On a donc m = X sur C (et m(F,) < oo pour tout n € Z). On peut donc appliquer la proposition 2.5.
Elle donne A = m sur B(R). L]

Remarque 2.11 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée A, était réguliere. Ceci ne donne pas,
pour A € B(R), I’égalité de la mesure de A avec la mesure de son intérieur ou de son adhérence. 11 suffit,
pour s’en convaincre, de prendre, par exemple, A = Q. On a alors \(A) = 0 (voir la remarque 2.13) et
A(A) = oco.

Remarque 2.12 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée \*; de P(R) dans
R, . Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré que la restriction de A\* & la tribu
de Lebesgue, notée L, était une mesure. Puis, nous avons démontré que B(R) C L et obtenu ainsi,
en prenant la restriction de A* & B(R) la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois
quelle est la différence entre £ et B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable
car card(£) = card(P(R)) alors que card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de l'intégration, la
différence est dérisoire, comme nous pourrons le voir avec I'exercice 4.18 (plus complet que Iexercice

2.28) car 'espace mesuré (R, L, A|z) est simplement le complété de (R, B(R), \jz(r))-
On donne maintenant une propriété, spécifique a la mesure de Lebesgue, qui est a la base de toutes les
formules de changement de variables pour 'intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.9 (Invariance par translation “généralisée”) Soit a € R* et § € R. Pour A €
P(R), on note cA+ ={ax+ 5, x € A}. On a alors :

1. A € B(R) impliqgue c A + 3 € B(R),
2. MaA+ 3) = |a|A(A) pour tout A € B(R).
Pour a =1, cette propriété s’appelle “invariance par translation de A”.

DEMONSTRATION :
Pour la premiere partie de la proposition, on pose T' = {A € B(R); «A+8 € B(R)}. On montre facilement
que 7' est une tribu contenant les intervalles ouverts, on en déduit que T' = B(R).
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Pour la deuxieme partie, on pose, pour tout A € B(R), mi(A) = AMaA + 8) et ma(A) = |a|A(A4). Il est
facile de voir que my et mqy sont des mesures sur B(R), finies sur les bornés, et qu’elles sont égales sur
I’ensemble des intervalles ouverts. On raisonne alors comme dans la démonstration de la partie “unicité”
du théoreme 2.2, en utilisant le théoreme 2.3 ou la proposition 2.5. Par exemple, en utilisant le lemme
2.4 et les propriétés de o—additivité de m; et de mg, on montre que m4(O) = my(O) pour tout ouvert
O de R. Puis, en utilisant la derniére assertion du théoreme de régularité (qui s’applique pour m; et
pour mg), on obtient my(A) = ma(A) pour tout A € B(R). On a donc A(ad + 3) = |a|A(A) pour tout
A € B(R).
n

Remarque 2.13 La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-a-dire que A({z}) = 0 pour tout € R). Donc,
si D est une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0. Ainsi, A(N) = A(Z) = A(Q) = 0. La réciproque est
fausse. On construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de Cantor”, K, qui est une partie compacte
non dénombrable de [0,1], vérifiant A(K) = 0, voir exercice 2.27).

Définition 2.20 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soit I un intervalle de R (ou, plus
généralement, I € B(R)) et T = {B € B(R); B C I} (on peut montrer que T = B(I), ot I est muni de
la topologie induite par celle de R, voir Uexercice 2.3 page 41). Il est facile de voir que T' est une tribu
sur I et que la restriction de A (définie dans le théoréme 2.2) a T est une mesure sur T, donc sur les
boréliens de I (voir 2.15 page 45). On note toujours par \ cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commencgons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur 'exemple du lancer de dé. On se

place dans le modele équiprobable: soient E = {1,2,3,4,5,6}, T = P(E) et p la probabilité définie par

p({z}) = %, Vx € E. La probabilité de ’événement A “obtenir 6” est %. Supposons maintenant que

Pon veuille évaluer la chance d’obtenir un 6, alors que 'on sait déja que le résultat est pair (événement
1 1

B ={2,4,6}). Intuitivement, on a envie de dire que la “chance” d’obtenir un 6 est alors =dE = 3

Définition 2.21 (Probabilité conditionnelle) Soient (E,T,p) un espace probabilisé et A,B € T.

Sip(B) # 0, la probabilité conditionnelle de A par rapport a B (on dit aussi probabilité de A sachant B),

notée p(A|B), est définie par p(A|B) = p(p’?g?).

Sip(B) =0, la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée p(A|B), n’est pas définie. C’est un
nombre arbitraire entre 0 et 1.

De cette définition on déduit la formule de Bayes: soient (F,T,p) un espace probabilisé et A, B € T,
alors:

p(B)p(A|B) = p(AN B) (2.16)
Remarque 2.14 Soient (F,T,p) un espace probabilisé et A un événement tel que p(A) # 0. Alors
Papplication p4 : T — [0, 1] définie par:
p(AN B)

VBEeT (2.17)

est une probabilité sur 7. On dit que “la masse de p4 est concentrée en A” : on a en effet : p4a(B) = 0,
pour tout B €T t.q.c ANB =0. On a aussi pa(A4) = 1.

37



Définition 2.22 Soit (E,T,p) un espace probabilisé, on appelle systéme de constituants une famille
(Cr)nen C T d’ensembles disjoints deuz a deux t.q. UpenCy, = E.

On a comme corollaire immédiat de la relation 2.16:

Proposition 2.10 Soient (E,T,p) un espace probabilisé, (Cp)neny C T un systéme de constituants de
probabilités non nulles et A € T, alors:

p(A) = Zp(cn)p(A|Cn)~ (2.18)

neN

Dans le cas ou p(B) = p(B|A), on a envie de dire que A n’influe en rien sur B ; on a dans ce cas:
p(A)p(B) = p(AN B).

2.6.2 Evenements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.23 (Indépendance de deux événements) Soient (E,T,p) on dit que deuz événements
A et B sont (stochastiquement) indépendants si p(A)p(B) = p(AN B).

Remarque 2.15 Attention: il est clair que, lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire, si on a des
évenements indépendants a priori, i.e. tels que la réalisation de I'un n’a aucune influence sur la réalisation
de I'autre, on choisira, pour le modele probabiliste, une probabilité qui respecte 'indépendance: on dit
que l'indépendance a priori implique I'indépendance stochastique. Cependant, la notion d’indépendance
est liée a la notion de probabilité; ainsi, pour une probabilité p donnée, deux évenements peuvent étre
indépendants alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement indépendants.

Exemple 2.3 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés: a priori, il parait raisonnable
de supposer que les résultats obtenus pour chacun des deux dés n’influent pas 'un sur 'autre, et on
va donc chercher une probabilité qui respecte cette indépendance. L’univers des possibles est ici £ =
{(,7),1 <i <6,1 < j <6}. Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables,
on a donc envie de définir, pour A € P(E), p(A) = %. Voyons maintenant si deux évenements a
priori indépendants sont indépendants pour cette probabilité. Considérons par exemple I’éveénement A:
“obtenir un double 6”; on peut écrire: A = BN C, ou B est I"événement “obtenir un 6 sur le premier
dé” et C I’évenement “obtenir un 6 sur le deuxieme dé”. On doit donc vérifier que: p(A) = p(B)p(C).
Or B = {(6,j),1 < j <6} et C ={(i,6),1 <i < 6}. On a donc p(B) = p(C) = %, et on a bien

p(A) = p(B)p(C) (= 35)-

On généralise la notion d’indépendance de deux évenements en introduisant la notion d’indépendance de
tribus.

Définition 2.24 (Indépendance des tribus) Soit (F,T,p) un espace probabilisé et (Ty)ken+ une suite
de tribus incluses dans T'.

1. Soit N > 1. On dit que les N tribus T, k =1, ..., N, sont indépendantes (on dit aussi que la suite
T1,..., TN estindépendante) si pour toute famille (A1, ..., An) d’événements tels que Ay, € Ty pour
k=1,....,N on a: p(Nf_, Ax) = p(A1)p(As2) ...p(AN).

2. On dit que la suite (T )ren+ est indépendante (ou que les tribus Ty, ..., Ty, ... sont indépendantes)
st,, pour tout N > 1, les N tribus Ty, k =1,..., N, sont indépendantes.
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On peut facilement remarquer que si A et B sont deux évenements d’un espace probabilisé (E, T, p),
ils sont indépendants (au sens de la définition 2.23) si et seulement si les tribus T4 = {0, E, A, A°}
et Tp = {0, E, B, B°} sont indépendantes (voir l'exercice 3.16). On en déduit la généralisation de la
définition d’indépendance a plusieurs évenements:

Définition 2.25 (Evénements indépendants) Soient (E,T,p) un espace probabilisé et (Ag)k=1,... N
des événements, on dit que les N événements (Ay)k=1,... N sont indépendants si les N tribus engendrées
par les événements Ay, k = 1...,N (c’est-a-dire les N tribus définies par T, = {Ay, A, E,0} pour
k=1...,N) sont indépendantes.

Sous les hypotheses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements Ay, ..., Ay sont
indépendants (c’est-a-dire que les tribus engendrées par Ay, ..., Ay sont indépendantes) si et seulement si
P(NierAi) = [1;e; P(Ai) pour tout I C {1,...,N}), voir 'exercice 3.16. Nous terminons ce paragraphe
par une proposition sur les tribus indépendantes :

Proposition 2.11 Soit (E,T,p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et (Ty)reqo,...n} une suite indépendante de tribus incluses dans T'. La tribu Ty est alors
indépendante de la tribu engendrée par les tribus Ty, ..., Tn.

2. (Généralisation) Soit N > 3, ¢ > 1, ng,...,ng t.q. ng =0, n; < nip1 (pour i =0,...,q—1),

ng = N et (Tk)req1,...n} une suite indépendante de tribus incluses dans T. Pouri =1,...,q, on
note 7; la tribu engendrée par les tribus T, pour n = n;_1,...,n;. Alors, les tribus T1,...,74 sont
indépendantes.

DEMONSTRATION : On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On note S la tribu
engendrée par les tribus T1,...,Txy. Comme S est la plus petite tribu contenant les tribus T} (k =
1,...,N), elle est incluse dans T. On veut montrer que T et S sont indépendantes, c’est-a-dire que
p(AN B) = p(A)p(B) pour tout A € Ty et tout B € S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.5
(donnant I'unicité d’une mesure). Soit A € Tp, on définit les mesures m et p sur T en posant :

m(B) = p(AN B), u(B) = p(A)p(B), pour B €T,

et on pose :
C= {ﬂszlAk, A € Ty pour k=1,...,N}.

Pour Be(C,on a B = OszlAk avec Ay € T, avec k=1,...,N. On a donc, en utilisant I'indépendance
des tribus T, Ty, ..., Tn, m(B) = p(ANB) = p(A)p(A1)p(As) ... p(An) = p(A)p(B) = u(B). On a donc
m = p sur C. Comme C est stable par intersection et que E € C, la proposition 2.5 nous donne m = p sur
la tribu engendrée par C. Comme cette tribu contient toutes les tribus Ty (k = 1,...,N), elle contient
aussi S (en fait, elle est égale & S). On a donc bien montré que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout B € S
et pour tout A € Tj.

Pour montrer le deuxiéme item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire une récurrence
finie de g étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple, pour ¢ = 2 la technique précédente
donne :

p((MgL1Ak) N B2) = p(NiLy Ar)p(Ba),

pour Ag € Ty, k =1,...,n;1 et By € 75. Puis en reprenant la technique précénete, on montre p(B1NBs) =
p(B1)p(B2) pour By € 11 et By € 19. Ce qui donne bien 'indépendance de 7y et 7o. =
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2.6.3 Probabilités sur (R, B(R))

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable quelconque. Tres souvent, on ne connait du
probléme aléatoire que l'on cherche & modéliser ni 'ensemble E (“univers des possibles”) ni la tribu T
(ensemble des évenements) ni la probabilité p. Par contre, on connait une “image” de la probabilité p par
une application (dite mesurable, voir chapitre suivant) X de E dans R. On travaille alors avec ’espace
beaucoup plus sympathique (car mieux défini...) (R, B(R),px), ou px est une probabilité sur B(R), que
les probabilistes appellent souvent “loi de probabilité” (elle dépend de p et de application X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou probabilités définies sur
(R, B(R))), ainsi que quelques exemples concrets utilisés dans la représentation de phénomenes aléatoires.

Définition 2.26 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur (R, B(R)). On appelle fonction
de répartition de la probabilité p la fonction F, définie de R dans [0,1] par: F(t) = p(] — oo,t]). Cette
fonction est croissante et continue a droite.

DEMONSTRATION : Utiliser les propriétés de monotonie et de continuité croissante de la mesure.

Théoréme 2.4 Soit F' une fonction croissante et continue a droite t.q.:
lims—, oo F'(t) =0 et limy, 4 o0 F(t) = 1.

Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de répartition de p.
Plus généralement, on a le théoréeme suivant pour les mesures:
Théoreme 2.5 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Pour toute mesure m sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie”), et pour tout a € R,
la fonction F définie sur R par : F(t) = m(]a,t]) sit > a et F(t) = —m(Jt, a]) sit < a est continue
a droite et croissante.

2. Réciproquement, pour toute fonction F de R dans R, croissante et continue a droite, il existe une
unique mesure m sur B(R) t.q. pour tous a,b € R, t.q. a <b, on ait m(Ja,b]) = F(b) — F(a). Cette
mesure s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F.

Pour démontrer ce théoreme, on introduit p*, application définie de I’ensemble des intervalles de R de la
forme ]a, b] dans R par: p*(]a,b]) = F(b) — F(a). La démonstration du fait qu’il existe un prolongement
unique de cette application en une mesure sur B(R) est tres voisine a celle du théoreme de Carathéodory
(théoréme 2.2).

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités et leurs fonctions de répartition
associées.

Définition 2.27 (Loi discréte) Soit p une probabilité sur (R, B(R)). On dit que p est discréte si elle
est purement atomique (I’ensemble de ses atomes A est dénombrable, voir exercice 2.12). La probabilité
p s’écrit alors p =" . 4p({a})da, 0l 0, désigne la mesure de Dirac en a. La fonction de répartition de

la probabilité p est définie par: F(t) =3 ,c 4.4<; P({a})

Exemple 2.4 (Exemples de lois discrétes) Donnons quelques exemples de probabilités discretes, p,
sur B(R) et de A ’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.

40



La loi uniforme : N € N*, A= {ay,...,an}, p({a;}) = +
e La loi binomiale : N € N*, A= {1,...,N}, P €]0,1[, p({k}) = CK, P*(1 — P)N-*
La loi de Pascal : A =N, P €]0,1[, p({k}) = P(1 — P)*1

e La loi de Poisson & parametre A : A =N, A >0, p({k}) = e‘A),‘C—T

Définition 2.28 (Loi continue) Soit p une probabilité sur (R,B(R)). On dit que p est continue si sa

fonction de répartition est continue.

Exemple 2.5 (Exemple de loi continue) La plupart des exemples de probabilités continues provient
de ce qu’'on appelle “les mesures de densité” par rapport & la mesure de Lebesgue, pour lesquelles on a
besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on n’a pas encore introduite. On peut toutefois déja citer

Pexemple de la loi uniforme sur un intervalle [a, b] de R: Soient —co < a < b < +00; pour A € B(R), on

pose p(A) = %[Z’b]). On vérifie facilement que p est une probabilité appelée probabilité uniforme sur

[a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Corrigé 9 page 252

Soit E un ensemble.

1. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et
t.q. § € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi E € T et qu’elle est stable
par intersection dénombrable.

2. L’ensemble des parties finies de F est-il une tribu ?

Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Corrigé 10 page 252

Soit E un ensemble.
1. Montrer qu'une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

2. Soit A C P(E). On note T4 lintersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie
de E appartient donc & T4 si et seulement si elle appartient a toutes les tribus contenant 4, on
remarquera qu’il y a toujours au moins une tribu contenant 4, c’est la tribu P(E)). Montrer que
T4 est la plus petite des tribus contenant A (c’est la tribu engendrée par A).

3. Soient A et B C P(E) et T4, Ti les tribus engendrées par A et B. Montrer que si A C B alors
Ty CTg.

Exercice 2.3 (Exemples de Tribus) Corrigé 11 page 253

1. Tribu trace

(a) Soit 7 une tribu sur un ensemble E et F C E. Montrer que 7p = {ANF; A € T} est une
tribu sur F' (tribu trace de 7 sur F).
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(b) Si E est un espace topologique et 7T = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E), montrer
que la tribu trace sur F, notée T, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu
borélienne de F, notée B(F)). [Montrer que B(F) C Tr. Pour montrer que Tr C B(F),
considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et montrer que C est une tribu (sur E) contenant
les ouverts de E.] Si F est un borélien de F, montrer que Tr est égale & ’ensemble des
boréliens de E contenus dans F'.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z}, 2 € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les
cas E dénombrable et non dénombrable).

3. Soit F un ensemble et f une application de £ dans lui-méme. Montrer que I’ensemble des parties
Ade E t.q. f7Y(f(A)) = A est une tribu sur E.

4. Soit F un ensemble et A un sous-ensemble de E. Trouver la tribu engendrée par C = {B C E |
A C B}. A quelle condition obtient-on P(E) ou la tribu grossiere ?

5. Soit E un ensemble et f une bijection de E. Montrer que I’ensemble des parties A de E' t.q. (z € A
< f(x) € Aet f~1(x) € A) est une tribu sur E.

6. Dans R2, soit C I’ensemble des parties de R? contenues dans une réunion dénombrable de droites.
Décrire la tribu engendrée par C. Est-ce une sous-tribu de B(R?) ?

Exercice 2.4 (Tribus images) Corrigé 12 page 254

Soient E et F des ensembles. Pour A CP (E) (resp. P(F)) on note T(A) la tribu de E (resp. F)
engendrée par A.
Soit f : E — F une application.

1. Montrer que si 7’ est une tribu sur F, alors f~3(7’) = {f~Y(B); B € T'} est une tribu sur £
(tribu image réciproque).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7/ = {B C F; f~Y(B) € T} est une tribu sur F (tribu
image directe).

3. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F on a : T(f~(C)) = f~1(T(C)). [Montrer que
T(f~1(C)) c f~YT(C)). Puis, pour montrer que f~1(T(C)) C T(f~(C)), montrer que T = {G C
F; f7YG) e T(f~1(C))} est une tribu contenant C.]

Exercice 2.5 (Tribu borélienne de R?) Corrigé 13 page 255
On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que T = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de
R. [S’inspirer d'une démonstration analogue faite pour R au lieu de R2.] En déduire que B(R?) C T.

2. Soit A un ouvert de R et T} = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T} est une tribu (sur R)
contenant les ouverts (de R). En déduire que T} = B(R).

3. Soit B € B(R) et Ty = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T> = B(R).
4. Montrer que T' C B(R?) (et donc que T = B(R?)).

Exercice 2.6 (Tribu borélienne sur RY) Corrigé 14 page 257
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1. Montrer que la tribu borélienne de RV est égale a celle engendrée par ’ensemble de toutes les boules
ouvertes de RY. [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de RV est réunion dénombrable de
boules ouvertes de R¥ ]

2. Montrer que la tribu borélienne de RY est égale & celle engendrée par I’ensemble des produits
d’intervalles ouverts a extrémités rationnelles.

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a,b] ot a,b € R, a < b.

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RY) est engendrée par la classe des boules
ouvertes (ou bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent S.

Exercice 2.7 (Une tribu infinie est non dénombrable) (xx)
Montrer que toute tribu infinie 7" sur un ensemble (infini) E est non dénombrable. [Si T est dénombrable,
on pourra introduire, pour tout élément x € F, 'ensemble A(x) intersection de tous les éléments de T'
contenant x. Puis, montrer a 'aide de ces ensembles qu’il existe une injection de P(N) dans T']
Exercice 2.8 (Algebre) Corrigé 15 page 258
Soit E un ensemble et A C P(E).

1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés
suivantes :

(a) E € A,
(b) AABe A= A\Be A

2. Soit (A;)ier une famille d’algébres (sur E). Montrer que N;erA; = {A € P(E); A € A; pour tout
i € I'} est encore une algebre.

SiC C P(E), la deuxiéme question permet donc de définir I’algebre engendrée par C comme l'intersection
de toutes les algebres sur E contenant C.

Exercice 2.9 (Suite croissante de tribus)

Soit F un ensemble. Soit (A, )nen une suite croissante de tribus de E. Montrer que A = UpenA, est
une algebre (cf. définition 2.4), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algébres finies
de parties de [0, 1] dont la réunion engendre B([0, 1]).

Exercice 2.10 (Tribu engendrée par une partition)

Soit E un ensemble.

1. Soit (A;);er une partition dénombrable de E. Décrire la tribu engendrée par cette partition, c’est &
dire par le sous ensemble de P(FE) dont les éléments sont les A;. Cette tribu est-elle dénombrable?

2. Montrer que toute tribu finie de parties de E est la tribu engendrée par une partition finie de F.
Quel est le cardinal d’une telle tribu?

3. (x) Montrer que si E est dénombrable, toute tribu sur E est engendrée par une partition.

Exercice 2.11 Corrigé 16 page 259
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Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que (), E € C, que C est stable par
intersection finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments
de C, c’est-a-dire :

CelC= ilexisten € N*et C,...,Cp €Ct.q. C°=Uy_1Cpet C,NCy=0sip#q.

On note B ’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de F est donc un élément
de B si et seulement si il existe n € N* et (A,)p=1,.n CCt.q. AyNA;=0sip#qget A= Up—1Ayp-

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
2. Montrer que algebre (cf. définition 2.4) engendrée par C est égale & B.

Exercice 2.12 (Classes monotones) Corrigé 17 page 260

Soit E un ensemble. Pour ¥ C P(E), on dit que ¥ est une classe monotone (sur E) si 3 vérifie les
deux propriétés suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante
dénombrable) :

o (An)nen C X, A, C Ay pour tout n € N = Upend, € 3,
o (Ay)nen C X, A, D Ay pour tout n € N = Nyend, € 3.

1. Soit ¥ C P(E). Montrer que X est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une
algebre (cf. exercice 2.8).

2. Donner un exemple, avec E = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

3. Soit (3;);er une famille de classes monotones (sur E). Montrer que N;crX; = {A € P(E); A€ X,
pour tout ¢ € I} est encore une classe monotone.

Si C C P(FE), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme
I'intersection de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit A une algebre sur E. On note ¥ la classe monotone engendrée
par A et on note T la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que ¥ C T.
(b) Soit AC E. Onpose X4 ={B C E; A\B e X et B\ A€ X}. Montrer que ¥4 est une classe

monotone.

(¢) (Question plus difficile.) Montrer que ¥ est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiére
question de l'exercice 2.8.] En déduire que T' = X.

Exercice 2.13 (Caractérisation de la tribu engendrée) Corrigé 18 page 262

Soit E un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finiesi A, B € A= ANB € A.
On dit que A est stable par différence si :

A BeA BCA=A\B=ANnDB‘ec A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(An)neny C A, A, N A, =0 pour n #m = Upend, € A.

Soit C € P(E).
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1. On note Z l'ensemble des parties de P(E) stables par différence et stables par union dénombrable
disjointe. Montrer qu’il existe D € Z t.q. C C D et :

AeZ CCcA=DcC A

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(E). On suppose maintenant que C est stable
par intersection finie et que E € C.

2. Pour A € P(E), on note Dy ={D € D t.q. AND € D}.

(a) Soit A € P(E). Montrer que Dy est stable par union dénombrable disjointe et stable par
différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C D4. En déduire que Dy = D.
(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

2.7.2 Mesures
Exercice 2.14 (Exemple de mesures) Corrigé 19 page 264

Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au
plus dénombrable, et m(A) = 400 sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Exercice 2.15 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Corrigé 20 page 26/

Soit (E,T, m) un espace mesuré

1. Soit F € T. Mountrer que la tribu trace de T sur F, notée T, est incluse dans T (cette tribu est
une tribu sur F'). Montrer que la restriction de m & Tp est une mesure sur Tp. On appellera la
trace de m sur F. Si m(F') < oo, cette mesure est finie.

2. Soit A une tribu incluse dans 7. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp.
o-finie) si m est finie (resp. o-finie) ?

Exercice 2.16 Corrigé 21 page 265

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini (“fini” signifie que m(E) < 00) et (Ap)nen, (Bn)nen des suites
d’ensembles mesurables tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (UnENAn) \ UnENBn - UnEN(An \ Bn)
2. Montrer que m(UnenAn) — m(UnenBn) < 3, cn(m(An) —m(By)).

Exercice 2.17 Corrigé 22 page 266

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (A, )neny C T t.q., pour tout n € N, m(A,) = m(E). Montrer que
m(mnENAn) = m(E)

Exercice 2.18 (Contre exemples...) Corrigé 23 page 266

1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(A) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?
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2. Soit (E,T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre T'. On consideére my et my des mesures
sur T. Montrer que mi(A) = ma(A) pour tout A € C n’implique pas que my = mg sur T. [On
pourra trouver un exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et m1, ma non finies. Un exemple avec
(E,T)=(R,B(R)) et my, mz finies est aussi possible mais plus difficile o trouver. . .]

Exercice 2.19 (Résultat d’unicité) Corrigé 24 page 267

Soit (E,T) un espace mesurable et m, u deux mesures sur 7. Soit C C P(F). On suppose que C engendre
T et que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.

1. On suppose que F € C et que m(E) < co. Montrer que m(A) = p(A) pour tout A € T. [On pourra
introduire D = {A € T, m(A) = u(A)} et utiliser 'exercice 2.13.]

2. (Généralisation de la question précédente). On suppose qu'il existe une suite (E,)nen C C t.q.
E,NE, =0sin#m, m(E,) <o pour tout n € N et F = U,enFE,. Montrer que m(A) = u(A)
pour tout A € T.

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m # p.

Exercice 2.20 (Mesure atomique, mesure diffuse) Corrigé 25 page 268

Soit (E,T) un espace mesurable t.q. {z} € T pour tout z € E. Une mesure m sur T est diffuse si
m({z}) = 0 pour tout © € E. Une mesure m sur T est purement atomique si il existe S € T t.q.
m(S°) =0et m({z}) >0sixe€S.

1. Montrer qu'une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T) = (R, B(R))
un exemple de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure
de Lebesgue sur B(R) est diffuse.]

2. Soit m une mesure diffuse sur T. Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure
nulle.

3. Soit m une mesure sur 7. On suppose que m est o-finie, c’est a dire qu’il existe (Ey,)neny C T t.q.
E = UpenEy et m(E),) < 400 pour tout n € N.

(a) Montrer que 'ensemble des x € E t.q. m({x}) > 0 (de tels x sont appelés “atomes” de m) est
au plus dénombrable. [On pourra introduire I'ensemble A, = {z € Ey; m({z}) > 11}.]

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse mgy et une mesure purement atomique m, sur T telles
que m = mq + mgy. Montrer que my et m, sont étrangeres, c’est a dire qu'il existe A € T t.q.
ma(A) =0 et my(A°) = 0.

(¢) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale & la

mesure de tous les autres singletons. Montrer que ceci peut-étre inexact si m n’est que o-finie.

4. Pour (E,T) = (R,B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble
des atomes est infini.

Exercice 2.21 (limites sup et inf d’ensembles) Corrigé 26 page 270

Soit (E,T,m) un espace mesuré et (A,)neny C T. On rappelle que limsup,,_, . An = Mpen Up>n 4, €t
liminf,, o An = Upen Np>n Ap.
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1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>n,4p) < o0. Montrer que m(liminf, o A,) <
liminf,, o m(4,) < limsup,,_,. m(4,) < m(limsup,,_,., 4,).

2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E,T,m) et (An)neny C T') pour lequel :

limsupm(A,) > m(limsup A,).

n—oo n—o0

3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(FE) < 0o) pour lequel

m(liminf, . A,) < liminf,, o m(4,) < limsup,,_,., m(4,) < m(limsup,,_, . An).

4. (%) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que »_ ym(A,) < oo.

Montrer que m(limsup,,_, ., A,) = 0.

Exercice 2.22 (Petit ouvert dense...) Corrigé 27 page 271

On considere ici 'espace mesuré (R, B(R), A). Soit &€ > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de
mesure inférieure & € 7 [On rappelle qu'une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour
tout = € R et pour tout € > 0, il existe a € A t.q. |z —a|] < €]

Exercice 2.23 (Non existence d’une mesure sur P(R) exprimant la longueur) Corrigé 28 page
271

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1[: Ry si z—y € Q. En utilisant ’axiome du choix, on construit
un ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour
g €QnN0,1[, on définit A, ={y € [0,1jy=x+qouy=x+q—1,2 € A}, cest-a-dire 4, = {y € [0,1];
y—qge€Aouy—q+1e A}

1. Montrer que J,cqno,1{4q = [0, 1[-

2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, invariante par translation et vérifiant
m([0,1[) = 1, m ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur
P(R), invariante par translation et t.q. m([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. En particulier,
montrer que 'application A*, définie en cours, ne peut pas étre une mesure sur P(R).

Exercice 2.24 (Non existence d’une mesure sur P(R) donnant la longueur des intervalles)

Cet exercice est plus général que le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de mesure sur P(R)
t.q. m([a,b]) = b— a pour tout a,b € R, a < b, sans I’hypothese d’invariance par translation de l'exercice
précédent.

Soit EF un ensemble non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un ordre total, noté <, tel que
pour tout x € E, 'ensemble {y € F;y < z} est dénombrable, c’est-a-dire qu’il existe une application f,
injective de cet ensemble dans N. Si E = R ou E = [0, 1], on peut démontrer 'existence d’un tel ordre
(ceci est une conséquence de I'axiome du continu). Soit m une mesure sur P(E); on suppose que m est
finie, i.e. m(E) < +00, et diffuse. On se propose de montrer que m est nulle, i.e. m(A4) = 0, pour tout
AeP(E). Onpose,pourx € EetneN, A, ,, ={ye€ E;y >z et f,(x) =n}.

1. Montrer que pour tout z,y € E et ne€N, A, , N A,, = 0. En déduire que, pour tout n € N,
{z € E;m(Ayn) # 0} est au plus dénombrable (utiliser le fait que m est finie).

2. Montrer qu’il existe z € E t.q., pour tout n € N, m(4, ,) = 0.
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3. En déduire que m est nulle (montrer pour cela que m(E) = 0 en utilisant la question précédente et
le fait que m est diffuse).

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesure m sur P(R) t.q. m(]a,b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b.

Exercice 2.25 Corrigé 29 page 272

Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle I et tout € R on ait m(I) = m(I + z) (avec
I+2={a+uz, a€l})et m([0,1]) = 1. Montrer que pour tout z € R, m({z}) =0 (i.e. m est diffuse).
En déduire que m est la mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0,1] en ¢ intervalles de
longueur 1/q.]

Exercice 2.26 (Support d’une mesure sur les boréliens de R?) Corrigé 30 page 273

Soit m une mesure sur B(R?). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m.
L’ensemble fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple,
considérer les pavés a extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.]

Exercice 2.27 (Ensemble de Cantor) Corrigé 31 page 27/

On considere l'espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), A).
On pose Cp = [0,1], a? = 0, Y = 1, et a9 = 1. Pour n > 0, on construit C,+1 C [0,1] de la

.s . on L. gnt1 .

maniére suivante : on suppose C,, = Upzl[a;’, bjy] connu, et on définit Cy, 41 = Up:1 [ag“‘l, b;”‘l] oll, pour
_ n n+l _ n pn+l _ n n+l _ 1n n+l _ 1n — PnQy

p=1...,2" ay,"y = ay, by, = ap + apy1, ay, = by — anqr et by, = by, avec a1 = B et

0 < pp < 1. On pose C = Nyp>oC, (C s’appelle “ensemble de Cantor”, 'exemple le plus classique est
obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que C,4+1 C C,,.

2. Montrer que C' est compact et CO': 0.
3. (Question plus difficile.) Montrer que C' est non dénombrable.

4. Montrer que si p, ne dépend pas de n, alors A(C') = 0. En déduire que si A € B([0,1]), A\(A) =0
n’entraine pas que A est dénombrable.

5. Soit 0 < e< 1. Montrer qu’il existe une suite (pp,)n>0 CJ0,1[ t.q. A(C) =e.

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) = 0, alors
f(A) est un compact de R t.q. A(f(4)) =0.

7. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) =0, on
n’a pas forcément A(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor
de mesure nulle (cf question 4) et un ensemble de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

Exercice 2.28 (Mesure compléte) Corrigé 32 page 277

Soit (F,T,m) un espace mesuré. Une partie B de E est dite “négligeable” si elle est incluse dans un
élément de T de mesure nulle. On note N, I'ensemble des parties négligeables. On pose T = {AU N;
AeT, NeN,}

1. Montrer que T est une tribu et que TUN,,, C T.
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2. Soit Ay, As € T et Ny, No € N, t.q. A1 U Ny = Ay U Na. Montrer que m(A;) = m(As).

Pour B € T, soit A € T et N € N, t.q. B = AUN, on pose m(B) = m(A). (La question
précédente montre que cette définition est cohérente.)

3. Montrer que m est une mesure sur 7" et 7, = m. Montrer que m est la seule mesure sur 7" égale
amsur T.

4. Montrer que Noz = N, C T.

L’exercice 4.18 page 102 montre la différence “dérisoire”, du point de vue de I'intégration, entre (E,T,m)
et son complété (E,T,m).

Exercice 2.29 (Série commutativement convergente dans R) Corrigé 33 page 279

Soit (an)nen C R. Le but de I'exercice est de montrer que si la série )y @y (n) €st convergente pour

toute bijection ¢ : N — N, alors la série )\ a, est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que » a, = oco. Montrer qu’il existe p : N — N,
bijective, t.q. ZZZO ap(p) — 00 quand n — oo. Conclure.
Exercice 2.30 (Régularité d’une mesure sur B(R), finie sur les bornés)

Cet exercice redémontre le théoreme de régularité (théoréme 2.3).

I. Soit m une mesure finie sur B(R), tribu borélienne sur R. On pose: T = {A € B(R) tel que
Ve > 0,30 ouvert de R, et F' fermé de R, tels que F C A C O et m(O\ F) <e¢}.

1. Soient a et b € R, a < b. Montrer que Ja,b[ € T.
2. Montrer que T est une tribu. En déduire que m est réguliére.
3. En déduire que, VA € B(R), m(A) = inf{m(0),0 D A, O ouvert de R}.
II. Soit m une mesure sur B(R), tribu borélienne sur R. On suppose que pour toute partie B bornée
de R t.q. B € B(R), on a: m(B) < +o0.
Pour B € B(R), on pose: vg(A) = m(AN B), VA € B(R).

1. Soit B € B(R) une partie bornée de R; montrer que vp est une mesure finie.

2. Soient € > 0 et A € B(R), montrer que, pour tout n € Z, il existe un ouvert O,, de R tel que
O, D AN|n,n + 1] et m(O,,) < m(AN|n,n + 1]) + ﬁ [Appliquer 1.3 avec vp
borné contenant Jn,n + 1], et ANn,n + 1].]

B,, ouvert

n’

3. a) Soient € > 0 et A € B(R). Montrer que pour tout n € Z, il existe O,, ouvert de R et F,
fermé de R t.q. F,, C ANjn,n + 1] C O, et m(O,, \ Fp,) <
b) Montrer que m est réguliere. [On pourra remarquer, en le démontrant, que si F,, est fermé
et F, Cln,n+1)Vn € Z, alors |,y F est fermé.]
¢) Montrer que m(A) = inf{m(0), A C O, O ouvert de R}, VA € B(R).

_€
2|n\ .

ITI. On note A la mesure de Lebesgue sur (R,R). Soit & € R* et § € R. Soit A € R. On pose
aA+ 8 = {ax + 8,2 € A}. Montrer que A + [ € R et que AM(aA + 3) = |a|A(4). [On
pourra commencer par étudier le cas ot A est un ouvert de R.] (Nous appellerons cette propriété :
“invariance par translation généralisée pour la mesure de Lebesgue”.)
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Exercice 2.31 (Mesure sur S') Corrigé 34 page 280

On considere S* = {(z,y)! € R?, |z|?>+|y|? = 1} (S! est donc le cercle unité de R?). Pour z = (z,y)! € S*,
il existe un unique 0, € [0,27[ t.q. = = cos(f,) et y = sin(f.). Pour a € [0,27] et 2 € S! on pose
R, (2) = (cos(f, +a),sin(f, +a))t. Noter que R, est une bijection de S sur S* (c’est la rotation d’angle
).

Définir une tribu T sur S', t.q. T contienne les parties de la forme {(cos(6),sin(6))?, 0 €], B[} avec
—00 < a < 3 < o0, et une mesure p sur T’ de sorte que (S, T, i) soit un espace mesuré avec p(S*) =1 et
t.q. p soit invariante par rotation (c’est a dire que, pour tout A € T et a € [0, 27[, on ait R, (A) = {Ra(2),
z€ A} €T et u(Ra(A)) = u(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(R), et la mesure
de Lebesgue sur B(R).]

2.7.3 Probabilités

Exercice 2.32 (Exemple de probabilité)
Soit E = {zy,k € N} un ensemble infini dénombrable et (pi)ren C [0,1]N t.q. pp > OVk € N et
ZkeN Pk = 1.

1. Montrer que, pour tout A € P(E), A # 0, on peut définir p(4) = >, 4 pr. On pose p(0) = 0.

2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.33 (Lemme de Borel-Cantelli) Corrigé 35 page 281

Soient (E,T,p) un espace probabilisé et (A,)neny C T. On pose B, = Up>, Ak et A = NyenB, (on
rappelle que A = limsup,,_, ., A,).

1. Montrer que si -y p(Ay) < 400 alors p(A) = 0.

2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements A1, ..., A, sont indépendants. On suppose aussi
que ). yP(An) = oo. Montrer que p(A) = 1.

Exercice 2.34 Soient E une “population”, ¢’est-a-dire un ensemble fini,et (C),)nen une famille de "sous-
populations”, c¢’est-a-dire un systéme de constituants de I’espace probabilisable (E,P(FE)). Soit P, la
probabilité qu’un individu de la population appartienne & la sous-population C,,, c’est-a-dire p(C),), ou p
est une probabilité sur (E,P(E)). Sachant que dans chaque sous-population la probabilité d’étre gaucher
est Q,,, trouver la probabilité qu'un gaucher appartienne a C,.

Exercice 2.35 Soient S7 (resp. S2) un seau contenant n; cailloux noirs et by cailloux blancs (resp. ng
cailloux noirs et by cailloux blancs). On tire au hasard, de maniére équiprobable, un des deux seaux,
et on tire ensuite au hasard, de maniere équiprobable, un caillou dans ce seau. Sachant qu’on a tiré un
caillou noir, quelle est la probabilité de ’avoir tiré du seau Sy ?

Exercice 2.36 Soient p une probabilité sur (R, B(R)) et F' la fonction de répartition de p. Montrer que
F est continue ssi p({a}) = 0. En déduire que F est continue si F' ne charge pas les points.
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Chapter 3

Fonctions mesurables, variables
aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires & la définition de l'intégrale de
Lebesgue. De la méme maniére que les fonctions en escalier ont été introduites lors de la définition
de l'intégrale des fonctions réglées, nous introduisons maintenant le concept de fonction étagée sur un
espace mesurable (E,T). Nous introduirons ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable
aléatoire, ainsi que les premieres notions de convergence de ces fonctions. La notion de variable aléatoire
est fondamentale en calcul des probabilités: c’est en général par la connaissance de la variable aléatoire
(et par sa “loi de probabilité”) que se construit le modele probabiliste, I’espace probabilisé (E, T, p) restant
souvent mal connu.

Remarque 3.1

1. L’objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F (espace d’arrivée). Pour
construire ainsi une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au départ et un espace topologique
a Darrivée, car nous aurons besoin dans ’espace d’arrivée d’une notion de convergence (pour les
procédés de passage a la limite dans la définition de l'intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont
(pour la théorie de Iintégration) R, C, RY ou un espace de Banach. Le procédé de construction di &
Lebesgue donne un role fondamental aux fonctions & valeurs dans Ry (et & la notion de convergence
“croissante”) et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de Ry (voir la définition 3.1).

2. On rappelle qu'un espace topologique est la donnée d’un ensemble F' muni d’une famille de parties
de F, appelées “ouverts de F”, contenant () et F', stable par union (quelconque) et stable par
intersection finie. On rappelle aussi que, dans un espace topologique, z,, — x, quand n — oo,
signifie que, pour tout O ouvert contenant x, il existe ng t.q. z,, € O pour tout n > ng.

3. Soit F' un espace topologique et G C F. On appelle topologie trace sur G, ou topologie induite sur
G, la topologie définie par I’ensemble des restrictions a G des ouverts de F. Si O C G, O est un
ouvert de G si et seulement si il existe U ouvert de F' t.q. O = U N G. Noter donc que O peut ne
pas étre un ouvert de F' si G n’est pas un ouvert de F'. Par contre, il est important de remarquer
que si G est un borélien de F' (c’est-a-dire G € B(F'), B(F) étant la tribu engendrée par les ouverts
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de F)), 'ensemble des boréliens de G est exactement ’ensemble des boréliens de F' inclus dans G,
c’est-a-dire B(G) = {B C G; B € B(F)}, ceci est démontré dans l'exercice 2.3 page 41.

4. Un exemple fondamental de topologie sur I’ensemble F' est celui de la topologie donnée par une
distance sur F'. Dans le cas de F' = R, nous considérerons toujours R muni de la topologie donnée
par la structure métrique de R, c’est-a-dire par 'application “distance” définie par d(a,b) = |b — al.

Définition 3.1 (Topologie et tribu de Borel sur R;) R, =R, U {oo}
1. Soit O C Ry. O est un ouvert si pour tout a € O on a :

(a) Si0 < a< oo, alors il existe e € Ry t.q. Ja—e,a+¢[C O,
(b) sia =0, alors il existe « € R} t.q. [0,a[C O,
(¢) sia= o0, alors il existe « € Ry t.q. Ja,00] C O.

2. B(Ry) est la tribu (sur Ry ) engendrée par les ouverts de Ry.. Soit B C Ry, on peut montrer (voir
la remarque 3.2 ci apres) que B € B(Ry) si et seulement si BNR € B(R) (B(R) est la tribu de
Borel sur R).

Remarque 3.2

1. La topologie sur R est la topologie induite par celle de R, c’est aussi la topologie induite par celle
de R. L’ensemble des boréliens de R, est donc égal & 'ensemble des boréliens de R, inclus dans
R, et c’est aussi 'ensemble des boréliens de R inclus dans R (voir la remarque 3.1). On remarque
aussi que {oo} € B(Ry) (car {oo} est, par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts de
R,). On en déduit que, si B C Ry, on a B € B(R,) si et seulement si BNR € B(R) (noter que
BNR=BNR,).

2. Soit A C R, A est donc un borélien de R si et seulement si A € B(R) ousi A = B U {oo}, avec
B € B(R).

3. La définition de la topologie sur R, donne bien que, pour (z,)n,en C Ry, on a x,, — oo (dans R,
quand n — 00) si et seulement si, pour tout o > 0, il existe ng t.q. =, €]a, o0] pour tout n > ng
(ce qui est la définition usuelle de convergence vers co).

4. On peut aussi montrer (exercice...) que B(R,) est la tribu engendrée par C; = {]a,x]; a € R, }.
C’est aussi la tribu engendrée par Co = {Ja,oc[NRy; a € R}. Par contre, ce n’est pas la tribu
engendrée (sur Ry ) par C3 = {]Ja,o0[; @ € Ry} (on a donc T'(C3) C B(R4) et T(C3) # B(Ry)).

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.2 (Fonction caractéristique) Soient (E,T) un espace mesurable et soit A € T. On
appelle fonction caractéristique mesurable de l’ensemble A, et on note 14 (ou xa) la fonction définie
par : la(z) =1siz € Aet1a(x) =0 si x € A

Définition 3.3 (Fonction étagée) Soient (E,T) un espace mesurable et f ; E — R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si f est une combinaison linéaire (finie) de fonctions carac-
téristiques mesurables, c’est-a-dire s’il existe une famille finie (A;)i=1,..n C T et n réels ai,...,an

n
tels que f = ZailAi'

i=1
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2. On dit que f est étagée positive si f est étagée et prend ses valeurs dans R.

On note € l’ensemble des fonctions étagées et £, ’ensemble des fonctions étagées positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir I'intégrale a partir de la notion de
mesure. On se limite pour 'instant aux fonctions positives afin de donner un sens a I’addition de mesures
infinies. Notons que, dans la définition d’une fonction étagée, les ensembles A; peuvent étre d’intersection
non vide. On aura besoin, pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive,
de considérer une décomposition de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection vide. C’est I'objet
du lemme suivant:

Lemme 3.1 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive)

Soit (E,T) un espace mesurable, et soit f € £, une fonction étagée positive, non identiquement nulle.
Alors il existe une unique famille finie (a;, Ai)i=1,.n C Ry X T t.q. 0 < a1 < ... < an, A; # 0, pour
tout i, A,MA; =0, sii#j, et f=> 1 ala,.

DEMONSTRATION : Soient (B;)i=1,.., C T, (b;)i=1,..p C Ret f = Y blp, une fonction étagée
positive non nulle. L’ensemble Imf des valeurs prises par f est donc fini. Comme Imf C Ry, on a
donc Imf \ {0} = {ai1,...,a,} avec 0 < aj,... < a,. En posant A; = {x € F; f(x) = a;}, on a donc
f=3" 1aila, avec A; # 0 et A; N A; = 0. (Noter aussi que {z € E; f(z) = 0} = (U, 4;)°.) 1l reste
a montrer que A; € T. Pour i € {1,...,n}, on pose I; = {K C {1,...,p} ; ai = >, cx br}. On a alors,
pour tout i € {1,...,n}, A; = Uger,Ck, avec Cx = N,_D;, Dj = Bjsij€ K et Dj = B si j ¢ K.

Les propriétés de stabilité d’une tribu nous donnent alors que 4, € T pour tout ¢ € {1,...,n}. On a
donc trouvé la décomposition voulue de f. Le fait que cette décomposition est unique est immédiat car
on a nécessairement {a,...,a,} =Imf \ {0} et A; ={x € E; f(z) = a;}. m

On aurait envie a partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la forme précédente,
de définir I'intégrale de f comme [ fdm =" a;m(4;).

En fait, on pourra méme (cf définition 4.1) définir I'intégrale d’une fonction étagée avec une décomposition
plus générale (non unique) grace au lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit f € £, une fonction étagée positive non nulle, t.q.
n p

f= ZailAi et f= ZbilBi 0l @1, ..., Gn, b1,...,b, sont des réels strictement positifs, (A;)i=1,.n CT
i=1 i=1

et (B;)i=1,.p C T sont des familles de parties disjointes deux & deuz, i.e. telles que A; N Aj =0 et
B,NB; =0 sii+#j. Alors :

D aim(A;) =Y bim(By). (3.1)
i=1 j=1

DEMONSTRATION : On pose, pour ¢ = 1,...,net j = 1,...,p, C;; = A; N B;. En remarquant que
{a; f(x) > 0} = Ul Ay = US_ By, on écrit A; = UL_, Cyj et By = U, Cy;. On peut donc écrire

D am(A) =YY am(C)) (3.2)
=1

i=1 j=1
et
p P n
> bym(Bj) =3 bim(Cij) (3.3)
j=1 j=11i=1
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On remarque alors que a; = b; des que C;; # (), d’ou I'égalité 3.1. m

Lemme 3.3 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition)

Soit (E,T) un espace mesurable, et soit f € £ une fonction étagée. Alors il existe une unique famille
finie (a;, Ai)izo,..n CRXT t.q. a; #aj sii#j, A; #0, pour tout i, A,NA; =0, sii#j, E=U"A;
et f= Z?:o aila,.

DEMONSTRATION :
La démonstration est tres voisine de celle donnée pour la décomposition d’une fonction étagée positive
(lemme 3.1). L’ensemble {a;, i € {0,...,n}} est I'ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas

seulement les valeurs non nulles) et A; = {x € E; f(z) = a;}.
"

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que £ est un espace vectoriel sur R.

Proposition 3.1 (Structure vectorielle de £) Soit (E,T) un espace mesurable, ’ensemble des fonc-
tions étagées, &, est un espace vectoriel sur R. De plus, si f,g € £, on a aussi fg € E.

DEMONSTRATION :

Soit f,g € & et soit a, B € R. On utilise la décomposition de f et g donnée dans le lemme 3.3. Elle donne
f=oaila, et g =37 bjlp,. Comme les familles (A;)(icqo,...n}} €t (Bj){jefo,....m}y forment des
partitions de E, on a:

f = E?:O Z;n:o ailAiﬁBj et g= Z;n:O Z?:O b.leimBj’
de sorte que aof + 89 =>.1" Z;.nzo(aai + Bbi)1a,nB,, ce qui montre que af + Bg € £, et donc que & est
un espace vectoriel.
D’autre part, on remarque aussi que fg = Z?:o E;":O a;bila,nB;, ce qui montre que fg € £.
[

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de I'intégrale des fonctions étagées (voir
proposition 4.1).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale a une classe de fonctions plus générale que celle des fonctions étagées
(positives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On pourra ensuite utiliser une technique de
“passage a la limite” pour définir I'intégrale de telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de E dans F. L’espace de
départ, F, est muni d’une tribu et 'espace d’arrivée, F, est, en général, muni d’une topologie (et donc
de sa tribu de Borel, les exemples fondamentaux sont ' = R ou F' = R, ). On peut aussi considérer le
cas olt F' est muni d’une tribu (non donnée par une topologie sur F).

Définition 3.4 (Fonction mesurable) Soient (E,T) un espace mesurable et F' un ensemble muni
d’une topologie (par exemple : F = R ou Ry ). Une fonction f, définie de E dans F, est une fonction
T-mesurable si f~1(A) € T, pour tout A € B(F). (Ce qui est équivalent & dire que la tribu f~1(B(F)) =
{f~Y(B), B € B(F)} est incluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~'(B) € T} contient
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B(F), voir lexercice 2.4 sur les tribus image directe et image réciproque.) En labsence d’ambiguité
possible on dira “mesurable” au lieu de “T'-mesurable”.

Plus généralement, si F' n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F')) mais est muni directe-
ment d’une tribu T (on a alors deuz espaces mesurables : (E,T) et (F,T)), une fonction f, définie de
E dans F, est une fonction (T, T )-mesurable si f~*(A) € T, pour tout A € T. (Ce qui est équivalent a
dire que la tribu f~Y(T) = {f~1(B), B € T} est incluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F);
f~Y(B) € T} contient T.) En l'absence d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de {T,T)-
mesurable”.

Remarque 3.3 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (F,T) un espace mesurable.
Soit f € £ (donc f est une application de F dans R). D’apres la proposition 3.3, il existe (Ag, ..., An),
partition de E, et ag,...,a, € R t.q. f =>.1" ja;la, et A; € T pour tout ¢ € {0,...,n}. Pour tout
B CR,onadonc f}(B) = Ugisa;eByAi € T. Ce qui prouve que f est mesurable de E' dans R.

Noter que si f € £,, on a donc aussi f mesurable de E dans R (voir I'exercice 3.3).

La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou “
“fonction mesurable” ou “application mesurable”).

élément aléatoire” (au lieu de

Définition 3.5 (Variable aléatoire, élément aléatoire)

1. Soit (E,T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire une fonction X définie de E dans
R et T-mesurable, i.e. t.q. X *(A) € T, pour tout A € B(R).

2. Soit (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonction X, définie de E dans F', est un
élément aléatoire si c’est une fonction (T, T)-mesurable (c’est-a-dire si X 1(A) € T, pour tout A
€ T). Lorsque F est un espace vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un
“vecteur aléatoire”.

Remarque 3.4 Comme cela a été dit dans la proposition 3.4, on dit, en ’absence d’ambiguité, “me-
surable” au lieu de “T-mesurable”. On remarque d’ailleurs que le terme probabiliste “variable aléatoire”
ne mentionne pas la dépendance par rapport a la tribu. Dans la définition 3.5, on a noté X la variable
aléatoire plutot que f car c’est 'usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.6 (Tribu engendrée par une fonction mesurable)

Soient (E,T) un espace mesurable (resp. probabilisable) et f (resp. X ) une fonction mesurable de E
dans R (resp. une variable aléatoire) alors ’ensemble {f~1(A), A € B(R)} (resp. {X1(A),A € B(R)})
est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction mesurable f (resp. la variable aléatoire
X ). Cette tribu est aussi la tribu image réciproque de B(R) par f (resp. X ).

Définition 3.7 (espaces M et M) Soit (E,T) un espace mesurable, on note :
e M(E,T)={f:FE — R, mesurable },
e M (E,T)={f:E— Ry, mesurable }.

En labsence d’ambiguité, on notera M = M(E,T) et My = M (E,T).

Proposition 3.2 (Premiére caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — F, avec F = R ou Ry. Soit C une partie de P(F)
engendrant la tribu borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et seulement f~1(C) € T pour tout
C € C. En particulier, f est mesurable si et seulement si f vérifie l'une des deux propriétés suivantes :
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1. f7Y(a, B]) € T, pour tout o, B ER, a < 3,

2. f7Y(a,00]) € T, pour tout a € R.

Dans cette caractérisation, l’ensemble o, B] (ou |a, oo]) désigne, bien sir, 'ensemble des éléments de F
appartenant d |o, B8] (ou o, 00l).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de ’exercice 3.1. Le lecteur pourra trouver lui-méme
d’autres caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la proposition ci-dessus. Par exemple, soit f de
E (muni de la tribu T') dans R, la fonction f est mesurable si et seulement si f~!(]o, 00]) € T pour tout
a > 0 (par contre, f~1(Ja, 00[) € T pour tout o > 0 n’implique pas que f est mesurable).

La proposition suivante nous permettra de définir I'intégrale des fonctions appartenant & M (comme
limite d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par contre, on ne pourra pas donner un
sens, dans le cas général, a l'intégrale des fonctions appartenant a M.

Proposition 3.3 (Mesurabilité positive) Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R. Alors f
€ My si et seulement si il existe une suite (fn)nen C Ex, t.q. :

1. Pour tout x € E, fp(x) — f(z), quand n — oo,
2. fonx1(x) > fo(x), pour tout x € E, et tout n € N.

les 2 conditions précédentes seront dénotées dans la suite sous la forme f, T f quand n — co.

DEMONSTRATION : Soit (fr)nen € €4 t.q. fr T f quand n — co. On remarque que, pour tout @ € R,

FM e, +00)) = | £t (Ja, +o0]). (3.4)

neN

Comme f,, est mesurable, pour tout n € N (voir la remarque 3.3), on a f, !(Ja, +o0o[) € T pour tout
n € N et donc, par stabilité de T' par union dénombrable, f~1(Ja, +00]) € T. Ceci étant vrai pour tout
a € R, on en déduit, comme {]a, +00], a > 0} engendre B(R,), que f est mesurable de E dans R,
c’est-a-dire f € M.

Réciproquement, on suppose que f € M+. On va construire (f,)nen C E+ t.q. fn T f quand n — oo.

Pour n € N*, on définit la fonction f, par :

P p p+l n
fulz) =4 a0 8 (x) € [27, on [, avec p € {0,...,n2" — 1}, (3.5)
nsi f(z) > n,
de sorte que
n2™—1

D
o =nlieep; f(x)>ny + z;) ﬁl{zeE;f(r)e[%’%[}'
—

Comme f € My, ona {z € E; f(z) >n} € T et {x € B; f(z) € [&, 57 [} € T pour tout n et tout p,
on a donc (fn)nen+ C E4.

On montre maintenant que, pour tout z € E, on a f,(x) — f(z), quand n — co. Soit z € E. On
distingue deux cas :
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Premier cas. On suppose f(z) < oo. On a alors, pour n > f(z), |f(z) — fu(z)] < 3. On a donc
fn(z) — f(z) quand n — oco.
Deuziéme cas. On suppose f(x) = co. On a alors f,(z) = n pour tout n € N* et donc f,(x) — f(z)

quand n — oo.

On montre enfin que, pour tout = € E et pour tout n € N*, on a f,,11(x) > fn(z). Soit € E et n € N*.
On distingue trois cas :

Premier cas. On suppose f(z) >n+ 1. On a alors f,y11(x) =n+1>n= f,(x).

Deuziéme cas. On suppose n < f(x) < n+ 1. Il existe alors i € {n2"*! ... (n+ 1)2"" — 1} t.q.
f(x) € [2"%’ 21;:_7431] On a alors fn(x) =n< ﬁ = fn+1(x)~

Troisiéme cas. On suppose f(z) < n. Il existe alors p € {0,...,n2" — 1} t.q. f(z) € [&, Bl [=
2(p+1 : . 2(p+1
5o, 22 [ Si f(x) €[5, F ] ona fu(2) = & = 528 = fasi (@) Si f(2) € [35H, B[, on a

fo(z) =% < gﬂﬂ = fnt+1(2). On a toujours f,,(x) < fri1(x).

On a bien ainsi construit (f,)nen C &4 t.q. fn T f quand n — oo.

Proposition 3.4 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T) un espace mesurable, et f : E — R. On
suppose que f est mesurable. Il existe alors une suite (fn)nen C € t.q., pour tout x € E, f,(z) — f(z),
quand n — 0o.

DEMONSTRATION :

On définit la fonction f* : E — R, par fT(z) = max(f(z),0) pour tout € E. On remarque que
fTe My (et fT € M, voir 'exercice 3.3). En effet, f* prend ses valeurs dans Ry et (f1)71(Ja, 00]) =
ft(Ja,00]) € T si @ > 0. On conclut en remarquant que {]a, o0], a > 0} engendre B(R,). On définit
également f~ = (—f)T, de sorte que f = f — f~. On a donc aussi f~ € M,. La proposition 3.3
donne 'existence de (fy)nen C Ex et (gn)neny C E+ t.q. fu 1T fT et go T f~ quand n — oo. On pose
hn = fn — gn, de sorte que h,(x) — f(z), quand n — oo, pour tout x € E. D’autre part, comme & est
un espace vectoriel (voir la proposition 3.1 page 54), on a (hy,)pen € £.

n

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité de M et M (voir la proposition
3.5) une deuxiéme caractérisation de la mesurabilité, voir la proposition 3.6.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble tres “stable”, c’est-a-dire que des opérations “usuel-
les” (comme “addition”; “multiplication”, “limite”...) sur des fonctions mesurables donnent encore des
fonctions mesurables, ceci est précisé dans la proposition suivante. Dans le cas (fondamental) de (E,T)
= (R, B(R)), il est “difficile” de trouver des fonctions non mesurables (comme il est “difficile” de trouver
des parties non boréliennes, bien que le cardinal de B(R) soit égal au cardinal de R et donc strictement
inférieur au cardinal de P(R)). En pratique, on peut en gros supposer que les fonctions de R dans R sont
toutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait “beaucoup” de fonctions non mesurables. .. ).

Proposition 3.5 (Stabilité de M et M) Soit (E,T) un espace mesurable.
1. Soit I C N.
Soit (fn)ner C My, alors sup, ey fn € My etinfher fr € M.

Soit (fn)ner C M. Sisup,c; fn prend ses valeurs dans R, alors sup,,c; fn € M. De méme, si
inf,cr fn prend ses valeurs dans R, alors inf,c1 f,, € M.
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2. Soit (fn)nen C My, alors limsup,, ., fn € My et liminf,, o f, € M.

Soit (fr)nen C M. Silimsup,,cy frn prend ses valeurs dans R, alors imsup,,cy fr € M. De méme,
si liminf, ey fn, prend ses valeurs dans R, alors liminf,cy f,, € M.

3. Soit (fr)nen C M. On suppose que fn(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.
Soit (frn)nen C€ M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.

4. M est un espace vectoriel sur R et si f,g € M, alors fg € M.
DEMONSTRATION :

L. Soit (fu)nen C My. Il est clair que f = sup,,c; fn est bien définie et prend ses valeurs dans R,.
Puis, Pour tout & € R, on a f~'(Jo, ]) = Uperf, ' (Jo, 0]) € T. Comme {Ja,00] "Ry, a € R}
engendre B(R; ), on en déduit que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire f € M.

De méme la fonction f = inf,c; f, est aussi bien définie et prend ses valeurs dans R (elle prend
méme ses valeurs dans R, si les f,, prennent leurs valeurs dans R, ceci n’est pas vrai avec la
fonction sup,,c; fn). On remarque ensuite que f~!(] — 0o, af) = Unerf, *(] — 00, af), pour tout
a € R. Comme {] — 0o,a["R,, a € R} engendre B(R,), on en déduit que f est mesurable de F
dans B(R,), c’est-a-dire f € M.

Soit maintenant (fn)nen C M. La fonction f = sup,,c; fn est bien définie si on la considére comme
étant a valeurs dans R car elle peut prendre la valeur 4+o0o en certains points. On la suppose
maintenant a valeurs dans R. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que
F Yo, 00]) = Unerfit(Ja,o0]) et que {Ja, <[, @ € R} engendre B(R). De meéme, La fonction
f =inf,cs fn est bien définie si on la considere comme étant & valeurs dans R car elle peut prendre
la valeur —oco en certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On peut alors
raisonner comme précédemment en remarquant que (] — 0o, ) = Uperf, (] — 00, af) et que
{] = o0, a[, @ € R} engendre B(R).

2. Soit (fn)nen € M4. On pose f = limsup,,_, . fn, la fonction f est bien définie & valeurs dans R .
Pour tout z € E, on a f(z) = limsup,,_, o, fn(7) = lim, oo (SUp,>,, [ (7)) = infren(sup,s, fr(2)),
c’est-a-dire f = inf,en(sup,>,, fp). En utilisant les résultats précédents (avec sup puis inf), on a
donc f € M. Un raisonnement similaire donne liminf,, . f, = sup,eny(infp>n fp) € M.

Soit maintenant (f,)nen C M. On suppose que f = limsup,,_, fn = infpen(sup,>, fp) (qui est
bien définie dans RU {oc}) prend ses valeurs dans R. Comme les f,, prennent leurs valeurs dans R,
on peut alors remarquer que la fonction sup,,>,, f, prend aussi ses valeurs dans R, pour tout n € N.
On a donc, avec la propriété démontrée en 1, sup,,, f, € M pour tout n € N. Puis, utilisant
encore la propriété démontrée en 1, f = infneN(suppZn fp) € M. Un raisonnement analogue donne
liminf,, o frn = sup,eny(infp>n fp) € M deés que 'on suppose que liminf, o f,, prend ses valeurs
dans R.

3. Cette question est immédiate grace a la précédente. Il suffit de remarquer que des que la limite de la
suite (fn(z))nen existe, elle est nécessairement égale & la limite supérieure (ou la limite inférieure)
de cette méme suite (f,(x))nen, cest-d-dire que lim, . fn(x) = limsup,,_, . fn(z) (pour tout
x € E). Ici on remarque donc simplement que f = limsup,,_, ., f. et on applique la propriété 2.
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4. Soit f,g € M et soit a, 8 € R On pose h = af +3¢g. D’apres la proposition 3.4, il existe (fy,)nen C €
et (gn)nen C € t.q. fulz) — f(2) et gn(z) — g(x), quand n — oo, pour tout x € E. On pose
hn = afn + Bgn, de sorte que hy,(z) — h(x), quand n — oo, pour tout € E. La proposition
3.1 donne que £ est un espace vectoriel sur R, on a donc (hy)peny C €. Comme & C M (voir la
remarque 3.3), la propriété 3 ci dessus donne alors que h € M. L’ensemble M est donc un espace
vectoriel (sur R).

Soit f,g € M. On pose h = fg. On raisonne comme ci dessus, il existe (fy,)nen C € €t (gn)nen C €
t.q. fu(z) — f(z) et go(z) — g(z), quand n — oo, pour tout « € E. On pose h, = fngn,
de sorte que h,(x) — h(z), quand n — oo, pour tout « € E. La proposition 3.1 donne aussi
(hn)nen C € C M. La propriété 3 ci dessus donne alors que h € M.

Proposition 3.6 (Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité) Soit (E, T') un espace mesurable
et f: E — R. Alors, f est mesurable si et seulement si il existe une suite (fn)neny C € t.q., pour tout
x€E, fo(zr) = f(z), quand n — co.

DEMONSTRATION :
Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.4 pour le sens “seulement si” et par la propriété 3
[1955))

de la proposition 3.5 pour le sens “si”.
[

On rappelle aussi quune fonction f de E (muni de la tribu 7)) dans R, est mesurable (c’est-a-dire
appartient & M) si et seulement si il existe (f)nen C €4 t.q. fn T f (voir la proposition 3.3).

Remarque 3.5 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.6 peut étre fausse si on prend pour
F un espace topologique quelconque (elle reste vraie, par exemple, si F' est un espace vectoriel normé de
dimension finie) avec une définition immédiate de £ généralisant celle donnée pour les fonctions a valeurs
dans R ou R.

Définition 3.8 Soient E un ensemble et f : E — R. Pour tout x € E, on pose :

o [T(z) = max(f(x),0),
o f7(x) = —min(f(x),0) = (=f)"(z),
o |fl(z) =[f(2)l

Proposition 3.7 Soient (E,T) un espace mesurable et f € M. On a alors f = fT—f~, |fl=fT+f"
etf+7 f_; |f| €M+0M'

DEMONSTRATION :
Le fait que f = f* — f~ et |f| = fT + f~ est immédiat. On a déja vu, dans la démonstration de la
proposition 3.4, que f*,f~ € M4 et donc que fT, f~ € M (voir l'exercice 3.3). La proposition 3.5
donne que M est un espace vectoriel sur R. On a donc |f| €M et donc aussi |f| € My car |f| > 0.

n
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3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E,T) et (F,T) deux espaces mesurables (I’exemple fondamental est (F,7) = (R, B(R))) et f une
fonction mesurable de E vers F. Si m est une mesure sur 7', alors on peut définir, a partir de f et m,
une mesure sur 7 de la maniére suivante :

Proposition 3.8 (Mesure image) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (F,T) un espace mesurable et
f une fonction mesurable de E vers F' (c’est-a-dire (T, T )-mesurable). Alors, Uapplication my définie de
T dans Ry par : msp(A) = m(f~1(A)), pour tout A € T, est une mesure sur T, appelée mesure image

par f.

DEMONSTRATION : 1l suffit de remarquer que my est bien définie, que mys(0) = 0 et que my est
o—additive, ce qui découle naturellement des propriétés de m. ]

Définition 3.9 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une variable aléatoire)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-a-dire une fonction mesurable
de E, muni de la tribu T, dans R, muni de la tribu borélienne). On appelle loi de probabilité de la variable
aléatoire X la probabilité px image de p par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle
fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité px .

Dans de nombreux cas, les modeles probabilistes seront déterminés par une loi de probabilité d’une
variable aléatoire. Une conséquence immédiate du théoreme 2.4 est que la loi de probabilité d’une
variable aléatoire réelle est entierement déterminée par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans
la proposition suivante.

Proposition 3.9 (Egalité de deux lois) Soient (E,T,p) et (E',T',p') des espaces probabilisés, X une
variable aléatoire réelle sur E (c’est-a-dire une fonction mesurable de E, muni de T, dans R muni de
B(R)) et X’ une variable aléatoire réelle sur E'. On a alors px = py si et seulement si p({X < t}) =
P’ ({Y < t}) pour toutt € R. On a aussi px = py si et seulement si p({s < X <t})=p'({s <Y <t})
pour tout s,t € R, s < t. (Les inégalités strictes peuvent remplacées par des inégalités larges.)

DEMONSTRATION : Cette proposition est une conséquence des théorémes 2.4 et 2.5. Il suffit de remarquer
que p({X <t}) =px(] —o00,t]) et p({s < X <t}) = px([s,t]) (et les mémes égalités avec Y au lieu de
X). ]

On rappelle que la notation p({X < t}) (si X est une v. a. réelle sur l'espace probabilisé (F, T, p)) signifie
p({w € E; X(w) <t}). Cette notation sera abrégée sous la forme p(X < ¢).

Définition 3.10 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E,T,p) et (E',T',p') des espaces probabilisés, X (resp. X') une variable aléatoire de (E,T,p)
(resp. (E',T',p")) dans (R, B(R)), on dit que les variables aléatoires X et X' sont équidistribuées si elles
ont méme loi de probabilité.

Définition 3.11 (Variable aléatoire discréte, entiére, continue) Soient (E,T,p) un espace proba-
bilisé, X une variable aléatoire sur (E,T,p), px la loi de la variable aléatoire X et Fx sa fonction de
répartition;

1. Si X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discréte.

2. 81 X(E) CN, on dit que la variable aléatoire X est entiére.
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3. Sila fonction de répartition Fx définie de R dans [0,1] est continue, on dit que la variable aléatoire
est continue.

Définition 3.12 (Variables aléatoires indépendantes) Soit (E,T,p)) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et Xq,...,Xn une famille de variables aléatoires réelles. On dit que X1,...,Xn

sont indépendantes (ou que la famille ( X1,...,Xn) est indépendante) si les tribus engendrées par
X1,...,Xn (on notera souvent 7(X) la tribu engendrée par la variable aléatoire X ) sont indépen-
dantes.

2. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles. On dit que la suite (X, )nen est indépen-
dante (ou que les v.a. X1,..., Xp,... sont indépendantes) si, pour tout N > 1, les v.a. X1,..., XN
sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. ” une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement
distribuées (ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la suite ont méme loi).

Soit (E,T,p)) un espace probabilisé et X7, X5, X5 trois v.a.r. (c’est-a-dire variables aléatoires réelles).
Le fait que X7 soit indépendante de X5 et X5 n’implique pas que X; soit indépendante de (par exmple)
X5 4+ X3, méme si Xo et X3 sont indépendantes. Mais, on a bien X; indépendante de Xs + X3 si la
famille (X1, X, X3) est indépendante. Ceci est une conséquence da la proposition suivante.

Proposition 3.10 (Indépendance et composition)

Soit (E,T,p)) un espace probabilisé, n > 1, m > 1 et Xq,...,X,,Y1,...,Y, des v.a.r indépendantes.
Soit ¢ une fonction borélienne de R™ dans R et 1) une fonction borélienne de R™ dans R. Alors, les
va.r. ¢(X1,...,Xp) et v(Y1,...,Y,,) sont indépendantes. Nous avons ici décomposé la famille initiale
de v.a.r. indépendantes en 2 groupes. la proposition peut se généraliser a une décomposition en un nombre
quelconque de groupes.

DEMONSTRATION : La notation p(Xq,. .., X,) est un peu incorrecte (mais toujours utilisée). Elle désigne
(comme on le devine facilement) la composition de ¢ (qui va de R™ dans R) avec I'application de E dans
R™ donnée par les X;,i=1,...,n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation & un nombre quelconque de groupes)
est une conséquence simple de la proposition 2.11 dés que l'on remarque que la tribu engendrée par
o(X1,...,X,) est incluse dans la tribu engendrée par X, ..., X,,, ce que nous démontrons maintenant.

On note 7 la tribu engendrée par Xi,..., X, et X D'application de E dans R™ qui a w € E associe
(X1(w,) ..., Xn(w)). Il est facile de voir que {A € B(R™) t.q. X~1(A) € 7} est une tribu (sur R"). Si
A =TI, A; avec A; € B(R) pour tout i = 1,...,n, on a X '(4) = ﬁ?lei_l(Ai) € 7 (car Xi_l(A,»)
appartient & 7(X;) et donc & 7). Comme B(R") est engendrée par 'ensemble des produits de boréliens
de R (et méme par 'ensemble des produits d’intervalles ouverts de R, voir l’exercice 2.6), on en déduit
gie {4 € B(R") t.q. X !(A) € 7} contient B(R™). Pour tout B € B(R), on a donc (p(X))"1(B) =
X~ Y(B)) € 7 car p=1(B) € B(R") (puisque ¢ est borélienne). ce qui prouve bien que la tribu
engendrée par p(X1,...,X,) est incluse dans la tribu engendrée par Xi,..., X,. m

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de I'indépendance. Cette conséquence est que, si
X,Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X,Y") est le produit des lois Px et Py (c’est-a-dire ,
avec les notations du Chapitre 7, P x y) = Px ® Py). Une propriété analogue est vraie pour une famille
(X1,...,X,) de v.a.r. indépendantes.
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Nous terminons ce paragraphe par un théoreme tres utile en probabilités sur la représentation d’une v.a.
mesurable par rapport a une autre v.a..

Théoréme 3.1 (V.a. mesurable par rapport & une autre v.a.) Soient X et Y deur v.a. réelles
définies sur un espace de probabilités (0, A, P). Alors, la v.a. Y est mesurable par rapport a la tribu
engendrée par X (notée 7(X)) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle

que Y = f(X).

DEMONSTRATION : La démonstration de ce résultat fait Pobjet de lexercice 3.14 (corrigé 46). 1l est in-
téressant de remarquer que le démonstration de ce théoreme faite dans le corrigé 46 donne les informations
complémentaires suivantes :

e Y est 7(X)-mesurable bornée si et seulement si il existe f borélienne bornée t.q. Y = f(X),
e Y est 7(X)-mesurable positive si et seulement si il existe f borélienne positive t.q. Y = f(X).

La partie “si” de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si”, il suffit de remarquer
que la démonstration faite dans le corrigé 46 donne f t.q.

Imf ={f(t), t € R} C Im(Y) U {0}, avec ImY = {V(w), w € Q}.

3.5 Convergence p.p., p-S., en mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace mesuré a valeurs dans
R (ou R4) et on donne des liens entre ces différentes convergences. On introduit les notions équivalentes
pour les variables aléatoires en langage probabiliste.

Définition 3.13 (Egalité presque partout) Soient (E,T,m) un espace mesuré, F' un ensemble et f
et g des fonctions définies de E dans F (F =R ou F = R, par exemple) ; on dit que f = g m-presque
partout (et on note f = g m-p.p.) si Uensemble {x € E; f(x) # g(x)} est négligeable, c’est a dire qu’il
existe A €T t.q. m(A) =0 et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

On peut remarquer que si f et g sont des fonctions mesurables de E' (muni de la tribu T et de la mesure
m) dans R (ou Ry), Pensemble {z € E; f(z) # g(z)} (noté aussi {f # g}) appartient a T. Le fait que
f = gm p.p. revient donc & dire que m({f # g}) = 0. Dans la cas olt f ou g n’est pas mesurable,
lensemble {f # g} peut étre négligeable sans appartenir & T' (il appartient nécessairement & T si la
mesure est complete, voir la définition 2.15).

En l’absence de confusion possible, on remplace m-p.p. par p.p.. Cette définition se traduit en langage
probabiliste par:

Définition 3.14 (Egalité presque sture) Soient (E,T,p) un espace probabilisé, X et Y des variables
aléatoires X et'Y de (E,T) dans (R,B(R)) ; on dit que X =Y p-presque sirement (et on note X =Y
p.s. ), si Uensemble {x € E; X(x) #Y (x)} est négligeable.

Définition 3.15 (Convergence presque partout) Soient (E,T,m) un espace mesuré, F un ensem-
ble, (fn)nen une suite de fonctions de E dans F et f une fonction de E dans F (F =R ou F =R, par
exemple) ; on dit que f, converge presque partout vers f (f, — f p.p. ) si il existe une partie A de E,
négligeable, t.q., pour tout élément x de A, la suite (fn())nen converge vers f(z).
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Noter que la convergence simple entraine la convergence presque partout.

La définition 3.15 se traduit en langage probabiliste par:

Définition 3.16 (Convergence presque sure) Soient (E,T,p) un espace probabilisé, (X,)nen une
suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire ; on dit que X,, converge presque sirement vers
X (X, — X p.s. ) siil existe une partie A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de A¢, la suite
(X0 (2))nen converge vers X (x).

Définition 3.17 (Convergence presque uniforme) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C
M et f € M. On dit que f, converge presque uniformément vers f (f, — f p.unif. ) si, pour tout
€>0, il existe Ac T t.q. m(A) <e et f, converge uniformément vers f sur A°.

La convergence presque uniforme entraine la convergence presque partout (voir exercice 3.23).
Attention, la convergence “presque uniforme” ne donne pas la convergence “uniforme en dehors d’un
ensemble de mesure nulle”. La convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle” est reliée
a la convergence “essentiellement uniforme”, c’est-a-dire la convergence pour le “sup essentiel”, défini
ci-apres, ou pour la norme || -|| ~ que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.18 (sup essentiel) Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € M. On dit que [ est
essentiellement bornée si il existe C € Ry tel que |f| < C p.p.. On appelle alors “sup essentiel de |f|”, et
on le note || floo, Uinfimum des valeurs C telles que |f| < C p.p.. Si f n'est pas essentiellement bornée,
on pose || flo = 00.

Remarquons que dans le cas ou (E,T,m) = (R, B(R), \), le sup essentiel d’une fonction continue est la
borne supérieure de sa valeur absolue (ceci fait 'objet de la proposition 6.4).

Définition 3.19 (Convergence essentiellement uniforme) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f €
M et (fn)nen C M; on dit que f, converge essentiellement uniformément vers f (f, — f ess. unif. )
i |[fn — flloo — O lorsque n — +o0.

Il est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraine la convergence presque uniforme,
mais la réciproque est fausse (voir l'exercice 3.24). Le théoréme suivant donne, dans le cas ou la mesure
est finie, un résultat trés important qui fait le lien entre la convergence presque partout et la convergence
presque uniforme.

Théoréme 3.2 (Egorov) Soient (E,T,m) un espace mesuré, tel que m(E) < +00, (fn)neny C M et
f € M. On suppose que f, — f p.p.. Alors, pour tout € > 0, il existe A € T tel que m(A) < e et f,
converge uniformément vers f sur A°. (Autrement dit, la suite (fn)nen converge presque uniformément

vers f.)

La démonstration de ce théoréme fait 'objet de l'exercice 3.24. Attention, lorsque m(FE) = +o00, on peut
trouver des suites de fonctions qui convergent presque partout et non presque uniformément.

Définition 3.20 (Convergence en mesure) Soient (E,T, m) un espace mesuré, (fn)neny C M et f €
M. On dit que f, converge en mesure vers f si :

Ve > 07nli>rJrrloom({a: eE ;|f(x)— fulz)] = €}) =0. (3.6)

Cette définition se traduit en langage probabiliste par:
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Définition 3.21 (Convergence stochastique ou en probabilité) Soient (E,T,p) un espace proba-
bilisé, (X )nen une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire . On dit que X,, converge
stochastiquement, ou en probabilité, vers X si :

Ve 0, lim p({a € X, 5IX(@) - Xa(@)] 2 <) = 0. (37

On peut montrer (cf exercice 3.22) que si (fn)neny C M converge en mesure vers f € M et (fn)nen
converge en mesure vers g € M, alors f = g p.p.. On montre aussi que si (f,)nen C M converge en
mesure vers f € M et (gn)nen converge en mesure vers g € M, alors (f,, + gn)nen C M converge en
mesure vers f + g € M, et, si m est une mesure finie, (f,, gn)nen C M converge en mesure vers f g € M.
On montre a laide du théoreme d’Egorov que si f,, converge vers f presque partout, et si m(E) < +oo,
alors f, converge vers f en mesure. Réciproquement, si f, converge vers f en mesure, alors il existe une
sous-suite de (f)nen qui converge vers f presque uniformément (et donc presque partout). Ce second
résultat est vrai méme si m(F) = +oo (voir exercice 3.25).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’a présent avec les
relations existantes entre eux; les relations entre convergence presque partout et convergence en mesure
(resp. convergence presque sure et convergence stochastique) sont étudiées dans lexercice 3.25. (On en
introduira bientot encore quelques-unes. . .)

Terminologie “analyste” Terminologie “probabiliste”
convergence simple (cs)

convergence uniforme (cu)

convergence presque partout (cpp) convergence presque sure (cps)
convergence presque uniforme (cpu)

convergence en mesure (cm) convergence stochastique (cst)

On a les implications suivantes :

Terminologie “analyste” Terminologie “probabiliste”
(cu) = (cs) = (cpp)

(cu) = (cpu) = (cpp)

(cpp) = (cpu) si la mesure est finie

(cm) = (cpu) (et donc (cpp)) pour une sous-suite  (cst) = (cps) pour une sous-suite
(
(

= (cm) si la mesure est finie (cps) = (cst) si la mesure est finie
= (cm)

(cm

3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) (x)Corrigé 36 page 283

Soient (F,T) un espace mesurable et f une application de E dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~}(B) € T} est une tribu.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est mesurable,
(ii) f~1(C) € T, pour tout C € C.
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Exercice 3.2 (Composition de fonctions mesurables) Corrigé 37 page 283

Soit (E,T) et (F,S) deux espaces mesurables. Soit f : E — F et ¢ : F — R (R est muni, comme
toujours, de la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que @o f est mesurable
(de E dans R).

Exercice 3.3 (R ou R,...) Corrigé 38 page 283

Soit ¢ : R — R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a Parrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est
mesurable (on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considere comme une
application de R dans Ry (R étant aussi muni de la tribu borélienne).

Exercice 3.4 (Stabilité de M) Corrigé 39 page 284

1. Soient (E,T), (E',T"), (E",T") des espaces mesurables, f (resp. g) une application de F dans
E’ (resp. de E’ dans E’). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une
application mesurable de E dans E” .

2. Soit (E,T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R); soient f et g des
fonctions mesurables de E dans R.

(a) Montrer que f*(=sup(f,0)), f~(= —inf(f,0)) sont des fonctions mesurables de E dans R.
(b) Montrer que f + g, fg et |f| sont des fonctions mesurables de E dans R.

3. Soient (E,T) un espace mesurable, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On
suppose que la suite (f, (2))nen converge (dans R) pour tout z € E. On pose f(x) = limy— 400 fn ()
(pour tout z € F). Montrer que f est une fonction mesurable de E dans R.

4. Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T' dont les sous-ensembles ne soient
pas tous mesurables. Il existe donc B C A t.q. B ¢ T. Montrer que h = 1p — 14\ p n’est pas
mesurable (de E dans R), alors que |h| Dest.

Exercice 3.5 (Mesurabilité des fonctions continues) Corrigé 40 page 285

Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a l’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).
2. On suppose f continue & droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

Exercice 3.6 (Mesurabilité de 1g)

On munit R de sa tribu borélienne. La fonction 1g est-elle mesurable ?

Exercice 3.7

Soit (F,T,p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (E,T) ;

1. On prend pour X la variable aléatoire nulle, c’est-a-dire X : F — R, X(x) = 0, pour tout = € E.
Calculer la loi de probabilité px de X. En déduire que la connaissance de px ne permet pas en
général de déterminer la probabilité p sur E.
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2. Montrer que px détermine p de maniére unique si la tribu engendrée par X (voir la définition 3.6),
notée Ty, est égale a T'. Cette condition est-elle nécessaire ?

Exercice 3.8

Soit A une tribu sur un ensemble F et A € A tel que : B € Aet B C A implique B = () ou B = A.
Montrer que toute fonction mesurable (de E dans R) est constante sur A. En particulier si A est engendrée
par une partition, une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition. Donner une
fonction constante sur tout élément d’une partition mais qui ne soit pas mesurable. [Prendre comme
partition de R tous les singletons. . .|

Exercice 3.9 (Egalité presque partout) Corrigé /1 page 285

1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A\ la mesure de Lebesgue ; montrer que f =g
A p.p. si et seulement si f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et dy la mesure de Dirac en 0 ; montrer que f = g dy p.p-
si et seulement si f(0) = g(0).

Exercice 3.10 Corrigé 42 page 286

Soit f : RY x R dans R. On munit R? de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). On suppose que f est
mesurable par rapport & z € RV, pour tout y € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R,
pour tout = € RY.

Pour n > 1 et p € Z, on pose : a; = B p € Z ; on définit la fonction f,, n > 1, de RY x R dans R par :

fn(m7y> = f(xaag)v si y e [a’g7ag+1[
1. Montrer que f, converge simplement vers f lorsque n — —+oo.

2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que A x B € B(RV*1)
si A € B(RY) et B € B(R). Ceci est démontré dans l'exercice 2.5 page 42 pour N = 1 et dans
lexercice 7.1 pour N > 1.]

3. Montrer que f est mesurable.
[On pourra se contenter du cas N = 1...]

Exercice 3.11 (Tribu de Borel sur R, ) Corrigé 43 page 287

1. Montrer que {[0, 3], 3 € R%.} engendre B(R).
2. Montrer que {[0, 8], 8 € QN R} engendre B(R.).
3. (Question plus difficile.) Montrer que {]0, 3], 3 € R } n’engendre pas B(R,).

Exercice 3.12 Corrigé 44 page 288

Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée B(R)). On se
propose de montrer que le graphe de f est un borélien de R?. On admettra le résultat suivant, vu dans

I'exercice 2.5:
A, BeBR)=Ax B¢ B(Rz).

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(x,y) = y.
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1. Montrer que F' et H sont mesurables de R? dans R.

2. On pose G(f) = {(x,y)! € R%; y = f(2)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) €
B(R?).
Exercice 3.13 (mesurabilité au sens de Lusin) Corrigé /5 page 288

Soit m une mesure sur B(RY), finie sur les compacts de RY. On rappelle (cf. cours) que m est néces-
sairement réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(RY) et pour tout £ > 0, il existe F' fermé et O
ouvert t.q. F C AC O et m(O\F) <e¢).

Soit f € RV — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin” si pour tout compact K et pour tout
€ >0, il existe K compact, K1 C K, t.q. m(K \ K1) <cet f, € C(Ki,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(R™). Montrer que f est mesurable au sens
de Lusin. [Construire K; avec K, F' et O, ou F et O sont donnés par la régularité de m appliquée
a l'ensemble A.]

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € E(RN, B(RY)). Montrer que f
est mesurable au sens de Lusin.

3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RY, B(RY)). Montrer que f est mesurable au
sens de Lusin. [On rappelle quune fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On
pourra utiliser le théoréme d’Egorov, Théoreéme 3.2, et la question précédente.]

Exercice 3.14 (V.a. mesurable par rapport & une autre v.a.) Corrigé 46 page 290

Dans cet exercice, on démontre le théoreme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur
un espace de probabilités (Q,.4, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par rapport a la tribu
engendrée par X (notée 7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que
Y = f(X) (c’est-a-dire , plus précisément, que Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ou f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y
est 7(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y est 7(X)-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # ai pour j # k et
une suite d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y:Zalej.
J

On suppose aussi que U;A; = Q. Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu’il existe une fonction
borélienne f: R — R telle que Y = f(X).

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢, : R — R par: ¢, (x) = L[na] on [-] désigne la partie
entiere. ([z] est le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

(a) Montrer que, pour tout = € R, ¢, (x) converge vers x, quand n — co.
(b) On pose Y,, = ¢,(Y). Montrer que Y,, est 7(X) mesurable.
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4. Terminer la preuve du théoreme.

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que
Px(f=g9) =1

Exercice 3.15 (Composition de v.a.) Corrigé 47 page 292
Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y),)nen une suite
de variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire & valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit
Z par

Yw e Q, Z(w) = YN(w)(W)-
Montrer que Z est une variable aléatoire.

Exercice 3.16 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes)
Soit (F, A, P) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 évenements) Soit A, A; € A. Montrer que A; et Ay sont indépendants (c’est-a-
dire P(A1NAs) = P(A;1)P(As2)) si et seulement si les tribus 7({A1}) et 7({A2}) sont indépendantes
(c’est-a-dire P(By N Bg) = P(By)P(B2) pour tout By € 7({A1}) et By € 7({42})).

2. (Indépendance de n évenements, n > 2) Soit n > 2, A;,..., A, € A. Montrer que les événements
Ay, ... Ay vérifient “P(NierAi) = [[;c; P(Ai) pour tout I C {1,...,n}” si et seulement si les
tribus 7({A41}),...,7({4,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(N}_,B;) = []\, P(B;) pour tout
B, e t({A;}), i € {1,...,n}).

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que 'on peut avoir n évévements, notés Ay,..., Ay,
indépendants deux a deux, sans que les événements A4, ..., A, soient indépendants.
4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € Ay et que Ay et Ay sont deux tribus indépendantes (et
contenues dans A). Montrer que P(A) € {0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les éléments de A.

5. Soit n > 1 et Aq,..., A, € A. Montrer que les événements Aq,..., A, sont indépendants si et
seulement si les v.a. 14,,...,14, sont indépendantes.

Exercice 3.17 (Indépendance 3 par 3 et dépendance globale)

Trouver un espace de probabilités et 4 v.a.r. prenant leurs valeurs dans {—1,1} t.q. les 4 v.a. soient
3 par 3 indépendantes mais ne soient pas indépendantes. [On pourra considérer des produits de v.a.
indépendantes. |

Exercice 3.18 (Transformation d’une v.a.r. de loi uniforme en une v.a.r. de loi donnée)
Soit (E,.A, P) un espace de probabilités, X une v.a.r. et U une v.a.r. de loi U([0,1]), Soit F' la fonction
de répartition de X (i. e. F(z) = P(X < z) pour z € R). On définit G de R dans R de la maniére
suivante :

G(u) = inf{z € R; F(x) > u}, siu €]0,1],

G(u) =0, siu ¢]0,1].
Montrer que la v.a.r. Y = G(U) a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < z) = P(U <
F(z)), pour tout « € R\
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Exercice 3.19 (Limite croissante d’une suite de v.a.r.)

Soit (F,.A, P) un espace de probabilités, Y une v.a.r., (X, )nen une suite de v.a.r. et X une application
de FE dans R. On suppose que X, T X, quand n — oo, et que X,, et Y sont indépendantes, pour tout
n € N. Montrer que X est une v.a.r. et que X et Y sont indépendantes. (N.B. La conclusion est encore
vraie sans la croissance de la suite X,.)

Exercice 3.20 (Construction de v.a. indépendantes de lois uniformes sur un intervalle)
Soit (F, A, P) un espace de probabilités.

1. Soit (Up)nen+, une suite de v.a.r.i.id. avec P(U, = 0) = P(U, = 1) = 1/2. Montrer que V, définie
par V=73 -, U,27" est une v.a. de loi U([0,1]).

2. Soit Uy, k, n,k > 1, des v.ariid. avec P(U,, =0) = P(U,; = 1) = 1/2. Montrer les v. a. V,,
n > 1 définies par V,, = 37, -, Uy 27" sont des v.ariid. de loi ([0, 1]).

Exercice 3.21 (Loi du “produit de la loi exponentielle par +1”)

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X suit une loi
exponentielle de parametre A (avec A > 0), c’est-a-dire que Py est une mesure de densité par rapport a
la mesure de Lebesgue et cette densité est la fonction f définie par f(z) = Aexp(—Az)1jg 4o0(x) pour
xz € R. On suppose que Y est t. q. P(Y =1) = P(Y = —1) = 1/2. Donner la loi de XY

Exercice 3.22 (Convergence en mesure) (xx)Corrigé 48 page 292
Soient (F,T,m) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de F dans R.

1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,)nen converge en
mesure vers f et g, alors f = g p.p..

[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 >0, m({z € E; |f(z) — g(z)] > d}) = 0].

2. Montrer que si (fy,)nen C M converge en mesure vers f € M et (g, )nen C M converge en mesure
vers g € M, alors (f, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (fn)nen C M converge en
mesure vers f € M et (gn)neny C M converge en mesure vers g, alors (f,, gn)neny C M converge en
mesure vers fg € M.

[On pourra commencer par montrer que, si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M, alors,
pour tout € > 0, il existe ng et kg € N tels que, sin > ng et k > ko, on a m({z € E; |fo(x)] >
k}) < ¢]. Donner un contre-exemple au résultat précédent lorsque m(E) = co.

Exercice 3.23 (Convergence presque uniforme et convergence p.p.) Corrigé 49 page 294

Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de F
dans R) et f € M. On suppose que f,, — f presque uniformément (c’est a dire que pour tout £ > 0 il
existe A € T t.q. m(A) < e et f,, — f uniformément sur A°). Montrer que f, — f p.p., quand n — oo.

Exercice 3.24 (Théoréme d’Egorov) (xx) Corrigé 50 page 295

Soient (F,T,m) un espace mesuré fini, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On suppose que f, — f p.p., lorsque n — +oo.
Pour j € N* et n € N, on définit :

Ay = {2 (@) — fulw)] 2 %}7 et By = | Ay (3.8)

p=n

69



1. Montrer que a j fixé, lim m(B, ;) =0.

n—-+o0o

2. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(A4) < e et f, — f uniformément sur A€ lorsque
n — +o00. En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2).

[On cherchera A sous la forme : U By, j, avec un choiz judicieuz de n;.]
JEN*
3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente.

4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoreme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +oo.

Exercice 3.25 (Convergence en mesure et convergence p.p.) Corrigé 51 page 297

Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de F dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite (f,)nen converge en mesure
vers f si:

Ve > 07HEIJ1£100m({x € E;|fn(x) — f(x)] >€})=0. (3.9)

1. On suppose ici que m(E) < +o00.

(a) Montrer que si (fn)nen tend vers f presque partout, alors (fy)nen tend vers f en mesure
[Utiliser le théoréme d’Egorov.]

(b) (Question plus difficile.) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précé-
dente est fausse.

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de F dans R. On dit que (f,)nen est de Cauchy en
mesure si :

Ve>0,¥6>0,3n € N;p,q > n=m({z € E;|fp(x) — fy(x)] >e}) <4 (3.10)

Montrer que si la suite (f,,)nen converge en mesure vers f, alors (f,)nen est de Cauchy en mesure.

3. Soit (fn)nen une suite de Cauchy en mesure ; montrer qu'il existe une fonction mesurable g et
une sous-suite (fn, )ren, telles que pour tout € > 0, il existe A € T vérifiant m(A) < € et tel que
(fni)ken converge uniformément vers g sur A°. [On pourra construire la sous-suite (fn, )ken de
telle sorte que m(Ay) < 27%, avec Ay = {x € E;|fn,,, (@) — fn, ()| > 27*}, et chercher A sous la

forme U Ay, ot p est convenablement choisi.]
k>p

4. Montrer que si (f,)nen converge en mesure vers f, il existe une sous-suite qui converge vers f
presque partout. [On pourra commencer par montrer que la suite (fp, )ken construite d la question
précédente converge presque partout et en mesure.]

Exercice 3.26

Soient (E,T,m) un espace mesuré fini. On pose, pour f et g fonctions mesurables de E dans R (c’est-a-

dire f,g € M) : F—dl
_ -9
d(f,g)—/mdm.
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1. Montrer que d est bien définie et prend ses valeurs dans R, (c’est-a-dire que 1-|s-f|]73 ‘q‘ € LL(E,T,m)

pour tout f,g € M) et que d est une semi-distance sur M (c’est-a-dire que d(f,g) = d(g, f), pour

2. Soient (fn)nen € M et f C M. Montrer que f, converge en mesure vers f lorsque n — 400 si et
seulement si lir_irrl d(fn, f) = 0. [Il est probablement utile de considérer, pour & > 0, les ensembles
n—-+oo

An ={z € E;|fu(x) — f(2)] > €} ]
Exercice 3.27 (Mesurabilité d’une limite p.p.)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C M(E,T) et f : E — R. On suppose que f, — f p.p..
Montrer que f € M(E,T), ou (E,T,m) est le compété de (E, T, m) (voir le théoréme 2.1). En donnant
un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (f,)nen €t f), montrer qu’on peut avoir

f & M(E,T).

Exercice 3.28 (Essentiellement uniforme versus presque uniforme) Corrigé 52 page 298

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # 0, on pose
| flloc =inf Af. Si Ay =0, on pose || f]loo = 0.

1. Soit f € M t.q. Ay # 0. Montrer que ||f||s € Af.
2. Soient (fn)nen C M et f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que ||f,, — f|lcc — 0 quand n — oo (on dit que f, — f
essentiellement uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E,T,m), (fn)nen €t f),
montrer qu’on peut avoir f, — f presque uniformément, quand n — oo, et || fr, — f|loo 7 0.

Exercice 3.29

Soit A la classe des sous-ensembles de Z tels que
pour n >0, 2n€ A<=2n+1¢€ A.

1. Montrer que A est une tribu.

2. Montrer que 'application ¢ : n +— n + 2 est une bijection de Z dans Z, mesurable quand Z est
muni (au départ et a 'arrivée) de la tribu A (c’est & dire t.q. que ¢~ !(A) € A pour tout 4 € A).
Montrer que l'inverse de ¢ n’est pas mesurable.

Exercice 3.30

On considere des applications f de E dans R. On note o(f) = {f~1(A), A € B(R)} (o(f) est la tribu
image réciproque de B(R) par f).

1. Décrire o(f) dans chacun des cas suivants:

(a) E=Ret f(x) =z ou f(z) = 2% ou f(x) = |z|.
(b) E=R? et f(z,y) =z +y.

2. Montrer que les singletons sont tous dans o(f) si et seulement si f est injective.
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3. Dans le cas général, montrer qu'une fonction g de E' dans R est o(f)-mesurable si et seulement si
il existe une fonction borélienne ¢ de R dans R t.q. ¢ = ¢ o f. [On pourra commencer par le cas
ou g est étagée, puis utiliser un argument de limite].

4. Montrer que l'on a toujours une fonction bornée g t.q. o(g) = o(f).

Exercice 3.31 (Mesurabilité des troncatures) Corrigé 53 page 299

Soit (X, T) un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours
quand on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour a > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(z)>a
fal@) =< f(x) si |f(z)|<a

—a st f(x)<-—a

Montrer que f, est mesurable.

Exercice 3.32

Soit (F,T) un espace mesurable (on munit R de la tribu des boréliens B(R), comme toujours). Soient
(fn)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et A ’ensemble des points = € E tels que
(fn(x))nen ne soit pas de Cauchy. Montrer que A est mesurable (i.e. A € T).

Exercice 3.33

Soit ¢ : R? — R B(R?)-mesurable. Pour = € R, on pose : f,(z) = ¢(z,z).

1. Montrer que f,, est B(R)-mesurable.

2. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables. Montrer que ¢ = 1) Ao-p.p. # fp = fy Ap.p.. (A2 est
la mesure de Lebesgue sur B(R?) dont on suppose l'existence).

3. Soient ¢ et 1 : R? — R B(R?)-mesurables t.q. :

(a) (z,.) et ¢(zx,.) sont continues p.p. en x € R
(b) ¢(,.y) et ¥(.,y) sont mesurables pour tout y € R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory”.)

(a) Montrer que ¢ et 1 sont B(R?)-mesurables.
(b) Montrer que ¢ = ¥ Ao-p.p. = ¢(z,.) = ¥(z,.) partout, p.p. en x € R. En déduire que si
@ =1 Ao-p.p, alors f, = fy A-p.p..
Exercice 3.34 (Exemple de tribu engendrée)

Dans cet exercice, on s’intéresse a la tribu 7(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur {2, muni
de la tribu A, & valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, Q = {1,2,3,4,5,6}, 4 = P(Q)) et X est la variable
aléatoire définie par X (w) = 1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon. Montrer que 7(X) est formé de
4 éléments.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soit n € N*, @ = {0,1}", A=P(Q)) et k € {1,---,n}. La variable
aléatoire X représente le k-iéme tirage, X est donc lapplication w = (w1, ,wy) +— wi. Montrer
que 7(X) est ici aussi formé de 4 éléments.
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3. Dans cette question, on prend Q@ = R, A = B(R) et, pour tout w € Q, X(w) = w — [w], ol [w]
désigne la partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n <w}. Si C est un borélien inclus
dans [0, 1] (ce qui est équivalent & dire C' € B([0,1])), on pose ¢(C) = UgezCk, avec C, = {x + k,
x € C}. Montrer que 7(X) = {¢(C), C € B([0,1])}.
Exercice 3.35 (Tribu et partition)

Soit 2 un ensemble. On appelle partition de {2 une famille finie ou dénombrable de parties non vides
de Q et disjointes deux a deux et dont l'union est égale a 2. Les éléments d’une partition sont appelés
atomes.

1. Soit @ = {A;; @ € I'} une partition de Q et soit 7(a) la tribu engendrée par a. Montrer que
(a) = {|J 4jouJ C I}.
JjeJ

En déduire qu'une v.a. réelle est 7(a)-mesurable si et seulement si elle est constante sur tous les
atomes de a.

Une partition a est dite plus fine qu’une partition b si tous les atomes de b s’écrivent comme union
d’atomes de a.

2. Montrer que si a est plus fine que b et si b est plus fine que a alors a et b sont égales.

3. Montrer que si a et b sont deux partitions telles que 7(a) = 7(b) alors a et b sont égales.

Exercice 3.36 (Fonctions constantes)

Soit (2,4, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire (réelle). On suppose que, pour tout
B € B(R), on a P(X~1(B)) = 0 ou 1. Montrer qu'il existe « € R t.q. X = a p.s.. [On pourra, par
exemple, introduire la fonction ¢ de R dans [0, 1] définie par ¢(a) = P(X (] — o0, a])).]
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