12.2 Exercices du chapitre 2
12.2.1 Tribus

Corrigé 9 (Caractérisation d’une tribu)
Soit E' un ensemble.

1. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et
t.q. € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi £ € T et qu’elle est stable
par intersection dénombrable.

corrigé

e T car E = (° et que T est stable par passage au complémentaire.

e T est stable par intersection dénombrable car, si (A,,) C T, on a (NyenAn)¢ = UpenAS, € T (car
T est stable par passage au complémentaire et par union dénombrable) et donc NpenA, € T
(car T est stable par passage au complémentaire).

2. L’ensemble des parties finies de F est-il une tribu ?

corrigé

e Si F est fini, Pensemble des parties finies de F est une tribu, c’est la tribu P(FE).

e Si F est infini, 'ensemble des parties finies de F n’est pas une tribu, car il n’est pas stable par
passage au complémentaire (le complémentaire d’une partie finie est infinie. .. ).

Corrigé 10 (Tribu engendrée)
Soit F/ un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

corrigé

Soit (T;)ier une famille de tribus sur I (I est un ensemble quelconque). On pose T' = {A C E;
A € T; pour tout i € I} (T est bien l'intersection des tribus T;, ¢ € I). On montre que T est une
tribu :

e ) €T car O € T; pour tout i € I.

e T est stable par complémentaire car, si A C T, on a A € T; pour tout ¢ € I, donc A¢ € T;
pour tout i € I (car T; est stable par passage au complémentaire), donc A¢ € T'.

e T est stable par union dénombrable car, si (A,)neny C T, on a A,, € T; pour tout i € I et
tout n € N donc UpenA, € T; pour tout ¢ € I et tout n € N (car T; est stable par union
dénombrable), donc U,enA4, € T,

d’apres exercice précédent, on en déduit que T est une tribu.
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2. Soit A C P(E). On note T4 lintersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie
de F appartient donc & T4 si et seulement si elle appartient & toutes les tribus contenant A, on
remarquera qu’il y a toujours au moins une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que
T4 est la plus petite des tribus contenant A4 (c’est la tribu engendrée par A).

corrigé

D’apres la question précédente, T4 est bien une tribu. La définition de T4 donne que toute tribu
contenant A doit contenir T4. T4 est donc la plus petite tribu contenant A.

3. Soient A et B C P(E) et T4, T les tribus engendrées par A et B. Montrer que si A C B alors
Ty C1Tp.

corrigé

Tp est une tribu contenant B, donc contenant A. Donc T4 C Tg.

Corrigé 11 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a)

Soit 7 une tribu sur un ensemble E et ' C E. Montrer que 7p = {ANF, A € T} est une
tribu sur F' (tribu trace de 7 sur F).

corrigé
e JcTrcarD=0NFethecT.

o Soit A€ Tp. lexiste B€T t.qc A=BNF. Onadonc F\ A= (E\B)NF € Ty car
E\ B €7T. Tr est donc stable par passage au complémentaire.

e Soit (Ap)nen C Tp. Pour tout n €N, il existe B, € T t.q. A, = B,NF. On a
donc UpenA, = (UpenBn) N F € Tr car UpenB, € 7. TF est donc stable par union
dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que 7 est une tribu sur F.

Si E est un espace topologique et 7 = B(E) (B(FE) est la tribu borélienne de E), montrer
que la tribu trace sur F, notée Tr, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu
borélienne de F, notée B(F')). [Montrer que B(F) C Tp. Pour montrer que Tr C B(F),
considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et montrer que C est une tribu (sur £) contenant
les ouverts de E.] Si F est un borélien de F, montrer que Tr est égale & 'ensemble des
boréliens de F contenus dans F'.

corrigé
On note O 'ensemble des ouverts de F', et Op 'ensemble des ouverts de E. Par définition
de la topologie trace, Op = {ONF, O € Og}.

Comme O C B(E),ona Op CTr ={BNF, Bc B(E)} (Noter que Tr = B(E)p, avec les
notations de la question précédente). On en déduit que B(F) C T car T est une tribu sur
F contenant Op qui engendre B(F).
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On montre maintenant que Tp C B(F). On pose C = {A € P(E); ANF € B(F)}. h eC
car PN F = () € B(F). C est stable par passage au complémentaire car, si A € C, on a
(EN\ANF=F\A=F\(ANF) e B(F), donc (E\ A) € C. Enfin, pour montrer que C est
stable par union dénombrable, soit (A, )neny C C, on a (UpenAyn) NF = Upen(A,NF) € B(F),
ce qui donne UpenA, € C et la stabilité de C par union dénombrable. C est donc une tribu.
11 est clair que O C C car si O € Og, on a ONF € Op C B(F). La tribu C contient O,
ce qui prouve que C contient B(E) et donc que AN F € B(F) pour tout A € B(E). Ceci
donne exactement Tr C B(F). On a bien montré finalement que Tr = B(F) (on rappelle que
Tr = B(E)F, avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F' est un borélien de E, c’est-a-dire que F' € B(E). On a alors
Tp C B(E) (car ANF € B(E) si A€ B(E)). Puis, soit A C F' t.q. A€ B(FE), on peut écrire
A=ANF,donc A € Tr. On a bien montré que Tr = {A C F; A € B(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z},z € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les
cas E dénombrable et non dénombrable).

corrigé

On note T'(S) la tribu engendrée par S.

e On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable). D’apres
la stabilité de T'(S) par union dénombrable, la tribu 7'(S) doit contenir toutes les parties au
plus dénombrables. Comme toutes les parties de F sont au plus dénombrables, on en déduit
T(S) = P(E).

e On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A 'ensemble des parties de
E au plus dénombrables et B = {A¢, A € A}. D’apres la stabilité de T'(S) par union dénom-
brable, la tribu T°(S) doit contenir A. Par stabilité de T'(S) par passage au complémentaire,
T(S) doit aussi contenir B.

on va montrer maintenant que A U B est une tribu (on en déduit que T'(S) = AU B). On a
) € AC AUB et il est clair que A U B est stable par passage au complémentaire (car A € A
implique A¢ € B et A € B implique A° € A). Enfin, si (A,)neny C AU B, on distingue 2 cas :

ler cas. Si A, € A pour tout n € N, on a alors U,enA, € A C AU B.

2eme cas. Siil existe n € Nt.q. A, € Bon a alors A € A, donc AS, est au plus dénombrable
et (UpenAp)® = NpenAy C Aj, est aussi au plus dénombrable,ce qui donne (UpenA,)¢ € A et
Upen4, € BC AUB.

On a bien montré que U,enA, € AU B. Ce qui prouve la stabilité par union dénombrable de
AU B. Finalement, AU B est donc une tribu contenant S et contenu dans 7'(S), ceci donne

T(S) = AUB.

Corrigé 12 (Tribu image)

Soient E et F' des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F)) on note T'(A) la tribu de E (resp. F)
engendrée par A.

Soit f : E — F une application.
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1. Montrer que si 7’ est une tribu sur F, alors f~1(7’) = {f~1(B); B € 7'} est une tribu sur £
(tribu image réciproque).

corrigé
On démontre que f~1(7’) est une tribu sur E en remarquant que f~'(#) = 0, E\ f~1(4) =
F~YF\A) (pour tout A C F) et f~H(Upnendn) = Unenf1(A,) (pour toute suite (A, )neny C P(F)).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7/ = {B C F; f~}(B) € T} est une tribu sur F' (tribu
image directe).

corrigé

Ici aussi, on montre que 7’ est une tribu sur F en remarquant que f~1(0) = 0, f~1(F\ A) =
E\f~(A) (pour tout A C F) et f~H(Upen4n) = Unenf1(4,) (pour toute suite (A, )neny C P(F)).

Noter que, en général, {f(B), B € T} n’est pas une tribu sur F' (par exemple, si f est non surjective,

F¢{f(B), BE€T}).

3. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F on a : T(f~1(C)) = f~HT(C)). [Montrer que
T(f~4(C)) C f~YT(C)). Puis, pour montrer que f~Y(T(C)) C T(f~1(C)), montrer que T = {G C
F; f~YG) e T(f71(C))} est une tribu contenant C.]

corrigé
FHT(C)) est une tribu sur E (d’aprés la premiere question) contenant f~1(C) (car T(C) D C), elle
contient donc T'(f~1(C)), ce qui donne f~H(T(C)) > T(f~1(C)).

Pour montrer l'inclusion inverse, c’est-a-dire f~1(T(C)) € T(f~1(C)). On pose T = {G C F;
F~YG) e T(f71(C))}. On montre d’abord que T est une tribu :

epeTcar f[FH0)=0€eT(f1C))

e T est stable par passage au complémentaire car, si A € T, on a f~1(A4) € T(f~1(C)) et
JTHENA)=E\ f1(A) € T(f71(C)), done (F\ A) € T.

o T est stable par union dénombrable car, si (A, )pen C T, on a f71(4,) € T(f~1(C)) pour
tout n € N et f~H(Upendn) = Unenf 1 (An) € T(f71(C)), donc UpenA, € T.

On a bien montré que T est une tribu. Il est immédiat que T' D C (car f~1(B) € T(f~1(C)) pour
tout B € C). On en déduit que T contient T(C), c’est-a-dire que f~1(B) € T(f~1(C)) pour tout
B € T(C). Ceci signifie exactement que f~1(T(C)) C T(f~1(C)).

Les 2 inclusions nous donnent bien f~1(T(C)) = T(f~1(C)).

Corrigé 13 (m-systéme, \-systéme)
Soit £ un ensemble et F C P(Q2).

1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un w-systéme (c’est-a-dire stable par intersection
finie) et un A-systéme (c’est-a-dire que F est stable par union dénombrable croissante, 2 € F et
A\Be Fsi A BeF avec BC A).
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2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C € F. On pose G = {B C Q t.q. C N B € F}. Montrer
que G est un A-systeme.

corrigé
En attente

Corrigé 14 (Tribu borélienne de R?)
On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que T = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de
R. [S’inspirer d'une démonstration analogue faite pour R au lieu de R2.] En déduire que B(R?) C T.

corrigé
On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.1 (on peut reprendre aussi la démonstration de
Pexercice 15).

Soit O un ouvert de R2. Pour tout z = (z1,z2)! € O, il existe r > 0 t.q. Jz; — r, 21 + 7[x]72 —
r,xg + r[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver y; € QN]zy — r, z1],
21 € QN)z1, 21 + 7], y2 € QNjae — 7, 29[ et 22 € QN]za, 2 + 7. On a donc = €]y, z1[X]ye, 22[C O.

On note alors I = {(y1, 21,2, 22) € Q% Jy1, 21[X]y2, 22[) C O}. Pour tout x € O, il existe donc
(Y1, 21, Y2, 22) € I t.q. = €]y1, 21[X]y2, 22[. On en déduit que

0= U(yl,zl,yz,ZQ)GI]yla Z1 [X]y% Z2[~

Comme [ est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi
montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de R2, et donc contenant la tribu engendrée
par les ouverts de R? (c’est-a-dire B(R?)). Donc, B(R?) C T.

2. Soit A un ouvert de R et 77 = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T} est une tribu (sur R)
contenant les ouverts (de R). En déduire que T3 = B(R).

corrigé

o )T car Ax =0 c BR?).

e On montre ici que 77 est stable par passage au complémentaire.
Soit B € T, on a donc B¢ € B(R) et Ax Bc=Ax (R\B) =(AxR)\(Ax B). Or, (AxR)
est un ouvert de R? (car A et R sont des ouverts de R), on a donc (4 x R) € B(R?). D’autre
part, (A x B) € B(R?) (car B € Ty). Donc, A x B® = (A xR) \ (A x B) € B(R?). Ce qui
prouve que B¢ € T; et donc que T} est stable par passage au complémentaire.

e Enfin, 77 est stable par union dénombrable. En effet, si (By,)nen C 11, on a A X (UpenBn) =
UnenA x B, € B(R?) (car A x B,, € B(R?) pour tout n € N). Donc, U,enB,, € 1.

On a donc montré que T3 est une tribu, il reste & montrer que 77 contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R? on a
A x B € B(R?). On a donc B € Ty.
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T est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, 77 = B(R).

La conséquence de cette question est donc :

A ouvert de R et B € B(R) = A x B € B(R?). (12.4)

3. Soit B € B(R) et Th = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T, = B(R).

corrigé
On commence par remarquer que la question précédente donne que 75 contient les ouverts de R.
En effet, soit A un ouvert de R, la propriété (12.4) donne A x B € B(R?), et donc A € Ty.

On montre maintenant que T3 est une tribu (on en déduira que 75 = B(R)).

o ) €Ty car ) x B=0 € B(R?).

e On montre ici que T, est stable par passage au complémentaire.
Soit A € Ty, on a A° € B(R) et A°x B = (R x B)\ (A4 x B). La propriété (12.4) donne
(R x B) € B(R?) car R est un ouvert de R. D’autre part, (4 x B) € B(R?) (car A € Ty).

Donc, A° x B € B(R?). Ce qui prouve que A° € Ty et donc que T est stable par passage au
complémentaire.

e Enfin, T, est stable par union dénombrable. En effet, si (A, )nen C T2, on a (Upen4y) X B =
Unen(An x B) € B(R?) (car A, x B € B(R?) pour tout n € N). Donc, UpenA, € Ts.

T est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que T D B(R) et donc,
finalement, T = B(R).

4. Montrer que T C B(R?) (et donc que T = B(R?)).

corrigé

La question précédente donne :
A,B € B(R) = A x B € B(R?).

On a donc {A x B; A, B € B(R)} C B(R?). On en déduit T C B(R?). Avec la question 1, on a
finalement T = B(R?).

Corrigé 15 (Tribu borélienne sur RV)

1. Montrer que la tribu borélienne de R est égale & celle engendrée par I’ensemble de toutes les boules
ouvertes de RY. [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de R" est réunion dénombrable de
boules ouvertes de R ]

corrigé

Soit T la tribu engendrée par I'ensemble de toutes les boules ouvertes de RY. Comme les boules
ouvertes sont des ouverts, on a T' C B(RY).
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On montre maintenant I'inclusion inverse, c’est-a-dire B(RY) C T. Soit O un ouvert de RY. Pour
tout = € O, il existe r > 0 t.q. B(z,r) C O (ou B(z,r) déisgne la boule ouverte de centre x et
rayon 7). Comme les rationnels sont denses R, on peut donc trouver y € Q¥ et s € Q% = {t € Q;
t >0}, t.q. € B(y,s) C O. On note alors I = {(y,s) € QY x Q%; B(y,s) C O}. On a alors
O = Uy, s)erB(y,s). Comme I est au plus dénombrable (car QN+ est dénombrable), on en déduit
que O € T et donc que B(RY) C T (car T est une tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que B(R™) est aussi la tribu engendrée par I’ensemble
des boules ouvertes a rayons rationnels et centre a coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RN est égale & celle engendrée par l’ensemble des produits
d’intervalles ouverts a extrémités rationnelles.

corrigé

On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en remplagant B(x,r) par
N t

P(z,r) =[1,1]zs — @i + [, avec © = (z1,...,zn)".

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a, b] ot a,b € R, a < b.

corrigé
Soit C = {Ja,b], a,b € R, a < b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme Ja,b] = Nysola,b+ L],
on voit que Ja,b] € B(R) pour tout a,b € R, a < b. Donc, on a C C B(R) et donc T'(C) C B(R).

On montre maintenant l'inclusion inverse, c’est-a-dire B(R) C T'(C). Soit I =]a,b] avec a,b € R,
a < b. On peut écrire I = Up>n,la,b— %L avec ng t.q. n%) < b—a. On en déduit que I € T(C).
Puis, comme tout ouvert non vide peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts
a extrémités finies (voir le lemme 2.1 page 20), on obtient que tout ouvert appartient & T'(C). Ceci
permet de conclure que B(R) C T'(C) et finalement que B(R) = T'(C).

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RY) est engendrée par la classe des boules
ouvertes (ou bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent S.

corrigé

On reprend le méme raisonnement que dans la premiere question en remplagant QY par SV (qui
est dense dans RY) et Q% par St = {s € S; s > 0} (qui est dense dans RY ).

Corrigé 16
Soit E un ensemble et A C P(E).

1. Montrer que A est une algébre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés
suivantes :

B A5t asapea

corrigé
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e On suppose que A est une algebre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour montrer (b) il suffit
d’utiliser la stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire, cela donne bien
que A\B=ANB*c Asi A,Be A

e On suppose maintenant que A vérifie (a) et (b).
Onaalors ) = E\ F € A, et donc ), E € A.

On remarque ensuite que, grace & (b), A°=FE\ A€ E si A € A. On a donc la stabilité de A
par passage au complémentaire.

Soit maintenant Ay, As € A. On a A3 N Ay = Ay \ AS, on en déduit que A1 N Ay € A par (b)
et la stabilité de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n donne alors que A
est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection finie et par
passage au complémentaire car (Up_nA,)¢ = Np_oAs.

On a bien montré que A est une algebre.

2. Soit (A;)ier une famille d’algebres (sur F). Montrer que N;er A; = {A € P(E); A € A; pour tout
i € I} est encore une algebre.

corrigé
On peut montrer que N;erA; est une algebre en utilisant diretement la définition d’une algebre.
Onb peut aussi le montrer en utilisant la premiere question, ce que nous faisons ici. On montre
donc que N;erA; vérifie (a) et (b) :

o F €nNjerA; car E € A; pour tout i € I.

e Soit A, B € NjerA;. Pour tout i € I, on a A,B € A;. On en déduit A\ B € A; (car A; est
une algebre) et donc A\ B € NjcrA;.

On a bien montré que N;c;.A; est une algebre.

SiC C P(E), la deuxiéme question permet donc de définir lalgebre engendrée par C comme 'intersection
de toutes les algebres sur E contenant C.

Corrigé 17

Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que 0, E € C, que C est stable par
intersection finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments
de C, c’est-a-dire :

CelC= ilexistenec N et C,...,C,€Ctq. C°=Up_1Cpet C,NCy=0sip#q.

On note B ’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E est donc un élément
de B si et seulement si il existe n € N* et (A4p)p=1,... CCt.q. 4, NA;=0sip#qget A= Up—14p.

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
corrigé
On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit A, B € B. Il existe A4,..., A, €
Cet By,...,Bn€Ctq AiNAj=0sii#j, BiNB; =0,sii#j, A=U,A; et B=Uj_ B;.
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On a alors AN B = (U A;) N (UL By) = Uy UM, (A; N Bj). Comme A; N Bj € C (car C est
stable par intersection finie) pour tout ,j et que (A; N B;) N (A N By) = 0 si (4,5) # (k,1), on en
déduit que AN B € B.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de B par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de B par passage au complémentaire. Soit A € B. 1l existe
A, . A, eCtg AiNA;=0sii#jet A=U;A;. Onaalors A° =N, AS. Comme A{ est
une réunion finie disjointe d’éléments de C, on a bien A € B. La stabilité de B par intersection finie
donne alors que A° € B. On a donc bien montré la stabilité de B par passage au complémentaire.

. Montrer que l'algebre engendrée par C est égale a B.

corrigé
On note A I'agebre engendrée par C. Comme A est stable par union finie et contient C, il est clair
que A D B. Comme B contient C, pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer que B est une
algebre (car A est U'intersection de toutes les algebres contenant C). On montre donc maintenant
que B est une algebre.

Pour montrer que B est une algebre, on montre que B vérifie les quatre propriétés d'une algebre.

e E)eBcarCCBet E,feC.

e La question précédente montre que B est stable par par intersection finie et par passage au
complémentaire.

e La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par intersection finie
et par passage au complémentaire, car Ul A, = (NI, AS)°.

On a bien montré que B est une algebre. Comme B D C, on a donc B D A et finalement B = A.

Corrigé 18

Soit E un ensemble. Pour ¥ C P(E), on dit que X est une classe monotone (sur E) si ¥ vérifie les
deux propriétés suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante
dénombrable) :

1.

(An)nen C 3, A, C Apyq pour tout n € N = U,en4, € X,
(An)nen C 2, 4, D Apgq pour tout n € N = N,en4, € X.

Soit ¥ C P(E). Montrer que ¥ est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une
algebre (cf. exercice 2.9).

corrigé
e Si ¥ est une tribu, X est stable par union dénombrable et intersection dénombrable. On en
déduit immédiatement que ¥ est une algebre et une classe monotone.

e On suppose maintenant que X est une algebre et une classe monotone. Comme X est une
algebre, pour montrer que X est une tribu, il suffit de montrer que % est stable par union
dénombrable.
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Soit donc (Ap)neny C X et A = UpenA,. On veut montrer que A € ¥. On remarque que
A = UpenB, avec B, = UZ:oAn- Comme X est une algebre, on a B, € ¥ pour tout n € N.
Puis, comme ¥ est de stable par union croissante (noter que B;,, C By, 4+1) dénombrable, on en
déduit que A € 3. On a bien montré que 3 est stable par union dénombrable et donc que X
est une tribu.

Noter que I’hypothese de stabilité de X par intersection décroissante dénombrable n’a pas été
utilisé. Elle sera utile a la question 4.

2. Donner un exemple, avec £ = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

corrigé

Il y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des tribus. En voici un : ¥ = {R}.

3. Soit (3;);es une famille de classes monotones (sur E). Montrer que NicrX; = {A € P(E); A€ X,
pour tout ¢ € I} est encore une classe monotone.

corrigé
e Soit (Ap)nen C NierXi t.q. A, C Apyq pour tout n € N. On a done, pour tout i € I,

(An)nen C X; et done, puisque ¥; est une classe monotone, UpenA,, € X;. On en déduit que

C Nieri.
. ggi%N(%ﬁ)neNzeIC MierXi t.q. A, D Anq1 pour tout n € N. On a donc, pour tout i € I,
(An)nen C X; et done, puisque ¥; est une classe monotone, NpenA, € X;. On en déduit que
MnenAn C Nierd;.

Ceci montre bien que N;crY; est une classe monotone.

Si C C P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme
I'intersection de toutes les classes monotones sur F contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit .4 une algébre sur E. On note ¥ la classe monotone engendrée
par A et on note T' la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que X C T

corrigé
3 est l'intersection de toutes les classes monotones sur 4. Une tribu étant aussi une classe
monotone, la tribu 7' (engendrée par A) est donc une classe monotone contenant 4. On en
déduit que X C T.

(b) Soit AC E. Onpose ¥4 ={B C E; A\ B € ¥ et B\ A€ X}. Montrer que ¥4 est une classe
monotone.

corrigé
e Soit (By)nen C X4, Bn C Bpt1 pour tout n € N. On pose B = UpenBy,. On va montrer
que B € 3 4.

On a A\ B = A\UpenB,, = Nuen(A\ By). La suite (A\ By, )ren est une suite décroissante
de ¥. Comme X est une classe monotone, on en déduit A\ B = Nyen(A\ By) € .
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On montre aussi que B\ A € 3. En effet, B\ A = UpenBy \ A = Upen(B, \ 4) € X par
la stabilité de 3 par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de ¥ par union croissante
dénombrable.

e De maniere analogue, on va montrer la stabilité de ¥ par intersection décroissante dénom-
brable. Soit (By)nen C X4, Bn D Bpy1 pour tout n € N. On pose B = NyenBy.
Comme A\ B = Upen(A\ By), on obtient A\ B € 3 en utilisant la stabilité de ¥ par
union croissante dénombrable.

Comme B\ A = Nyen(By \ A), on obtient B\ A € ¥ en utilisant la stabilité de ¥ par
intersection décroissante dénombrable.

On a donc B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de ¥ par intersection décroissante dénom-
brable.

On a bien montré que ¥ 4 est une classe monotone.

(¢) (Question plus difficile.) Montrer que ¥ est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiere
question de lexercice 2.9.] En déduire que 7' = ¥.

corrigé
Pour montrer que X est une algebre, il suffit de montrer que X vérifie les propriétés (a) et (b)
de la premiere question de 'exercice 2.9. Il est immédiat que la propriété (a) est vérifiée car
E € A € . Pour montrer (b), on utilise la classe monotone X 4 définie & la question 4 pour
ACE.

Soit A € A. Comme A est une algebre, on a donc A C ¥ 4. La classe monotone X4 contient
A, elle contient donc ¥ qui est I'intersection de toutes les classes monotones contenant A. On
a donc :

Ae A, BeEX = BeEXa. (12.5)

On remarque maintenant que, pour tout 4, B € P(E), on a :
AeX¥p & Bedy.
On déduit donc de (12.5) :
Ac A, BeYXx = AecXp.

Si B € %, la classe monotone Y contient donc A. Elle contient alors aussi ¥ (qui est
Iintersection de toutes les classes monotones sur E contenant .4). On a donc montré :

BeX, AeXx = AecXp.
On en déduit que A\ B € X si A,Be€X.

On a bien montré que X vérifie la propriété (b) de la premiere question de lexercice 2.9 et
donc que X est une algebre.

Pour conclure, on remarque ¥ est une classe monotone et une algebre. C’est donc une tribu
(par la question 1) contenant A. Elle contient donc T' (qui est l'intersection de toutes les tribus
contenant A) et on a bien, finalement, ¥ =T

Corrigé 19 (Caractérisation de la tribu engendrée)
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Soit F un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finiesi A,B € A = ANB € A.
On dit que A est stable par différence si :

A Be A BCA=A\B=ANnB‘e A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(A )nen C A, A, N A, =0 pour n # m = UpenA, € A.
Soit C C P(E).

1. On note Z l'ensemble des parties de P(FE) stables par différence et stables par union dénombrable
disjointe. Montrer qu’il existe D € Z t.q. C C D et :

AeZ, CcA=DcC A

corrigé
On note Z, ensemble des éléments de Z contenant C. On remarque tout d’abord que Z, # 0 car

P(E) € Z,. Puis, on note D I’ensemble des parties de E appartenant a tous les éléments de Z,
(c’est-a-dire que, pour A € P(E), on a A € D si, pour tout B € Z,., A € B).

Il est facile de voir que D est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que
D contient C (car tous les éléments de Z, vérifient ces trois propriétés). Enfin, 4 € Z, = D C A,
ce qui est bien la propriété demandée.

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(F). On suppose maintenant que C est stable
par intersection finie et que E € C.

2. Pour A € P(E), on note Dy ={D € D t.q. AND € D}.

(a) Soit A € P(E). Montrer que D4 est stable par union dénombrable disjointe et stable par
différence.

corrigé
Soit (Dp)neny C Da avec Dy, N Dy, = 0 si n # m. On va montrer que UpenD;,, € Da. On
remarque tout d’abord que UpenD,, € D car D,, € D, pour tout n € N, et D est stable par
union dénombrable disjointe. Puis, A N (UpenDyp) = Upen(Dyn NA) € D car D, N A € D,
pour tout n € N, (D,, N A) N (D, N A) = 0, si n # m, et D est stable par union dénombrable
disjointe. On a donc montré que U,ecnD,, € Da. Ce qui prouve que D4 est stable par union
dénombrable disjointe.

Soit maintenant Dy, Ds € Dy, avec Dy C Dy. On va montrer que Do \ D1 € D 4. Pour
cela, on remarque que Do \ Dy € D car Dy, Dy € D et que D est stable par différence. Puis,
Am(DQ\Dl) = (Asz)\(Ale) € D car AﬂDl, AODQ S l)7 (AQDI) C (AﬂDQ) et
D est stable par différence. On a donc montré que Do \ D1 € D 4. Ce qui prouve que D4 est
stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C D4. En déduire que Dy = D.
corrigé
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Soit B€C. Ona B €D (car D DC) et ANB € C (car C est stable par intersection finie),
donc AN B € D. Ceci montre que B € Dy et donc C C Dy.

Comme D 4 est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que D 4 contient
C, la question 1 donne D4 D D et, finalement, D4 = D.

(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.
corrigé
Soit B € C. On a B € D (car D D C). Comme B € C, la question précédente donne D = Dp
et donc A € Dg. On a donc AN B € D. Ceci montre que B € D4 et donc C C Dy.

On en déduit, comme a la question précédente, que Dy = D.

Soit maintenant B € D. Comme D = D4, on a B € Dy et donc AN B € D. L’intersection de
deux éléments de D est donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection
finie (une récurrence facile donne que U'intersection d’un nombre fini d’éléments de D est aussi
dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.
corrigé

On remarque que E € D (car E € C C D) et que D est stable par complémentaire car, si A € D, on
a E\ A € D car D est stable par différence (et E, A € D avec A C E). Pour montrer que D est une
tribu, il suffit de montrer que D est stable par union dénombrable (non nécessairement disjointe).

Soit (Ap)neny C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi AS € D, pour tout n € N.
Pour tout n € N, on pose :
B, = A, 0 (0] A9).

On a B, € D car D est stable par inteserction finie et B, N B, = 0 si n # m (en notant que
B, C A, et By, C A% si m > n). Comme D est stable par union dénombrable disjointe, on en
déduit U,enBy, € D et done UpenA, € D (car UpenAy, = UpenBy). Ceci prouve que D est stable
par union dénombrable et donc que D est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engendrée par C,
notée 7(C). D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C appartient & Z,. (défini &
la question 1) et donc que 7(C) contient D. On a bien montré finalement que D = 7(C).

Remarque : ’hypothese “E € C” n’a été utilisée qu'une seule fois. Elle n’a été utilisée que pour
montrer que E € D (dans la question 3). On peut remplacer cette hypotheése par “il existe une suite
(Bx)nen CCt.q. E,NE, =0,8in#m, et E=U,enE,”. En effet, de cette hypothese, on déduit
aussi ¥ € D car D est stable par union dénombrable disjointe et C C D. La suite du raisonnement
de la question 3 donne alors aussi que D est la tribu engendrée par C.

12.2.2 Mesures

Corrigé 20 (Exemples de mesures)
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Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au
plus dénombrable, et m(A) = +oo sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) 7

corrigé
Oui, I'application m est une mesure sur P(F). En effet, on a bien m()) = 0 et si (Ap)nen C P(F)
on a m(UnpenAn) = 3,29 m(A,) = 0 si A, est au plus dénombrable pour tout n € N (car une réunion
d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable) et m(UnenAn) = Y0025 m(A,) = oo si il
existe n € N t.q. A, est infini non dénombrable. On a donc toujours m(UpenAy) = Z:fo m(A,) (noter
d’ailleurs qu’il est inutile de supposer les A,, disjoints 2 & 2).

Corrigé 21 (Mesure trace et restriction d’une mesure)
Soit (E,T, m) un espace mesuré

1. Soit F' € T. Montrer que la tribu trace de T sur F, notée Tr, est incluse dans T (cette tribu est
une tribu sur F'). Montrer que la restriction de m & Tr est une mesure sur Tr. On l'appellera la
trace de m sur F. Si m(F') < oo, cette mesure est finie.

corrigé
Soit B € T, il existe donc A € T t.q. B=ANF. Comme F €T, on a donc aussi B € T.

On note mp la restriction de m & Tr, on a donc mp(B) = m(B) pour tout B € Tr. 1l est alors
immédiat de voir que mp () = 0 et que mp est o-additive sur Tr, mp est donc une mesure sur Tr.
Si m(F) < o0, on a mp(F) = m(F) < oo, la mesure mp est donc finie (mais la mesure m peut ne
pas étre finie, ¢’est-a-dire que 1'on peut avoir m(E) = o).

2. Soit A une tribu incluse dans 7. La restriction de m & A est une mesure. Est-elle finie (resp.
o-finie) si m est finie (resp. o-finie) 7

corrigé

On note m,, la restriction de m & A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout B € A. 1l est clair que
m, est une mesure sur A.

o Sim est finie, on a my(E) = m(E) < 0o, m, est donc aussi une mesure finie.

e Si m est o-finie, il existe une suite (A, )nen C T t.q. UnenApn, = E et m(4,,) < oo pour tout
n € N. Mais, comme les A,, ne sont pas nécessairement dans A, la mesure m, peut ne pas étre
o-finie. On peut construire un exemple facilement de la maniere suivante :

On suppose que m est o-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple (E,T,m) =
(R,B(R),\)) et on prend A = {(), E}. La mesure m,, n’est pas o-finie. ..

Corrigé 22
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini (“fini” signifie que m(E) < 00) et (An)nen, (Bn)nen des suites
d’ensembles mesurables tels que B,, C A,, pour tout n € N.
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1. Montrer que (UpenAn) \ UnenBn C Unen(An \ Br).

corrigé
Soit z € (UpenAn) \ UnenBn, on a donc z € UpenA, et @ ¢ UpenBy, c'est-a-dire qu'il existe
p € Ntq. =z € A, et que, pour tout n € N, z ¢ B,,. On a donc = € A, \ B,, ce qui prouve que
S UnGN(An \ Bn) et donc que (UnENAn) \ UnGNBn - UnGN(An \ Bn)'

2. Montrer que m(UpenAn) — m(UnenBn) < 32, cn(m(An) — m(Br)).

corrigé

Puisque m(E) < o0, on a, pour tout A, B € T t.q. B C A, m(A\B) = m(A)—m(B). La monotonie
de m, la o-sous additivité de m (et la question précédente) nous donne alors :

M(UnenAn) — m(UnenBn) = m((UnenAn) \ (UnenBn)) < m(Unen(Ay, \ By))
<SS m(An \ Ba) = 3005 (m(An) — m(By)).

n=0

Corrigé 23
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini et (A, )neny C T t.q., pour tout n € N, m(A4,) = m(E). Montrer que
m(mneNAn) = m(E)

corrigé

Comme m(E) < oo, on a m(A°) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De m(A,) = m(E), on déduit

alors m(A¢%) = 0 pour tout n € N. Par o-sous additivité de m, on a alors m(UpenAS) = 0. Comme
N

UnenAS = (NpenA4n)€, on a donc m((NpenAdn)€) = 0 et donc m(Npendy) = m(E).

Corrigé 24 (Sur la mesure d’une union...)
Soit (£2,.A,m) un espace mesuré et n € N*. Soit A;,...,A, € Aet B € A. On suppose que m(4,) < o

P
pour tout p. Montrer que m(Up_, (BN A,)) = > ,_, (1) (Zl§i1<...<ik§n m(B N (Nf_ 1 Ai)) ) -

corrigé

En attente

Corrigé 25 (Contre exemples. . .)

1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(4) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

corrigé

Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple A = {%, n > 1}. On a
A(A) =0 et A n’est pas fermé (car 0 appartient a 'adhérence de A sans étre dans A).

2. Soit (E,T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre 7. On considére m; et mo des mesures
sur T. Montrer que m1(A) = ma(A) pour tout A € C n’implique pas que my = mg sur 7. [On
pourra trouver un exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et my, ms non finies. Un exemple avec
(B, T)=(R,B(R)) et my, my finies est aussi possible mais plus difficile & trouver. . .|
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corrigé

on prend (E,T) = (R, B(R)).

e Exemple “facile” (avec m1, ms non finies).
On prend C; = {]Ja,o0[, @ € R}. On a bien T(C;) = B(R), c’est-a-dire que C; engendre B(R
(voir la proposition 2.2). On prend alors m; = A et my = 2\ (c’est-a-dire mo(B) = 2X(B
pour tout B € B(R)). On a bien mq(B) = ma(B) pour tout B € C; (car on a alors my(B) =
ma(B) = o0). Mais my # mg puisque, par exemple, m1(]0,1[) = 1 et m2(]0,1]) = 2.

e Exemple “difficile” (avec mq, mo finies).
On prend maintenant Co = {B € B(R); {—1,0,1}NB =0} U{{-1,0}}U{{0,1}} (un élément
de Cy est donc un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie {—1,0}, ou bien
la partie {0,1}). On montre d’abord que T(C2) = B(R). Il est clair que T(C2) C B(R) car
Co C B(R). Pour montrer l'inclusion inverse, c’est-a-dire B(R) C T(C3), on remarque que
{0} ={-1,0}n{0,1} € T(Cz) et donc que {—1} = {—1,0}\ {0} € T(C2), {1} ={0,1}\ {0} €
T(C3). Finalement on voit alors que B(R) C T'(Cz) car tout borélien s’écrit comme un borélien
ne contenant ni —1 ni 0 ni 1 (qui appartient donc a T'(C3)), auquel on ajoute éventuellement
1, 2 ou 3 autre(s) élément(s) de T'(Cz) (qui sont les parties {0}, {—1} et {1}, on conclut alors
avec la stabilité par union finie de la tribu T(Cs)).

On rappelle que, pour a € R, on note d, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour
B € B(R), 0,(B) =1sia € Betdg(B)=0sia¢ B. On prend alors m; = d_; + do + d; et
ma = 20_1 + 2d1. On a clairement m; = mg sur Co car m1(B) = mao(B) = 0si B € B(R) est
t.q. {—-1,0,1} N B =0 et m1({—1,0}) = ma({—1,0}) = m1({0,1}) = m2({0,1}) = 2. Enfin,
on a my # mg puisque, par exemple, m1({0}) =1 et ma({0}) = 0.

Corrigé 26 (Résultat d’unicité)
Soit (F,T) un espace mesurable et m, ;1 deux mesures sur 7. Soit C C P(F). On suppose que C engendre
T et que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.

1. On suppose que F € C et que m(F) < oo. Montrer que m(A) = p(A) pour tout A € T. [On pourra
introduire D = {A € T, m(A) = pu(A)} et utiliser exercice 2.14.]
corrigé

Onpose D ={A €T, m(A) = u(A)}. La oc—additivité de m et u montre que D est stable par union
dénombrable disjointe. Comme m(E) < 0o, on peut aussi montrer que D est stable par différence
(au sens de lexercice 2.14). En effet, si A, B € D, avec B C A, on a (par additivité de m et p)
m(B)+m(A\ B) = m(A) et u(B) + u(A\ B) = p(A). Comme m(A) < oo et u(A) < oo, on a donc
m(A\ B) =m(A) —m(B) et u(A\ B) = u(A) — p(B), ce qui prouve que m(A\ B) = u(A\ B) et
donc que A\ B € D.

On utilise maintenant I’exercice 2.14. Comme D D C, C est stable par intersection finie et £ € C, la
question 3 de ’exercice 2.14 permet de montrer D = 7(C) = T'. (Plus précisément, comme D D C,

ona®D e Z,. ou Z,. est défini dans le corrigé 19. Puis, en utilisant que C est stable par intersection
finie et que E € C, la derniére question de l'exercice 2.14 donne que D D 7(C).)

On a donc bien montré que m(A4) = pu(A) pour tout A € T
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2. (Généralisation de la question précédente). On suppose qu'’il existe une suite (Ey,)nen C C t.q.
E,.NE, =0sin%#m, m(E,) < oo pour tout n € N et F = UpenE,. Montrer que m(A4) = u(A)
pour tout A € T.

corrigé
Soit n € N. Pour A € T', on pose m,,(A4) = m(ANE,) et un(A) = u(ANE,) (noter que ANE, €T,
car A, E,, € T). On obtient ainsi deux mesures sur T', m,, et p,. Ces deux mesures sont égales sur
C (car AN E,, € C puisque C est stable par intersection finie).

On raisonne alors comme & la question précédente. On pose D = {A € T, m,(A) = un(A)} et
le raisonnement de la question récédente donne que D est stable par union dénombrable disjointe
et (grace & m,(F) < 00) que D est stable par différence (au sens de l'exercice 2.14). On utilise
maintenant la remarque de la fin de la question 3 de ’exercice 2.14. Comme D D C, C est stable par
intersection finie et F est une union dénombrable disjointe d’éléments de C, cette remarque donne
D =17(C)=T. On a donc, pour tout A € T et tout n € N :

m(ANE,) =mp(A) = un(4) = (AN E,).

On en déduit que m(A) = p(A), pour tout A € T, car, par o—additivité de m et p, m(A) =
ZnEN m(A NE,) = ZnEN u(AN En) = N(A)~

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel F € C et m # p.
corrigé

Un exemple simple est obtenu en prenant pour C lensemble des ouverts de R, p = 2m et m définie
sur T par m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments et m(A) = +oo sinon.

Corrigé 27 (Mesure atomique, mesure diffuse)

Soit (E,T) un espace mesurable t.q. {z} € T pour tout x € E. Une mesure m sur T est diffuse si
m({z}) = 0 pour tout + € E. Une mesure m sur T est purement atomique si il existe S € T t.q.
m(S¢) =0et m({z}) >0sixzeS.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T) = (R, B(R))
un exemple de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure
de Lebesgue sur B(R) est diffuse.]

corrigé
Soit m une mesure purement atomique et soit S € T t.q. m(S¢) =0et m({z}) >0siz e S. Sim
est diffuse, on a m({z}) = 0 pour tout z € F, donc S = 0 et m = 0.

On rappelle que, pour a € R, on note §, la mesure de dirac sur B(R). On a done, pour B € B(R),
do(B)=1sia € Bet d,(B) =0sia¢ B. La mesure §, est (pour tout a € R) purement atomique,
il suffit de prendre S = {a}, on a bien §,(S¢) =0 et §,({a}) =1 > 0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur B(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur 7. Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure
nulle.
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corrigé

Soit A une partie dénombrable de E. 1l existe donc une suite (2, )neny C E t.q. A = {x,, n € N}
= Upen{zn}. On a donc A € T (car {z,} € T pour tout n € N et que T est stable par union
dénombrable) et m(A) < 372 m({z,}) = 0 car m est diffuse.

. Soit m une mesure sur 7. On suppose que m est o-finie, c’est & dire qu’il existe (E,)nen C T t.q.

E=

(a)

UnenEr et m(E,) < +oo pour tout n € N.

Montrer que 'ensemble des z € E t.q. m({z}) > 0 (de tels x sont appelés “atomes” de m) est
au plus dénombrable. [On pourra introduire 'ensemble A, = {z € E,; m(x) > +}]

corrigé
On pose A = {z € E; m({z}) > 0}. Siz € A, il existe n€N t.q. = € E, et il existe
k€ N* t.q. m({z}) > % On a donc x € A, . Ceci montre que A = U, pyenxn+An k. Pour
montrer que A est au plus dénombrable, il suffit de montrer que A,, j est au plus dénombrable
(car une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable).
Soit donc n € N et k € N*. Soit z1,...,z, p éléments distincts de A, ;. Par monotonie et
additvité de m, on a £ < 3" m({z,}) = m({z1,...,2p}) < m(E,) < co. On en déduit que
p < km(E,) < oo et donc que A, ; a un nombre fini d’éléments (ce nombre est inférieur ou
égal a km(E,)). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

Montrer qu’il existe une mesure diffuse mg et une mesure purement atomique m, sur T telles
que m = mg + m,. Montrer que mg et m, sont étrangeres, c’est a dire qu’il existe A € T t.q.
mq(A) =0 et mq(A°) = 0.

corrigé
On considere toujours A = {z € E; m({z}) > 0}. On remarque tout d’abord que A € T (car
A est au plus dénombrable, d’apres la question précédente, et que les singletons, c’est-a-dire
les parties réduites & un seul élément, sont dans T'). On pose alors, pour tout B € T :

maq(B) =m(BNA), ma(B)=m(BnN A°).
Il est facile de voir que mq et m, sont des mesures sur 71" et que, par additivité de m, on a bien
m = mgq + mgq.

La mesure my est diffuse car, si € E, on a mg({z}) = m({z}) = 0si x € A° (car A contient
tous les points t.q. m({z}) > 0) et mg({z}) = m(@) =0si z € A (car {z} N A° = ().

La mesure m, est purement atomique. Il suffit de prendre S = A, on a bien m,(S¢) =
m(A°NA)=0et m,({z}) =m({z}) >0siz e S=A.

Enfin, m, et mgy sont étrangeres car mgy(A) = 0 et m,(A¢) = 0.

Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la
mesure de tous les autres singletons. Montrer que ceci peut-étre inexact si m n’est que o-finie.

corrigé
On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({z}), = € E}. On veut montrer qu’il existe
x € E t.qo M =m({z}). On suppose M > 0 (sinon, il suffit de prendre n’importe quel z € F
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pour avoir m({z}) = M). On va raisonner par 1’absurde, on suppose donc que m({z}) < M
pour tout € E. Par définition de M, Il existe une suite (z,)neny C E t.q. m({z,}) — M
quand n — oco. Comme m({z,}) < M pour tout n € N, on peut méme supposer (quitte &
extraire une sous suite) que m({z,}) < m({zn+1}) < M pour tout n € N. Quitte & supprimer

les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({zg}) > % Les points z,,

sont alors tous distincts, ce qui donne Z::é m{zn}) = m({xn, n € N}) < m(E). Ceci est
impossible car m(E) < oo et m({z,}) > & pour tout n € N (donc ZI:(’) m({zn}) = 00).

Exemple de mesure o-finie pour laquelle M n’est pas atteint.

Sur (R, B(R) on définit m par m(B) = Y ,(1 — %)&L(B) (ol J,, est le mesure de Dirac au
point n € N).

Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant No = {n € N; n > 2}, que
m(B) =3 enymen(l — %) Si B = UpenB, avec B,N By =0sip#gq,ona > penm(Bp) =
2_peN 2aneNamen, (1 — 1y = 2 (np)eNaxNineB, (1 — L) (on utilise ici le lemme 2.3 page 30).
Comme les B, sont disjoints 2 a 2, n appartient a B, pour au plus 1 p, et comme B = UpenBp,
on obtient 3, en, wnmen, (1 — Ly = Y neNyxNmen(l — 1y = m(B). Ceci prouve la o-
additivité de m. Le fait que m(@) = 0 est immédiat. On a donc bien montré que m est une
mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n,n]) < oo pour tout n € N et
que R = Upen[—n, n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({z}), x € E} =1 et il
n’existe pas de x € R t.q. m({z}) = 1. En fait, m est purement atomique car m((N2)¢) =0
et on a 0 < m({z}), pour tout = € Ns.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble
des atomes est infini.

corrigé
Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite a la question précédente.
Sur (R, B(R) on définit m par m(B) = 7" 250,(B). Une démonstration analogue & celle faite & la
question précédente montre que m est bien une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = %2 < 00),
m est atomique car m((N*)¢) =0 et 0 < m({z}) < 1, pour tout x € N*. L’ensemble des atomes de
m est infini, c’est N*.

Corrigé 28 (limites sup et inf d’ensembles)

Soit (E,T,m) un espace mesuré et (A,)neny C T. On rappelle que limsup,,_, . An = Mpen Up>n 4, €t
liminf,, s Ap = Upen MNp>n Ap.

1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>n,A4p) < o0o. Montrer que m(liminf, . A4,) <
liminf,, o m(4,) < limsup,,_,. m(A4,) < m(limsup,,_, ., An).

corrigé

e La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne :
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m(liminf A,) = lIm m(Np>nAp).
n—oo n—oo -
La monotonie de m donne m(Ny>nA,) < m(A4) pour tout ¢ > n. On a donc m(Np>nA,) <
inf,>, m(A,) et donc limy, oo m(Np>nAp) < limy, o0 (infp>y, m(A4,)), c’est-a-dire :
m(liminf A,) < liminf m(A,,).

n—oo n—oo

e De inf,>, m(4,) < sup,s,, m(A4,), on déduit liminf, . m(4,) < limsup,,_,, m(4,).

e Comme il existe ng € N t.q. m(Up>n,4p) < 00, la propriété de continuité décroissante
d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne m(limsup,,_, . A,) = lim,_o m(Up>,A4,). La
monotonie de m donne m(Up>nA,) > m(A,) pour tout ¢ > n. On a donc m(Up>nA,) >
sup,,>,, m(4,) et donc lim,, oo Mm(Up>nAp) > limy, o (sup,s,, m(4,)), c’est-a-dire :

m(limsup A,,) > limsupm(A4,).

n—oo n—oo

2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E,T,m) et (A, )nen C T) pour lequel :

limsupm(A,,) > m(limsup A,).

n— oo n— oo

corrigé
On prend (E,T,m) = (R,B(R),A) et A,, = [n,n + 1], pour tout n € N. On obtient alors :

limsupm(A4,) =1>0=m(0) = m(limsup A4,,).

n—oo n—oo

3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < oo) pour lequel

m(liminf, o A4,) < liminf,, . m(A,) < limsup,,_, . m(4,) < m(limsup,,_,., A,).

corrigé
On prend (E,T,m)=([0,4], B([0,4]), A) (plus précisément, A est ici la restriction & B([0,4]) de
A qui est une mesure sur B(R)) et Az, = [0,2], Azt = [1,4] pour tout n € N. On obtient
limsup,, ., An = [0,4] et liminf, . A, = [1,2]. On a ainsi :

m(liminf, . Ay) = 1, liminf, . m(A4,) = 2, limsup,,_, ., m(A4,) = 3 et m(limsup,,_,, An) = 4.

4. (%) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que .y m(4y) < oo.

Montrer que m(limsup,,_, ., 4,) = 0.

corrigé
De 37, cnm(A,) < 0o on déduit que 332 m(A,) — 0 quand n — oo et donc que m(Up>,Ap) — 0

quand n — oo (car, par o-sous additivté de m, on a m(Up>,A4p) < Z;o:n m(Ap)). Par continuité
décroissante de m, on en déduit alors m(limsup,,_, ., A,) = 0.
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Corrigé 29 (Petit ouvert dense...) (*x)

On considere ici Pespace mesuré (R, B(R), A). Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de
mesure inférieure & € ? [On rappelle qu'une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour
tout = € R et pour tout € > 0, il existe a € A t.q. |z —a| < e.]

corrigé
La réponse est “oui”.... Soit ¢ > 0. Comme Q est dénombrable, il existe ¢ : N — Q, bijective. On
consideére alors O = Upen]@(n) — 55z, ©(n) + gz (. O est bien un ouvert (comme réunion d’ouverts),
dense dans R (car O D Q et Q est dense dans R) et, par o-sous additivité d’une mesure, on a A(O) <

oo 1
Eznzo onFt — &

Corrigé 30 (Non existence d’une mesure sur P(R) exprimant la longueur) (x*)

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1] : zRy si z—y € Q. En utilisant ’axiome du choix, on construit
un ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour
g€ QnNI0,1[, on définit A, ={y € [0,1jy=xz+qouy=x+qg—1,z € A}, c’est-a-dire A, = {y € [0,1];
y—qe€Aouy—q+1e A}

1. Montrer que J A, =10,1[.

q€QNI0,1]

corrigé
Soit y € [0, 1], il existe x € A t.q. yRz (car A contient un élément dans chaque classe d’équivalence),
c'est-a-dire y —x € Q. Comme y —x €] —1,1] (car z,y € [0,1[), on adoncy—z =¢qg € QN[0,1] ou
y—2x+1=qecQn]0,1[. Cecidonne y € A;. On a donc [0, 1[C Ugegnio,1j4q- Comme A, C [0, 1]
pour tout ¢ € QN [0,1], on a finalement [0, 1{= Ugeqno,1{Aq-

Il est important aussi de remarquer que les A, sont disjoints 2 & 2. En effet, si y € A; N Ay, il
existe z,2' € At.q. y—x=qou(qg—1) et y—2’' =¢ ou (¢ —1). On en déduit x — 2z’ € Q et donc
x =12’ (car A contient un seul élément de chaque classe d’équivalence). Ceci donne ¢ =¢' =y —
(siy—z€0,l)oug=¢ =y—a+1(siy—a€l-10].

2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, invariante par translation et vérifiant
m([0,1]) = 1, m ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur
P(R), invariante par translation et t.q. m([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. En particulier,
montrer que 'application A*, définie en cours, ne peut pas étre une mesure sur P(R).

corrigé

On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0,1[) = 1. La o- additivité de m donne
alors, avec la premiere question,

1= > m(4). (12.6)

q€eQN(o,1]
Pour z € R et B € P(R), on note B+ a2 = {y+ z, y € B}. On suppose que m est invariante par
translation, on a donc m(B + ) = m(B) pour tout B € P(R) et tout = € R.

On remarque maintenant que A, = ((A+¢)N[0, 1[)U((A+¢—1)NI0,1[) pour tout ¢ € QN[0, 1. De
plus, siy € (A+¢)N[0,1[)N((A+¢g—1)N[0,1[), il existe x,2’ € At.q. y=x+¢q=2"+qg—1, donc
a’ —x =1, ce qui est impossible. Ceci montre que ((A+¢) N[0,1)) N ((A+¢—1)N0,1]) =0. On
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a donc, en utilisant ’additivité de m, 'invariance par translation de m et le fait que A+ ¢ C [0, 2],
m(Aq) = m((A+q) N[0,1]) + m((A+q—1)N0,1]) = m((A+¢) N[0, 1)) + m((A+¢) N[1,2[) =
m(A + q) = m(A), pour tout ¢ € QN [0,1[. On en déduit 3 gn1(Ag) = 0 si m(A) =0 et
qu@ﬂ[O,l[ m(A,) = oo si m(A) > 0, et donc quQﬂ[O,l[ m(A,) # 1, en contradiction avec (12.6). Il
n’existe donc pas de mesure sur P(R), invariante par translation et t.q. m([0,1]) = 1.

Si m est une mesure sur P(R), invariante par translation et t.q. m([a,b]) = b — a pour tout
a,b € R, a < b. On montre que m[0,1[= 1 en utilisant la continuité croissante de m et le fait que
[0,1[= Up>1[0,1 — 1]. Tl est donc impossible de trouver une telle mesure.

L’application A\* définie en cours sur P(R) (& valeurs dans R, ) est invariante par translation et
vérifie A\*([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. Elle n’est donc pas o-additive sur P(R).

Corrigé 31

Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle I et tout x € R on ait m(I) = m(I + z) (avec
I+x={a+z,acI})etm([0,1]) =1. Montrer que pour tout x € R, m({z}) =0 (i.e. m est diffuse).
En déduire que m est la mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0,1[ en ¢ intervalles de
longueur 1/¢q.]

corrigé
On pose m({0}) = a. Soit € R. On prend I = {0} (I est bien un intervalle) de sorte que I + x = {x}.
On a alors a = m({0}) = m(I) = m(I + z) = m({z}). On a donc montré que m({z}) = a pour tout
x € R. Pour montrer que « = 0, il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant la o-additivité de

m :
e8]

m([0,1]) > Z {}>Za

On en déduit o = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal & +oo et 'inégalité
est alors fausse).

On a donc bien montré que m({z}) = 0 pour tout x € R. Ceci donne, en particulier que 1 = m([0,1]) =

m((0, 1) + m({1}) = m([0, 1]).

Soit maintenant ¢ € N*. On a m([é %1[)
On en déduit :

1 i _ A o 1,4
m([0, ;[) pour tout i € {0,...,¢—1}, car [7, “[= [0, ;[+7.

q—1
m
=0

z z+1

1
= gm([0, 5[)7

et donc m([0, %[) = %. Ceci donne aussi, pour tout z € R, m([z,z + %[) = %, car [z, x + %[: [0, L[+z.

En utilisant 1’additivité de m, on a donc, pour tout p € N* :

m((0,2) = 3 m((2, p = 2. (12:)

De (12.7), on va déduire m([a, B[) = 8 — a pour tout o, € R t.q. a < . En effet, soit a, 5 € R t.q.
a < . Comme [a, B[= [0,v[+a, avec v = § — «, on a m([e, B]) = m([0,~]). Il existe alors deux suites
(rn)nen C QF et (sp)neny € Q% t.q. 7y, Ty et s, | ¥ quand n — co. Comme [0,7,[C [0,7[C [0, s,[, on
a, grace & (12.7), r, = m([0,r,[) < m([0,~]) < m([0,s,[) = sn. Eh faisant n — oo, on en déduit que
m([0,7]) = v et donc m([e, B]) = 5 — .
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Enfin, comme m({a}) =0, on a aussi
m(Ja, B]) = 8 — a, pour tout a, B € R, a < 3.

La partie “unicité” du théoreme de Carathéodory donne alors m = A.

Corrigé 32 (Support d’une mesure sur les boréliens de R%)

Soit m une mesure sur B(R?). Montrer qu'il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m.
L’ensemble fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple,
considérer les pavés a extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.|

corrigé
On note A I'ensemble des ouverts de R? de mesure nulle pour m. L’ensemble A est non vide (car
'ensemble vide est un ouvert de R? de mesure nulle). On pose :

0= UweAw.

L’ensemble O est donc la réunion de tous les ouverts de R? de mesure nulle. Il est clair que O est ouvert
(car c’est une réunion d’ouverts) et qu’il contient tous les ouverts de R? de mesure nulle. Pour montrer
que O est le plus grand ouvert de mesure nulle, il suffit donc de montrer que O est de mesure nulle. Pour
cela, on va montrer que O est une réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soit = (z1,...,24)! € O. 1l existe w € A t.q. z € w. Comme w est ouvert, il existe € > 0 t.q. :
d
H}zz —&,x; +e[Cw.
i=1

Pour tout 7 € {1,...,d} il existe 7, 5 €]x; — &, 2;[NQ et d; » €]x;, z; +[NQ. On a donc :

d
x € H}%‘,x,@',x[c w C O.

=1

Par monotonie d’une mesure, on a m(H?:J%‘,m diz]) <m(w) =0, et donc m(nglhi,z, diz) =0.

Comme O = Uco{z}, on a aussi :
d
O = Useo [ [1ie: 0ia= Uzeo Py, 6, (12.8)
i=1

en posant v = (Vi ---»%da)s 0z = (Fr,4y---,0d0)" et Pys = H?Zl]%-,éi[ (siy = (71,.-.,7q) et
5= (51,...,00)").

On remarque maintenant que, pour tout @ € O, v,,d, € Q%. L’égalité (12.8) donne donc :
O = U(y,50eBP .5,

ol B est une partie de Q¢ et m(P, 5) = 0 pour tout (v,8) € B. Comme Q?¢ est dénombrable, la partie
B est au plus dénombrable et la o—sous additivité d’'une mesure donne alors que m(O) = 0.

Corrigé 33 (Ensemble de Cantor)
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On considere l'espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), A).
On pose Cp = [0,1], @) = 0, 8 = 1, et ap = 1. Pour n > 0, on construit C,41 C [0,1] de la

L3N H . _ 2" n pn 4 H _ 2ntt n+1l n+1 N
maniére suivante : on suppose Cy, = J;,_, [a, b},] connu, et on définit Cr, 11 = J,_; [a; ™, by ] o, pour
_ n n+l _ n pn+tl _ n n+l _ n n+l _ 1n _ paa
p=1,...,2" a3 = ay, by, = ay + ant1, ay, - = by — anir et by = by, avec app = B et

0 < pp < 1. On pose C' = Nyp>oC, (C s’appelle “ensemble de Cantor”, 'exemple le plus classique est
obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que Cy,41 C C,,.

corrigé
Pour tout n € Net p € {1,...,2"}, la longueur de Uintervalle [ay, b] est a,. Comme v, 11 < %
et que af !y = ap et b3t = b7, on a [ahrl, b L] U [abt ! b5 C [ap, b7, pour tout n € N et

p € {1,...,2"}. En prenant 'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit C,, 41 C Ch,.

2. Montrer que C est compact et CO‘: 0.

corrigé
L’ensemble C' est fermé (dans R) car c¢’est une intersection de fermés (chaque C,, est fermé). D’autre
part C C [0,1], C est donc compact (car fermé et borné dans R).

Comme ay,41 < G+, on a toujours by < ap,q (pour tout n € N et p € {1,...,2" — 1}). Les
intervalles composant C,, sont donc disjoints 2 & 2 et de longueur «,,. Ceci montre que z,y € [0, 1],
(y — ) > ay implique |z,y[¢ C,. Comme o, — 0 quand n — oo (noter que a,, < 2—171)7 on en

=
déduit que C = N,enCh, ne contient aucun intervalle ouvert (non vide) et donc que C'= ().

3. Montrer que C est non dénombrable.

corrigé
On commence par définir, par récurrence sur n € N*, des points x. pour ¢ € {1,2}".
Pour n =1, z(1) = af et x5y = bY.

Soit m > 1. Supposons que z. est construit pour tout ¢ € {1,2}" et que pour chaque ¢ € {1,2}",

ze e {bpt,p=1,...,277 "y U{ar"!, p = 1,...,2""'}. On construit maintenant z. pour ¢ €
{1,2}"F1. Soit donc ¢ € {1,2}"T, on pose ¢ = {¢,b} avec ¢ € {1,2}" et d € {1,2} et on distingue
4 cas :

a) Tz = bgfl, avec p € {1,...,2"71} d = 1. On pose alors z. = by

(a)

(b) xz=0bp~!, avec p € {1,...,2""'}, d = 2. On pose alors z. = by,
)
)

Tz = aZil, avec p € {1,...,2"71} d = 1. On pose alors z. = a%p_1s

(c

(d -

rz=ap" !, avec p € {1,...,2" 7'}, d = 2. On pose alors z, = by, ;.

11 est intéressant de noter, avec ces formules, que |z, — zz| < o, < 2% et que z. € C.

On note S Pensemble des suites indéxées par N*, prenant leurs valeurs dans {1,2}. Sic € S, on
note ¢, 'élément de {1,2}" formé par les n premiers termes de la suite et on note x,, = z.,. La
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suite (zn)nen est de Cauchy (car |z,11 — 2n| < 5) et incluse dans C, elle converge donc vers un

point z. € C. On remarque que si ¢ et ¢’ sont deux suites différentes, alors z. # z. En effet soit
n €N t.q. ¢, = ¢, et cuy1 # ¢4, on alors |z, — T | > (1 — pn)ay, pour tout m > n et donc, en
passant a la limite quand m — oo, |z, — x| > (1 — pn)am, ce qui donne z. # x.. L’application
¢ — x. est donc une injection de S dans C. Ceci montre que C' est infini non dénombrable (car S
est infini non dénombrable).

. Montrer que si p, ne dépend pas de n, alors A(C') = 0. En déduire que si A € B([0,1]), A(4) =0
n’entraine pas que A est dénombrable.

corrigé

La construction des points a; et bj donne )\([ag;rfl,bg;fl] U g;rl,b;;rl]) = 2041 = Py =

pnA([ay, bp]). En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit A\(Cy11) = ppA(Ch)-
Si p,, ne dépend pas de n, c’est-a-dire p,, = p pour tout n € Net 0 < p < 1, on a donc A(Cy11) =

pA(Cy). Ceci donne, comme A(Cp) = 1, A(C,,) = p™ pour tout n € N. Par continuité décroissante
de A, on en déduit A(C) = lim,, 00 A(Cy) = 0.

. Soit 0 < € < 1. Montrer qu'il existe une suite (p,)n>0 CJ0, 1] t.q. A(C) =e.

corrigé
Soit (en)nen Cle, 1] t.q. €0 = 1, ep41 < &, pour tout n € N et £, — € quand n — oo (on peut

_ 1—¢
prendre, par exemple, €, =€ — P ).

On prend p, = Z2*L pour tout n € N. On a bien 0 < p,, < 1 et, comme A\(Cp11) = ppA(Cr) (ceci

en
a été démontré a la question précédente), on adonc A(C,) = €, pour tout n € N. Par continuité
décroissante de A, on en déduit A(C) = lim,, . AM(Cy) = €.

. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) = 0, alors
f(A) est un compact de R t.q. A(f(A)) =0.

corrigé
Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc, f(A) est bien un compact
de R (et donc appartient & B(R)).

On montre maintenant que A(f(A)) = 0.

Soit L € R t.q. |f(y) — f(x)] < Lly — x| pour tout x,y € R. On commence par montrer un petit
résultat préliminaire. Soit I = [a, ] un intervalle fermé de [0,1] (I est donc compact). Comme f
est continue sur [a, b], il existe z,y € [a,b] t.q. f(z) = m = min{f(z), z € [a,b]} et f(y) = M =
max{f(z), z € [a,b]}. On a donc f(I) C [m, M] (en fait, f(I) = [m, M]), d’ou :

Af(D) < M —m = f(y) — f(z) < Lly — x| = LA(I). (12.9)

Soit n > 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de A (voir le théoréme 2.3), il existe O, ouvert de
R, t.q. A C O et A(0) <. D’apres le lemme 2.4 page 35, O est une union dénombrable d’intervalles
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ouverts disjoints 2 & 2. En prenant éventuellement la restriction & [0, 1] de ces intervalles, on obtient
donc une famille dénombrable, notée (I,)nen, d’intervalles inclus dans [0, 1], disjoints 2 & 2 t.q.
A C UpenI, € 0. On en déduit 315 A1) = MUnenln) <7 et f(A) C Upenf(In) C Unenf(Tn).
On a donc A(f(A)) < S22 A(f(I,)). En utilisant (12.9), on a donc A(f(A)) < LY T2 \T,,) =
LZ:;CO A(I,) < Ln. Comme 7 est arbitrairement petit, on a donc A(f(A)) = 0.

. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) =0, on
n’a pas forcément A(f(A)) =0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor
de mesure nulle (cf question 4) et un ensemble de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

corrigé
On note C l’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-a-dire avec p, = p pour tout n € N et
0 < p <1 (par exemple, p = %) On note a?, b2, C), les points et ensembles utilisés pour construire
C et on note aussi D = {a?, ne N, pe {1,...,2"1} U{b?, ne N, p € {1,...,2"}}. (Noter que
Dcc)

Soit € > 0. On note C Pensemble C' obtenu & la question 5. On a donc A(C) = ¢. On note
ab, bh, C, les points et ensembles utilisés pour construire ~C et_on note aussi D = {at, n €N,
pe{l,...;2" pu{bl, ne N, pe{l,...,2"}}. (Noter que D C C.)

Soit n € N et pe {1,...,2"}. On construit f sur lintervalle [bgptll, a’;;rl] en prenant f affine et
t.q. f(bg;jl) = bg;ll et f(agz;tll) = ag;jl. On remarque que f est ainsi contruit de (Up,enC:) U D

dans (UpenCS) U D et est strictement croissante. Comme (UnenCr,)¢ = C et que C est d’intérieur
vide, f est définie sur une partie dense de [0, 1] et, comme (U,enCS)¢ = C et que C est d’intérieur
vide, I'image de f est dense dans [0, 1].

11 est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0, 1]. En effet, soit z € [0, 1]\ (UnenCS)UD,
il existe une suite de points de (UnenCs) U D, notée (yn)nen, convergeant en croissant vers z et
une suite de points de (UnenCS) U D, notée (2, )nen, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces
points peuvent méme étre pris dans D). Comme f et croissante, la suite (f(yn))nen converge donc
en croissant vers un certain v € [0, 1] et la suite (f(zn))nen converge en décroissant vers un certain
4 €]0,1] (la croissance de f donne aussi que ces limites ne dépendent que du choix de z et non du
choix des suites (Yn)nen €t (2n)nen). Comme f est croissante, on a v < § et comme 'image de f
(définie pour I'instant seulement sur (U,enCS) U D) est dense dans [0, 1], on a nécessairement v = §
(Pintervalle 7,0 ne rencontre pas I'image de f). On peut donc poser f(z) =~ = 4.

La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0,1] & valeurs dans [0, 1]. Elle est strictement
croissante et son image est dense dans [0, 1], elle est donc continue (par le méme raisonnement que
celui fait pour définir f(z) en tout point € [0, 1]\ (UnenC%)UD). Comme une application continue
transforme un compact en compact, on a donc f([0,1]) = [0, 1] et ceci prouve en particulier que
£([0,1]\ (UpenCS) U D) = [0,1] \ (UpenC<) U D. Comme f(D) = D, on a aussi f(C) = C. Pour
que f soit définie sur R et continue, on ajoute f(z) =0 pour z < 0 et f(z) =1 pour z > 1. On a
toujours f(C) = C. Ceci donne bien le résultat désiré car A(C) = 0 et A\(C) =& > 0.

Corrigé 34 (Mesure compléte)
Soit (F,T,m) un espace mesuré. Une partie B de F est dite “négligeable” si elle est incluse dans un

élément de T de mesure nulle. On note A, I’ensemble des parties négligeables. On pose T = {A U N;
AeT, NeN,}

308



1. Montrer que T est une tribu et que TUN,, C T.

corrigé

(a) On montre d’abord que T est une tribu.

o €T car ) =P U et ) appartient & T et A, (car il est de mesure nulle).

o T est stable par passage au complémentaire :
Soit C €T. Nlexiste A€ T et N €N, t.q C=AUN. Comme N € N,,, il existe BT
t.q. N C Bet m(B) =0.
On remarque alors que C¢ = (AUN)* = A°NN°® = (A°NB°)U(A°NN°N B). Comme
AN B €T (par les propriétés de stabilité de T') et (A°N NN B) € Ny, (car inclus dans
B), on en déduit que C¢ € T. Donc, T est stable par passage au complémentaire.

e T est stable par union dénombrable :
Soit (Cp)nen C T. N existe (Ay)nen C T et (Np)nen C N t.q. Cy, = A, UN,, pour tout
n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € N;,, il existe B, € T t.q. N, C By, et m(B,) = 0.

On a alors UpenCr = (UnenAn)U(UnenNy ). On remarque que UpenNy, C B = UpenBy, €
T et m(B) = 0 par o-sous additivité de m. Donc, UpnenNp € Ny comme UpenA, € T,
on a finalement U, cnC,, € T. Ce qui prouve bien que T est stable par union dénombrable.

On a bien montré que T est une tribu sur F.
(b) On montre maintenant que T UN,,, C T.

e SiAdeT,onaA=AUpP. Comme § € N,,, on en déduit A € T. Donc, T C T.
e SiNeN,,,ona N=0UN. Comme () € T, on en déduit N € T. Donc, N,, C T.

Finalement, on a bien TUN,, C T.

2. Soit Ay, As € T et N1, N € Ny, t.q. A1 U Ny = Ay U Na. Montrer que m(A;) = m(As).

corrigé

Soit By € T t.q. Ny C By et m(By) =0. On a :

A1 C AT UN; = Ay UNy C Ay U Bs.

Donc, par monotonie et sous additivité de m, m(A;) < m(Az U By) < m(Az2) + m(Bz2) = m(Az).
En changeant les roles de Ay et Ay, on a aussi m(Az) < m(A1). On a donc m(A;) = m(Asz).

Pour B € T, soit A € Tet N € Ny, t.q B = AUN, on pose m(B) = m(A4). (La question
précédente montre que cette définition est cohérente.)

3. Montrer que 7 est une mesure sur 7' et m|,, = m. Montrer que T est la seule mesure sur T égale
amsur 7.

corrigé

(a) On montre d’abord que 7 est une mesure sur 7.

Comme § =0 U D et O € T NNy, on am(B) =m(0) =0.
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Soit maintenant (Cp)pey C T t.q. Cp, N Cp = B si n # m. 1l existe (Ay)nen C T et
(Np)nen C N t.q. Cp, = A,y U N, pour tout n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € Ny, il
existe B, € T t.q. N,, C By, et m(B,,) =0.

On a donc UpenCr, = (UpenAn) U (UnenNy). On a déja vu que UpenN,, € Ny, Par définition
de m, on a donc M(U,enCr) = m(Upen4y). Comme C, NC,, = 0 sin # m, on a aussi
A, NA, =0sin#m (car A, C Cp pour tout p). La o-additivité de m (et la définition de
m(Cy,)) donne(nt) alors :

m(UnENCn) = m(UnENAn) = Z m(An) = Zm(on)'

neN neN
Ce qui prouve la o-additivité de m.
(b) On montre maintenant que m,, = m.

SiAcT onad=AU). Comme () € N, on a donc (A € T, on le savait déja, et)
m(A) = m(A). Donc, my, = m.

(c) Enfin, on montre que 7 est la seule mesure sur 7' égale & m sur 7.
Soit m une mesure sur 7" égale & m sur 7.

Soit C €T. Nexiste Ac T et N €Ny tq C=AUN. Comme N € N,,, il existe B € T
t.q. N C Bet m(B) =0. On a alors A C C C AU B. La monotonie de 7, le fait que m = m
sur T' et la sous additivité de m donnent :

m(A) = m(A) < m(C) < Mm(AUB) = m(AU B) < m(A) + m(B) = m(A).

On a donc m(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve que m = .

4. Montrer que Noy = N, C T.

corrigé

On a déja vu (& la question 1) que N, C T.

o Il est facile de voir que N;, C N5. En effet, soit N € N,,. Il existe B € T t.q. N C B et
m(B) =0. Comme T C T et que M = m sur T, on a donc aussi B € T et m(B) = 0. Ce qui
prouve que N € Np.

e Soit maintenant N € ANo. Il existe C € T t.q. N C C et m(C) = 0. Comme C € T, il existe
AeT, M eN,,et BET t.q m(B)=0et C=AUM C AU B. la définition de m donne
que m(C) = m(A), on a donc m(A) = 0. On en déduit m(A U B) < m(A4) + m(B) = 0, et
donc, comme C' C AU B, on a bien C € N,,.

On a bien montré que N =N, C T.

L’exercice 4.18 page 104 montre la différence “dérisoire”, du point de vue de I'intégration, entre (E,T,m)
et son complété (E,T,m).

Corrigé 35 (Série commutativement convergente dans R)
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Soit (an)nen C R. Le but de I'exercice est de montrer que si la série ), @y (n) €st convergente pour
toute bijection ¢ : N — N, alors la série )\ a, est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que > af = co. Montrer qu’il existe ¢ : N — N,
bijective, t.q. ZZ:O ay(py — o0 quand n — oco. Conclure.

corrigé
On suppose que la série ) a, n’est pas absolument convergente. La suite (ZZ:O lap|)nen converge
; —at+a + - _
donc en croissant vers co. Comme |a,| = a; +a, et que a; = max{a,,0} >0 et a, = max{—a,,0} >0,

les deux suites (ZZ:O af Jnen et (ZZ:O a, )nen sont donc aussi croissantes et I'une des deux, au moins,
converge vers co. On suppose que la suite (ZZ:O af Jnen converge vers oo (un raisonnement analogue a
ce qui suit permettrait de traiter le cas ou la suite (ZZ:O a, Jnen converge vers c0). On va construire

. N .. . n . s’ .
ci-apres une bijection ¢ de N dans N t.q. szo ay(py — 00 quand n — oo. Ceci prouvera que la série
Y nen Gp(n) €St non convergente pour au moins une bijection de N dans N.

Onnote P={neN, a, >0} et N={n €N, a, <0} (de sorte que PN N = et PUN = N). Soit ¢4
et ¢ les deux applications strictement croissantes de N dans N t.q. P = {p1(n), n € N} et N = {¢pa(n),
n € N}.

On comnence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante (ay,)neny C N t.q. ag =0 et :

Apy1—1

Qo) T D Gy (p) = 1. (12.10)

p=an

Pour montrer 'existence d’une telle suite (a,, )nen, on pose ag = 0. Puis, on raisonne par récurrence sur n.

. . 3 . 4 . o] _ _
Si ag, ..., a, sont contruits, 'existence de a,41 découle du fait que Zp:an Ay (p) = > = 00.

;C=<P1(an) a;r
la construction de la suite (p(n))nen se fait alors en prenant ¢i(ag),...,p1(ar — 1) puis ¢2(0) puis
w1(a1),...,o1(az — 1) puis wa(1)...puis v1(an), ..., p1(ant+1 — 1) puis ga(n)...

Pour décrire précisément cette application ¢, on pose bg = 0 et, pour n € N, b, 11 = by, + apy1 — an +1
(la suite (by)nen est strictement croissante et tend donc vers co quand n — o0). On définit alors, pour
tout n € N, ¢(q) losrque g € {by,...byy1 — 1} par:

o(by, +p) = @1(an +p) pour p € {0,...,ap4+1 — ap — 1},
@(bnt1 — 1) = pa(n).

On a bien ainsi défini une application de N dans N car b, 11 —1 = b, +p, pour p = a,4+1—a,. L’application
© est surjective car {¢(q), ¢ € N} = PUN}. Elle est injective car chaque valeur de p; et oo n’est prise
qu’une seule fois par ¢. Enfin, on a bien ZZ:O appy — 00 quand n — oo. En effet, on remarque que,
grace a (12.10) :

bpt1—1+p brt1—1
Z Qyp(q) = Z Qp(q) = T
q=0 q=0

pour tout p > 0 et tout n € N. Ce qui donne, pour tout n € N, liminf, . Zf;:o ap(q) = M, et donc
Zf;zo y(q) — 00, quand p — oo.

Corrigé 36 (Mesure sur S*')
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On considere St = {(z,y)* € R?, |x|2+|y|? = 1} (S* est donc le cercle unité de R?). Pour z = (z,y) € S,
il existe un unique 6, € [0,27[ t.q. = = cos(f,) et y = sin(f,). Pour o € [0,27[ et z € S* on pose
Ry (2) = (cos(0, + «),sin(0, + ). Noter que R, est une bijection de S sur S* (c’est la rotation d’angle
).

Définir une tribu 7 sur S!, t.q. T contienne les parties de la forme {(cos(6),sin(6))*, 0 €]a, B[} avec
—00 < a < 3 < 00, et une mesure u sur T de sorte que (S*, T, ) soit un espace mesuré avec u(S*) = 1 et
t.q. p soit invariante par rotation (c’est & dire que, pour tout A € T et v € [0, 27|, on ait Ry (A) = {Ra(2),
z€ A} € T et u(Ra(A)) = p(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(R), et la mesure
de Lebesgue sur B(R).]

corrigé
On note © l'application z +— 6, de S! dans R (cette application est bijective de S! dans [0,27[). On
prend alors T = {©71(B), B € B(R)}. C’est bien une tribu sur S! (voir 'exercice 2.4).

Soit —co < a < B < 0o et E = {(cos(),sin(0))t, 6 €]a, B[}. Ona E C St et,siz€ S, onaze€ Esiet
seulement si il existe k € Z t.q. 0, + 2kw €]a, B[. Ceci prouve que

FE= Ukez@_l(]a - 2]€’/T,ﬂ - 2]€7TD,
et donc que F € T car O~ (Ja — 2k, 8 — 2kn[) € T pour tout k € Z.

On définit maintenant p. Soit A € T. On pose ©4 = {6,, z € A}. Comme A € T, il existe B € B(R) t

A =071B), et donc A =0"YBnN[0,2n]). Comme O est une bijection de S dans [0,2n[, on a alors
©4 = BN0,2r[€ B(R). On pose pu(A) = 5-A(04), olt A est la mesure de Lebesgue sur B(R).

o est bien une mesure sur 7. En effet, on a 27pu(0) = A(©p) = A(0) = 0. Puis, si (A, )nen est une suite
d’éléments de T, disjoints 2 & 2, la suite (© 4, )nen est une suite d’éléments de B(R), disjoints 2 & 2. La
o—additvité de p découle alors de celle de A.

Il reste & montrer que p est invariante par rotation. Soit o € [0,27[ et A € T. Comme on 'a vu
précédemment, il existe B € B(R) t.q. A = ©71(BN[0,27]). On a donc A = {(cos(d),sin(0))?,
6 € BN0,2x[}. Pour 8 € R, on note Bg = {0+ 3, 6 € B}. On a alors :

R, ( )-{cosG—&—a) sin(f + «))", HGBH[O 27r[}—{ cos s1n( ), 0 € By N[a,2m + af}
= {(cos(0),sin())*, 0 € B, N [a, 27[} U {(cos(6),sin(6))", 0 N[0, af}
=0- 1(B N [a,27[) UO Y (By_2x N[0, ).

La propriété d’invariance par translation de A permet de dire que Bg € B(R) pour tout 8 € R. On a
donc R, (A) € T et, par additivité d’'une mesure et définition de p,

2mu(Ra(A)) = AM(Bo N o, 27[) + A(Ba—2x N [0, af).
L’invariance par translation de A donne A(By—2, N[0, @) = A(Bo N [27, a + 27]) et donc :
2 pu(Ra(A)) = M(Bo N e, 27[) + A(Bo N 27, a + 27[) = A(Bo N [a, a + 27[) = A(B N[0, 27]).

Ce qui donne bien p(Rqo(A)) = u(A).

12.2.3 Probabilités
Corrigé 37 (Lemme de Borel-Cantelli)
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Soient (E,T,p) un espace probabilisé et (A,)pen C T. On pose B, = Ug>nAr et A = NpenB, (on
rappelle que A = limsup,,_, ., 4y)-

1. Montrer que si ) .y p(An) < +o0 alors p(A4) = 0.
corrigé

Cette question a été corrigée dans le corrigé 28.

2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements A1, ..., A, sont indépendants. On suppose aussi
que Y, oy P(An) = 0o. Montrer que p(A4) = 1.
corrigé

Comme cela a été vu dans le corrigé 28, la propriété de continuité décroissante d’une mesure (voir
la proposition 2.3) domme p(A) = lim,_.oo p(By). 1l suffit donc de montrer que p(B,) = 1 pour
tout n € N.

Soit n € N. Si il existe k > n t.q. p(Ax) = 1, on a, par monotonie de p, que p(B,) > p(Ax) =1 et
donc p(B,) = 1. On suppose maintenant que p(Ay) < 1 pour tout k > n. Comme B = Ni>, AS,
la continuité décroissante de p et 'indépendance des Ay donne :

m m

p(B;) = lim [T w45 = lim [T~ p(Ar)).
k=n k=n

Comme In(1 —z) < —z pour tout z < 1 (ou, de maniére équivalente, In(u) < u— 1 pour tout u > 0,

ceci est une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction In), on a, pour m > n :

m m

([T = p(A0) = 3 (1 = p(An) < - 3 pl(Ar).
k=n

k=n k=n

De I'hypothese Y, o p(An) = 00, on déduit limy, oo In(JT,L, (1 —p(Ax))) = —oc, et donc p(Bf) =
0. Ceci donne bien p(B,) = 1 et termine la démonstration.
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12.3 Exercices du chapitre 3

12.3.1 Fonctions mesurables

Corrigé 38 (Caractérisation des fonctions mesurables) (x)
Soient (E,T) un espace mesurable et f une application de F dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~'(B) € T} est une tribu.

corrigé

Cette question est un cas particulier (avec F' = R) de la question 2 de l’exercice 2.4, voir le corrige
12 page 285.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est mesurable,
(i) f~1(C) € T, pour tout C € C.

corrigé
On remarque que f mesurable signifie simplement que T (définie & la question précédente)
contient B(R).

Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (ii) = (i), on remarque que T est une tribu. Donc, si Ty contient C, on a aussi
Ty contient T'(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a bien (ii) = (i)

Corrigé 39 (Composition de fonctions mesurables)

Soit (E,T) et (F,S) deux espaces mesurables. Soit f : E — F et ¢ : F — R (R est muni, comme
toujours, de la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que o f est mesurable
(de E dans R).

corrigé
FE est muni de la tribu T, F' est muni de la tribu S et R est muni de la tribu borélienne.

Soit B € B(R), on remarque que (@ o f)~1(B) = f~1(p~1(B)). Comme ¢~ !(B) € S car ¢ est mesurable
(de F dans R), on a donc f~1(p~(B)) € T car f est mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que
@ o f est mesurable (de F dans R).

Corrigé 40 (R ou R;...)

Soit ¢ : R — R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a 'arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est
mesurable (on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considére comme une
application de R dans R, (R, étant aussi muni de la tribu borélienne).

corrigé —
On suppose ¢ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R, on a donc BNR € B(R) (voir la
définition 3.1 page 53). Comme ¢ prend ses valeurs dans R et que ¢ est mesurable de R dans R, on a
donc ¢~ 1(B) = ¢ 1 (BNR) € B(R). Ceci donne donc que ¢ est mesurable de R dans R, .
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Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans R (mais ¢ ne prend jamais la valeur
o0, on peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit B € B(R). On a donc aussi B € B(Ry)
et donc p~1(B) € B(R) car ¢ est mesurable de R dans R. Ceci prouve que ¢ est mesurable de R dans
R.

Corrigé 41 (Stabilité de M)

1. Soient (E,T), (E',T"), (E”,T") des espaces mesurables, f (resp. g) une application de E dans
E' (resp. de E' dans E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une
application mesurable de E dans E”.

corrigé
Cette question est identique & celle de P'exercice 3.3 (voir le corrigé 39) avec E” au lieu de R. La
démonstration est semblable :

Soit B € T”, on remarque que (g o f)~*(B) = f~1(¢g~}(B)). Comme g~1(B) € T’ car g est
mesurable (de B’ dans E”), on a donc f~1(g7(B)) € T car f est mesurable (de E dans E’). Ceci
montre bien que g o f est mesurable (de E dans E”).

2. Soit (E,T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R); soient f et g des
fonctions mesurables de E dans R.

(a) Montrer que f+(=sup(f,0)), f~ (= —inf(f,0)) sont des fonctions mesurables de E dans R.

corrigé

Cette question est démontrée dans la proposition 3.7 page 60.

(b) Montrer que f + g, fg et |f| sont des fonctions mesurables de F dans R.

corrigé
Le fait que f + g, fg € M est démontré dans la proposition 3.5 et le fait que |f| € M est
démontré dans la proposition 3.7 (car |f| prend ses valeurs dans R et |f| € M, on conclut
avec l'exercice 3.4, corrigé 40).

3. Soient (E,T) un espace mesurable, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On
suppose que la suite (f,,(2))nen converge (dans R) pour tout 2 € E. On pose f(z) = limp— too fn(z)
(pour tout = € E). Montrer que f est une fonction mesurable de E dans R.

corrigé

La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.5 page 58 (propriété 3).

4. Soit (F,T) un espace mesurable, on suppose qu'il existe A € T dont les sous-ensembles ne soient
pas tous mesurables. Il existe donc B C A t.q. B ¢ T. Montrer que h = 1g — 14\ p n’est pas
mesurable (de E dans R), alors que |h| Pest.

corrigé
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{1} € B(R) alors que h=*({1}) = B ¢ T, donc h n’est pas mesurable. Par contre |h| = 14 est
mesurable car A € T

Corrigé 42 (Mesurabilité des fonctions continues)
Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).

corrigé
Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~1(O) est aussi un ouvert de R, donc f~1(0) €

B(R). Comme I’ensemble des ouverts des ouverts engendre B(R), on en déduit que f est mesurable
(on utilise ici le caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.2 page 56).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

corrigé

On suppose f continue a droite. Pour n € N*, on définit f, par :

0 si (ES -n,
folz) =23 f(B) si pn;l<x§%,pe{—n2+1,...,n2}
0 si x>n,

de sorte que

fa= Z f(%)l]r';l 2]

n ’'n
p=—n2+1

On a f, € € car |21 2] € B(R) pour tout n et p. Soit € R. Pour n > |z|, on a f,(z) = f(2)

n n
avec £ — % <z < B (p dépend de n, x est fixé). Comme f est continue & droite en z, on a
done fp(z) — f(x) quand n — oo (car £ — z, avec 2 > ). La deuxiéme caractérisation de la

mesurabilité (proposition 3.6 page 60) donne alors f € M.

3. On suppose [ croissante. Montrer que f est mesurable.

corrigé
Soit @ € R. On pose A = f~!(a, 00[). On suppose A # ) (si A = ), on a bien A € B(R)). Si
x € A, on a f(x) > a et, comme f est croissante, on a aussi f(y) > a pour tout y > x. Donc,
[z,00[C A. En posant a = inf A € RU {—o0}, on en déduit que Ja,o00[C A C [a,00[. A est donc
nécessairement un intervalle (dont la borne supérieure est 0o), ce qui prouve que A € B(R). Comme
{[ev,; 00[, @ € R} engendre B(R), on en déduit que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la
caractérisation de la mesurabilité donnée & la proposition 3.2 page 56).

Corrigé 43 (Egalité presque partout)
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1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f =g
A p.p. si et seulement si f = g.

corrigé

f = g (cest-a-dire f(z) = g(x) pour tout z € R), on a bien f = g A p.p. car f = g sur (¢ et
0

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue
strictement positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe o, 8 € R t.q. o < S et Jo, B[C O,
onadonc0<f—a=X]a,3]) <AO).

On suppose maintenant que f = g A p.p., il existe A € B(R) t.q. AM(A) =0et f =g sur A°. On a
alors {f(x) # g(z)} C A. Or, {f(z) # g(z)} = (f — g)~*(R*) est un ouvert car (f — g) est continue
(de R dans R) et R* est un ouvert de R. Donc {f(x) # g(z)} € B(R) et la monotonie de A donne
A{f(z) # g(x)}) < A(A) = 0. On en déduit que {f(z) # g(x)} = ) (car un ouvert non vide est
toujours de mesure de Lebesgue strictement positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et dg la mesure de Dirac en 0 ; montrer que f = g dg p.p-
si et seulement si f(0) = g(0).

corrigé
Si f(0) = g(0), on prend A = {0}¢. On a bien A € B(R), dp(A) =0 et f = g sur A° car A° = {0}.
Donc, f =g dy p.p--

Réciproquement, on suppose maintenant que f = g d p.p., il existe donc A € B(R) t.q. f = g sur
A€ et 69(A) = 0. Comme dp(A) =0, on a donc 0 ¢ A, c’est-a-dire 0 € A€ et donc f(0) = ¢(0).

Corrigé 44

Soit f : RN x R dans R. On munit R? de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). on suppose que f est

mesurable par rapport & z € RY, pour tout y € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R,

pour tout z € RY.

Pour n > 1 et p € Z, on pose : aj = £, p € Z ; on définit la fonction f,, n > 1, de RY x R dans R par :
fa(@,y) = f(z,ay), siy € [ay,ap 4]

On se limite & N = 1.

1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — 4oc.

corrigé
Soit (x,y)* € R Pour tout n € N*, on a donc f,(z,y) = f(z, 7’) avec 2 < y < 41 Noter que x
et y sont fixés et que p dépend de n. Quand n — oo, onadonc 2 — y avec 2 <y Comme f(z,-) est
continue a gauche en y, on a donc f(x,2) — f(x,y) quand n— 00, c’est- S-dire fulz,y) — f(:v, y)
quand n — oo.
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2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que A x B € B(R?) si
A, B € B(R). Ceci est démontré dans l’exercice 2.6 page 42.]

corrigé

Soit n € N*. Pour p € Z, on pose g, = f(-, %) On a donc, par hypothese, g, mesurable de R dans

R.
Soit C' € B(R). Soit (z,y)! € R2. Il existe donc p € Z t.q. y € [2, 2. On a alors f,(z,y) = g,(z)
et donc fy,(z,y) € C si et seulement g,(z) € C. On en déduit que :
- _ p pt1
170) = Upenty (0) x (2,22,

Comme g, est mesurable, on a g-'(C) € B(R). On a aussi [2, 2 [e B(R) et donc g5 '(C) x

n’> n

(2, 2EL e B(R?) (ceci est démontré dans exercice 2.6 page 42). Comme B(R?) est stable par union

n’ n

dénombrable, on en déduit f,, 1(C) € B(R?) et donc f,, mesurable de R? dans R.

3. Montrer que f est mesurable.

corrigé
Comme f,, mesurable pour tout n € N* et que f,(z,y) — f(z,y), quand n — oo, pour tout
(x,y)! € R2, la propriété 3 de la proposition 3.5 donne que f est mesurable (de R? dans R).

Corrigé 45 (Tribu de Borel sur B(R.))

1. Montrer que {[0, 3], 3 € R% } engendre B(R ).

corrigé
On note C; = {[0, 8, # € Ry }.

e Comme [0, 3[ est un ouvert de R, pour tout 3 € R%, onaC; C B(R) et donc T(C;) C B(R,).
o Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[3, cc], 3 € Ry} C T(Cy).
Comme [0, 00] = [0, 1[U[1, 00] € T'(C1), on a aussi {[a, 0], € Ry} C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[a, [, o, 8 € Ry, a < S} C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]a, S[, o, 8 € R4,
a <} CT(C) et {]B,00],3 € R} C T(Cr).

Comme tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’intervalles du type o, 3]
(avec a, B € Ry NQ), [0, 5[ (avec B € Ry NQ) et |3, 00] (avec f € Ry NQ), on en déduit que
tout ouvert de Ry est dans T'(Cq) et donc B(R;) C T(Cy).

On a bien montré que B(Ry) = T(Cy).

2. Montrer que {[0, 8], 8 € QNR% } engendre B(Ry).

corrigé
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On note Co = {[0, 5,8 € QNR% }. Si 8 € Ry, on remarque que [0, 8= UaeQleﬂa<g[O,a[. On en
déduit que [0, B[€ T(C2). On a donc C; C T(C3) et T'(Cy) C T(Ca).

Comme T(C1) = B(R4), on a aussi T(C2) = B(Ry).

3. Montrer que {]0, 3], 3 € R% } n’engendre pas B(R}).

corrigé
On prend un ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu 7' sur £ différente de P(E)
(par exemple, T = {0, E}). Soit alors A C E, A ¢ T. On définit f de F dans Ry par f(z) = oo
siz e Aet f(z) =0six ¢ A Comme A ¢ T, la fonction f est non mesurable. On a pourtant
F71(0,8)) =0 € T pour tout 3 € R%. Ceci montre que {]0, 8], 3 € R% } n’engendre pas B(R..).

Corrigé 46
Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée B(R)). On se
propose de montrer que le graphe de f est un borélien de R%2. On admettra le résultat suivant, vu en
TD :

A,B € B(R) = A x B € B(R?). (12.11)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour z,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(x,y) = y.

1. Montrer que F' et H sont mesurables de R? dans R.

corrigé
Soit A € B(R). On a F71(A) = f~1(A) x R. Comme f est mesurable, f~1(A4) € B(R). Comme
R € B(R), (12.11) donne f~}(A) x R € B(R?) et donc F~(A) € B(R?). On a donc F mesurable
de R? dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniére semblable en remarquant que H~1(A) = R x A
(ou en utilisant la continuité de H).

2. On pose G(f) = {(z,y)! € R%, y = f(x)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) €
B(R?).

corrigé

L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc F' — H mesurable. On en
déduit que G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F — H)~*({0}) et {0} € B(R).

Corrigé 47 (mesurabilité au sens de Lusin)

Soit m une mesure sur B(RY), finie sur les compacts de RY. On rappelle (cf. cours) que m est néces-
sairement réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(RM) et pour tout £ > 0, il existe F' fermé et O
ouvert t.q. F C AC Oet m(O\F) <e).

Soit f € RV — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin” si pour tout compact K et pour tout
€ >0, il existe K7 compact, K1 C K, t.q. m(K \ K1) <eet f, € C(K1,R).
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1. On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(RY). Montrer que f est mesurable au sens
de Lusin. [Construire K7 avec K, F' et O, ou F et O sont donnés par la régularité de m appliquée
a ensemble A.]

corrigé

Soit K compact et € > 0. Par la régularité de m, il existe F' fermé et O ouvert t.q. FF C A C O et
m(O\ F) <e. On prend K; = (K NF)U(KNO°).

Les ensembles K N F et K N O° sont fermés (car I'intersection d’un compact et d’un fermé est
un compact). L’ensemble K; est donc compact car il est 'union de deux compacts. Comme
Ky = K\(O\F),onabien K; C K et (K\K;) C (O\F). On en déduit m(K\K;) < m(O\F) <e.

On montre maintenant que f|K1 € C(K1,R). Soit € K;. On distingue deux cas :

Premier cas. Six € KN F, on a alors 2 € O. Comme O est ouvert il existe § t.q. B(z,d) C O
(ott B(x,d) est la boule ouverte de centre x et de rayon ¢). On a donc Ky N B(z,0) C KNF C A.
Ce qui prouve que f‘Kl est constante et égale & 1 sur K1 N B(x,d) et donc f‘Kl est continue en x
(car constante dans un voisinage de z).

Deuxiéme cas. Si x € K N O¢ on raisonne de maniere similaire. On a x € F°. Comme F€ est
ouvert il existe 0 t.q. B(z,d) C F°. On a donc K1 N B(z,d) C K NO° C A°. Ce qui prouve que
fx, est constante et égale a 0 sur K1 N B(x,0) et donc f|,. est continue en z.

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € E(RYN, B(RY)). Montrer que f
est mesurable au sens de Lusin.

corrigé
Il existe n € N*, Ay,..., A, € BRY) et a1,...,a, ER t.q. f=3"  a;1a,. On pose f; = 14,, de
sorte que f =", a;f;.

Soit K compact et ¢ > 0. Par la question 1, pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe K{i) compact,
K9 c K, tq mE\KY) <e/net (f) e C(K" R). On prend alors :

Ky = KW,
On a bien K7 compact (car intersection de compacts), K1 C K. Onaaussi (K\K;) = U, (K\K{i))

et donc :

m(K\ K1) <> m(K\ K{") <e.
i=1
Enfin, f|, est continue car fj, = Z?:lai(fi)lxl et (fi),, est continue (puisque (f;), . est
1

continue et Ky C K{i)),

3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RY,B(RY)). Montrer que f est mesurable au
sens de Lusin. [On rappelle qu'une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On
pourra utiliser le théoréme d’Egorov, Théoreme 3.2, et la question précédente.
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corrigé

Comme f € M(RN, B(RM)), il existe (fn)nen € ERY, B(RM)) t.q. fn — f p.p--

Soit K compact et € > 0. Par la question 2, pour tout n € N, il existe Kfn) compact, Kfn) C K,
t.q. m(K\ K™) <27 et (fa)l o € C(K™ R). On prend tout d’abord :
Kl .

Ky = NpenK™.

On a bien Ky compact (car intersection de compacts), Ko C K. On a aussi (K \ K2) = Upen(K \
Kfm) et donc m(K \ K) < 3 ym(K\ Kf")) < 2. Enfin, (fy)|,, est continue pour tout n € N.

Pour trouver Ky, on utilise maintenant théoreme d’Egorov. Comme f, — f p.p. sur Ky et que
m(Ks3) < oo, il existe A € B(R™) t.q. A C Ko, m(Ks\ A) <¢ et f,, — f uniformément sur A. En
utilisant la régularité de m , on trouve aussi F C A, F fermé et m(A\ F) < e. On prend alors
Ki=F.

On a bien K; compact (car K; est fermé dans le compact Ks), K1 € K. On a (K \ K;) =
(K\ K2) U(K2\ A)U(A\ F) et donc m(K \ K1) < 4e. Enfin f|,. est continue car f|, —est limite
uniforme de la suite de fonctions continues ((fn)|,, Jnen-

Corrigé 48 (V.a. mesurable par rapport & une autre v.a.)

Dans cet exercice, on démontre le théoreme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur
un espace de probabilités (€2,.4, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par rapport a la tribu
engendrée par X (notée 7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que
Y = f(X) (c’est-a-dire , plus précisément, que Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ol f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y’
est 7(X)-mesurable.

corrigé
On rappelle que la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~1(B), B € B(R)}.
Soit B € B(R), on a Y™Y(B) = X~!(f~*(B)). Comme f est borélienne (c’est-a-dire mesurable de

R dans R, ot R est muni de la tribu borélienne), on a f~!(B) € B(R) et donc X ~1(f~1(B)) € 7(X).
Ce qui prouve que T est 7(X )-mesurable.

On suppose maintenant que Y est 7(X )-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # ay pour j # k et
une suite d’événements (A;) disjoints deux & deux tels que

Y:Zalej.
J

On suppose aussi que UjA; = Q. Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu'il existe une fonction
borélienne f: R — R telle que Y = f(X).
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corrigé
Soit 7 € N. Comme les A; sont disjoints deux a deux, a; # ap si @ # k et U;4; = Q, on a
Aj; = Y '({a;}). Comme {a;} € B(R) et Y est 7-mesurable, on en déduit que 4; € 7(X). (On
rappelle aussi que 7(X) C A car X est une v.a. sur (2,4, P).)

Pour tout i, il existe B; € B(R) t.q. 4; = X 1(B;) (car 4; € 7(X)). Comme les A; sont disjoints
deux & deux, on a, si ¢ # j, B; N B;N Im(X) = 0 (avec Im(X) = {X(w), w € 2}). On peut donc
supposer les B; disjoints deux & deux en remplacant chaque B; (i > 0) par B; \ Uj<;B;.

On pose f =3, a;1p,. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R. Si w € €, il
existe i t.q. w € A; (car Q = U;A;), on a donc X (w) € B; et donc f(X(w)) = a; = Y(w). Ce qui
donne bien f(X) =Y.

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢, : R — R par: ¢,(z) = L[nz] ol [] désigne la partie

T n
entiere. ([x] est le plus grand entier inférieur ou égal a z.)

(a) Montrer que, pour tout x € R, ¢, (z) converge vers x, quand n — occ.
corrigé
Soit © € R. Pour tout n € N*, on a 0 < nx — [nz] < 1 et donc 0 < z — ¢, (z) <
prouve que ¢, (z) — x quand n — co.

. Ce qui

1
n

(b) On pose Y, = ¢,(Y). Montrer que Y, est 7(X) mesurable.
corrigé

On remarque tout d’abord que ¢; est borélienne. En effet, pour p € Z, on a ¢;'({p}) =
[p,p + 1[€ B(R). Puis, pour B € B(R), on a ¢; ' (B) = Upezng[p, p + 1[€ B(R).

Soit n € N*. Comme z — nx est continue, c’est une application borélienne. Par composition
(et produit par (1/n)), on en déduit que la fonction ¢, est borélienne. On montre alors
que Y, est 7(X)-mesurable, comme dans la premieére question car, pour B € B(R), on a
Y, ' (B) =Y ' (¢,'(B)) € 7(X).

n n

4. Terminer la preuve du théoreme.

corrigé
Soit n € N*. Comme ’ensemble des valeurs prises par Y;, (définie dans la troisiéme question) est au

plus dénombrable, on peut appliquer la deuxieme question. On obtient I'existence de f,, : R — R,
borélienne, t.q. Y, = fn(X).

On note A l'ensemble des réels = pour lesquels la suite (f,,(z))nen+ est convergente. A est donc
aussi ’ensemble des réels = pour lesquels la suite (f,,(z))nen+ est de Cauchy. On en déduit que
A € B(R) car A peut s’écrire :

11
A = Npene Unens Npg>n(fp — fq)il([*gv E])

On pose maintenant f(z) = lim, o fn(z) si z € A et f(x) = 0si z € A°. La fonction f est
borélienne car f est limite simple des fonction boréliennes f,14. quand n — oco.
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Enfin, siw € ©, on a Y, (w) = fn(X(w)). La troisitme question donne que Y, (w) = ¢,(Y (w)) —
Y(w). On a donc X(w) € A et donc f,(X(w)) — f(X(w)). Ceci donne Y(w) = f(X(w)). On a
bien montré que Y = f(X) avec f borélienne.

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que

corrigé
Soit B ={z € R, f(z) = g(x)}. Ona B = (f —g)"1({0}) € B(R). Siw € Q, on a f(X(w))

= Y(w) et donc X(w) € B. Ceci prouve que X }(B) = Q et donc que Px(B)
1, c’est-a-dire Px(f =g) = 1.

I~

Corrigé 49 (Composition de v.a.)
Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N* et (Y;,)nen une suite
de variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire & valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit
Z par

Yw € Q, Z(w) = YN(w)(w)~

Montrer que Z est une variable aléatoire.

corrigé
Soit B € B(R). Pour n € N, on pose :

A, ={N=n}={weQ, Nw)=n}

et

Bu =Y, {(B) = {Ya € B} = {w € Q, Ya(w) € B}.
(Notre que ’ensemble des A,, n € N*, forme une partition de ©.) On va montrer que Z~}(B) =
UnEN* (An ﬂ Bn)

En effet, pour tout w € Q, on a w € Ay, et, siw € Z7H(B), on a Z(w) = Yy()(w) € B. On a donc
w € An(w) N Bn(w), ce qui donne bien w € Upens (An N By).

Réciproquement, si w € Upen+(A,NBy), il existe n € N* t.q. w € A,NB,. On adonc Z(w) = Y, (w) € B.
On a bien montré que Z~1(B) = Upen+(An N By).

Comme N et Y, sont des v.a.r., on a A,, B, € A, pour tout n € N*. On en déduit que Z71(B) € A.
Ceci donne bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z =3y, 14, Yn.

Corrigé 50 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes)
Soit (E, A, P) un espace probabilisé.
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1. (Indépendance de 2 événements) Soit A1, A € A. Montrer que A; et As sont indépendants (c¢’est-a-
dire P(A1NAy) = P(A1)P(As)) si et seulement si les tribus 7({A1}) et 7({A2}) sont indépendantes
(c’est-a-dire P(B1 N Bg) = P(B1)P(B3) pour tout By € 7({A1}) et Bz € 7({A42})).

corrigé

On a 7({A41}) = {0, A1, AS, E} et 7({A2}) = {0, Aa, AS, E}.

Si les tribus 7({A41}) et 7({A2}) sont indépendantes on donc :

P(By N By) = P(B1)P(Bs) pour tout By € {0, A1, A, E} et tout {0, A2, AS, E}. (12.12)
En prenant, dans (12.12), By = Ay et By = Ay, on en déduit que A; et A sont indépendants.

Réciproquement, on suppose que A; et Ay sont indépendants. Pour montrer que 7({41}) et 7({A2})
sont indépendantes, il suffit de montrer (12.12). On remarque tout d’abord que (12.12) est vraie si
By =0 ou E et si By =) ou E ('hypothése d'indépendance de A; et Ay est méme inutile). Puis,
on remarque que ’hypotheése d’indépendance de A; et A donne que (12.12) est vraie si By = A;j et
By = A,. Enfin, on remarque que C; et C5 indépendants implique que C et C§ sont indépendants.
En effet, on a :

P(CiNCs)=P(C1\ (C1NCy)) =P(Cr) — P(C1NCy).

Comme C; et Cy sont indépendants, on en déduit :
P(C1NC3) = P(C1) — P(C1)P(C2) = P(C1)(1 — P(Cs)) = P(C1)P(C3).

En appliquant cette propriété avec Ch7 = A; et Cy = As, on montre donc que A; et A§ sont in-
dépendants. En prenant maintenant C; = A§ et Cy = A;, on montre alors que A{ et A§ sont
indépendants. Enfin, En prenant C; = Az et C2 = A;, on montre que A{ et Ay sont indépen-
dants. On a ainsi montré que (12.12) est vraie, c’est-a-dire que les tribus 7({A1}) et 7({A2}) sont
indépendantes.

2. (Indépendance de n évenements, n > 2) Soit n > 2, A;,..., A, € A. Montrer que les événements
Ay, ..., Ay vérifient “P(NierAi) = [l;e; P(A:) pour tout I C {1,...,n}” si et seulement si les
tribus 7({A1}),...,7({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(N,B;) = [[;~, P(B;) pour tout
B; € T({Al})v (&S {17 s ,'I’L})

corrigé
Pour p € {0,...,n}, on introduit la propriété P, suivante :
n

P(Ny_,B;) = HP(Bi) si B; € T({4;}) pour i < pet B; € {0, A;, E} pour i > p.

i=1

Il est facile de voir que la propriété Py est équivalente a “P(MicrAi) = [[;c; P(As) pour tout
I c{1,...,n}". La propriété P, signifie que les tribus 7({41}),...,7({4,}) sont indépendantes.

Le fait que P,, implique Py est immédiat. On suppose maintenant que Py est vérifiée et va montrer
que P, est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence sur p. On suppose donc que P,_; est
vérifiée pour un p € {1,...,n} et on doit montrer que P, est vérifiée. Pour montrer que P, est
vérifiée, il suffit de prendre les B; t.q. B; € 7({A;}) pour i <p—1, B, = A5 et B; € {0, A;, E}
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pour i < p et de montrer que P(N7_, B;) = [[;—, P(B;) (car les autres choix de B, sont directement
donnés par P,_1). Or, on a, pour ce choix des BZ- :

P(Ni2,B;) = P(Ni=,Ci) — P(NiZ1 D;),

avec C; = D B;sii ;é p, Cp = E et D, = A,. En utilisant P,_1 on a P(N",C;) = [\, P(C;)
et P(N?_,D;) =[], P(D et donc :
P, B) = | [[ P(B: (E) — = | [[P®B) | P(45) =[] P(By).

i#p i£p i=1

On a ainsi montré que P, est vérifiée. Par récurrence (finie) sur p, on montre donc que P, est
vérifiée, ce qui prouve que les tribus 7({A1}),...,7({A,}) sont indépendantes.

. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que ’on peut avoir n évévements, notés A, ..., A,,
indépendants deux a deux, sans que les événements Ay, ..., A, soient indépendants.

corrigé
On prend, par exemple, £ = {1,2,3,4}, A = P(E) et P donnée par P({i}) = %, pouri € {1,2,3,4}.
Puis, on choisit A1 = {1,2}, A2 = {1,3} et A3 = {2,3}. Les trois évévements A;, As, A3 sont bien
indépendants deux & deux (car P(4; NA;) = P(A;)P(A;) = § sii,j € {1,2,3}, i # j) mais ne sont
pas indépendants car 0 = P(A; N Ay N Ag) # § = P(A1)P(A3)P(A3).

. Soit A € A.

(a) On suppose que A € Ay et A € Ay et que A; et Ay sont deux tribus indépendantes (et
contenues dans A). Montrer que P(4) € {0,1}.
corrigé

Comme A € Ay, A € Ay et que A; et Ay sont deux tribus indépendantes, on doit avoir
P(ANA)=P(A)P(A), c’est-a-dire P(A)(1 — P(A)) =0 et donc P(A) € {0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les éléments de A.

corrigé

Si A est indépendant de tous les éléments de A, A est indépendant avec lui méme. On en déduit,

comme & la question précédente que P(A) € {0, 1}.

Réciproquement, on suppose maintenant que P(A) € {0,1} et on distingue deux cas.

Premier cas. On suppose que P(A) = 0. On a alors pour tout B € A, AN B C A et donc (par

monotonie de P) 0 < P(AN B) < P(A) = 0. On en déduit P(AN B) =0 = P(A)P(B). Ce qui

prouve que A est indépendant de tous les éléments de .A.

Deuxiéme cas. On suppose que P(A) = 1. On a alors P(A°) = 0 et, pour tout B € A,

P(ANnB) =1-P((ANB)¢) = 1— P(A°U B¢). Or (par monotonie et o-sous addivité de P)

P(B¢) < P(A°U B¢) < P(A°) + P(B°) = P(B°). Done, P(A°U B°) = P(B°) et donc P(ANB) =
— P(B¢) = P(B) = P(A)P(B). Ce qui prouve que A est indépendant de tous les éléments de A.
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5. Soit n > 1 et Ay,...,A, € A. Montrer que les événements Aq,..., A, sont indépendants si et
seulement si les v.a. 14,,...,14, sont indépendantes.

corrigé
Si X est une v.a.r., la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~1(B), B € B(R)}. Pour 4 € A,
on a donc 7(14) = {0, A, A%, E}, cest-a-dire 7(14) = 7({A}). L’indépendance des événements
A1, ..., Ay, correspond (par la définition 2.25) a l'indépendance des tribus 7({A1}),...,7({A1}).
L’indépendance des v.a.r. 1y4,,...,14, correspond (par la définition 3.12) ) a I'indépendance des
tribus 7(14,),...,7(14,). Comme 7({A4;}) = 7(14,), pour tout 7, on en déduit que les événements
A1, ..., Ay, sont indépendants si et seulement si les v.a. 14,,...,14, sont indépendantes.

Corrigé 51 (Convergence en mesure) (%*)
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R.

1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,)nen converge en
mesure vers f et g, alors f = g p.p..

[On pourra commencer par montrer que, pour tout § > 0, m({x € E; |f(z) — g(z)| > §}) =0].

corrigé
Pour h : E — Ret 6 > 0, on note toujours {h > §} = {z € E; h(z) > ¢}, {h > 6} = {z € E;
h(z) >0}, {h <0} ={x € E; h(z) <} et {h <8} ={z € E; h(z) <}

Soit § > 0. Pour tout z € E et tout n € N, on a |f(z) — g(z)] < |f(z) — fulx)| + |fu(z) — g(x)]. On
en déduit {|f — fn] < g} N{lfn—9l < g} C {|f — gl <4} et donc, en passant au complémentaire,

{If =gl >} cA{If = ful > g}u{\fn—g\ >g}. (12.13)

Par sous additivité de m, on a donc m({|f — g| > 6}) < m({|f — ful > §}) + m({|fn — g > 3}).
En passant & la limite quand n — oo, on en déduit m({|f — g| > d}) = 0.

On remarque maintenant que {z € E; f(z) # g()} = {|f — 9| > 0} = Upen{|f — 9| > %} et donc,
par o-sous additivité de m, on obtient m({z € E; f(z) # g(z)}) < Soorym({|f —g| > 1}) =0et
donc f =g p.p..

2. Montrer que si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M et (gn)neny C M converge en mesure
vers g € M, alors (fn, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

corrigé

Soit § > 0. En reprenant la démonstration de (12.13), on montre que

[ 49— U +o0)l > 8 C {7~ ful > 51U Llg — gl > 2}

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f+g—(fn+gn)| > 0}) < m{|f—ful > g})+m({\g—gn| >
g}) et donc que m({|f+9—(fn+gn)| > 6}) — 0 quand n — oco. On a bien montré que f,+g, — f+g
en mesure quand n — oo.
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3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (fn)nen C M converge en
mesure vers f € M et (gn)nen C M converge en mesure vers g, alors (fp, gn)nen C M converge en
mesure vers fg € M.

[On pourra commencer par montrer que, si (fn)neny C M converge en mesure vers f € M, alors,
pour tout € > 0, il existe ng et kg € N tels que, sin > ng et k > ko, on a m({x € E; |fn(x)| >
k}) < e]. Donner un contre-exemple au résultat précédent lorsque m(E) = oo.

corrigé
Pour k € Net n € N, la démonstration de (12.13) donne ici {|f,| > k} C {|f| > E}U{|f, — f| > £}
et donc

m({lfal > 1) < m({lf] > )+ m({1fa = 71> 5. (12.14)

On pose A, = {|f| > g} On a (Ag)reny C T, Agy1 C Ag pour tout k € N et NgenAr = 0 (car f
prend ses valeurs dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(A4j;) < oo (pour tout k) et on
peut appliquer la continuité décroissante de m. Elle donne :

m(Ag) — 0, quand n — oc. (12.15)

Soit € > 0. Par (12.15), il existe ko € N t.q. m(Ag,) < 5. Par la convergence en mesure de f,

vers f, il existe alors ng t.q. m({|fn — f| > %} < § pour tout n > ng et I'inégalité (12.14) donne
m({|fn] > ko}) <esin>ng. On en déduit (comme {|f,| >k} C {|fn] > ko} si k > ko) :

n>ng, k> ko= m{|fn] > k}) <e. (12.16)

On montre maintenant que f,g, — fg en mesure.

Soit § > 0, on veut montrer que m({|fngn — fg| > d} — 0 quand n — oo. Pour cela, on remarque
que |fngn - fg‘ < |angn - gl + ‘ngn - f‘ Pour k € N*, on a donc

) )
{ful =k} 0 lgn — gl < o3 N lgl < K} O {lfn = fl < 5} C {lfugn — fgl < 6}

et, en passant au complémentaire,
0 0
{|fngn _fg| > 6} - {|fn| > k}U{|gn _g‘ > E}U{|g| > k} U{|fn - f‘ > ﬂ}v

ce qui donne

m({[fugn = fgl > 6}) <m({|ful > k}) +m{lgn — g > %})
+m({lgl > k}) + m({lfa = f1 > 51 })-

(12.17)

Soit & > 0. Il existe ko et ng de maniére & avoir (12.16). En utilisant (12.15) avec g au lieu de f, il
existe aussi k1 t.q. m({|g| > k}) < e pour k > k;. On choisit alors k¥ = max{ko, k1}. En utilisant
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la convergence en mesure de f,, vers f et de g, vers g, il existe ny t.q. m({|gn —g| > 5}) < € et
m{|fn — f| > 2%}) < e pour n > ny. Finalement, avec ny = max{ng,n1} on obtient :

n>ng = m({|fngn - fg| > 5}) < 4e.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f, g, vers fg, quand n — oo.

Pour obtenir un contre-exemple & ce résultat si m(E) = oo, on prend (E,T,m) = (R, B(R), \).
Pour n > 1 on définit f, par f,(z) = % pour tout z € R et on définit g,, par g,(x) = x pour tout
z € R. 1l est clair que f,, — 0 en mesure, g, — ¢ en mesure, avec g(x) = z pour tout = € R, et
fngn # 0 en mesure car m({|fngn| > 6}) = 0o pour tout n € N* et tout 6 > 0.

Corrigé 52 (Convergence presque uniforme et convergence p.p.)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de E
dans R) et f € M. On suppose que f, — f presque uniformément (c’est & dire que pour tout e > 0 il
existe A € T t.q. m(A) <e et f, — f uniformément sur A°¢). Montrer que f,, — f p.p., quand n — oo.

corrigé
Soit A, € T t.q. m(A4,) < % et f, — f uniformément sur A%. On pose A = Nyen+Ap, de sorte que
AeT et m(A) =0 car m(A) <m(4,) <L pour tout n € N*.

— n
Soit x € A, il existe n € N* t.q. € A, et on a donc f,(z) — f(x) quand n — co. Comme m(A) = 0,
ceci donne bien f, — f p.p., quand n — oo.

Corrigé 53 (Théoréeme d’Egorov) (*x)

Soient (F,T,m) un espace mesuré fini, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de F dans R. On suppose que f,, — f p.p., lorsque n — +o0.

Pour j € N* et n € N, on définit :

Anj={z;|f(z) — ful@)] = %}, et By ;=] Ap; (12.18)

p>n

1. Montrer que & j fixé, lim m(B, ;) =0.
n—+00 ’

corrigé
On remarque d’abord que A4, ; = (|f — fn|)_1([%,oo[) € T car |f — fu| € M. On a donc aussi
Bn,j eT.

D’autre part, comme f,, — f p.p., lorsque n — 400, il existe C' € T t.q. m(C) =0et fn(x) — f(x),
quand n — oo, pour tout x € C°.

On va montrer que m(B, ;) — 0, quand n — co (on rappelle que j € N* est fixé), en utilisant
la continuité décroissante de m. On remarque en effet que m(B,, ;) < oo (pour tout n € N) car
m(E) < oo (et c’est seulement ici que cette hypothese est utile), puis que By41,; C By j pour tout
n € N. La continuité de décroissante de m donne donc

m(Bn,j) — m(mnENBn,j)'
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Or, si ¢ € NpenBy,j, on a x € B, ; pour tout n € N. Donc, pour tout n € N, il existe p > n t.q.
z € Ap j, cest-a-dire |f(z) — fn(x)| > % Comme j est fixé, ceci montre que f,(z) 4 f(z) quand
n — 00, et donc que z € C. On en déduit que NpenBr,; C C et donc que m(NpenBy,j) = 0 et
finalement que m(B,, ;) — 0, quand n — oco.

. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(4) < ¢ et f, — f uniformément sur A¢ lorsque
n — +00. En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2).

[On cherchera A sous la forme : U By, j, avec un choiz judicieus de n;.]
JEN*

corrigé
Soit £ > 0. pour tout j € N*, la question précédente donne qu’il existe n(j) € N t.q. m(B, ;) < 5.
On pose B = Ujen+B de sorte que B € T et, par o-sous additivité de m :

SZ n(J)J 322%

j=

n(4).j>

=

On montre maintenant que f, — f uniformémement sur B¢ (ce qui conclut la question en prenant

A= B).
Comme B = Ujen+ (Up>n(j)Ap,j); o a, en passant au complémentaire, B = Njen+ (Np>n ()4 ;)-

Soit n > 0. Il existe j € N* t.q. ] <. Soit x € B¢, comme x € Np>n(j)A5
pour tout p > n(j), c’est-a-dire :

[
5> on adonc x € A7

p 2z n(j) = [fulz) - f(z)| <

/B

(-

Comme n(j) ne dépend que de j (et donc que de 7) et pas de x € B€, ceci prouve la convergence
uniforme de f,, vers f sur B€.

. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (]0,1[,B8(]0,1[, \) (plus précisément, A est ici la restriction &
B(]0,1]) de A, qui est une mesure sur B(R)).

Pour n € N*, on prend f, = 1)y 1(, de sorte que f, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,(x) — 0
pour tout z €]0, 1[).

Soit maintenant B € B(]0, 1]) t.q. A(B) = 0. On va montrer que f, ne peut pas tendre uniformément

vers 0 sur B¢ (ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente, c’est-
a~dire ¢ = 0 dans le théoreme d’Egorov).

Soit n € N*, Il est clair que B°N]0, L[ 0 (car sinon, |0, 1[C B et donc 2 = A(J0, 1[) < A(B) = 0).
11 existe donc x € B t.q. fo(z) = 1" On a donc

sup [fn(2)] =1,
rEB°
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ce qui prouve bien que f, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oo.

4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoreme d’Egorov est faux lorsque m(FE) = +o0.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (R, B(R)A).

Pour n € N, on prend f, = 1, 41, de sorte que f, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,(z) — 0
pour tout = € R).

Soit maintenant 0 < € < 1 et B € B(R) t.q. A(B) <e. On va montrer que f,, ne peut pas tendre
uniformément vers 0 sur B¢ (ceci prouve bien que théoreme d’Egorov peut étre mis en défaut si
m(E) = 00).

Soit n € N, 1l est clair que B°Njn,n + 1[# 0 (car sinon, |n,n + 1[C B et donc 1 = A(Jn,n + 1[) <
A(B) < g, en contradiction avec € < 1). Il existe donc z € B¢ t.q. fr(z) = 1. On a donc

sup [fn(2)] =1,
rEB°

ce qui prouve bien que f, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oc.

Corrigé 54 (Convergence en mesure et convergence p.p.)
Soient (F,T,m) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite (f,,)nen converge en mesure
vers f si:

Ve >0, ngrilm m({z € E;|fn(z) — f(x)] > })=0. (12.19)

1. On suppose ici que m(F) < +oo.

(a) Montrer que si (fn)nen tend vers f presque partout, alors (fy,)nen tend vers f en mesure
[Utiliser le théoréme d’Egorov.]

corrigé
Soit € > 0, on veut montrer que m({|f, — f| > €}) = m({z € E;|fu(z) — f(x)| > €}) — 0,
quand n — oo, c’est-a-dire que

Vé > 0, Ing, t.q.
n>no= m({|fn - f| >e}) <. (12.20)
Soit donc & > 0. D’apres le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2 page 64), il existe A € T t.q.
m(A) < ¢ et f, — f uniformément sur A¢. La convergence uniforme sur A¢ nous donne donc
Pexistence de ng t.q., | fn(z) — f(z)| < € pour tout z € A€, si n > ng. On a donc, pour n > nyg,
{Ifn—f|>e} C A, et donc m({|fn— f| > e}) < m(A) <. On a bien montré (12.20) et donc
la convergence en mesure de f, vers f, quand n — oo.
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(b) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

corrigé
On reprend ici un exemple vu au début de la section 4.7 pour montrer que la convergence dans
L' n’entraine pas la convergence presque partotut.

On prend (E,T,m) = ([0, 1[, B([0,1[), A) (on a bien m(E) < co) et on construit ainsi la suite

(fn)neN :
Soit n € N. Il existe un unique p € N* et w <n< %. On pose alors k = n — w
et on prend f, = 1[& B[ Il faut noter ici que k + 1 < p(pZi'H) — @ = p et donc % <1.

P’ P

Lorsque n — 00, on a p — oo et donc m({|f,| > 0}) = % — 0. Ce qui prouve, en particulier,
que f,, — 0 en mesure, quand n — oo.

Enfin, on remarque que, pour tout = € [0, 1[, fn(z) /4 0 quand n — co. En effet, soit = € [0, 1].

Soit n € N. On choisit p € N* t.q. (p_TDp > n, il existe alors k e Nt.q. 0 <k <p—1et

€ [%, %[, de sorte que f,,)(z) =1 en choisissant p(n) = @ + k. On a ainsi construit
(fo(n))nen, sous suite de (fn)nen (car ¢(n) > n pour tout n € N) t.q. fum)(2) /4 0 quand

n — oo. ceci montre bien que f,(z) /4 0 quand n — oo.

Corrigé 55 (Essentiellement uniforme versus presque uniforme)
Soit (E,T, m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C €R, |f| <C p.p.}. Si Ay # 0, on pose
|flloc =inf Af. Si Ay =0, on pose || f|lec = o0.

1. Soit f € M t.q. Ay # 0. Montrer que || f|lo € Ay.
corrigé

Comme Ay # () et || flloo = inf Ay, il existe une suite (an)neny C Ay t.q. @y | ||f]loo quand n — oco.

Soit n € N, de a, € Ay on déduit qu'il existe B,, € T t.q. m(B,) = 0 et |f(z)| < a, pour tout
z € By.

On pose B = UpenByp. On a donc B € T et, par o-additivité de m, m(B) = 0 (car m(B) <
> nenM(Br)). Enfin, pour tout x € B¢ = NpenBy,, on a |f(z)| < a, pour tout n € N. En faisant
n — 00, on en déduit que |f(z)] < ||f]loo. On a donc |f| < || flloco P-P-, ¢’est-d-dire || f||oc € Af.

2. Soient (fn)neny C M et f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que ||f, — fllco — 0 quand n — oo (on dit que f, — f

essentiellement uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.
corrigé
Pour tout n € N, il existe 4,, € T t.q. m(A,) =0 et |(fn — f)(@)] < ||fn — flloo PoOuUr tout
x € AS. On pose A = UpenAy. Onadonc A €T, m(A) =0, |(fn — f)(x) <||frn — flleo pour
tout € A°. Comme || f, — flloo — 0 quand n — oo, on en déduit que f,, — f uniformément
sur A¢. Enfin, comme m(A) < e pour tout € > 0, on a bien montré la convergence presque
uniforme de f, vers f.
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(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E,T,m), (fn)nen €t f),

montrer qu’on peut avoir f, — f presque uniformément, quand n — oo, et || f, —

fllso 7 0.

corrigé

On prend, par exemple, (E,T,m) = (R, B(R), ), f =0et f, =1y 1} pour tout n € N*.

Soit € > 0. On choisit A = [0, €], de sorte que m(A4) = . On a bien f, — 0 uniformément

sur A€, quand n — oo, car f,, = 0 sur A° pour tout n t.q.

uniformément quand n — oo.

% < e. Donc, f, — f presque

Mais f,, ne tends pas vers 0 essentiellement uniformément, quand n — oo, car || f,||c = 1 pour
tout n € N* (en effet, f, <1 sur tout R, f,, = 1 sur [0, =]) et A([0, =]) > 0, pour tout n € N*).

1 1
n n

Corrigé 56 (Mesurabilité des troncatures)

Soit (X, 7) un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours
quand on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour a > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(z)>a
fa(z)=4q f(z) st [f(z)[<a
—a si f(z) < —a
Montrer que f, est mesurable.
corrigé
Soit @ > 0. On définit T, de R dans R par :
a si s>a
T.(s)=< s si |s]<a
—a si s<—a

La fonction T, peut aussi s'écrire T, (s) = max{—a, min{a, s}} pour s € R. On remarque que la fonction
T, est continue de R dans R. Elle est donc borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, avec R muni

de sa tribu borélienne).

Comme f, =T, o f, on en déduit que f, est mesurable car c’est la composée d’applications mesurables.

Corrigé 57 (Exemple de tribu engendrée)

Dans cet exercice, on s’intéresse a la tribu 7(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur €2, muni
de la tribu A, & valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, Q = {1,2,3,4,5,6}, A = P(2)) et X est la variable
aléatoire définie par X (w) = 1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon. Montrer que 7(X) est formé de

4 éléments.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soit n € N*, Q = {0,1}", A=P(2)) et k € {1,---,n}. La variable
aléatoire X représente le k-iéme tirage, X est donc 'application w = (wy, -+ ,wy) — wg. Montrer

que 7(X) est ici aussi formé de 4 éléments.

3. Dans cette question, on prend Q@ = R, A = B(R) et, pour tout w € Q, X(w) = w — [w], ou [w]
désigne la partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n < w}. Si C est un borélien inclus
dans [0, 1] (ce qui est équivalent & dire C' € B([0,1[)), on pose ¢(C) = UgezCh, avec Cy, = {z + k,
x € C'}. Montrer que 7(X) = {p(C), C € B([0,1])}.
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