12.4 Exercices du chapitre 4

12.4.1 Intégrale sur M, et sur £!

Corrigé 59 (Sup de mesures)
Soit (E,T) un espace mesurable et (m,,)n,en une suite de mesures sur 7. On suppose que my4+1(A) >
my, (A) pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,,(A),n € N} pour A € T.

1. (Lemme préliminaire) Soit (an p)n pen C Ry et (ap)pen C Ry t.q. @ng1,p > anp, pour tout n,p € N,
et anp — ap quand n — oo, pour tout p € N. Montrer Z;C:o U p — Z;O:O ap (dans Ry) quand

n — oo. [On pourra utiliser Z;V:o Anp < ZZOZO an,p < Z;io ap.]

corrigé

On remarque tout d’abord que la suite (Z;C:o an p)nen €st croissante, elle admet donc une limite
dans Ry. Pour N € N, on passe & la limite quand n — oo dans les inégalités Z;V:o Qpyp <

[ee] < ZOO a
Zp:o An,p = 2 p=0 Op-

. N .

On obtient Y~ ap <limy o D507 anp < 307 ap.
On passe maintenant a la limite quand N — oo pour obtenir

o0 . o0 o0
Dp—o Op S UMy 00 D g tnp <5207 ap.

On a donc limy, oo Y07 g @np = 30" Gy

2. Montrer que m est une mesure.

corrigé

o m(0) = sup,cnymn(0) = 0.
e Soit (Ap)pen CT t.q. AyNA;=0sip+#gq. Onpose A=UyenA,. Ona:
m(A) = sup,eny Mn(A) = limp o0 My (A) = limy, o0 Z;O:o My (Ap).
En utilisant la question précédente avec ay, , = my(A4,), on en déduit m(A) = Z;o:o m(Ap).

3. Soit f € EL(E,T). (On rappelle que 4 (E,T) est 'ensemble des fonctions étagées de E dans Ry..)
Montrer que [ fdm = sup, ([ fdm,,).

corrigé
Soit {ai,...,ap} CRY et {A1,..., A} CT tuq. f=37"1aila,.

On a [ fdm, = >%_, aym,(4;), la suite ([ fdmy)nen est donc croissante. Puis, en passant a la
limite sur n, on obtient :

limy, oo (581 aimin (A5)) = D0 a;limy oo (M (Ai)) = 320 aym(A;) = [ fdm, et donc
[ fdm =lim,,_.oo ([ fdm,) = sup, ([ fdmy,).

4. Soit f € M4 (E,T). (Onrappelle que M (E,T) est 'ensemble des fonctions mesurables de F dans
Ry.)
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(a) Montrer que ([ fdmy,)nen est une suite croissante majorée par [ fdm.

corrigé
Soit f € My. Soit (fp)pen C €4 t.q. fp T f quand p — co. D’apres la question précédente,
on a (pour tout n et tout p) [ fpdm, < [ fpdmy41 < [ fpdm.

En passant a la limite sur p (avec n fixé) on en déduit [ fdm,, < [ fdm,41 < [ fdm. La suite
(] fdmy,)nen est donc croissante et majorée par [ fdm.

(b) Montrer que [ fdm, — [ fdm quand n — oo.

corrigé
On pose Ay = {g € &4, g < f}. On sait que [ fdm = supyey, [ gdm et que [ fdm, =
SUPgea, J gdm,, pour tout n € N. La question 2 donne que [ gdm = sup,,cy [ gdm,, pour tout
g € £;. On en déduit :

fdm = sup (sup/gdmn) = sup( sup /gdmn) = sup/fdmn,

gEA; neN neN geAy neN

ce qui, avec la question précécdente, donne bien f fdm, — f fdm quand n — co.

5. Soit f € L§(E,T,m). Montrer que f € L}(E,T,my) pour tout n € N et que [ fdm, — [ fdm
quand n — oo.

corrigé

On a |f| € M4y N LE(E,T,m). la question 4 donne [ |f|dm, < [|f|dm, on en déduit que f €
L (E, T, m,) pour tout n € N.

la question 4 donne aussi que
J frdm, — [ ftdm et
[ f-dm, — [ f~dm.

Ces 2 convergences ayant lieu dans R, on en déduit que [ fdm,, — [ fdm quand n — oo.

Corrigé 60 (Somme de mesures)
Soient my et mg deux mesures sur ’espace mesurable (E,T).

1. Montrer que m = my + mq est une mesure.

corrigé

(a) m(0) =m1(0) +m2(0) =0,
(b) Soit (Ap)nen CT t.q. A NA,=0sin#m. Ona:

m(UnENAn) = ml(UnENAn) + m2(UnENAn)'

Comme m;(UpenAy,) = limy,— o0 ZZ:O m;(Ap) pour i = 1,2, on en déduit
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n—oo

m(UnenAn) = lim Y (mi(4y) +ma(4,)) = lim Y m(4,),
p=0 p=0

ce qui prouve bien la o-additivité de m.

Ceci montre bien que m est une mesure.

. Montrer qu’une application f mesurable de F dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement
si elle est intégrable pour les mesures my et msy. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que

J fdm = [ fdmy + [ fdms.

corrigé

Soit A € T, on pose p = 14. La définition de m donne immédiatement

/tpdm: /cpdml +/<pdm2. (12.21)

Par linérarité de 'intégrale, (12.21) est aussi vrai pour ¢ € &;.

Soit maintenant ¢ € M. 1l existe (o, )neny C €+ t.q. ©n T ¢ quand n — oo. On écrit (12.21) avec
v, au lieu de ¢ et on fait tendre n vers l'infini. La définition de l'intégrale sur M, donne alors
(12.21).

On a donc montré que (12.21) était vrai pour tout ¢ € M.

Soit f € M, en écrivant (12.21) avec ¢ = |f| on obtient bien que f € LY(E,T,m) si et seulement
si fe LYE,T,m)NLYE, T, my).

Enfin, si f € LL(E,T,m), on écrit (12.21) avec ¢ = fT et ¢ = f~, la différence donne bien
J fdm = [ fdmy + [ fdms.

. Soit (my)nen une famille de mesures (positives) sur (E,T) et (an)neny € RY . On pose, pour A € T,
m(A) =3, ey @nmn(A). Montrer que m est une mesure sur 7' ; soit f une application mesurable
de E dans R et intégrable pour la mesure m ; montrer que [ fdm = Y onen On [ fdm,.

corrigé

Soit n € N. n définit m,, par m,(A) = aym,(A) pour tout A € T. 1l est facile de voir que T,
est une mesure sur 7, que LL(E,T,m,) = L4(E,T,m,) et que [ fdim, = o, [ fdm, pour tout
[ € LE(E, T,my).

On pose maintenant , par récurrence sur n, pg = mq et fb, = fn—1 + My, pour n € N*. La question
précédente montre, par récurrence sur n, que g, est une mesure sur 7’ et donne que f € Li(E, T, u,
si et seulement si f € Np<, L8 (B, T, 1y) = Np<nLE(E, T, my,). Enfin, la question précédente donne
aussi, toujours par récurrence sur n :

/fd”"_pio/fdm"_pzn%a"/fdm”'
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Pour tout A € T, on a m(A) = > cya@nMn(A) = sup,eypin(A4). On peut donc utiliser les
résultats de I'exercice précédent. On obtient que m est une mesure sur 7' et que f € L%L(E,T,m)
implique f € LL(E, T, u,) pour tout n € N et [ fdm = lim, oo [ fdpn. Si f € LEH(E,T,m)
on a donc f € LL(E,T,m,) pour tout n € N et [ fdm = lim, Zzzo ap [ fdm,, cest-a-dire

[ fdm =3 ey an [ fdmy,.

Corrigé 61 (Mesure de Dirac)
Soit &y la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple 2.1.) Soit f € M., calculer [ fddy.

corrigé

Comme 6y({0}) =0, on a f = f(0)1{0} p-p., on en déduit [ fddy = f(0)do({0}) = f(0).

Corrigé 62 (Restrictions de la mesure de Lebesgue)

Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B. On note A4 [resp. Ap] la restriction a B(A) [resp. B(B)] de
la mesure de Lebesgue sur B(R). Soit f € L(B,B(B),Ag). Montrer que f, € L(A,B(A),\a) et que
[ fiadxa = [ fladXp. [Considérer d’abord le cas f € €1 puis f € My et enfin f € L]

corrigé
On rappelle que B(A) = {C € B(R); C C A} et B(B) = {C € B(R); C C B} (voir I'exercice 2.3).

1. Soit f € £4(B,B(B)). 1l existe donc aq,...,a, € Ry et Ay,..., 4, € B(B) C B(R) t.q. f =
Yoy aila,.

La fonction f14 appartient donc aussi a & (B,B(B)) (car A; N A € B(B)) et elle s’écrit f =
S iailala =" a;la,na, de sorte que

p
/f]-Ad)\B = Zal)\(Az N A)
i=1

La fonction f|, (c’est-a-dire la restriction de f & A) est définie sur A, elle s’écrit f|, = -7, a;la;,na.
Cette fonction appartient & €4 (A, B(A)) car A, N A € B(A) pour tout ¢ et on a

p
/f‘Ad)\A = ai\4; N A).
=1

On a bien montré que

/flAdAB = /f\Ad)\/h (12.22)
pour tout f € £4(B,B(B)).

2. Soit f € M4 (B,B(B)). il existe (fn)nen C E4(B,B(B)) t.q. fn 1 f, quand n — co. On a
donc aussi (fpla)nen T fla et (fu,)nen T fi,, quand n — oo. Comme f,|, € E+(A,B(4)), la
caractérisation de la mesurabilité positive (proposition 3.3) donne fj, € M (A,B(A)). On a aussi
fla € My (B,B(B)). Puis, en écrivant (12.22) avec f,, au lieu de f et en passant a la limite quand
n — 00, la définition de l'intégrale sur M (A, B(A)) et sur M4 (B, B(B)) donne (12.22).

On a donc montré (12.22) pour tout f € M (B,B(B)).
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3. Soit f € LE(B,B(B),Ap). On remarque d’abord que f|, € M(A,B(A)). En effet, si C € B(R), on
a (fi,) " H(C) = f~1(C)NA € B(A). Puis, on applique (12.22) & |f|, qui appartient & M (B, B(B)),

pour obtenir
J1udana = [1fian = [ < [171xs < .

ce qui montre que f, € LE(A,B(A)), Aa).
Enfin, en appliquant (12.22) avec f* et f~ au lieu de f, on obtient

[rtaan = [17an = [0 <o

et

[ 1adxs = [ 1700 = [0 0 <.

ce qui donne, en faisant la différence,
/flAd)\B :/f‘Ad/\A.

Corrigé 63 (Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions continues)

Soit f € C([0,1],R). Montrer que f € Li([0,1],B([0,1]),\) et que [ fd\ = fol f(z)dz (cette derniere
intégrale est & prendre au sens de “I'intégrale des fonctions continues” vue au Chapitre 1). On rappelle
que l'on note (un peu abusivement...) par A la restriction & B([0,1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notée A...) sur B(R).

corrigé
Soit g : [0, 1] — R une fonction en escalier. Il existe donc p € N*, une famille (a;)ieqo,... p}, avec : ag = 0,
a; < aiyq, pour tout i € {0,...,p— 1}, ap = 1, et une famille (a;);eqo,... p—1} C R tels que :

g9(z) = a;, Yz €lay,a41], Vie{0,...,p—1}
On sait que
1 p—1
/ g(x)dx = Zai(ai_l,_l — ;).
0 i=0
D’autre part, cette fonction g est mesurable (c’est-a-dire g € M([0,1],B([0, 1])) car, pour tout C' C R,
g~ (C) est une réunion (finie) d’intervalles du type |, ;1] & laquelle on ajoute éventuellement certains

des points ;. On a donc g~1(C) € B([0,1]). On a bien montré que g € M([0, 1], B([0,1])). Enfin, comme
les singletons sont de mesure nulle, on a |g| = 2?2—01 |ai|1}a;,asi] P-P-> €t donc

p—1
Jlslar=3 lal(@ir - ) < oc.
=0

Donc, g € £4([0,1], B([0,1]), A). Finalement, puisque g = Zf;ol ail)a; 0041 ] P-D-, ON a aussi
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p—1
/gd>\ = Zai(aiﬂ — Oli).
=0

On a donc montré que g € £4([0,1], B([0,1]), \) et

/gd)\ = /01 g(x)dx. (12.23)

Soit maintenant f € C([0,1],R). On remarque tout d’abord que f est mesurable (parce que, par exemple,
les ouverts de [0,1] engendre B([0,1]) et que I'image réciproque, par f, d'un ouvert de [0,1] est un
ouvert de [0,1], donc un élément de B([0,1])). Puis, on remarque que f € L£L([0,1],B([0,1],\) car
JIfldA < ([ fllu = max,epo,1) | f(2)| < oo

On compare maintenant [ fd\ et fol f(z)dx.

Il existe une suite de fonctions en escalier, (fn)nen, t.q. fn — f uniformément sur [0,1], c’est-a-dire
| fn — fllu — 0, quand n — oo.

La définition de I'intégrale des fonctions continues donne que fol fn(x)dx — fol f(z)dz quand n — oo.

D’autre part, on a aussi [ f,d\ — [ fd\, quand n — oo, car | [ fod\ — [ fd\| < [|fn — fld\ <
Il fn — fllw — 0, quand n — oo. En passant & la limite quand n — oo dans (12.23) avec f,, au lieu de g,

on obtient bien .
/fd)\z/ f(z)dx.
0

Corrigé 64 (Fonctions continues et fonctions intégrables)
Soit m une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0,1],R) C £%([0,1], B([0,1]), m).

corrigé
Soit f € C([0,1],R). On montre tout d’abord que f est mesurable.

Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, 'ensemble f~1(0) = {z € [0,1], f(x) € O} est une ouvert
de [0,1] et donc f~1(0O) € B([0,1]). Les ouverts de R engendrant la tribu borélienne de R, on en déduit
que f est mesurable de [0, 1] (muni de sa tribu borélienne) dans R (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant que f est intégrable. Comme la fonction f est continue sur le compact [0, 1], elle
est bornée. 1l existe donc M € Ry t.q. |f| < M sur [0,1]. On a donc, par monotonie de l'intégrale sur
M+ :

[ rtam < a1 < o

On a donc f € £([0,1], B([0,1]), m).

Corrigé 65 (f positive intégrable implique f finie p.p.)

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Montrer que si /fdm < 400, alors f < 400 p.p..

corrigé
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Soit A = f1({oc}). On a A € T car f est mesurable et {co} € B(R).

Pour tout n € N*, on a f > nla, donc, par monotonie de I'intégrale, [ fdm > nm(A), ou encore

mia) <+ [ gam.

En passant & la limite quand n — oo, on en déduit m(A4) = 0. On a donc f < oo p.p. car f(z) < oo pour
tout z € A°.

Corrigé 66 (Une caractérisation de ’intégrabilité)

Soient (E,T,m) un espace mesuré fini, v une fonction mesurable de F dans R. Pour n € N, on pose
A, ={z € E,|u(z)] >n} et B,={z € E,n < |u(z)] <n+1}.

1. Montrer que :

+oo too
/\u|dm < 400 & Z nm(B,) < +o0 & Zm(An) < 4o00. (12.24)
n=0 n=0
corrigé

On remarque tout d’abord que B,,, A, € T pour tout n € N et que :
Y nlp, <lul <) (n+1)lp,.
neN neN

On en déduit (en utilisant le théoreme de convergence monotone et la monotonie de l'intégrale)
que :

Z nm(B,) < / lu|dm < Z(n + 1)m(By). (12.25)

neN neN
Si [ |uldm < 400, on a donc Y-, .y nm(By,) < oc.

Réciproquement, si ) _ynm(B,) < 0o, on a aussi ) y(n+1)m(B,) < oo car ) ym(Bp) <
m(E) < oo (remarquer que B, N B, =0 si n # m). On déduit donc de (12.25) que [ |uldm < +ooc.

On a ainsi montré que :
+oo

/|u|dm < 400 & an(Bn).

n=0
On peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B,, par C,, = {z € E,n < |u(z)| < n + 1}.
On a donc aussi :
+oo
/|u|dm < too e > nm(C). (12.26)
n=0

Pour terminer la question, il suffit de montrer que :

+o0 oo
Z nm(Cyp) < 400 & Z m(A4,) < +oo. (12.27)
n=0 n=0
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Pour montrer (12.27), on remarque que C,, = A,,\ A,,11 pour tout n € N et donc, comme A, 1 C A,
et que m(An+1) <m(A,) <m(E) < oo:

m(Cp) = m(Ay) —m(Apt1).

On en déduit que, pour tout n € N, on a :

n n n n n+1
me(cp) = me(Ap) - me(AzH-l) = me(Ap) - Z(p —1)m(4p)
p=0 p=0 p=0 p=0 p=1
= Z m(Ap) — nm(Apt1).
On a donc : . .
> pm(Cy) <D m(4y), (12.28)
p=0 p=1
et : " N
> m(Ay) = pm(Cy) +nm(Ans). (12.29)
p=1 p=0

Si 327 m(A,) < 400, on déduit donc de (12.28) que 37 nm(C,) < +oo.

Réciproquement, si 370 nm(C,) < +oo. On a, par (12.26), [|uldm < oo et donc, comme

nla,., <|ul,onaaussinm(A,41) < [ |uldm < co. On déduit donc de (12.29) que Y7 m(A,) <
00. Comme m(Ap) < m(E) < oo, on a bien finalement Y~ m(A,) < co.

On a bien montré (12.27), ce qui termine la question.

. Soit p €]1, +oo[, montrer que |u|P est une fonction mesurable et que :

+oo +oo
/|u|pdm <400 & Z n’ m(B,) < +00 & Z nP~tm(A,) < +oo. (12.30)
n=0

n=0

corrigé
La fonction |u|P est mesurable car composée d’une fonction mesurable et d’une fonction continue.
On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :
> nPm(By) < /de <> (n+1)Pm(By). (12.31)
neN neN
Si [ |ufPdm < 400, on a donc Y, .y 1P m(B,) < oo.

Réciproquement, si Y-, . n? m(By,) < 0o, onaaussi >~ (n+1)Pm(By,) < .07 | 2PnPm(B,) < 0o
et m(By) < m(E) < oo. On a donc >~ ((n+ 1)Pm(B,) < co. Ceci donne [ |u[Pdm < +oo par
(12.31).
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On a ainsi montré que :
+oo

/|u\pdm < 400 & Z n? m(B,) < +oc.

n=0

Ici aussi, on peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B,, par C,, = {z € E,n < |u(z)| <
n+1}. On a donc aussi :

+oo
/|u|pdm < 400 & Z n? m(C,,) < +o0. (12.32)

n=0

Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :

“+oo —+o0
Z nP m(Cp) < 00 & an_lm(An) < 400. (12.33)
n=0 n=0

Pour montrer (12.33), on utilise, comme dans la question précédente que C,, = A, \ An41 pour tout
n € N et donc :
m(Cp) = m(Ay,) —m(Apt1).

On en déduit que, pour tout n € N, 22[:0 n? m(C,) = 27]:]:0 n? m(A,) — Z::[:O n? m(Anq1) =
SN P m(A,) =S (n—1)Pm(A,) = SN (0P — (n—1)P)m(A,) — NP m(Ax1). On a done :

n=1 n=1
N N
D nPm(Cy) <Y (0P — (n—1)P)m(Ay), (12.34)
n=0 n=1

et :

N N

Z(n” —(n—1P)m(A,) = Z n? m(Cp) + NP m(An+1). (12.35)

n=1 n=0

nP — (n —1)P
np—1
anP~t <nP — (n —1)? < BnP~! pour tout n € N*.

Pour conclure, on remarque que — p quand n — oo. Il existe donc a,3 > 0 t.q.

Si 3°°°  nP~tm(A,) < 0o, on déduit alors de (12.34) que 372 nm(C,) < +oc.

Réciproquement, si 320 n? m(C,,) < +oo. On a, par (12.32), [ |u[?dm < oo et donc, comme
Nlay,, < |ul, on a aussi N°m(Apy1) < [|ufPdm < oo. On déduit alors de (12.35) que
> nP7im(A,) < oo.

n=0

On a bien montré (12.33), ce qui termine la question.

Corrigé 67 (Sur I’inégalité de Markov)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E,T,m).
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1. Montrer que pour tout a > 0, on a am({|f]| > a}) < / | f] dm.
{If>a}

corrigé

Comme |f| € M, la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déja été vue dans le cours (voir
I'inégalité (4.8)).

Soit a > 0. On remarque que |f|1{|f/>q} > al{jf|>q}. Par monotonie de 'intégrale, on en déduit :

em({If1> ) = [algondn < [1fitnsadn=[  ifian
>a

2. Montrer que pour tout a > 0, on a m({|f| > a}) < (/ |f] dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)

corrigé

Comme / [fldm < / | fldm, cette question découle immédiatement de ma précédente.
{If>a}

3. Montrer que
lim am({|f| > a}) =0. (12.36)

corrigé
Soit (an)nen C R t.q. an, — 00, quand n — oo. On pose g, = [f|1{f/>a,}- On a g, — 0 p.p.
quand n — oo et, pour tout n € N, |g,| < |f| p.p.. Grace au théoreme de convergence dominée, on
en déduit que [ g,dm — 0 quand n — oo et donc, avec la question 1, a,m({|f| > a,}) — 0 quand
n — oo.

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (12.36) dans les 2 cas
suivants : (E,T,m) = (R, B(R),\) et (E,T,m) = (]0, 1[, B(]0, 1]), A).

corrigé
Dans le cas (E,T,m) = (R, B(R), \), il suffit de prendre f = 1g.
Dans le cas (E,T,m) = (]0,1[,B(]0, 1[), A), on peut prendre, par exemple, f définie par f(x) = m
pour z €]0, 1[. La fonction f est mesurable mais n’est pas intégrable. Pour a > 0, on a am({|f] > a}) =
ax, avec Tq > 0 t.q. 24|In(2z,)] = 1. On a 2, — 0 quand a — oo et donc am({|f| > a}) = az, =

mHOquandaﬂoo.

Corrigé 68 (Sur f >0 p.p.)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f>0p.p,

2. fAfdmZOpourtoutAeT.

corrigé
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e On suppose d’abord que f > 0 p.p.. Soit A € T, on a alors fl14 > 0 p.p. et donc, par monotonie
de I'intégrale sur £ (proposition 4.4 page 84), [, fdm = [ fladm > 0.

En fait, pour étre tout & fait précis, la proposition 4.4 est énoncée avec '’hypothese “f > ¢g” et non
seulement “f > g p.p.”. Toutefois il est clair que cette proposition est aussi vraie avec seulement
“f > g p.p.”. Il suffit de remarquer que, si f > g p.p., il existe B € T t.q. m(B) =0et f > g sur
B¢. On a donc flge > glge. Si f,g € L', la proposition 4.4 donne alors [ flgedm > [ glgedm.
On en déduit [ fdm > [gdm car [ fdm = [ flgedm et [ gdm = [ glgedm (voir la proposition
4.5 page 86).

e On suppose maintenant que [, fdm > 0 pour tout A € T. Soit n € N*, on choisit A = A, = {f <
—% ={z e E: f(x) < —%}, de sorte que fla, < —%1,4“. La monotonie de 'intégrale sur £!
(proposition 4.4 page 84) donne alors

/flAndm <Ly,
n

Comme [ f1a,dm > 0 par hypothese, on a donc nécessairement m(A,) = 0.

Par o-sous additivité de m, on en déduit que m({f < 0}) = m(Upen+{f < —11}) =0, et donc f >0
p-p--

Corrigé 69
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L1(= LL(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve > 0,36 >0t.q. VAe T, m(A) <d= / |fldm < e. [Introduire f,, = inf(|f], n)].
A

corrigé

On pose f, = inf(|f|,n). Comme |f| — f,, — 0 p.p. (et méme partout), quand n — oo, et que
0 < |fl—fn < |f| € LY, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée & la suite (| f|— £, )nen
(ou la proposition 4.6). Il donne que [(|f]| — fn)dm — 0 quand n — oo.

Soit € > 0, il existe donc n € N t.q. [(|f] — fn)dm < e. Pour A€ T, on a donc :

Jisiam < [ r1=pian+ [ fuim< [451=gam+ [ fum < e+ mma)

En prenant § = =, on en déduit :

AeT, m(A)§5:>/ |fldm < 2e.
A

NB : Au lieu d’appliquer le théoréeme de convergence dominée a la suite (|f| — fn)nen, on peut
aussi faire cet question en appliquant le théoréme de convergence monotone & la suite (fp)nen €t
en utilisant le fait que f € £

2. Montrer que : Ve > 0,3C €T t.q.:
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(i) m(C) < +o0,
(i) [ 1ridm <.

(iii) sup || < +oo,
C

[Considérer C,, = {z € E;
vérifie (i), (it) et (iii).]

< |f(z)] < n}, et montrer que pour n > ng ot ng est bien choisi, Cy,

SRS

corrigé
< |f(@)| < n}.

Soit n € N*, on a |f| < n sur Cy, et 2m(Cy) < [|f|dm < oco. Les conditions (i) et (iii) sont donc
vérifiées si on prend C = C,.

S|

Pour n € N*, on pose C,, = {z € F;

Soit £ > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisir n de maniére avoir aussi (ii). Pour cela,
on pose g, = flce, de sorte que g, — 0 p.p. (et méme partout) et |g,| < [f| p.p. (et méme
partout), pour tout n € N*. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite
(9n)nen (ou la proposition 4.6). Il donne que [ |g,|dm — 0 quand n — oco. 1l existe donc n € N*
t.q. (ii) soit vérifiée. En prenant C' = C,,, on a donc (i), (ii) et (iii).

Corrigé 70 (m—mesurabilité)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T t.q. m(A) =0 et f une application de A® dans R. Montrer
que :

il existe g mesurable de E dans R t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe (f,)nen, suite de fonctions
étagées, t.q. fn, — f p.p., quand n — oo.

corrigé

e On suppose d’abord qu’il existe g mesurable de F dans R t.q. f = g p.p.. 1l existe donc B € T t.q.
m(B) =0et f =g sur B¢ (et B C A%, i.e. AC B).

Comme g € M, la deuxieéme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page 60) donne
Iexistence d’une suite (f)nen C € t.q. fn(z) — g(x) pour tout z € E. On a donc aussi f,(z) —
f(z) pour tout x € B¢. Comme m(B) =0, on a bien f, — f p.p..

e On suppose maintenant qu’il existe (fn)nen C € t.q. fn — f p.p.. 1l existe donc B € T t.q.
m(B) =0 et fo(z) — f(x) pour tout x € B¢ (on a donc aussi B¢ C A¢). On pose g, = fnlpe
et on définit g par g(z) = f(z) si z € B® et g(x) = 0 si z € B. Avec ces choix de g, et g, on a
(gn)nen € € et gn(x) — g(x) pour tout x € E. On a donc, par la proposition 3.6, g € M. On a
aussi f = g p.p. car f =g sur B¢ et m(B) =0.

Corrigé 71 (Mesure compléte, suite de ’exercice 2.32)
On reprend les notations de I'exercice 2.32 page 49. On note donc (F,T,m) le complété de l'espace
mesuré (E,T,m).
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Montrer que L}(E,T,m) C LL(E,T,m). Soit f € L4(E,T,m), montrer qu'il existe g € LL(E, T, m) t.q.
f =g pp- et que /fdmz /gdm.

corrigé
1. On commence par montrer que LL(E,T,m) C LL(E,T,m).

Comme T' C T, on a M(E,T) C M(E,T), My (E,T) C My (E,T), E(E,T) C E&(E,T) et
E+(E,T) C E&4(E,T). Puis, comme m =m sur T, on a [ fdm = [ fdm pour tout f € E4(E,T).
Sif e My(E,T), il existe une suite (fp)nen C E4(E,T) t.q. fn 1 f quand n — oo, la définition
de l'intégrale sur M donne alors :

/fdm: /fdm, pour tout f € M, (E,T). (12.37)

Soit f € Ly(E,T,m),onadonc f € M(E,T) C M(E,T) et (12.37) donne [ |f|dm = [ |f|dm < .
Donc, f € Ly(E,T,m). En appliquant (12.37) & f*, on montre aussi que [ fdm = [ fdm.

2. On va montrer la deuxiéme partie de la question en raisonnant en 3 étapes :

(a) Soit C' € T. 1l existe donc A € T, N € Ny, t.q. C = AUN. Tl existe B€T t.q. N C B et
m(B)=0. Ona {la # 1¢} C N C B. Dongc, {14 # 1l¢} € Ny = Nom, clest-a-dire 14 = 1¢
m-p.p. et M-p.p.. En fait, comme N, = Nz, il est identique de dire “m-p.p.” et “m-p.p.”, on
dira donc simplement “p.p.”.

(b) Soit f € E(E,T). Il existe a1, ...,a, ERet C1,...,Cp €T t.q. f =1 a;1c,. D’apres (a),
on trouve Ay,..., A, € T t.q. 14, = 1¢, p.p., pour tout ¢. On pose alors g = Z?:1 a;la,, de
sorte que g € E(E,T) et g = f p.p..

(c) Soit f € LL(E,T,m). Comme f € M(E,T), il existe (d’apres la proposition 3.6) (f,)nen C
E(E,T) t.q. fa(x) — f(z) pour tout z € E. D’apres (b), pour tout n € N, il existe g, €
E(E,T) t.q. fn = gn p.p.. Pour tout n € N, il existe A, € T t.q. m(A,) =0 et f, = g, sur
AS. On pose A = UpenAyn. Ona A€ T, m(A) =0 et f,, = gn sur A, pour tout n € N. On
définit alors g par g = f sur Aet g=0sur A. Ona g € M(E,T) car g est limite simple de
(gnlac) € E(E,T) (cf. proposition 3.6) et f = g p.p. (car f = g sur A°).

Comme |f|,|g| € M (E,T) et |f| = |g| p-p., on a 0o > [|fldm = [ |g|dm. Puis, comme
lgl € M4 (E,T), (12.37) donne [ |g|dm = [ |g|dm. On en déduit donc que g € Li(E, T, m).

Enfin, en utilisant le fait que f* = g% p.p., f~ = g~ p.p- et (12.37) (avec g* et g7) on a
aussi :

/fdm:/f+dﬁ—/f_dﬁ:/g*’dﬁ—/g‘dﬁz/g+dm—/g_dm:/gdm.

On a bien trouvé g € LL(E,T,m) t.q. f=g p.p. et [ fdm = [ gdm.

Corrigé 72 (Petit lemme d’intégration)
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Soit (E,T, m) un espace mesuré et f € M(FE,T). (On rappelle que M(FE,T) est 'ensemble des fonctions
mesurables de E dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € L4(E, T, m). Montrer que

(Ap)nen C T, m(4,) -0 = /flAndm — 0. (12.38)

corrigé
Comme f € LL(E,T,m), La question 1 de I'exercice 4.14 page 103 donne :
Ve>0,3dn>0tq. (AeT, m(A) <n)= [ fladm <e.
Ceci donne (12.38). ..

2. On prend (dans cette question) (E,T,m) = (R, B(R),A). Donner un exemple de f € M(E,T) t.q.
f >0 (de sorte que f € M, (E,T)), pour lequel (12.38) est faux.

corrigé

On prend f(z) = zlg, (z) et Ap =]n,n+1/n[. On a m(A,) — 0 (quand n — o) et [ fla,dA>1
pour tout n € N. Done, [ fla,dX + 0.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < oo et que f > 0 (c’est & dire f(z) > 0 pour tout
x € E). Montrer que

(Ap)nen C T, /flA”dm —0 = m(A,) — 0. (12.39)

On pourra utiliser le fait que, pour p € N*, A, C {f < %} U{z € Ap; f(z) > 11)}

corrigé
Ona {f < ﬁ} c{f< %}, Npen+{f < %} =0et m{f < %}) < oo, pour tout p € N* (car
m(E) < oo). La propriété de continuité décroissante de la mesure m donne alors que m({f <
%}) — 0 quand p — oo.

Soit &€ > 0. Il existe donc p € N* t.q. m({f < %}) <e. Onaalors m(4,) <e+m({zx € Ap; f(z) >
%}) <e+p[ fla,dm. Comme [ fla,dm — 0, il existe donc ng t.q. m(A,) < 2e pour n > ng. Ce
qui prouve (12.39).

4. On prend (dans cette question) (E,T,m) = (R, B(R), A) (de sorte que m(E) = co). Montrer que
si f € LL(E, T,m) et f >0, alors (12.39) est faux. Donner un exemple de f € LL(E,T,m) t.q.
f>0.

corrigé
On prend 4,, =|n,n + 1[. En appliquant la proposition 4.6 page 87 (ou le théoréme de convergence

dominée) & la suite (f1la,)nen, on obtient que [ fla,dX — 0 (quand n — oo). D’autre part
AMA,) =1+ 0. La propriété (4.35) est donc fausse.
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On obtient un exemple de f € LL(R,B(R),A) t.q. f > 0 en prenant f(z) = exp(—|z|).

Corrigé 73 (Fatou sans positivité)
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit (fn)nen C L&(E,T,m), f € LL(E,T,m) et h € M(E,T). (On
rappelle que M(E,T) est 'ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)

1. On suppose que f, — h p.p. quand n — oo, f, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il
existe C € R t.q. [ fndm < C pour tout n € N.
(a) Montrer qu’il existe (g, )nen C LE(E,T,m) et g € L&(E, T, m) t.q.
e fn =gn p.p., pour tout n € N, f =g p.p.,
e g,(x) — h(x), quand n — oo, pour tout x € E,
e g, > g pour tout n € N.

corrigé
Soit A € T t.q. m(A) =0 et fr(z) — h(z) pour tout x € A°.
Pour tout n € N, soit A, € T t.q. m(A,) =0et fr(x) > f(z) pour tout = € (A,)°.
On pose B = AU (UpenAy). Ona B € T, m(B) =0, f,(x) — h(z) pour tout z € B et
fn(x) > f(x) pour tout © € B°.
On pose, pour n € N, g,, = fplpe+hlp et g = flge+hlg. On abien (g,)nen C LE(E, T, m),
g € LL(E,T,m) et les 3 conditions demandées sont vérifiées.

(b) Montrer que h € LL(E, T, m).

corrigé
On applique le lemme de Fatou & la suite (g, — ¢)nen C M (noter aussi que (h—g) € My).
On obtient [(h — g)dm < liminf, . [(gn — g)dm < C — [ gdm < cc.
On en déduit que (h —g) € LL(E,T,m) et donc h=h —g+g € LL(E,T,m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour
tout n € N” que 'on remplace par I'hypothese (plus faible) “il existe D € R t.q. [ f,dm > D pour
tout n € N”. Donner un exemple pour lequel h ¢ LL(E, T, m). [Prendre (E,T,m) = (R, B(R), \).]

corrigé

On prend fn = lj1/nnt1/n] — n21[0’1/n[ et h =1g,. Ona f, — h p.p, J fadm = 0 et h ¢
L& (E,T,m).

Corrigé 74
Soient T' > 0 et f € L' = £1([0,T], B([0,T]), A) (X désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0,T7]).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction x + €™ f(x) appartient & £!.

corrigé

La fonction z — €™ est continue donc mesurable (de [0, 1] dans R, tous deux munis de la tribu
borélienne). La fonction x +— €™ f(x) est donc mesurable comme produit de fonctions mesurables.
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On remarque ensuite que [ | f(z)|d\(z) < €"[|f|1 < co. On en déduit que la fonction z —
e"® f(x) appartient & L.

On suppose, dans la suite de l'exercice, que f > 0 p.p. et qulil existe M € R, t.q. que
J €™ f(z) d\(z) < M pour tout n € N.

2. Montrer que f =0 p.p.. [Appliquer le théoréme de convergence monotone.|

corrigé

On pose A = {f >0} ={z € E; f(z) > 0} et B = A\ {0}. Comme f est mesurable, on a
A, B € B([0,1]).

Pour n € N, on pose g,(z) = ™| f(x)| pour = € [0,1]. On a g, € M4 et g, T g avec g définie par :
g(x) = 00, six € B,

g(x) =0, siz€]0,1]\ B,

9(0) = [£(0)].

Le théoréme de convergence monotone donne que g € My et [ g,dm — [ gdm quand n — oc.

Comme g, = €™ f p.p., on a [ godm = [ " f(z) d\(z) < M et donc, en passant & limite quand
n — oo, [gdm < M.

On a aussi h, T g avec h,, = nlp + |f(0)|150y. La définition de I'intégrale sur M, donne alors
J gdm =lim,,_,oc nA(B) et donc [ gdm = oo si A(B) > 0. Comme [ gdm < M, on a donc A(B) =0
et donc aussi A\(A) = 0. Ce qui donne f =0 p.p..

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(z) = 0 pour tout = € [0, 7.

corrigé
On pose toujours A = {f > 0} = {z € E; f(z) > 0}. Comme f est continue, 'ensemble A est un
ouvert de [0,1]. Si A # (), il existe un intervalle ouvert non vide inclus dans A et donc A(A) > 0
en contradiction avec le résultat de la question précédente qui donne A(A) = 0. On a donc A = (),
c’est-a-dire f = 0 sur tout [0, 1].

12.4.2 Espace L'

Corrigé 75 (Mesure de densité)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose u(A) = [, fdm.

1. Montrer que p est une mesure sur 7.

corrigé
On rappelle que, par définition, pour tout A € T, on a fA fdm = [ fladm avec fl4 =0 sur A€ et
fla = fsur A (on a bien fly € My et donc [, fdm est bien définie).
On montre maintenant que p est une mesure.

Il est clair que (@) = 0 car f14 =0 (sur tout E) si A = 0. Pour montrer que y est un mesure, il
reste a montrer que u est o-additive.
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Soit (Ap)neny C T t.q. ApN Ay, = 0sin # m. On pose A = UpenA, et on remarque que
La(z) = Y ,en1a, (z) pour tout € E et donc fla(x) = >, oy fla,(z) pour tout z € E. Le
premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire 4.1) donne alors

[ 1aam - > [ 1a,dm,

c’est-a-dire pu(A) =),y (An). Ceci prouve que p est o-additive et donc que y est une mesure.

2. Soit g € M. Montrer que g € L&(E, T, ) si et seulement si fg € LL(E,T,m) (on pose fg(z) =0
si f(z) = 0 et g(z) = 0). Montrer que, pour g € L (E, T, u), [ gdu= [ fgdm.
corrigé

On raisonne en 3 étapes :

(a) Soit g € &\ {0}. Il existe donc ay,...,ap, € RY et Ay,..., A, €T t.q. g=>" ;a;14,. Ona
alors (en posant fg(z) =0si f(z) =ocoet g(x) =0) fg=>"_ aifla, € My et :

/fgdm:iai/flAidmzizj;aiu(Ai) :/gdu.

(Ce qui, bien sir, est aussi vrai pour g = 0.)

(b) Soit g € M. Il existe alors (gn)nen C €4 t.q. gn 1 g. L'item précédent donne que [ fgn,dm =
J gndp. Avec le théoréme de convergence monotone (pour p et pour m, puisque fg, 1 fg en
posant toujours fg(x) = 0si f(z) = oo et g(x) = 0), on en déduit que fg € My et :

/fgdm = /gdu. (12.40)

(¢) Soit maintenant g € M. En appliquant (12.40) & |g| € M4, on a :

[ 1s9lm= [ figidm = [ lgla

fg € Lg(E,T,m) & g € Ly(E, T, p).

et donc :

En fait, on peut ne pas avoir fg € L(E, T, m) car fg peut prendre les valeurs +oo. L’assertion
“fg € Ly(E,T,m)” est a prendre, comme d’habitude, au sens “il existe h € LL(E,T,m) t.q.
fg = h p.p.”. Ceci est vérifié car si [|fg|ldm < oo, on a |fg| < co p.p.. Il suffit alors de
changer fg sur un ensemble de mesure nulle pour avoir une fonction mesurable prenant ses
valeurs dans R.

Si g € LE(E, T, u), en écrivant (12.40) avec g+ et g~ (qui sont bien des éléments de M) et
en faisant la différence on obtient bien que [ fgdm = [ gdp.

Corrigé 76
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Soit (E,T,m) un espace mesuré. On note L' I'espace L} (E,T,m). Soit (fn)nen C L' et f € L'. On
suppose que, pour tout n € N, f,, > 0 p.p., que f, — f p.p. et que [ fpdm — [ fdm lorsque n — +o0.
Montrer que f, — f dans L'. [on pourra examiner la suite (f — fn)T.]

corrigé

On pose hy, = (f — fu)". On a donc (hy)nen € LL(E,T,m) et h, — 0 p.p.. De plus, comme f,, > 0
pp,onal<h, <f" pp. Eneffet, soit z € E t.q. h,(z) #0. On a alors, si f,(x) > 0 (ce qui est vrai
pour presque tout z), 0 < hy,(z) = f(z) — fu(z) < f(z) = fT(2).
Comme fT € LL(E, T, m), on peut appliquer le théoreme de convergence dominée & cette suite (hy,)nen,
il donne que h,, — 0 quand n — oo, ¢’est-a-dire

/(f — fa)Tdm — 0, quand n — oco. (12.41)
On remarque ensuite que

[t tan= [ = gytdm— [ (s f)am

et donc, comme [ f,dm — [ fdm lorsque n — o0,

/(f — fn) dm — 0, quand n — oco. (12.42)
De (12.41) et (12.42), on déduit

/\fffn|dmﬂ 0, quand n — oo,

c’est-a-dire f, — f dans LL(E,T,m), quand n — oc.

Corrigé 77 (Théoréme de Beppo-Lévi)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f)nen C L' (= LL(E,T,m)) et f: E — R, t.q.:

(i) fn — f p-p. lorsque n — 4o0.

(ii) La suite (fy)nen est monotone, c’est-a-dire :
fnt+1 2 fn P-p., pour tout n € N,
ou

frnt1 < fn p-p., pour tout n € N.

1. Construire (gn)nen C LY(= LL(E, T,m)) et g € M t.q. fu = gn P-P-» f = g D-D-, gn(x) — g(x)
pour tout z € E, et gnt1 > gn pour tout n € N (ou gp+1 < gn pour tout n € N).

corrigé
Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, que I’'on note encore f,.

L’hypothése (i) donne qu'il existe A € T t.q. m(A4) =0 et fr(z) — f(z) pour tout x € A°.
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L’hypothese (ii) donne que la suite (f,,)nenest monotone. On suppose que cette suite est monotone
croissante (le cas “monotone décroissante” est similaire). Il existe alors, pour tout n € N, A,, € T
t.q. m(An) =0et fpp1 > fpn sur A%

On pose B = AU (UpenAp). On adonc B € T et m(B) = 0. Puis on pose g, = fn1pc et on définit
g par g(z) = f(z) siz € B¢ et g(x) =0siz € B. On a bien f = g p.p., (gn)nen C LE(E, T, m)),
fro = gn P-P- €6 gni1 > gn (pour tout n € N). Enfin g,(z) — g(z) pour tout x € F, et g € M car
g est limite simple d’éléments de M (voir la proposition 3.5 sur la stabilité de M).

On remarque aussi que, pour tout n € N, f, et g, sont deux répresentants du méme élément de
Ly(E, T,m) et [ fndm = [ g,dm.

2. Montrer que f € L' < ligr_l /fndm eR.

corrigé

On reprend la suite (g, )nen et la fonction g construites a la question précédente et on distingue
maintenant les 2 cas de ’hypothese (ii).

Cas 1 : La suite (gn)nen est supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a (g, —go) T (9 — go) quand n — oo et, comme (g, — go) € M pour tout
n € N, on peut utiliser le théoréme de convergence monotone dans M (théoreme 4.1). 1l
donne ((g — go) € M et)

/(gn —go)dm — /(g — go)dm quand n — oo. (12.43)

On sait déja que (g — go) € M et que [ |g — goldm = [(g — go)dm car (g — go) € M. la
propiétée (12.43) donne alors que (g — go) € L (E, T, m) si et seulement si la limite de la suite
(croissante) ([(gn — go)dm)nen est dans R (c’est-a-dire différente de o).

Comme gn,,g0 € LL(E,T,m), on a [(gn — go)dm = [ gndm — [ godm et donc (g — go) €
Li(E,T,m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) ([ g,dm)nen est dans R.

Enfin, comme g = (g — go) + go et que go € LL(E,T,m), on a g € L(E, T, m) si et seulement
(9 — go) € LL(E,T,m) et finalement on obtient bien que g € L(E, T, m) si et seulement la
limite de la suite (croissante) ([ gndm),en est dans R.

On conclut en remarquant que [ f,dm = [ g,dm pour tout n€ N et f = g p.p.. Plus
précisement :

e Si la limite de la suite (croissante) ([ f,dm)nen est dans R, on obtient que g € L') et
donc que f € LL(E,T,m) au sens “il existe g € L (FE,T,m) t.q. f =g p.p.” (on confond
donc f et la classe de g, c’est-a-dire {h € L& (E,T,m); h = g p.p.}).

e Réciproquement, si f € LL(E, T, m), cela signifie qu'il existe h € L&(E,T,m) t.q. f=h
p.p- (on a donc confondu f et la classe de h). Comme f = g p.p., on a aussi h = g p.p..
Comme g € M, on obtient donc que g € L4(E,T,m) et donc (g — go) € LL(E,T,m) ce
qui donne, par (12.43), que la limite de la suite (croissante) ([ fndm),en est dans R.

Cas 2 : La suite (gn)nen est supposée monotone décroissante.

352



La démonstration est trés voisine de la précécende. On remarque que (go — gn) T (90 — 9)
quand n — oo et, comme (gg — gn) € M pour tout n € N, on peut utiliser le théoreme de
convergence monotone dans M (théoreme 4.1). Il donne ((go — g) € M et)

/(go — gn)dm — /(go — g)dm quand n — oo. (12.44)

On sait déja que (g — go) € M et que [|g — goldm = [(go — g)dm car (go — g) € M. La
propriétée (12.44) donne alors que (g — go) € LL(E,T,m) si et seulement si la limite de la
suite (croissante) ([(go — gn)dm)nen est dans R (c’est-a-dire différente de co).

Comme g,,,g0 € Li(E,T,m), on a [(go — gn)dm = [ godm — [ gndm et donc (g — go) €
LL(E,T,m) si et seulement si la limite de la suite (décroissante) (J gndm)nen est dans R
(c’est-a-dire différente de —o0).

Enfin, comme g = (g — go) + go et que go € L&(E,T,m), on a g € LL(E, T, m) si et seulement
(9 — go) € LL(E,T,m) et finalement on obtient bien que g € L(E, T, m) si et seulement la
limite de la suite (décroissante) ([ gndm)n,en est dans R.

On conclut en remarquant que [ f,dm = [ g,dm pour tout n € N et f = g p.p., comme dans
le premier cas.

3. On suppose ici que f € L', montrer que f, — f dans L', lorsque n — +o0.

corrigé

On utilise toujours la suite (gn)nen et la fonction g construites & la premiére question.

Comme f € LL(E,T,m) on a g € L&(E,T,m) et la propriété (12.43) (ou la propriété (12.44))
donne [ g,dm — [ gdm quand n — oo et donc

/ |gn — gldm — 0 quand n — oo.

(On a utilisé ici le fait que (g, — g) a un signe constant et que g € L}(E,T,m).)

Comme ||f,, — fll1 = [|gn — gldm, on en déduit que f, — f dans L(E,T,m), quand n — oco.

Corrigé 78 (Préliminaire pour le théoréme de Vitali)
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L*(= LL(E, T, m)).

1.

Montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 t.q. :

AeT, m(A)§5:>/|f|dm§z—:.
A

[Choisir un représentant de f et introduire f, = inf(|f],n)].

corrigé

En choisissant un représentant de f, cette question est démontrée a la question 1 de I'exsercice 4.14.
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2. Soit € > 0, montrer qu'il existe C' € T t.q. m(C) < 400 et / |fldm < e. [Choisir un représentant
CC

1
de f et considérer C,, = {x € F; - < |f(z)|}]

corrigé
On choisit un représentant de f, encore noté f et pose, pour tout n € N*, C,, = {|f| > 1}.
Comme |f| > 11¢,, on a, par monotonie de I'intégrale, m(C,,) < nl|f||1 < oo pour tout n € N*.

On pose maintenant g, = |f|1ce. On remarque que g,(x) — 0 pour tout 2 € E et que |g,| < |f].
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (g, )nen (ou la proposition
préliminaire 4.6). Il donne que f gndm — 0 quand n — oo.

Soit & > 0, il existe donc ng € N* t.q. [ gndm < e. On prend alors C' = C),, on a bien m(C) < 400
et [ |fldm <e.

Corrigé 79 (Théoréme de Vitali)
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,)nen C L'(= LL(E,T,m)) et f: E =R t.q. f, — f p.p..

1. On suppose m(E) < +oco. Montrer que: f € L et f, — f dans L! lorsque n — +00 si et seulement
si (fn)nen est équi-intégrable (i.e. : Pour tout € > 0, il existe 6 t.q. (A€ T, neN, m(A) <=
Ju | fuldm < €). [Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de lexercice 4.29. Pour le sens <,
remarquer que [ |fn — fldm = [, |fn — fldm + [, |fn — fldm, utiliser le théoréme d’Egorov et le
lemme de Fatou...]

corrigé
Sens(=) Soit ¢ > 0. D’apres l'exercice 4.29 (premiére question), il existe, pour tout n € N, §,, > 0
t.q.:
AET, m(A) <6, — / | foldm < e. (12.45)
A

On ne peut pas déduire de (12.45) 1’équi-intégrabilité de (fy,)nen car on peut avoir ming,en 6, = 0.

Comme f € L', il existe aussi § > 0 t.q. :
AeT m(A) <i= / |fldm <e. (12.46)
A

On va déduire I'équi-intégrabilité de la suite (f)nen en utilisant (12.45) et (12.46).
Soit A €T, on a:

[ itdam < [ 1= fam+ [ (flam < [ 15, = pigm+ [ 51dm. (12.47)

Comme f,, — f dans L' quand n — oo, il existe ng € Nt.q. ||fn—fll1 <€ sin > ng. Pour n > ng et
m(A) <9, (12.47) et (12.46) donne donc [, |fu|dm < 2e. On choisit alors 6 = min{do, ..., dpn,, 6} >
0 et on obtient, avec aussi (12.45) (pour tout n < ng) :

neNAeT, m(A)ggﬁ/ | frldm < 2e.
A
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Ce qui donne I'équi-intégrabilité de la suite (fy)nen-

Sens (<)

on veut montrer ici que f € L' et ||f, — f|li — 0 quand n — oo.
Soit € > 0. L’équi-intégrabilité de la suite (f,)neny donne lexistence de § > 0 t.q. :

neN,AeT, m(A) 33:>/ | fnldm < 2e. (12.48)
A

Pour tout n € N, on choisit maintenant un représentant de f,,, encore noté f,. Comme f, — f
p.p., il existe B € T t.q. m(B) =0et f, — f sur B¢. En remplagant f par flg. (ce qui ne change
f que sur un ensemble de mesure nulle, donc ne change pas les hypotheéses du théoréme), on a alors
f € M car f est limite simple de la suite (f,1p¢)nen C M (noter que f est bien & valeurs dans R).
Comme m(F) < oo, on peut utiliser le théoreme d’Egorov (théoréme 3.2), il donne 'existence de
AeTtq. f, — f uniformément sur A°, c’est-a-dire sup,¢ 4 | fn(z) — f(z)| — 0 quand n — oo.
On a donc aussi, pour ce choix de A,

/C |fn — fldm < m(E) sélfc |fn(x) — f(2)| — 0, quand n — oc.

Il existe donc ng(e) € N t.q. [,
pour tout n > ng(e) :

[t tam < [ A= pam+ [ 1ggdm [ (7idm <20+ [ (flam.

Pour majorer par € le dernier terme de I'inégalité précédente, on utilise le lemme de Fatou sur la
suite (|frn|la)nen C€ My. Comme liminf, o |fn|la = |f|1a, il donne avec (12.48),

/\f|dm§liminf/|fn\1,4§5.
A n—oo

fn — fldm < e pour tout n > ng(e). Avec (12.48), on en déduit,

On a donc, finalement,

n > ng(e) = /|fn — fldm < 3e. (12.49)

En choissisant n = ng(1), on déduit de (12.49) que f,, — f € L' et donc que f = (f — fn) + fn € L'
Cette appartenance étant, comme d’habitude & prendre au sens “il existe ¢ € £! t.q. f = g p.p.”
(en fait, ici, comme nous avons remplacé f par f1ge ci dessus, on a méme f € £!).

Puis, (12.49) étant vraie pour tout € > 0, on a bien montré que | f,, — f|1 — 0 quand n — oco.

. On suppose maintenant m(E) = +oco. Montrer que : f € L' et f, — f dans L! lorsque n —
+00 si et seulement si (fp)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T, m(C) < +oo et
ch frnldm < e pour tout n. [Pour montrer le sens =, utiliser lezercice 4.29. Pour le sens <,
utiliser Uexercice 4.29, le lemme de Fatou et le résultat de la question 1.]

corrigé

Sens (=)
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a) L’hypotheése m(F) < oo n’a pas été utilisée a la question précédente. La méme démonstration
Y
donne donc ici I'équi-intégrabilité de la suite (fy,)nen

(b) On utilise maintenant la deuxiéme question de I’exercice 4.29.

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe C,, € T t.q. m(Cy) < oo et [,. fndm < e. Comme

f e L', il existe aussi D € T t.q. m(D) < o et [}, fdm < e. Enfin, comme f, — f dans L'
quand n — oo, il existe ng t.q. ||fn — f|l1 < & pour tout n > ny.

On choisit maintenant C' = D U (U2,C,,), de sorte que m(C) < m(D) + >.1"°  m(C,,) < oo,
C°cC D¢et C°C Cf sin < ng. Ce choix de C' nous donne, pour tout n > ny,

/cc|f”|dm§/Dc‘f‘dm"‘/\fn—ﬂdmgk,

/‘hWn§/|hMm§a
Ce C

c
n

et, pour tout n < ng,

On a donc m(C) < oo et [, |fnuldm < 2e pour tout n € N.

Sens (<)

on veut montrer ici que f € L et ||f, — f|li — 0 quand n — oo.

Soit € > 0. La deuxiéme hypothese donne l'existence de C € T t.q. m(C) < oo et

/ | frldm < e pour tout n € N. (12.50)
Cec

Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellement f sur un
ensemble de mesure nulle) que f € M. En appliquant le lemme de Fatou a la suite (| fn|1lce)nen C
M, on déduit de (12.50) que

/ |fldm < e. (12.51)
Cc

La premiére hypothése (c’est-a-dire 1’équi-intégrabilité de la suite (fy)nen) donne existence de
6 >0t.q.

neN, AeT, m(A) §5¢/ | frldm < e. (12.52)
A

On peut maintenant utiliser le théoreme d’Egorov sur la suite (fy|,)nen (qui converge p.p. vers
fic) dans Pespace mesurable (C,T¢) ou Te est la tribu {B € T; B C C}. 1l donne l'existence de
AcCC,AeT, t.q m(A) <Jet f, — f uniformément sur A°NC. On en déduit que

/ |fn — fldm <m(C) sup |fn(x)— f(z)] — 0 quand n — oco.
AenC zEANC

Il existe donc ng t.q.

n>ng = [fr— fldm < e. (12.53)
AenC
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Enfin, en appliquant le lemme de Fatou & la suite (|fn]|14)neny € M4, on déduit de (12.52) que
/ | fldm < e. (12.54)
A
Il suffit maintenant de remarquer que

Jit=tiam< [ g piamt [ Afdames [ (flames [ gl [,

pour déduire de (12.53), (12.52), (12.54), (12.50) et (12.51) que

nané/|fnff|dm§55.

On conclut comme & la, question précédente. En prenant d’abord € = 1, on montre que f € L' puis,
comme ¢ > 0 est arbitraire, on montre que f, — f dans L' quand n — occ.

3. Montrer que le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence
du théoreme de Vitali.

corrigé
Soient (fn)neny C L' et F € L t.q. |fa] < F p.p., pour tout n € N.
En utilisant ’exercice 4.29 sur F, on montre facilement 1’équi-intégrabilité de (fy,)nen et I'existence,
pour tout ¢ > 0, de C' € T t.q. m(C) < oo et [.|fa]dm < e pour tout n € N (noter que si

m(E) < oo cette propriété est immédiate en prenant C = E). Il est alors facile de montrer le
théoreme de convergence dominée & partir du théoreme de Vitali.

Corrigé 80 (Théoréme de “Vitali-moyenne”)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note £L* = L& (E, T, m). Soit (fy)nen C L et f € M(E,T).

1. On suppose que m(E) < co. On se propose ici de montrer que :

1
fecLltet } - { 1. f, — f en mesure, quand n — o0, (12.55)

I fn— fll1 — 0 quand n — oo 2. (fn)nen équi-intégrable.

(a) Montrer le sens (=) de (12.55).

corrigé
On montre tout d’abord la convergence en mesure. Soit 7 > 0. On a alors :

m({|fn*f|Zn})ﬁ%/un*ﬂdmﬂo, quand n — oo.

Ce qui donne que f,, — f en mesure, quand n — oo.

Pour montrer 1’équi-intégrabilité, il suffit de remarquer que, pour tout A € T, on a :

/A|fn|dm§/Ifnff|dm+/A|f|dm.
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(b)

Soit € > 0. Comme f € L, il existe (voir la proposition 4.9) § > 0 t.q.
m(A) §5:>/ |fldm < e.
A
Comme || f, — f]l1 — 0, quand n — oo, il existe ng t.q.

nZnoé/|fn—f|dm§£.

On en déduit :
(n > ng et m(A) < ) = / | fuldm < 2. (12.56)
A

Puis, pour tout n € N, il existe (voir la proposition 4.9) 4, > 0 t.q.
m(A) <4, = /A | frldm < e. (12.57)

En posant § = min{d, oy, ...,d,} on a donc, avec (12.56) et (12.57):

(n € Net m(A) <6) = /A | frldm < 2e.

Ce qui montre I’équi-intégrabilité de (f,,)nen-

Pour montrer le sens (<), on suppose maintenant que f,, — f en mesure, quand n — oo, et
que (fn)nen est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout 6 > 0 et n > 0, il existe n € N t.q. : p,g > n = m{{|fp — fo| >
n}t <4.

corrigé
On remarque que, pour tout p,q € N et tout x € E, |f, — fl(z) < & et [f — fl(z) < 2
implique |f, — fol(z) <n. On a donc {|f, — fo| = n} C{lfp — fI = 3} U{lfp — f| = 3}-
Ce qui donne :
n n
m({|fp — fol =2 n}) <m{[fp — f| = 5 )+ {lfe—f1= 51
Comme f,, — f en mesure, il existe n € N t.q. :
n 0
pzas w721 <,
on en déduit :
p.g=n=m({[f, = fol Zn}) < 6.
ii. Montrer que la suite (f,,)nen est de Cauchy dans L.
corrigé
Soit p,g € Netn>0,0n a:
10 fulli = [ ol + [ fyldm + ym(B). (12.58)
|fo—falZn} {fp—fql=n}

358



Soit € > 0. D’apres I'équi-intégrabilité de (fy)nen, il existe § > 0 t.q.
(AeT, m(A)gaetneN);»/ ] <. (12.59)
A

On commence & choisir n > 0 t.q. nm(E) < e. Puis, la question précédente donne
Pexistence de n t.q. m({|f, — fq| = n}) <0 si p,¢ > n. On a donc, par (12.59) :

/ Y fl <csivazn.
{lfp—fql=n} {lfp—"fql=n}

Finalement, (12.58) donne :

p,q=n= pr - fq”l < 3e.

La suite (f,)nen est donc de Cauchy dans L'.

iii. Montrer que f € £! et que ||f, — f|l1 — 0 quand n — oo.
corrigé
Comme L' est complet, il existe ¢ € L! t.q. f, — ¢ dans L', quand n — co. On peut
supposer g € L' (en confondant g avec I'un de ses représentants). La question (a) donne
alors que f,, — g en mesure, quand n — co. Comme f, — f en mesure, on a donc
nécessairement f = g p.p.. ce qui donne bien f € L et || £, — fll1 = | fn —9gll1 — 0, quand

n — oo.

2. On ne suppose plus que m(E) < co. Montrer que :

1. f, — f en mesure, quand n — oo,

fe rl et - 2. (fn)nen équi-intégrable, (12.60)
Ilfn — flli = 0 quand n — oo 3. Ve > 0,34 €T t.q. m(A) <ocet, .

Jae

fnldm < e, pour tout n € N.

corrigé
Etape 1 On montre tout d’abord le sens (=).

Les propriétés 1 et 2 ont déja été démontrées dans la question 1-(a) (car ’hypothése m(E) < oo
n’avait pas été utilisée).

Pour démontrer la propriété 3, on utilise la proposition 4.9 du cours. Soit € > 0. pour tout n € N,
Il existe B, € T t.q. m(By) < oo et

/ . | frldm < e. (12.61)

n

Il existe aussi B € T t.q. m(B) < oo et
/ |fldm <e. (12.62)
BC

En remarquant que
[ At < [ 1= sidm+ [ | sidm,
Be Be
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on obtient, en utilisant le fait que ||f, — f|l1 — 0, quand n — oo, et (12.62), lexistence de ng t.q.

n>ng= | frldm < 2e.
BC

En prenant A = B U (U2, B,), on obtient alors (avec (12.61)) m(A) < oo et :
p=0"—"DP
nEN:>/ | frldm < 2e.
AC

Etape 1 On montre maintenant le sens («<).
On reprend la méme méthode que dans le cas m(E) < oo.

On remarque tout d’abord que pour tout § > 0 et n > 0, il existe n € N t.q. : p,g > n =
m({|fp — fql = n} <. La démonstration est la méme que précédemment (hypothese m(E) < oo
n’avait pas été utilisée).

On montre maintenant que la suite (f,)nen est de Cauchy dans L'. Soit p,g € N, A € T et n > 0,
on a :

|fpfq||1gA<|fp+|fq>|dm+/{|f o (1l +m4), (12.63)
¢ p—JqlZ"M

Soit € > 0. D’apres I’équi-intégrabilité de (fy,)nen, il existe § > 0 t.q.
(BeT, m(B)géetneN)é/ Iful <e. (12.64)
B
D’apres la propriété 3 de (12.60), il existe A € T t.q. m(A) < oo et

nGN:>/ | frldm < e. (12.65)
AC

On commence a choisir 7 > 0 t.q. nm(A) < e. Maintenant que J et i sont fixés, il existe n € N t.q.
m({[fp—fal 2 n}) < dsip,q=n. Onadonc, par (12.64), f{\fp_fq|27,} |fpl < eet f{|fp_fq\2n} |fal <
e sip,q > n. Avec (12.63) et (12.65), on obtient alors :

pg=n=|fp— fol1 < 5e.

La suite (f,)nen est donc de Cauchy dans L'.

On conclut, comme dans le cas m(E) < oo, que f € L' et ||f, — f]l1 — 0, quand n — oo (car
I’hypothese m(E) < oo n’avait pas été utilisée pour cette partie).

Corrigé 81 (Continuité de p — || - ||,)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E,T).

1. Pour p € [1,+o0[, on pose ||f|l, = (/|f|pdm)5 (noter que |f|P € M4) et on dit que f € LP si
[fllp < +00. On pose I = {p € [1,+ocl, f € LF}.
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(b)

Soient p; et po € [1,400[, et p € [p1,p2]. Montrer que si f € L£P* N LP2 alors f € LP. En
déduire que I est un intervalle. [On pourra introduire A = {x;|f(z)] < 1}.]

corrigé
Soit @ € R} . On remarque que o < a2 si 1 < aet a? < ot si a < 1. On en déduit que
[P < [fP* + [ fIP2 (en fait, on a | f[P < |f[P* sur A = {[f] < 1} et |f[P < [f[P2 sur A°) et donc
que f € LPsi f e LP1NLP2,

On suppose que I # (). On pose a =infI et b=supl. Onadonc 1 <a<b<ooet I C [a,b].
On montre maintenant que Ja, b[C I (ce qui donne que I est bien un intervalle dont les bornes
sont a et b).

Soit p €]a,b[. La défintion de a et b permet d’affirmer qu’il existe p1 € I t.q. p1 < p et qu’il
existe po € I t.q. p2 > p. On a donc f € LP' N LP2 et p €]p1,p2[, d’ott I'on déduit que p € I.
on a donc bien monté que Ja,b[C I et donc que I est un intervalle.

On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans I. On prend
pour cela: (E,T,m) = ([2,+o0], B([2,00[), ) (X est ici la restriction & [2, 00 de la mesure de
Lebesgue sur B(R)). Calculer I dans les deux cas suivants:

i f(z) = %,x € [2,+o0].

ii. f(z) = smaye. @ € [2,+00].

corrigé
i. f(z) = 1,2 € [2,400[. Soit 1 < p < co. Pour savoir si f € L ou non, on utilise le
théoreme de convergence monotone et 'intégrale des fonctions continues sur un intervalle

compact de R.

Pour n € N, on pose f, = |f[P12n). On a donc (fn)nen C My et fr T|f[P ce qui donne,
grace au théoreme de convergence monotone,

/fnd)\ — / |f|PdA, quand n — oo.

Les intégrales ci dessus sont des intégrales sur l'espace mesuré (]2, +oo[, B([2,00[), A). La
comparaison entre l'intégrale des fonctions continues et 'intégrale de Lebesgue (voir les
exercices corrigés 62 et 63) donne que

n 1
/ Fod\ = / ~dz.
g P

On distingue maintenant les cas p=1et p > 1.
Sip>1,ona [ f,d\= p%l(w%l_ﬁ)_’ p%lzp—l,l < 00, quand n — co. On a donc
fecrlr.
Sip=1,ona [ f,d\=In(n) —In(2) — co quand n — co. On a donc f ¢ L .
On a donc I =|1, c0].

i. f(z) = mw € [2,4+00[. Pour 1 < p < 00, on a clairement f € £P car la fonction f
est positive et majorée par ﬁ g ou g est la fonction de 'exemple précédent, c’est-a-dire

g(z) = % Pour p = 1, on utilise la méme méthode que pour 'exemple précédent :
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(¢)

Pour n € N, on pose f, = |f|1[2,5, de sorte que f,, T [f| = f et donc

/fnd)\ — / |fldA\, quand n — oo.

On a ici
" 1 —1 —1 -1
/fnd)\ = /; Wdl’ = 111(2) — ln(n) — ln(2) < 00, quand n — o0.

On en déduit que f € £, donc I = [1,00].

Soit (pn)nen C I et p € I, (I désigne 'adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p).

Montrer que /|f|p"dm — / |f|Pdm quand n — +o0. [On pourra encore utiliser ’ensemble

Al

corrigé

On utilise ici A = {|f| <1} e T.

(a)

On suppose d’abord que p, T p quand n — co. On pose g, = |f|P 14 et hy = |f|P"1ac, de

sorte que g, € L', hy, € L et

/gndm+/hndm:/\f|p"dm.

On remarque alors que hy, T h = |f|P1ae, quand n — co. Comme (hy,)neny C M, le théoréeme
de convergence monotone donne

/hndm — /hdm, quand n — 0. (12.66)

Noter que ceci est vrai méme si p € I (dans ce cas, on a, en fait, [ hdm = o).

On remarque maintenant que g, — g = |f|?14 p.p., quand n — oo, et que 0 < g, < |f|P° car
la suite (g, )nen est ici décroissante. Comme py € I, on a |f|[P° € L1 et on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée (ou la proposition 4.6). Il donne

/gndm — /gdm, quand n — co. (12.67)
Avec (12.66) et (12.67) on obtient

/|f|p"dm:/gndm+/hndm—>/gdm+/hdm:/|f|pdm, quand n — oo.

On suppose maintenant que p, | p quand n — oo et on reprend la méme méthode que ci
dessus. On pose g, = |f|Pn14 et hy, = |f|P"14c, de sorte que g, € LY, h, € L' et

/gndm+/hndm:/\f
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les roles de g, et h, sont inversés par rapport au cas précécent : On remarque que g, | g =
|f|P14, quand n — co. Comme (gn)nen C My, le théoréme de convergence monotone donne

/gndm — /gdm, quand n — 0. (12.68)

Ceci est vrai méme si p ¢ I (dans ce cas, on a, en fait, [ gdm = c0).

On remarque que h, — h = |f|Pl4e p.p., quand n — oo, et que 0 < h,, < |f|Po car la suite
(hn)nen est ici décroissante. Comme pg € I, on a |f|P° € L et on peut appliquer le théoréme
de convergence dominée (ou la proposition 4.6). Il donne

/hndm — /hdm, quand n — oo. (12.69)

Avec (12.68) et (12.69) on obtient

/|f|p”dm=/gndm+/hndm—>/gdm+/hdm:/|f|Pdm, quand n — oo.

La conséquence de cette question est que application p — | f||, est continue de I dans R, ot T
est I'adhérence de I dans R. Dans la suite de l'exercice, on va introduire le cas p = co et montrer
la continuité de p — || f||, sur adhérence de I dans R.

. On dit que f € L= ¢'il existe C € R t.q. |f| < C p.p.. On note ||f]|o = inf{C € R t.q. |f] < C
p.p.}. Si f & L, on pose || f|loc = +o0.

(a)

Montrer que f < ||f|loo P-P-- A-t-on f < ||f]lcc P-P- ?

corrigé
Si || flloc = 400, on a, bien str, f < || f|loco p-p-- On suppose donc maintenant que || f||oc < +00.
Par définition d’une borne inférieure, il existe (Cp)nen C {C € R t.q. |f| < C p.p.} t.q.
Cpn | | fllo quand n — co. Pour tout n € N, il existe A, € T t.q. m(A,) =0et |f] < C,, sur
Al
On pose A = UpenA,. Onadonc A € T, m(A) =0et |f(z)] < C,, pour tout n € N, si z € A°.
Comme C), | || f]leo quand n — oo, on en déduit |f| < ||f|lec sur A¢ et donc que |f]| < || flloo
p.p..

En prenant (E,T,m) = (R, B(R), ) et f(z) = 1 pour tout z € R. On a || f|jc = 1 et 'assertion
f < |Iflleo P-p- est fausse.

Noter aussi que ||f]lo = inf{C € R t.q. |f| < C p.p.}.

On pose J = {p € [1,+oc0]; f € LP} C R,.

Remarquer que J = I ou J = I U{+0c0}. Montrer que si p € I et +oc € J, alors [p, +oc] C J.
En déduire que J est un intervalle de R...

corrigé
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Soit p € I et on suppose que co € J. Soit g €]p,00[. Comme |f| < ||f]lec P-P-, On a
I£19 < If 1P| f|P p.p.. On en déduit que f € L9, ¢’est-a-dire ¢ € I. On a ainsi montré que
|p, 00[C I et donc [p,c0] C J.

On raisonne maintenant comme dans la question 1. On pose a = inf J et b = sup J, de sorte
que J C [a,b]. Puis, soit p t.q. a < p < b. On a nécessairement a < co et il existe p; € I t.q.
p1 < p. On a b < oo et il existe po € J t.q. p < pa. Si po € I, on utilise la question 1 pour
montrer que p € I et si po = oo la premiere partie de cette question donne que p € I. On a
bien ainsi montré que |a,b[C J. J est donc un intervalle dont les bornes sont a et b.

Noter aussi que inf I = inf J et supI = sup J.

Soit (pn)nen C I t.q. pn 1 +00. On suppose que || f|loo > 0 (noter que f =0 p.p. < ||f|loc =
0).

i. Soit 0 < ¢ < ||f|loo- Montrer que : limJirnf | fllp. = c. [On pourra remarquer que / | f|Pdm
n—-r+oo
= cPm({x;|f(z)] = c}.]

corrigé
Comme |f|P > cP1{|f|>¢}, la monotonie de I'intégrale donne bien

[1spam = om({if] = e,
et donc, comme [ | f|Pdm # 0,

1£llp = em({]f] = })7. (12.70)

Comme ¢ < || f]lco, on a m({|f| > ¢}) > 0, d’ott Pon déduit que m({|f| > c})% — 1 quand
p— 00 (p € [1,00]).

En passant a la limite inférieure quand n — oo dans (12.70) pour p = p,,, on obtient alors

lim inf || f]|,, > c.
n—oo

Comme c est arbitrairement proche de || f|o, on en déduit :

timinf | £, > [1£]- (12.71)

ii. On suppose que || f]|co < +00. Montrer que : limsup || f|lp,, < ||f|loc- [On pourra considérer
n—-4oo

/1

Pn
) et noter que gn < go p.p-- |
Il fll oo

la suite g, = (

corrigé
Comme W <1 p.p. et que p, > po (car la suite (p,)nen est croissante), on a g, < go

p.p. et donc [ godm < [ godm, d’ot Pon déduit (en notant que toutes les normes de f
sont non nulles) :

([ fn

MQWA/Wmﬁ.
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On passe & la limite supérieure dans cette inégalité et, en remarquant que [ godm # 0, on
obtient bien :

limsup [ fllp,, < [I.f]loo- (12.72)
n—oo

iii. Déduire de (a) et (b) que || f

o — || flloo lorsque n — +oo.

corrigé
On distingue deux cas :
Cas 1 On suppose ici que || f]|lo = 00. (12.71) donne alors que || f|p, — oo et donc || fl|, —
I/ lloo quand n — oo.
Cas 2 . On suppose ici que || f]le < 00, de sorte que 0 < || f|loo < 00. Les assertions (12.71)
et (12.72) donnent alors limsup,,_, o || fllp, < |fllee < liminf, o ||f]lp, €t donc que
[fllp. = Ilflloc quand n — oc.

. Déduire des deux parties précédentes que p — |[|f||, est continue de J dans R, ou J désigne
ladhérence de J dans R (c’est-a-dire J = [a,b] si J = |a, b|, avec 1 < a < b < 400, et | désigne | ou

-

corrigé

Si f=0pp.,onaJ=.J=][l00]et|f], =0 pour tout p € J. Donc, p— | f||, est continue de .J
dans R,..

On suppose maintenant que f n’est pas “= 0 p.p.”. On a donc || f||, > 0 pour tout p € [1, c0].
On pose J = [a,b] (si J # 0). On distingue 3 cas :

Cas 1 . Soit p €]a, b, de sorte que p € I.

(a) Soit (pn)nen C I t.q. p, T p. La question 1-c donne que || f|[5» — [/ f[|5 quand n — +oo0.
On en déduit que || f]|p, — ||f|l, quand n — oo (pour s’en convaincre, on peut remarquer
que (|| fllp,) = s-Wm(lfzr) — 5 Wm([flI5) = In([[f[lp)). Ceci donne la continuité a
gauche de ¢ — || f||4 au point p.

(b) Soit (pn)nen C I t.q. py | p. La question 1-c donne aussi || f||b» — [|f[|) quand n — +o0
et on en déduit, comme précédemment, que || f,, — ||f|l, quand n — co. Ceci donne la
continuité a droite de ¢ — || f||, au point p.

Cas 2 . On prend ici p = a et on suppose a # oo (sinon a = b et ce cas est étudié au Cas 3). Soit
(Pn)nen C 1 t.q. pn | a.
(a) On suppose d’abord que a € I. Ici encore, la question 1-c donne [/ f|[b» — | f||5 quand

n — 400 et on en déduit que ||f|p, — [|f]le quand n — oco. Ceci donne la continuité &
droite de ¢ — || f]l4 au point a.

(b) On suppose maintenant que a ¢ I, de sorte que || f|, = co. La question 1-c donne alors
[l £l — oo quand n — +oo et donc || f[|,, — oo quand n — oo. Ceci donne la continuité
a droite de ¢ — || f||, au point a.

Cas 2 . On prend ici p = b. Soit (pn)nen C I t.q. pn T a.
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(a) On suppose d’abord que b € I. Ici encore, la question 1-¢ donne || f[[E — || f[|} quand
n — 400 et on en déduit que || f|l,, — Hbe quand n — oo. Ceci donne la continuité a
gauche de ¢ — || f|; au point b.

(b) On suppose maintenant que b & I.

Si b # oo, on a donc || f|[s = oo. La question 1-c donne alors || f||b» — oo quand n — +o0
et donc ||f||p — oo quand n — oo. Ceci donne la continuité & gauche de ¢ — || fllq au
point b.

Si b = oo, la continuité & gauche de ¢ — ||f||q au point b a été démontré a la question
2-c-iii.

Corrigé 82 (Continuité d’une application de L' dans L')
Soient (E,T,m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

IC eRY ;5 |g(s)| < Cls|+C, Vs € R. (12.73)

1. Soit u € L(E,T,m). Montrer que gou € LL(E,T,m).

corrigé

u est mesurable de £ (muni de la tribu T') dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne
(c’est-a-dire mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit que g o u est mesurable
(de E dans R).

Puis, comme |g o u(z)| = |g(u(z))| < Clu(z)| + C pour tout z € E, on a
/|g o uldm < Cllully + Cm(E).

Donc, gou € LL(E, T, m).

On pose L' = LL(E,T,m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € LL(E,T,m); h=gowv p.p.} € L,
avec v € u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix
de v dans u.

corrigé

Soient v, w € u. Il existe A € T' t.q. m(A) =0et v = w sur A°. On a donc aussi gov = gow sur A°
et donc gov = gow p.p.. On en déduit que {h € LL(E,T,m); h=gov p.p.} = {h € LL(E,T,m);
h=gowp.p.}.

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Soit (un)neny C L. On suppose que u, — u p.p. et qu'il existe F € L! t.q. |u,| < F p.p., pour
tout n € N. Montrer que G(u,) — G(u) dans L'.

corrigé
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Pour tout n € N, on choisit un représentant de wu,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représen-
tants de u et F', notés toujours u et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — oo et que g est continu, il
est facile de voir que g o u,, — gou p.p.. On a donc G(u,) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o up| < Clup| + C < CF + C p.p. et donc |G(uy)| < CF + C p.p., pour
tout n € N.

Comme CF+C € L', on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, il donne que G (u,) —
G(u) dans L' quand n — oc.

4. Montrer que G est continue de L' dans L'. [On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé
“réciproque partielle de la convergence dominée”)

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose que G n’est pas continue de L' dans L'. Il existe donc
u € L' et (un)neny C L' t.q. u, — u dans L' et G(uy,) /4 G(u) dans L' quand n — oo.

Comme G(u,) /4 G(u), il existee >0et ¢ : N— Nt.q. ¢(n) — co quand n — oo et :

|G (ugp(ny) — G(u)|l1 > € pour tout n € N. (12.74)

(La suite (G(uy(n)))nen est une sous suite de la suite (G(un))nen-)

Comme u,n) — u dans L', on peut appliquer le théoréme appelé “réciproque partielle de la
convergence dominée” (théoréme 4.7). Il donne l'existence de 99 : N — Net de F € L' t.q.
Y(n) — oo quand 7 — 00, Ugoy(n) — U P-P- €t |[Upoy(n)| < F p.p., pour tout n € N. (La suite
(Ugoy(n))nen est une sous suite de la suite (Uy(n))nen)-

On peut maintenant appliquer la question 3 & la suite (tyoy(n))nen. Elle donne que G(ugoyn)) —
G(u) dans L' quand n — oco. Ce qui est en contradiction avec (12.74).

12.4.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Corrigé 83 (Inégalité de Jensen)

Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q.
f(z) — f(a) > cq(z — a) pour tout z € R.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité (2, 4, P). On
suppose que X et f(X) sont intégrables. Montrer I'inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

[ e0ar = g [ xap)

[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]

corrigé
On utilise le rappel avec a = F(X) = [ XdP. On obtient pour tout w € Q2

f(X(w) = fla) 2 X(w) —a.
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Comme les fonctions f(X) — f(a) et X — a sont intégrables, la monotonie de 'intégrale donne alors

Jueo - sayar = [ox-aar

Comme [ Xdp = a, on en déduit [(f(X) — f(a))dP > 0, ce qui donne le résultat demandé.

Corrigé 84 (Sur ’équi-intégrabilité )

Soit (F,.A, P) un espace de probabilité et (X,,)nen une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite
(X)nen est équi-intégrable si [, | X, |dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport
a n € N. Montrer I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim sup/ | X, |dP =0,
{IXn[>a}

a—0 N

2. sup/ | Xn|dP < 400 et (X,)nen équi-intégrable.
neN

corrigé
En attente.

Corrigé 85 (Caractérisation de 'indépendance)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, n > 2 et X1, Xo, ..., X, n variables aléatoires réelles. Montrer
que l'indépendance de (X1, Xo,...X,) est équivalente & la propriété suivante :

Y(ay,...,an) €] — 0o, +0[", P[X1 < a1,...,Xn < ap) = HP[Xi < ay].

(La notation P[X < a] est identique & P({X < a}), elle désigne la probabilité de l’ensemble {w €
0, X(w) <a}.)

corrigé
En attente.

Corrigé 86 (Sign(X) et |X| pour une gaussienne)
Pour s € R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (2,.A, P) un espace
2

probabilisé et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire Px = f\ avec, pour x € R, f(z) = \/2170@_&,

ol ¢ > 0 est la racine carré de la variance de X). Montrer que sign(X) et |X| sont indépendantes et
préciser leurs lois. Méme question avec sign(X) et X2.
corrigé

En attente.

Corrigé 87 (V.a. gaussiennes dépendantes)
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Soit (£2,.4, P) un espace de probabilités, o1 > 0, o2 > 0 et X7, X deux variables aléatoires indépendantes
et telles que :
X1 ~N(0,02) et Xy ~N(0,03).

(le signe “~” signifie “a pour loi”.) Construire deux v.a. Y7 et Y5 t.q. X7 ~ Y1, Xo ~ Y5 et Y7 et Y3 soient
dépendantes.

corrigé
En attente.

Corrigé 88 (V.a. gaussiennes dépendantes, 4 covariance nulle)

soit (£2,.4, P) est un espace de probabilités et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ N(0,1)
et S a pour loi Py = %51 + %5,1. (Il est possible de construire un espace de probabilités et des v.a.
indépendantes ayant des lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N (0,1).

corrigé
Pour z € R, on pose f(z) = \/%e’%wz de sorte que la loi de X est de densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue. Soit A € B(R), on note —A = {—z, x € A}. Comme f est paire, on a :

P(XE(A)—/ f(z dx—/f(xdsc—/f P(X € A).

On remarque maintenant que P(SX € A)=P(S=1,X € A)+ P(S=—-1,X € (—A)). Comme S
et X sont indépendantes, on a :

P(S=1,X € A)= P(S = 1)P(X € A) = %P(X € A),

PS=-1,Xe(-A)=PS=-1)P(X e (-A4) = %P(X € (—A4)).

Comme P(X € (—A)) = P(X € A), on en déduit P(SX € A) = P(X € A). Les v.aar. SX et X
ont donc méme loi, et donc SX ~ N(0,1).

2. Montrer que SX et X sont dépendantes.
corrigé

On raisonne par I’absurde. On suppose que SX et X sont indépendantes. La proposition 4.10
donne alors E(|SX||X|) = E(|SX]|)E(]X]|) (noter que la fonction s — |s| est borélienne positive).
Comme |S| =1 p.s., on a donc :

E(X?) = B(ISX||X|) = E(ISX)E(X]) = E(1X])®

Comme E(|X]) < 400, on en déduit que Var(|X|) = 0, ce qui est impossible car | X| n’est pas égale
p.s. & sa moyenne (sinon, la loi de | X| serait une masse de Dirac et non pas une loi de densité par
rapport & la mesure de Lebesgue).
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3. Montrer que Cov(SX, X) =0.

corrigé
Comme SX ~ N(0,1) et X ~ N(0,1), on a E(SX) = E(X) = 0. Comme S et X sont indépen-
dantes (et S et X? intégrables), on a (proposition 4.10) SX? intégrable et F(SX?) = E(S)E(X?) =
0. On en déduit Cov(SX, X) = E([SX — E(SX)|[X — E(X)]) = E(5X?) = E(S)E(X?) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus l'existence de S, mais on suppose qu’il existe Y v.a.
gaussienne indépendante de X. Montrer que si Y ~ N(0,02), avec o > 0, il est possible d’utiliser
Y pour construire S, v.a. indépendante de X et telle que Pg = %51 + %6,1.

corrigé
Il suffit de prendre S = sign(Y) avec sign(s) = —1 si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par
exemple) sign(0) = 0 (la fonction sign est une fonction borélienne de R dans R). On a bien

X et S indépendantes (par la proposition 3.10, mais la preuve est facile ici car la tribu engen-
drée par ¢(Y) est incluse dans celle engendrée par Y dés que ¢ est borélienne). Enfin, on a
P(S=1)=P(Y >0)=1% =P <0)=P(S = —1), ce qui donne bien Py = 15, + 15_;.

Corrigé 89 (Identités de Wald)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.r.i.i.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On
pose Sy = X1 + ...+ Xy (cest-a-dire que, pour w € Q, Sy (w) = Zgﬁf) Xn(w)).

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, Xq,...,X,, ... sont indépendantes. Pour n € N*,
on pose A, = {w € Q, N(w) = n} (on note, en général, A, = {N = n}), ¥, = 37| X, et
n
Zy = Zp:l |Xp|'

(a) Soit n € N*. Montrer que 14, et Y,, sont des v.a.r. indépendantes et que 14, et Z,, sont des
v.a.r. indépendantes.

(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calculer E(Sy)
en fonction de E(N) et E(X;). [On pourra remarquer que Sy = » - 14, Y, et [Sy| <
Zio:l 1a,Zy ]

(c) On suppose que N et X sont de carré intégrable, montrer que Sy est de carré intégrable et
calculer sa variance en utilisant les variances de N et Xj.

2. On suppose maintenant que {N = n} € o(Xjy,...,X,,) pour tout n € N* (ot 0(Xy,...,X,,) est la
tribu engendrée par Xi,...,X,) et que E(X;) = 0.

(a) Montrer que 1y,<yy et X, sont des v.a.r. indépendantes.

(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c). [On pourra écrire Sy = -, cnv Lin<n}Xn']

N.B. : Le cas E(X1) # 0 peut aussi étre traité. Il se rameéne au cas E(X;) = 0 en considérant
Y, =X, — E(X,).

corrigé
En attente.

Corrigé 90 (Limite p.s. et indépendance)
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Soit (£2, A, P) un espace probabilisé, (X, )nen+ une suite v.a.r. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour
tout n € N*, X,, et Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — oo. Montrer que
X et Y sont indépendantes.

corrigé

Soit ¢, ¥ € C.(R,R). Comme X,, et Y sont indépendantes, on a (voir la proposition 4.10), pour tout
n € N*,

E(p(Xn)9(Y)) = E(p(Xn))E(¥(Y)). (12.75)

Comme ¢ est continue, on a ¢(X,) — ©(X) ps. et p(Xn)Y(Y) — o(X)Y(Y) p.s.. les conver-
gences sont dominées car |p(X,)| < sup{p(z), z € R} (et [¢(Y)| < sup{¢(z), = € R}). On peut

donc utiliser le thépréme de convergence dominée, il donne lim,, ., F(p(X,)¥(Y)) = E(p(X)¥(Y)) et
lim,, 00 E(p(X,)) = E(p(X)). En passant a la limite dans (12.75), on en déduit que

E(p(X)y(Y)) = E(p(X) E(¥(Y)).

La proposition 4.12 permet de conclure que X et Y sont indépendantes.
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12.5 Exercices du chapitre 5

Corrigé 91
Soit (fn)nen € C1(]0, 1[, R) convergeant simplement vers la fonction f :]0, 1[— R; on suppose que la suite
(f1)nen (C C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale & 1.

1. At-on f € C*(J0,1[,R) et f' =17

corrigé

La réponse est “non”. La fonction f peut méme ne pas étre continue, comme le montre ’exemple
suivant :

Pour n € N, n > 4, on définit g,, de [0, 1] dans R par

gn(z) =1 +n2( —%), 51%<x§%+%,
gnlz)=1=n’a 5 = 0), sig g <<yt

Il est facile de voir que g, € C([0,1],R) et que g,(x) — 1 pour tout x € [0, 1].

Pour n > 4, on définit f,, par :
fnlz) = / gn(t)dt, pour tout x €]0, 1],
0

de sorte que f,, € C'(]0,1[,R) et f/ = g, sur |0, 1. On a donc bien que (f},)nen converge simplement
vers la fonction constante et égale & 1. (On prend n’importe quelles fonctions C! pour f,, 0 < n < 3).

On remarque maintenant que, pour n > 4, f,,(z) = x pour tout x €]0, %] et que fn(x) =x+1 pour
tout z €]2 + 2,1[. On en déduit que (f,)nen converge simplement vers la fonction f :]0,1[— R
définie par f(z) = = pour tout x €]0, %] et fn(z) =z + 1 pour tout = e]%, 1[. Cette fonction n’est
pas continue en %, donc f ¢ C1(]0,1[,R).

2. On suppose maintenant que la suite (f,)nen converge vers la fonction constante et égale a 1 dans
L (10, 1], B(J0,1[), A). A-t-on f € C'(J0,1[[R) et f' =17

corrigé

La réponse maintenant est “oui”. En effet, soit 0 < x < 1. Comme f, € C'(]0,1[,R), on a
fa(@) = fu(3) + f ! (t)dt, c’est-a-dire

Fulo) = fal3) + 52 [ Fids,n (12.76)

avec s, = let I =], z[siz > 1, s, =—let I, =]z, 3[siz < 3.

Quand n — oo, on a

|/f;11wdAf/1ImdA| <1~ 1 o0,
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et fu(z) = f(z) (ainsi que f,(3) — f(3)). On déduit donc de (12.76), quand n — oo,
f@) = 1(5) +5. [ 10,00

cest-a-dire f(z) = f(1)+2 — 1.
On a bien montré que f € C1(]0, 1[,R) et f' = 1.

Corrigé 92 (Intégrale impropre)
On définit application f de R dans R par :

flz)=0,siz<0,
f(z) =2?sin %, siz>0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.
corrigé

La fonction f est continue et dérivable en tout point de R* et on a f/(z) = 0 pour z < 0 et
f(z) = 2zsin 5 — 2 cos 25 si x> 0.

Pour montrer la continuité et la dérivablité de f en 0, il suffit de remarquer que, pour tout x > 0,
on a |f(z)| < z? et donc |%| < z. On en déduit que f est continue et dérivable en 0 et que

7 =0.

2. Soit 0 < a < b < oo. Montrer que f'lj,,; € LE(R,B(R), ). On pose f: fl(t)ydt = [ f'1qpdN.
Montrer que :

b
f(b) - fla) = / o

corrigé

La fonction f’ est continue sur ]0,00[. La restriction de f’ & [a,b] est donc continue (on utilise ici
le fait que a > 0). On a donc, voir la proposition 5.1 (ou Pexercice 4.5) :

f\/[a,b] € ‘Cl([a‘v b}a B([av b])a )‘[a,b))7

ot \[4,p) désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de [a, b] (c’est-a-dire la restriction & B([a, b])
de la mesure de Lebesgue sur B(R)) et I'intégrale (de Lebesgue) de f/, ; coincide avec I'intégrale
des fonctions continues, c’est-a-dire :

b
/fll[ayb]dA[a,b):/ F(2)dz.

Le terme de droite de ’égalité précédente est a prendre au sens de 'intégrale des fonctions continues.
Comme f est de classe C! sur un intervalle ouvert contenant [a, b], il est alors classique que :

b
/ f(@)dz = £(b) - f(a).
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Pour se convaincre de cette derniere égalité, on rappelle que f et x +— f; 1! (t)dt sont deux primitives
de f’, leur différence est donc constante sur [a, b].

Enfin, comme f\/[a,b] € L ([a,b], B([a,b]), Aja,p)), il est facile d’en déduire que f'1j, 5 € L (R, B(R), \)

et que
/f\/[a,b]dA[a,b) = /fll]a,b[d)\-

Plus précisement, on pose f’ = g et on considere d’abord le cas g|,5 € £ ([a,b], B([a,b]) puis
9iap) € My ([a,0], B([a,b]) et enfin gjo € L ([a,b], B([a,b]), Aa,p)), comme dans Pexercice 4.4.
Ceci termine la question.

Un autre moyen de montrer f'1j, 1 € LE (R, B(R), ) est de procéder de la maniére suivante :

La fonction f” est la limite simple, quand n — oo, de la suite (f,,)nen+ ol f, est défnie, pour n € N*,
par :

fnlz) = M, pour tout x € R.

n

Si=

La fonction f est mesurable (c’est-a-dire borélienne car R est muni de la tribu de Borel). Grace
a la stabilité de I’ensemble des fonctions mesurables (voir la proposition 3.5), on en déduit que f,
est mesurable pour tout n € N* et donc que f’ est mesurable (comme limite simple de fonctions
mesurables). La fonction f'1), 5 est donc aussi mesurable (comme produit de fonctions mesurables).
La mesurabilité de f'1), est donc vraie pour tout a,b € R (noter cependant que f’ n’est pas
continue en 0).

Pour montrer que f1j, [ est intégrable, il suffit de remarquer que f” est bornée sur Ja, b[, car f’ est
continue sur [a, b] (on utilise ici le fait que a > 0) et que A(]a, b[) < co. On a donc bien montré que

' Lap € LE(R, B(R), X).

3. Soit a > 0.

(a) Montrer f'ljg o & Li(R, B(R), \).

corrigé
La restriction de f’ & ]0, a[ est continue, c’est donc une fonction mesurable (c’est-a-dire boréli-
enne) de ]0, a[ dans R. On en déduit facilement que f'1jg 4 est borélienne de R dans R. (On a
aussi vu a la question précédente que f” était borélienne. Ceci montre également que f'l1jg qf
est borélienne.)

On a 19,41 = 911j0,a] — 921j0,a[, avec :
() = 2usin = et go(a) = = cos — si & €]0,a]
x)=2zsin — e x) = = cos — si z €]0,a.
g1 22 92 - 22
I est clair que g11jg,of € L(R, B(R), \) (car g1 est continue et bornée sur ]0, a[). Pour montrer

que f'1jo,qf € L(R, B(R), \), il suffit donc de montrer que ga1yg of & LE (R, B(R), A). Pour cela,
on remarque maintenant que :

/ T 1 1
T 2\/5 nrt——, 8i ——= < r < ——, n > ng, 12.77
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avec ng € N* t.q. \/ﬁ < a. On déduit alors de (12.77), par monotonie de l'intégrale, que,
0
pour tout N > ng :

/‘ 1 dA>2N:\@ 7r( 1 1 ) Zﬁ\/nﬂ+§—\/n7r—4
a = nmw— — - = 5
921310.al et 4°/nm =%  \/nm+ T il Vnr+ 4

et donc :

/| 1j0.0/d\ > i v2r > i _vam
9210l 2 famt i (Jam g+ am - ) e A+ 5)

En faisant tendre N vers oo, on en déduit que [ [ga|ljgqdX = oo et donc que galjg o &
Eﬂk(RvB(R)a)‘) et fll]O,a[ g ‘Cﬂ1§(R7B(R)7)‘)

(b) Pour 0 < z < a, on pose g(x) = [ f'(t)dt. Montrer que g(x) a une limite (dans R) quand
r — O avec x > 0, et que cette limite est égale a f(a) — f(0). (Cette limite est aussi notée
fo t)dt, improprement. .. car f'ljg o & L (R, B(R), ), la restriction de f’ 4]0, a[ n’est donc
pas mtcgrable pour la mseure de Lebesgue sur 10, a[.)

corrigé

On a g(z) = f(a) — f(x), pour tout z > 0. Comme f est continue en 0, on en déduit bien que
g(x) a une limite (dans R) quand = — 0, avec z > 0, et que cette limite est égale & f(a) — f(0).

Corrigé 93

Soit f € LL(R,B(R),A). On définit F : R — R par: F(z) = [ fljgdA(= [ f , pour = > 0, et
Flz)=—[ Tl 0 d\(= — f f(#)dt) pour x < 0. Montrer que F est umformement continue.
corrigé

On remarque que, pour tout =,y € R, x < v,
F(y)— F(z) = /fl]z,y[d/\ = fdA.
lzyl
Soit € > 0, comme f € L(R, B(R), \), 'exercice 4.14 (ou l'exercice 4.29) montre qu’il existe § > 0 t.q.
AeBR), M(A) <é= / [fldX < e.
A
Soit z,y € R, 2 < y. On a donc, comme A(|z,y[) =y — z,
y-al<5= P - F@l < [ |flarse,

lz,y[

ce qui montre bien la continuité uniforme de F'.

Corrigé 94 (Intégrabilité et limite a I’infini)
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Soit f € LL(R, B(R),\) = L.

1. On suppose que f(z) admet une limite quand z — co. Montrer que cette limite est nulle.

corrigé

On pose | = lim,_. f(z) et on suppose | # 0. Il existe alors a € R t.q. |f(z)] > % pour tout
xz > a. On en déduit, par monotonie de l'intégrale sur M,

/mwz/ i =,
Ja,o0] 2

en contradiction avec 'hypothese f € L.

2. On suppose que f € C(R,R) ; a-t-on : lim f(z)=07?

x— 400

corrigé
La réponse est “non”, comme le montre ’exemple suivant. On définit, pour n € N, n > 2, f,, par :

() = _n%a
fal@)=n*(z—n+ %), sin— L <z<n,
( ):7712(:1:fnfﬁ)7 sin<:r§n+%,
)

Puis, on pose f(z) = >,,~5 fn(x) pour tout z € R. On remarque que, pour tout = € R, la série
définissant f(x) a au plus 1 terme non nul. Plus précisément, il existe n (dépendant de z) t.q.
f = fn dans un voisinage de z. On en déduit que f prend ses valeurs dans R et que f est continue
(car les f, sont continues).

Comme f,, € M pour tout n, le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corol-
laire 4.1) donne que f € My et

/fdm:Z/fndm:Z%<oo.

n>2 n>2

On a donc f € C(R,R)NLE(R, B(R),\) et f(x) 4 0 quand z — oo car f,(n) = 1 pour tout n € N,
n > 2.

3. On suppose que f est uniformément continue ; a-t-on : lilf f(x) =07 [On pourra commencer
r— 100

par montrer que, pour 7 > 0 quelconque et (z,)nen C R t.q. lirf T, = +00,0n a:
n—-+oo

Tn+n
liT |f(z)|dA(z) = 0.] (12.78)
=T Ja,—n
corrigé

On commence par montrer le résultat prélimaire suggéré. Soient n > 0 et (z,)nen C R t.q.
limy,— 400 T, = +00.
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On pose fn = |fIlje,—naz,4n- On a, pour tout x € R, f,(x) — 0 quand n — oo (on a méme
fn(x) =0 pour n t.q. x, —n > z). On a aussi |f,| < |f| € L. On peut donc appliquer le théoreme
de convergence dominée (ou la proposition préliminaire 4.6). Il donne que f fndm — 0, c’est-a-dire

/ |f1 Y2, —n,2n+n[dA — 0, quand n — ooc. (12.79)

On montre maintenant que f(z) — 0 quand x — co.

On raisonne par I'absurde. On suppose que f(z) 4 0 quand z — oo. Il existe donc € > 0 et une
suite (n)neny C R t.q. 2, — 00 quand n — oo et |f(x,)| > € pour tout n € N.

La continuité uniforme de f donne I'existence de n > 0 t.q.

T,y eR |z -yl <n=|f(z) - fly)| <

| M

On a donc |f(x)| > § pour © €]z, —1, 2, +n| et tout n € N. On en déduit que [ |f[1)5, —p.z,+ndA >
en > 0 pour tout n € N, ce qui est en contradiction avec (12.79).

On a donc bien finalement montré que f(z) — 0 quand = — oc.

4. On suppose que f € CL(R,R) et f' € L' ; a-t-on : lim f(z) =07

xr——+00

corrigé
Comme f € C*, on a, poury > w, f(y)— f(x) = [) f/(t)dt = f]I g f'dA. Comme f' € L', Pexercice
5.7 donne que f est uniformément continue. La question précédente donne alors que f(z) — 0
quand 2 — oo (c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € £1).

Une autre démonstration possible est :

Comme f € C! on a f(x) = f(0) + f]oz[f/d)" Comme f' € L', on en déduit que f(z) a
une limite (dans R) quand * — oo. En effet, le théoréme de convergence dominée donne que
f]o o fldx — f]o oo f'dX\ (dans R) quand  — oo. Enfin, la premiére question donne que la limite de

f(z) quand z — oo est nécessairement 0 (et ici aussi, c’est seulement pour ce dernier point qu’on
utilise f € £1).

Corrigé 95 (Continuité en moyenne)
Pour f € L' = LL(R, B(R), \) et h € R, on définit f;, (“translatée” de f) par : fu(x) = f(z + h), pour
x € R. (noter que f; € LY).

1. Soit f € C. = C.(R,R), montrer que || f5, — f|l1 — 0 lorsque h — 0.

corrigé

Comme f € C¢, f est uniformément continue, ce qui donne

sup |f(x +h) — f(z)] — 0 quand h — 0.
zeR
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Soit @ > 0 t.q. f =0 sur [—a,a]®. Pour h € R t.q. |h] <1, on a donc, comme f(x 4+ h) — f(x) =0
sizg[—a—1,a+1],

/ @+ h) — f@)lde < (2a+2)sup|f@+ h) — f(z)] — 0, quand h— 0,
reR

et donc que ||f(- + h) — f|l1 — 0 quand h — 0.

2. Soit f € L', montrer que ||f; — f|l1 — 0 lorsque h — 0.

corrigé

L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(- + h) € L' pour tout h € R.
On veut maintenant montrer que || f(- + k) — f|l1 — 0 quand h — 0.

Soit € > 0. D’apres la densité de C,. dans L' (théoreéme 5.5), il existe p € C. t.q. ||f — ¢l < e.
L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne || f(- +h) —¢(-+h)|[1 = || f —¢|l1. On
a donc, pour tout h € R :

1fC+h) = fll <2f —elli+ lle(-+h) = @lly < 26+ lo(- + h) = @ll1-
D’apres la premiere question, il existe n > 0 t.q.
Il <m=llo(-+h) =l <e.
Donc,

bl <m=[If(-+h) = fllL < 3e.
Ce qui prouve bien que f(-+ h) — f dans L', quand h — 0.

Corrigé 96 (Sur la concentration d’un borélien)

Soit —0o < a < b < 400, A € B(]a,b[) et p €]0,1[. On suppose que N(ANJa, B]) < p(B — «) pour tout
a, B t.q. a < a< B <b Montrer que A(4) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer que
AMANO) < pA(O) pour tout ouvert O de ]a,b]

Conséquence de cet exercice : Soit A € B(Ja,b]) t.q. A(A) > 0. Alors, pour tout p < 1, il existe «, 5 t.q.
a<a<p<bet M(AN|a, B]) > p(6 — ).

corrigé
Soit O un ouvert de Ja, b[. Comme O est un ouvert de R, il peut s’écrire comme une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints 2 & 2 (lemme 2.4). On a donc O = Upenl,, avec I,NI,, = () sin # m et, pour
tout n € N, I,, =]ay, b,[ avec a < a,, <b,, <b. La c—additivité de A et 'hypothese A(AN]a, B]) < p(B—a)
pour tout o, 3 t.q. a < a < B < b donne alors :

AANO) = ANANan, bu) < p Y (bn = an) =p > A(Jan, bu]) = pA(O). (12.80)

neN neN neN

Soit maintenant € > 0. D’apres la régularité de A (et le fait que A € B(]a,b[) C B(R)), il existe O ouvert
deRt.q AC O et A(O\ A) <e. En remplagant O par ON]a, b[, on peut supposer que O est un ouvert
de ]a, b[. En utilisant (12.80) et 'additivité de A, on a donc :

A(A4) = (AN 0) < pA(0) = p(MA) + A0\ A)) < p(A(A) +2).
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Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on en déduit A(A) < pA(A), ce qui n’est possible (comme p < 1)
que si A(4) =0 ou si A(A) = oco.

Il reste donc & montrer que le cas A(A) = oo est impossible. Pour cela, on pose, pour tout n € N,
A, = AN [—n,n]. Soit n € N, la monotonie de A donne A(A4,N]a, 3]) < A(AN]a, 3]), on a donc aussi
AMA,N]e, B]) < p(B — «) pour tout o, B t.q. a < a < f < b. Comme A(4,) < oo, la démonstration
précédente, appliquée & A, au lieu de A, donne A\(A,) = 0. Enfin, comme A = U,enAy, on en déduit
AA) = 0.

Corrigé 97 (Points de Lebesgue)

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L' 'espace L (R, B(R), \) et par £}
l'espace L (R, B(R), ). On note dt = dA(t).

1. Soit (I, ..., I) des intervalles ouverts non vides de R t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans
la réunion des autres. On pose I =ay, bg[ et on suppose que la suite (ag)k=1,...n est croissante.
Montrer que la suite (bg)k=1,...n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs]
sont disjoints 2 a 2.

corrigé
Soit k € {1,...,n}. Comme ay < agi1, on a by < bgyy (sinon Iy C Iy). La suite (br)reqr,...n}
est donc (strictement) croissante.
Soit k € {1,...,n}. On a by < akyo (sinon Iy U Ixio =|ak, bpsa| et donc Ijy1 C I U Ijyo car

ar < ap1 < bpy1 < brgz2). On adone I NI = 0. ceci prouve (avec la croissance de (ak)k=1,....n)
que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 & 2.

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A. Montrer
qu’il existe une sous-famille finie de J, notée (I1,...,I,,), formée d’intervalles disjoints 2 & 2 et t.q.
AA) <2370 A(y). [Utiliser la question 1.]

corrigé

On commence par montrer la propriété suivante :

Pour toute famille finie, notée J, d’intervalles ouverts non vide de R, il existe une sous famille, notée
K, t.q. :

(a) Chaque élément de K n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de K,

(b) La réunion des éléments de K est égale & la réunion des éléments de J.

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre d’éléments de J. Elle est immédiate si J
a 1 élément (on prend K= J). Soit n € N*. On suppose que la propriété est vraie pour toutes les
familles de n éléments. Soit J une famille de (n + 1) éléments. Si chaque élément de J n’est pas
contenu dans la réunion des autres éléments de J, on prend K= J. Sinon, on choisit un élément
de J, noté I, contenu dans la réunion des autres éléments de J. On applique alors I’hypothese de
récurrence a la famille J \{I}, on obtient une sous famille de J \{I'} (et donc de J), notée K, vérifiant
bien les assertions (a) et (b) (en effet, La réunion des éléments de J \{I} est égale & la réunion des
éléments de J). Ceci termine la démonstration de la propriété désirée.
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Soit maintenant J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée
A (remarquer que A € B(R)). Grace a la propriété démontrée ci dessus, on peut supposer que
chaque élément de J n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de J. On note Jp,
... Jn les éléments de J, J; =]a;, b, ¢ = 1,...,n. En réordonnant, on peut aussi supposer que
la suite (ag)g=1,..n est croissante. On peut alors appliquer la question 1, elle donne, en posant
P={i=1,...,n;ipair} et I = {i = 1,...,n; i impair} que les familles (J;);cp et (J;);cs sont
formées d’éléments disjoints 2 a 2, de sorte que :

AMUiepdi) = Y M), AUierdi) = Y AC).
ieP el
Enfin, comme A = U}, J;, la sous-additivité de A donne A\(A) < Y7, p A(Ji) + > ;7 A(Ji)-

Une sous-famille de J satisfaisant les conditions demandées est alors (J;)icp si ) ;cp A(Ji) >
doier AJi) et (Ji)ier st D2, A(Ji) > D icp AJi)-

On se donne maintenant f € L' et on suppose qu'il existe a > 0 t.q. f = 0 p.p. sur [—a,a]. Le
but de 'exercice est de montrer que :

1
g  f(z+t)dt — f(x), pour presque tout = € R, quand n — occ. (12.81)

3=

Pour € > 0, on définit f de R dans R par :

1 h
f2(x) = sup — | f(x +¢)|dt. (12.82)
e 2h )
3. (a) Montrer que f* est bornée.
corrigé

. h N N
Soit € R. Ona, pour h > ¢, o= 7, [ f(z+t)|dt < 5-||f||1 donc fX(z) € Ret [f2(z)] < 5| f]1-
La fonction fZ est donc bornée par o-||f|:.

(b) Montrer que f* est borélienne. [On pourra montrer que f* est le sup de fonctions continues.]
corrigé
Soit A > 0. On définit fj, de R dans R par fj,(z) = ffh |f(x+t)|dt. La fonction fp, est continue

car

[fn(z+n) = ful@)] = ffhh(lf(fv+77+t)| —f@ 1))t < [1 [f@+n+t) = flo+t)dt
\f

|
< Jf@+n+t) = fle+t)ldt = (- +n) = fllh = 0, quand n — 0,
par le théoreme de continuité en moyenne. (Ceci donne méme la continuité uniforme.)

On en déduit que fZ est borélienne comme “sup” de fonctions continues (en effet, si @ € R,
()" (e, 00[) = Upze (55 fa) ~*(Jar, 00[) est un ouvert, et donc aussi un borélien).
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(c)

Montrer que fX(z) — 0 quand |z| — oo.
corrigé

Soit 7 > 0. On a (avec la notation de la question précédente), pour tout z € R, ifh(x) <n
si h > % D’autre part, on a fi(z) = 0si h < % et |[x] > a+ % On en déduit que
0< fr(z)<msilz|>a+ % Ceci prouve que fZ(z) — 0 quand |z| — oo.

4. Pour y > 0, on pose By . = {z € R, fX(z) > y}.

(a)

(b)

Montrer que tout x € By, . est le centre d’un intervalle ouvert I(z) t.q.
i AI(2)) > 2,
.. 1
i 7@y fl(x) |f|dA > y.

Montrer que parmi les intervalles I(x), © € By, ainsi obtenus, il en existe un nombre fini
I(z1),...I(xzy) dont la réunion recouvre By .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est
borné.|

corrigé

Siz € By, il existe h > € t.q. 5 fﬂHh f@)]dt = 5 ffh |f(z +t)|dt > y. On choisit alors
I(z) =]z — h,x + h[. On a bien i. et ii..

By est borné car f*(x) — 0 quand |z| — oco. B, . est donc fermé et borné (donc compact).
De plus, Si z € By, il existe € B, . t.q. |zt — 2| <e. On adonc z € I(z). Ceci montre
que {I(z), z € By .} forme un recouvrement ouvert de B, .. Par compacité, on peut donc en
extraire un sous recouvrement fini. Il existe donc @1, ...,2n € By t.q. By C UM I(x;).

Montrer que A\(By ) < %||f||1 [Utiliser la question 2.]
corrigé

En appliquant la question 2 & la famille {I(z;), ¢« € {1,...,n}}, il existe E C {1,...,n}
tuq. I(x) NI(x;) =0, si4,j € BEi#j,ett.q MBye) < MU () <2305 AU (24)).
Comme )\(I(xi ) <2 fl(z ) |f(t)|dt et comme [(x;) N I(x;) =0,si4,j € Ei# j, on a aussi

Y icr A (z:)) 1 f|f )|dt et donc A(By,.) < ZHle

On définit maintenant f* de R dans R, par :

fH(z) = Zlipo 2h/ flz+t)|dt. (12.83)

5. Montrer que f* est borélienne et que A\({f* > y}) < 2|/ f||1, pour tout y > 0.

corrigé

f* est borélienne (de R dans R, ) car c’est le “sup” de fonctions continues de R dans R.

On remarque ensuite que {f* >y} = {z € R, f*(z) > y} = Unen+B,, 1 et que B, 1 CB, . (car

Y

fi < fri ). Par continuité croissante de A, on a donc A({f* > y}) = limy o A(B, 1) < H ||f||1
n n+1
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6. Montrer (12.81) si f admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions
précédentes.|

corrigé
1
On confond f (qui est dans L') avec ce représentant continu. On a alors % [, f(z + t)dt — f(x)
pour tout z € R, quand n — oo. En effet, pour tout x € R et tout n € N*| par continuité de
1
f. il existe 6, €]z — L 24+ L[ t.q. 2 [, f(z + t)dt = f(0,,). Pour tout € R, on a bien

f(0zn) — f(z), quand n — oo (par continuité en = de 1)

7. Montrer (12.81). [Approcher f, dans L' et p.p., par une suite d’éléments de C..(R, R), notée (f,)pen-
On pourra utiliser (f — fp)*.]

corrigé

On confond f (qui est dans L') avec I'un de ses représentants (de sorte que f € £!). Par densité
de C.(R,R) dans L', il existe une suite (f,)pen C Ce(R,R) t.q. f, — f dans L. Apres extraction
éventuelle d'une sous suite, on peut supposer aussi que f, — f p.p..

Pourx e R,ne N et pe N ona:

n

F@) =2 7 fe o nd < [f@) - fo@)] + 1 foz) - 2

. 7 B + (7 - )" @) (12.80)

— _1
n

1
n

Pour m € N* et p € N, on pose :

1
Am,p = {(f — fp)* > E}’ Bm,p = ﬂquAmﬂ et B= Umen+ (UpGNBm.,p)~

On remarque que, par la question 5, A(Am.p) < 2m| f — fplli — 0 quand p — oo (avec m fixé). On
a donc A(Bp,p) < infg>p A(Am q) = 0. On en déduit, par o-sous-additivité de A, que A(B) = 0.

On choisit C' € B(R) t.q. A(C) =0 et f,(z) — f(z) pour tout z € C°.

On va maintenant montrer (grace a (12.84)) que (f(z)—3 f_’i f(z+t)dt) — 0 pour tout z € (BUC)*®

(ce qui permet de conclure car A(BUC') = 0). "

Soit donc z € (BUC)¢ et soit n > 0. Comme z € C¢, il existe p; € N t.q. [f(z) — fp(z)] <7
1

pour p > p;. Comme z € B¢, x € Nmen+(NpenBy, ;). On choisit m € N* t.q. <7 Ona
T € NpenBy, , = NMpen Ug>p A5, C Ugsp, Ay, - I existe done p > p1 t.q. z € A7, ,, on en déduit

m,p’

(f = fo)r(z) < # < 7. Enfin, p étant maintenant fixé, la question 6 donne l'existence de n; € N
1 1

t.q. |fp(z) =% [ fp(z+t)dt] < npour n >ni. Onadonc |f(x) — % [, f(x+t)dt| < 3n pour

n > np. Ce qui termine la démonstration. '

m

Corrigé 98 (Convergence vague et convergence etroite)
Soit (my,)n € N une suite de mesures (positives) finies sur B(R?) (d > 1) et m une mesure (positive) finie
sur B(R?). On suppose que :

e [wdm, — [@dm, quand n — oo, pour tout p € C= (R4, R).
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e m,(RY) — m(R?%) quand n — oo.

1. Soit ¢ € C.(R%,R). Montrer que [ ¢dm, — [ @dm, quand n — oco. [On pourra utiliser le fait que
¢ est limite uniforme d’une suite d’élement de C2°(R?, R).]
corrigé
Soit p € C°(R%,R) t.q. p >0, [pap(x)dz =1 et p(x) = 0si x| > 1. Pour p € N*, on définit p,
par p,(z) = pp(pz) pour z € R?, de sorte que [p4 pp(x)dz =1 et p(x) = 0 si [z] > 1/p. La suite
(pp)pen+ s’appelle “suite régularisante” (ou “suite de noyaux régularisants”).

Soit 1 € C.(R%,R), on définit la suite (1,)pen- en posant ¥, (x) = [ (y)pp(z — y)dy, pour tout
z € RY Comme pp et 1 sont des fonctions a support compact, il est clair que v, est aussi une
fonction & support compact. Gréace au théoréme de dérivabilité sous le signe intégral (théoréme 4.10),
il est assez facile de voir que v, est indéfiniment dérivable. On a donc (1;,)pen+ C C°(RP,R). Enfin,
du fait que 9 est uniformément continue, on déduit que 1, converge uniformément (sur R?) vers 1
quand p — oco. Plus précisément, en notant || - ||, la norme de la convergence uniforme, on a, pour
tout p € N*|
Iy — vl € sup [+ 2) — Dl

z€RY, |2|<1/p

dont on déduit bien ||t — ||, — 0 quand p — oo.

Soit € > 0. On remarque maintenant que, pour p € N* et tout n € N,

[ v~ [vam = [~ wp)dm,+ [y, ~ [y [0, = v)am,

on a donc | [ pdm,— [pdm| < |1y — ||l (sup,en mn (RY) +m(RY)) +| [ 1bpdmy, — [ pdm|. Comme
sup, ey Mn(RY) + m(R?) < oo (car lim, .0 my(RY) = m(R?)), il existe donc py € N* t.q., pour

tout n € N,
|/wdmn —/wdm| < €+|/wpodmn —/wpodm|.

Comme 1, € C*(R% R), la premiere hypothese sur la suite (m,,)nen donne qu'il existe ng t.q.
n > ng implique | [ ¢, dm, — [p,dm| < e. on a donc, finalement,

n2n0é|/wdmn—/wdm|§2€.

Ce qui prouve bien que fz/)dmn — fz/Jalm7 quand n — oo, pour tout ¥ € C.(R?% R).

2. Pour p € N*, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne
de R?). Montrer qu’il existe une suite (¢, )pens C Ce(R% R) t.q., pour tout p € N*, 0 < ¢, < 1,
wp =1sur B, et ¢, < ppy1. On utilise cette suite (¢p)pen+ dans les questions suivantes.

corrigé

Il suffit de prendre ¢, définie ainsi :

op(z) =1siz € By,
ep(x) =p+1—|z|siz € Bypi1\ By,
wp(z) =0six & Bpyq.
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3. Soit € > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* t.q. : p > pg = /(1 — pp)dm < e.

corrigé
On utilise ici le théoréme de convergence dominée, la suite (1 — ¢,),en+ converge p.p. vers 0
et est dominée par la fonction constante et égale & 1 (qui est bien une fonction intégrable pour
la mesure m). On a donc lim,_~ [(1 — ¢,)dm = 0, ce qui donne le résultat demandé.

b) Montrer que, pour tout p € N*, 1—,)dm, — 1-— dm quand n — oo.
¥p Pp
corrigé
On a [(1—¢,)dm, =m,(RY) — [ ,dm,. comme ¢, € C.(R%R), on a [ p,dm, — [ ¢p,dm
(quand n — o0). D’autre part, on a lim, . m,(R%) = m(R%). On a donc finalement, quand
n — o0,

Ja= e, —m@h — [ pam= [@-g)am

(c) Montrer qu'il existe py € N* t.q. : n €N, p > p; = /(1 —@p)dm,, <e.

corrigé
D7 apres a), il existe ps t.q. [(1 — ¢p,)dm < /2. D’apres b), il existe ng t.q.

n>ng = /(1 — Ppy)dmy, < /(1 — Pp,)dm +€/2.

On a donc
n>ng = /(1 — @p,)dm, < e.

Comme (1 —¢,) < (1 —¢p,,) si p > p2, on a aussi
n2n07p2p2:>/(1_§0p)dmngg

D”autre part, le théoréme de convergence dominée donne (comme en a)) que, pour tout n € N,
limy, o [(1 — ¢p)dm, = 0. Pour tout n € 0,...,ng, il existe donc ps,, t.q.

P> pan = /(1 — pp)dm, <e.

On choisit donc p; = max{ps, max,—o,... n, P2,n} €t on obtient bien p € N* et :

neN,prlé/(l—wp)dmnsa

4. Montrer que [ @dm, — [ @dm, quand n — oo, pour tout ¢ € Cy(R%,R) (on dit alors que la suite
(M, )nen converge étroitement vers m).

corrigé
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Soit ¢ € Cy[R%,R) et e > 0. En écrivant que ¢ = ¢, + ¢(1 — ¢,), on a, pour tout p € N*,

| / pdm, — / pdm| < | / oopdmy, — / opdm] + @l / (1= gp)dm, + @]l / (1— gp)dm.

Les questions 2a) et 2c) permettent de trouver pg € N* et ng € N t.q. les deux derniers de la
précédente inégalité soient inférieurs & ¢ pour p = py et n > ng. Puis, comme pp,, € C.(RY R),
il existe ny t.q. le premier du membre de droite de la précédente inégalité soit inférieur a € pour
p=mpo et n>n;. On a donc finalement

n > max{ng,n1} = \/gpdmn — /cpdm| < 3e.

Ce qui prouve la convergence étroite de m,, vers m (quand n — o).

. Indiquer briévement comment obtenir le méme résultat (c’est-a-dire le résultat de la question 4) si
on remplace “R?” (dans les hypotheses et dans la question 4) par “Q ouvert de R?”.
corrigé

Pour la question 1, on remarque que toute fonction de C.(€2,R) est limite uniforme de fonctions
de C°(,R) (la démonstration, semblable au cas Q = R? utilise le fait que, si ¢ € C.(Q,R), la
disatnce entre le support de ¢, qui est compact, et le complémentaire de €2, qui est ouvert, est
strictement positive. On rappelle que le support de ¢ est ’'adhérence de ’ensemble des points ou ¢
est non nulle).

Pour la question 2, on construit (avec la fonction “distance”) une suite ¢, comme demandée en
remplacant simplement B, par B, N{z € Q, d(z,Q¢) > 1/p}, avec d(z, Q) = max{|z —y|, y € Q°}.

Pour les questions 3 et 4, on remplace simplement R? par Q.
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