12.6 Exercices du chapitre 6

12.6.1 Espaces [P, 1 <p < o0

Corrigé 99
Soit (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,00[ et A € T. On pose F = {f € LE(E,T,m); f = 0 p.p. sur
A}. Montrer que F' est fermé (dans LY (E, T, m)).

corrigé
Soient (fn)nen C F et f € LE(E,T,m) t.q. f, — f dans LY (E, T, m).

Grace a l'inégalité de Holder (inégalité (6.3) pour 1 < p < oo ou inégalité (6.13) qui contient aussi le cas

p=1), on a, pour tout g € LﬁIQ(E7T, m) avec q = ﬁ7

| / Fugdm — / fgdm] < / ((fa = Dgldm < 1fu — Fllnllglly — 0, quand n — oo,

et donc

/fngdm — /fgdm, quand n — oo. (12.85)

On prend alors g = (|f[)? '1{s>031a — (|f)? '1fs<0pla € LE(E,T,m) si p > 1 et on prend g =
1{f>0}1A — 1{f<0}1A S Lf{o(E7T,m) Sip =1.
Comme f,g =0 p.p., on déduit de (12.85) que [ |f|P1adm = 0 et donc que f = 0 p.p. sur A.

Un autre démonstration est possible en utilisant la réciproque partielle du théoreme de convergence
dominée (théoreme 6.2).

Corrigé 100
Soit p € [1,00] et C = {f € LP(R,B(R), \); f > 0 p.p.}. Montrer que C est d’intérieur vide pour p < 0o
et d’intérieur non vide pour p = oo.

corrigé
Cas p < >
Soit f € C et soit € > 0. On va construire g € LP(R, B(R), ) t.q. g € C et ||f — g|l, < e. Comme € est
arbitraire, ceci montrera bien que f n’est pas dans I'intérieur de C' et donc, comme f est arbitraire, que
C' est d’intérieur vide.
On choisit, comme d’habitude, un représentant de f. On pose 4, = {0 < f < n} € B(R). La suite
(Ap)nen est croissante et UpenAy, = {f > 0}. Par continuité croissante de A, on a donc A(A,) — A({f >
0}) = oo quand n — oo. Il existe donc n € N* t.q. A(A4,) > 0. On choisit cette valeur de n et on pose
A=A,

On prend maintenant m > ("?'H)p (ce choix sera bientot compréhensible...) et, pour i € Z, on pose

B; = AN [, 21 Comme les B; sont disjoints 2 & 2 et que UjezB; = A, on a A(A) = Y, ., A(B;). 1l
existe donc i € Z t.q. A(B;) > 0. On choisit cette valeur de i et on pose B = B; (noter que A(B) < 1/m).
On construit maintenant g en prenant g(z) = f(x) si x € B¢ et g(x) = —1 si x € B. On a g mesurable
et :

J1alram = [ tgam + [ lgram < [15dm +zB) < o,
Be B
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On a donc g € LP(R,B(R), ) (et g € LP(R, B(R), A) en confondant g avec sa classe d’équivalence). On
aaussi g ¢ C car A\(B) >0 et g <0sur B. Enfin |[f —g[[h < (n+1)PA(B) < % < &P (par le choix
de m), donc || f — g||, < e.

Ceci montre bien que C est d’intérieur vide.

Cas p=o0

On prend f = 1z € L®(R,B(R),\) (et donc f € L*(R,B(R),A) en confondant f avec sa classe
d’équivalence). On note B(f,1) la boule (dans L*°) de centre f et de rayon 1. Soit g € B(f,1).
Onall—g|=|f—g/<IIf —9lloo <1 p.p.. On en déduit que g > 0 p.p. et donc que g € C. La fonction

f appartient donc a l'intérieur de C, ce qui prouve que C' est d’intérieur non vide.

Corrigé 101 (Convergence essentiellement uniforme)

Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R et f une fonction
mesurable de E dans R.

Montrer que || fn, — flloo — 0, quand n — o0, si et seulement si il existe A € T t.q. m(4) =0et f, — f
uniformément sur A€, quand n — oo.

corrigé
On suppose que || fn — f]looc — 0, quand n — oo.

Soit n € N, on a |fr, — f| < ||fn — flloo P-p- (voir, par exemple, Pexercice corrigé 4.32). Il existe donc
A, €T t.q. m(A,) =0et [(frn — [)(@)] < || fn — flloo pour tout = € AS.

On pose A = UpenAn, on a alors, par o—additivité de m, m(A) = 0 et, pour tout n € N :

sup [fn(z) = f(2)] < |fn — flloo-

rEA°
On en déduit que f,, — f uniformément sur A°, quand n — oco. Ce qui donne la propriété désirée.

Réciproquement, on suppose maintenant qu’il existe A € T t.q. m(A4) =0 et f,, — f uniformément sur
A°, quand n — oo.

Soit n € N, on a, pour tout x € A°, [fu(r) — f(2)] < sup,e4e
déduit :

faly) — f(y)|- Comme m(A) = 0, on en

|fn = f] < sup |fuly) — f(y)| p-p-,
yeAe

et donc :

1fn = fllso < sup [fu(y) — f(Y)I.
yeA°

Comme f, — f uniformément sur A¢, quand n — oo, ceci donne bien || f,, — f|lcoc — 0, quand n — oc.

Corrigé 102 (Densité et continuité en moyenne)

1. Soit p € [1,00[. Montrer que C.(R,R) est dense dans LB (R, B(R),\). Soit f € LE(R, B(R),\),
montrer que || f — f(- 4+ h)|l, — 0 quand h — 0.

corrigé
Densité de C. dans LP
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On reprend ici la démonstration faite pour p = 1 (voir le théoréme 5.5)

Il est clair que C.(R,R) C £P = LE(R,B(R),\). En confondant un élément de L£? avec sa classe
d’équivalence, on a donc aussi C.(R,R) C L? = LE(R,B(R), A) (ceci est aussi vral pour p = c0).
L’objectif est donc de montrer que pour tout f € LP et tout ¢ > 0, il existe ¢ € C.(R,R) t.q.

If =

(a)

()

¢|lp < e. On va raisonner en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £y, M et enfin LP).

On suppose ici que f =14 avec A € B(R) et A(A) < co.
Soit € > 0. On prend la méme fonction ¢ que pour p = 1 (démonstration du téoréme 5.5). On
ap€C(RR), p=1sur K, p=0sur O°et 0 < ¢ <1 (partout). Les ensembles K et O sont
t.q. KCACOet A(O\K) <2e. Onendéduit que f—@p=0sur KUO%et 0 < |f —¢| <1,
ce qui donne

If — ¢l < MO\ K) < 22,

et donc )

1f = ellp < (2¢)7.
Comme ¢ est arbitrairement petit, ceci termine la premiere étape.
On suppose ici que f € &4 N LP. Comme f € &, il existe ay,...,a, >0et Ay,..., A, €T
tg. f=>1,a1la,. Comme f € L, on a, pour tout i, a’A(4;) < [|f[Pdm < oco. Donc,
AMA;) < o0
Soit € > 0, Pétape 1 donne, pour tout ¢, 'existence de ¢; € Co(R,R) t.q. |14, — @i, < €.
On pose ¢ = >0 a;p; € Ce(R,R) et on obtient ||f — ¢, < (31, ai)e (ce qui est bien
arbitrairement petit).
On suppose ici que f € M N LP.

Soit ¢ > 0. Comme f € M, il existe une suite (fn)neny C 4+ t.q. fn T f quand n — oo.
La suite (f — fn)nen est donc dominée par f € LP. Le théoréme de convergence dominée
donne alors que (f — f,) — 0 dans LP quand n — co. On peut donc choisir g = f,, € 4 t.q.
If = gllp <e.

L’étape 2 donne alors lexistence de ¢ € C.(R,R) t.q. |lg — ¢l < e. D’ou 'on déduit
IIf —ell, < 2e. Ce qui termine ’étape 3.

On suppose enfin que f € LP.

Soit ¢ > 0. Comme f* € M, N LP, 'étape 3 donne qu’il existe p1,ps € C.(R,R) t.q.
/T —illp < eet|[f7 — @2l < e On pose alors ¢ = @1 — 2. On a ¢ € C.(R,R) et
IIf — ¢ll, < 2e. Ce qui prouve bien la densité de C.(R,R) dans LP.

Continuité en moyenne

On raisonne ici en 2 étapes :

(a)

Soit ¢ € C.(R,R). La fonction ¢ est donc uniformément continue, ce qui donne

sup |¢(xz + h) — ¢(x)] — 0 quand h — 0.
z€R

Soit @ > 0t.q. ¢ = 0 sur [—a,al®. Pour h € Rt.q. |h| < 1, on a donc, comme p(z+h) —p(z) =
Osiz e [—a—1,a+1],

/ lp(x 4+ h) — p(z)|Pdr < (2a + 2) sup |¢o(xz + h) — o(x)[P — 0, quand h — 0.
z€R
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On en déduit que |¢(- + h) — ¢|l, — 0 quand h — 0.

(b) Soit f € LP. L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(- + h) € LP
pour tout A € R. On veut maintenant montrer que || f(- + k) — f|l, — 0 quand h — 0.

Soit € > 0. D’apres la densité de C. dans LP, il existe ¢ € C¢ t.q. ||f — ¢||, < €. L’invariance
par translation de la mesure de Lebesgue donne || f(- +h) —¢(-+h)|lp = ||f — ¢l||p. On a donc,
pour tout h € R:

I£C+h) = fllp < 20F = @llp + ol + h) = ollp < 26 + [[o(- + h) = @llp.
D’apres la premiere étape, il existe n > 0 t.q.
Ihl <n=lle(-+h)—ell, <e
Donc,

Al <n=|lf(-+h) = fllp < 3e.
Ce qui prouve bien que f(-+ h) — f dans LP, quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = oo 7

corrigé

Les assertions précédentes sont fausses pour p = oo, comme cela est montré dans ’exercice 8.3.

(a) On a bien C.(R,R) C L (R, B(R),\) mais le résultat de densité est faux. On prend, par
exemple, f = 1)9,1. Il est facile de voir que [[f — ¢ > %, pour tout ¢ € C.(R,R).

(b) On prend ici aussi f = 1j91;. Il est facile de voir que || f(- 4+ h) — f|loc = 1 pour tout h # 0.

Corrigé 103 (Produit L? — L)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,+00] et ¢ le conjugué de p (i.e. ¢ = p%l). Soient (fn)nen C
LE(E,T,m), (gn)neny C LE(E, T,m), f € LE(E,T,m) et g € LL(E,T,m) t.q. fn — f dans LE(E,T,m)
et g, — g dans L (E,T,m). Montrer que [ f,gn,dm — [ fgdm lorsque n — +oo.

corrigé
On remarque d’abord que le lemme 6.2 (ou la proposition 6.9 pour avoir aussi le cas p = 0o ou ¢ = )
donne que fg € LL(E,T,m) et fngn € LL(E, T, m) pour tout n € N. Puis, on utilise 'inégalité de Holder
(lemme 6.2 et proposition 6.9) pour obtenir

|f fngndm — ffgdm| < |f(fn — f)gndm| + | ff(gn — g)dm|
< fn = flpollgnlla + 1 fllpllg = gnllq — 0, quand n — oo,

car || fn — fllp = 0, lg — gnllg — 0 (quand n — o0) et la suite (||gnllq)nen est bornée car la suite (gn)nen
est convergente dans L9.

Corrigé 104
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Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C LE(E,T,m), (gn)nen C L (E,T,m), f € Ly (E, T, m) et
g € L¥(E,T,m). On suppose que f, — f dans L (E, T, m).

1. On suppose que g, — g dans L (E, T, m). Montrer que f,g, — fg dans LL(E, T, m).

corrigé

Cette question a été faite dans ’exercice 6.7, corrigé 103.

2. On suppose maintenant que g, — g p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoir
fngn — fg dans LL(E,T,m).

corrigé
On prend (E,T,m) = (R,B(R),\). On prend f = g =0 et, pour n € N*,
fn=9n= \/51]07%[~
On a bien (fu)nen C Ly (E,T,m), (gn)nen C L (E,T,m), f € Ly(E,T,m) et g € L(E, T, m)
(comme d’habitude, on confond un élément de £ avec sa classe d’équivalence).

On a aussi f,, — 0 dans LL(E, T, m) (car | fu|1 = ﬁ), gn — 0 p.p. et fngn # 0 dans LL(E, T, m)

car || fngnll1 = 1 pour tout n € N.

3. On suppose maintenant que g, — g p.p. et qu'il existe M € R t.q. ||gnllcc < M. Montrer qu’on a
alors fng, — fg dans L(E,T,m).

corrigé
On remarque d’abord que fg € LL(E,T,m) et fngn € L&(E,T,m) pour tout n € N (voir la
proposition 6.9). Puis, on écrit

| / Frgndim — / fgdm| < / o — fllguldm + / Fllgn — gldm. (12.56)

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers O car il est majoré par M| f.,— fl1
qui tend vers 0 quand n — oo.

Pour montrer que le deuxiéme terme de cette inégalité tend aussi vers 0, on pose h,, = |f||gn — g|-
On a h, — 0 p.p. car g, — ¢ p.p., quand n — co. On a aussi 0 < h, < 2M|f| € LL(E,T,m) (en
effet, comme ¢, — ¢ p.p. et |gn| < M p.p., on a aussi |g| < M p.p.). On peut donc appliquer le
théoréme de convergence dominée. Il donne que [ h,dm — 0. On en déduit que le deuxiéme terme
de (12.86) tend vers 0 quand n — oo et donc que f,g, — fg dans Ly (E, T, m) quand n — oo.

Corrigé 105 (Inégalité de Hardy)

Soit p €]1, 00[. On note LP I'espace L§(]0, 00[, B(]0,00[),A) (A est donc ici la mesure de Lebesgue sur les
boréliens de ]0, col).

Soit f € LP. Pour z €]0,00[, on pose F(z) = %ffl]oﬁm[dA. Le but de I'exercice est de montrer que
Ferret||Fllp < 5 1flp
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1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0,0]) (c’est-a-dire que f est continue et & support
compact dans |0, co[).

(a)

(¢)

Montrer F € C'(]0,00[) N LP. Montrer que zF'(x) = —F(x) + f(z) pour tout z > 0.
corrigé

On pose G(z) = [ J1j0,[dX pour x €]0,00[. Comme f est continue, la fonction g est de classe
C*' sur ]0,00[ (et G’ = f). On en déduit que F est aussi de classe C* sur |0, ocl.
Comme f est & support compact dans ]0, o[, il existe a, A €]0,00[, a < A, t.q. f(z) =0 si
x < aouz > A. La fonction f est bornée (car continue sur le compact [a, A] et nulle en dehors
de ce compact), on note M = sup{|f(z)|; = € [a, A]}. On a alors |F(z)| < Wl[a,m[(@
pour tout x €]0,00[. On en déduit que F € LP car p > 1 (et on aussi F' € L™).

Comme zF(z) = G(z), on a bien zF'(z) + F(z) = G'(z) = f(x) pour tout x €]0, co].

On suppose, dans cette question, que f(x) > 0 pour tout x €]0, co].

Montrer que [~ F?(z)dz = ay Jo° FP='(x) f(x)dz. [On pourra utiliser une intégration par
parties.]

Montrer que [|F[l, < 25| fll,-

corrigé
Soit n € N*. En intégrant par parties (entre FP et 1) sur |0, n[, on obtient :
/ Fp(as)da::f/ pr_lF'(:r)a:deer(n)n:/ pr(a:)da:f/ pFP~Lf(z)dx + FP(n)n,
0 0 0 0

et donc :

(p— 1)/0nFP(x)dx = /Oonp_lf(x)dfop(n)n.

Comme 0 < FP(n)n < -1 M(A—a) — 0, quand n — oo (ot a, A, M sont définis & la question

p

précédente) et que F, f € LP, on en déduit :

/Ooo FP(2)de = P /OOO PP f()da.

p—1

En utilisant D'inégalité de Holder (entre f € £P et FP~! € £7-1) on déduit de la précédente
inégalité :
oo po1

| P < Lo [ P

et donc (comme F € LP) [|F[l, < 5[ f ([

Monter que ||F||, < %Hfﬂp (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout = €0, o0]).

corrigé

1l suffit de considérer H(z) = L [ |f11)0,2(dA pour & > 0. La question précédente donne que H € L?

Tz

et [Hlp < 555 (1fllp- Comme |[F(x)| < H(z) pour tout z >0, on a donc ||F|, < [[H|[, < 25| flp-
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2. On ne suppose plus que f € C.(]0, 0]).

(a) Montrer qu’il existe (fp)nen C Ce(]0,00[) t.q || fn— fll, — 0 quand n — oco. [On pourra utiliser
la densité de C.(R,R) dans LE (R, B(R), \), exercice 6.4.]
corrigé
On définit g par ¢ = f sur ]0,00[ et g = 0 sur | — 00,0]. On a donc g € LP(R, B(R), \). il
existe donc (gn)neny C Ce(R,R) t.q. g, — g dans LP(R, B(R), A) quand n — co. On note g,
la restriction de la fonction g,, & ]0, 00[. La suite (g, )nen converge donc vers f dans £P, mais
les fonctions g,, ne sont pas nécessairement & support compact dans |0, 00[. Il faut donc les
modifier “légerement”.

On se donne une fonction ¢ € C(R,R) t.q. ¢ =0sur | —1,1[ et ¢ =1 sur | — 2,2[°. On pose
om(z) = p(mzx) pour x € R et m € N*. Le théoréme de convergence dominée donne alors
que, pour tout n € N, on a ¢,,,g,, — g,, dans LP(R, B(R), ) quand m — oo. Pour tout n € N,
on peut donc choisir m,, € N* t.q. ||©¢m.Gpn — Gnllp < %ﬂ On pose f,, = ¢m, J,, on a bien
(fn)nGN - CC(]O,OOD et ”.fn - f”p — 0 quand n — oo.

(b) Montrer que F' € C(]0,00[) N L et que [|F[|, < 5[ f][-
corrigé
On pose G(z) = [ flj4dA pour = €]0,00[. On remarque que G € C(]0,00[) car si 0 < z <
y < 00, on a (en utilisant 'inégalité de Holder) |G(z) -G (y)| < [ |f1jz,ydX < ||f||p(y—1:)1_%.
On a donc aussi F' € C(]0, cof).

Soit (fn)nen C Ce(]0,00]) t.q. || fn — fllp — 0 quand n — co. On pose Fy,(z) = %ffnl]o’x[d)\.
On a donc F,, € LP et
p
| Fullp < Zﬁ“fn”p (12.87)

Pour z €]0,00[, on a (en utilisant I'inégalité de Holder) |F,,(z) — F(z)| < 1| f, — f||px17%. On
en déduit que F,, — F p.p.. Il suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou & la suite (|F,|P)nen
pour déduire de (12.87) que F" € L et |[F[|, < 25| f]p-

3. Montrer que sup{ lllll;llll”, fe L |lflly # 0} = ;7 (dans cette formule, F' est donné comme

précédemment & partir de f). [On pourra considérer la suite ( f,)nen+ définie par f,,(t) = tr L1n(t)
pour ¢ €]0, 00].]

corrigé
Soit n > 2 et f,, définie par f,(t) = tfél]l_,n[(t) pour ¢ €]0,00[. On a f, € LP et || fnll, = (logn)%.

On pose F,(z) = L [ f,1j02(dX et on cherche maintenant & minorer ||F,|,. On remarque que
F,(z) > 0 pour tout x €]0, 00] et :

1 p—1
Fo(z) = I%;(xT — 1), pour = € [1,n]. (12.88)

Soit n > 0. Il existe A > 1 t.q. :

p—1 p—1
r>A=zx7r —1>(1—-nz*,
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et donc, en utilisant (12.88), on obtient :

P "1 1 P 1
n> A= Rl > L n)(/A L) = L1 = y)logn —log A)7.

Comme || fo |, = (log n)%7 on en déduit que limsup,,_, Ill‘?:‘”l: > 25 (1 —n). Comme 7 > 0 est

arbitrairement petit, on a donc limsup,,_, ., Ill‘?:‘l‘lz > ﬁ, ce qui donne :
(B0 P
sup{  feLP |fllp #0} =2 —.
£l : p—1
La mojoration donnée & la question 3 permet de conclure :
(B P
sup{ , feLl |\ flly #0} = :
Hf“p P p—1

Corrigé 106 (Continuité d’une application de L? dans L9)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p,q € [1, 00| et g une application continue de R dans R t.q. :

3C €R%; |g(s)| < Cls|s +C, Vs €R. (12.89)

1. Soit u € LE(E, T, m). Montrer que gou € LL(E,T,m).

corrigé
Cet exercice est trés voisin de l'exercice 4.35 correspondant au cas p = ¢ = 1, le corrigé des 3
)
premieres questions va donc suivre essentiellement le corrigé 82.

La fonction u est mesurable de F (muni de la tribu 7') dans R (muni de la tribu B(R)) et g
est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit, par
composition, que g o u est mesurable (de E dans R).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)|¢ < 29C4. Pour s € R\ [~1,1], on a |g(s)| < 2C|s|7
et donc |g(s)]|? < 29CY|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)|? < 27C7 4 29C7|s|P. On en déduit
que, pour tout z € E, |g o u(x)|? = |g(u(x))|? < 2907 4 29Cu(x)[, et donc :

goulfdm < 29C|u||? + 29CIm(E),
p

ce qui donne gou € LE(E, T, m).

On pose L™ = LL(E,T,m), pour r = p et r = ¢. Pour u € LP, on pose G(u) = {h € LL(E, T, m);
h=govpp.}, avec v € u. On a donc G(u) € LY et cette définition a bien un sens, c’est & dire que
G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.

corrigé

La démonstration du fait que cette définition a bien un sens est essentiellement identique a celle du
cas p = q = 1 (exercice 4.35, corrigé 82). Elle n’est pas demandée ici.
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2. Soit (tn)nen C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — oo, et qu'il existe F' € LP t.q. |u,| < F
p-p., pour tout n € N. Montrer que G(u,) — G(u) dans L1.

corrigé
Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,. On choisit aussi des représen-

tants de u et F', notés toujours u et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — 0o et que g est continu, il
est facile de voir que g o u,, — gowu p.p.. On a donc G(u,) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |gou,| < Clu, |7 +C < C|F|7 +C p.p. et donc |G(uy,)| < C|F|7 +C p.p.,
pour tout n € N.

Comme F € FP on a |F|% € L4. Les fonctions constantes sont aussi dans LY (car m(E) < o0).

On a donc C’|F|% + C € L1. On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée dans L4
(théoreéme 6.1), il donne que G(u,) — G(u) dans LY quand n — oc.

3. Montrer que G est continue de L? dans L9.

corrigé
On raisonne par l’absurde. On suppose que G n’est pas continue de LP dans L4. Il existe donc
u € LP et (un)neny C LP t.q. u, — u dans LP et G(uy,) 4 G(u) dans L? quand n — oo.

Comme G(uy) /4 G(u), il existee >0et ¢ : N— N t.q. ¢(n) — oo quand n — oo et :

|G (upn)) — G(u)|lq > € pour tout n € N. (12.90)

(La suite (G(tg(n)))nen est une sous suite de la suite (G(un))nen:)

Comme () — u dans LP, on peut appliquer le théoreme 6.2 (“réciproque partielle de la conver-
gence dominée dans L?”). Il donne l'existence de ¢p : N — N et de F' € LP t.q. ¥(n) — oo quand
N — 00, Ugpoy(n) — U P-D. €t |tpoyn)| < F p.p., pour tout n € N. (La suite (Ugpoy(n))nen est une
sous suite de la suite (g (n))nen).-

On peut maintenant appliquer la question 2 & la suite (Upoy(n))nen. Elle donne que G(tpoy(n)) —
G(u) dans L9 quand n — oco. Ce qui est en contradiction avec (12.90).

4. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(R), \) et on prend p = g = 1. On suppose que g ne vérifie
pas (12.89). On va construire u € L' t.q. G(u) & L.

(a) Soit n € N*, montrer qu'’il existe a, € R tel que : |g(ay,)| > n|a,| et |ay| > n.

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose
M = max{|g(s)|, s € [-n,n]}. On a M < oo car g est continue sur le compact [—n,n] (noter
que n est fixé). en posant C' = max{n, M}, on a donc :

lg(s)] < C|s| + C, pour tout s € R,

en contradiction avec I’hypotheése que g ne vérifie pas (12.89).
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11 existe donc s, t.q. |s| > n et |g(s)| > n|s|. Ceci prouve U'existence de «,.

(b) On choisit une suite (o, )nen+ vérifiant les conditions données & la question précédente. Montrer
qu’il existe o > 0 t.q.

>
2
n=1 |a"|n
corrigé
1 1 .
Comme a,, > n, on a e < 5 et donc :
1
0<p= E 5 <00
lovn |0
neN*
On choisit alors a = %

. . e « N s
(¢) Soit (an)nen+ une suite définie par : a3 =1 et apy1 = an — ﬁ (ot v, et @ sont définies
anln

dans les 2 questions précédentes). On pose u = Z:g anlia, 1 ,0,[- Montrer que u € L' et
G(u) g L.

corrigé
n—1 «

Pourn>2,onaa,=1->"", .
’ =2 Japlp?
Grace au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € N*, et a,, | 0, quand n — oo.

La fonction u est bien mesurable et, par le théoréme de convergence monotone (plus précisé-
ment, on utilise sa premiere conséquence, le corollaire 4.1) :

(6%
/\u|d)\: > anl(an = angr) = Y — <00,

neN* neN*

Donc, u € £ et aussi u € L! en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que gou = Y, > 9(@n) a1 .an(- On a donc :
a
/|gou|d)\ = Z lg(an)l(an — any1) > Z =00
neN* neN*

ceci montre que gou & L! et donc G(u) ¢ L.

Corrigé 107 (Convergence p.p. et convergence des normes, par Egorov)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < oo. On note LP Vespace LE(E,T,m). Soit (f,), une suite
d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p., quand n — co.

1. Montrer que || f|l, < liminf, .o || fr|lp- [Traiter séparément le cas 1 < p < 0o et p = 00.]
corrigé
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On suppose que liminf, o || fnllp, < oo (sinon, I'inégalité & démontrer est immédiate). Comme
d’habitude, on choisit des représentants de f,, et de f (qui sont donc dans LP).

Pour p < oo, on utilise le lemme de Fatou (lemme 4.6) & la suite (gn)nen OU gn = |fn]P. Comme
gn — | f|P p.p., Il donne :

/|f|pdm < liminf/ | fr[Pdm.
On en déduit que || f|l, < liminf, oo || fnllp-

Pour p = oo, il existe A € T t.q. m(A°) =0 et f,(z) — f(z), quand n — oo, pour tout = € A.
Pour tout n € N, il existe A,, € T t.q. m(AS) =0 et f(z) < | fnllo pour tout z € A,,. On pose
B = AN (NpenAy), de sorte que B € T et m(B°¢) =0. Pour z € B, on a :

f(z) = lim f,(x)=liminf f,(z) < ligriioréf 1/ lloo-

n—oo n—00

On en déduit que || f|loo < liminf,— oo || fnllco-

2. En prenant (E,T,m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) (ot X est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de
10,1[), donner un exemple pour lequel la suite (|| f,|/p)nen converge dans R et || f||, < limpen || fnllp-
[On pourra aussi traiter séparément les cas 1 < p < 0o et p = 0.

corrigé

Pour p < oo, on peut prendre f,, = ”%1]0}[ (et f =0 p.p.).

Pour p = oo, on peut prendre f,, = 1jg 1 (et f =0 p.p.).

Pour la suite de l'exercice, on suppose que || fnllp = ||f|lp, quand n — oo.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) On suppose que m(E) < co. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté
fn- On choisit aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et € > 0. On suppose
que f, — f uniformément sur A¢. Montrer qu’il existe ng t.q. :

n2n0:>/\fn|dm§5+/\f\dm-
A A

corrigé
Pour n € N, on a :

faldm = [ \fldm+ [ (£l = 1£)d
= [ 1ftdm 1l = 150+ [ (151 Ufulidm
A Ac

Soit € > 0. Par convergence uniforme de f, vers f sur A° (qui est de mesure finie car
m(E) < 00), il existe n; t.q.

nzm = [ (1= 1fam < [ 15— flim<e,
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Comme || fnll1 — |Ifll1, quand n — oo, il existe ny t.q. n > ng = || fullt — ||fll1 < &. Pour
ng = max(ny, ng), on a donc :

n2n0:>/|fn|dm§/|f|dm+25.
A A

ce qui donne le résultat demandé.

On suppose que m(E) < oo. Montrer que f, — f dans L', quand n — co. [On pourra utiliser
le théoreme d’Egorov.]

corrigé
Soit € > 0. D’apres la proposition 4.9 page 93, il existe § > 0 t.q.

(AeT, m(A)§5)é/ |fldm < e.
A

Le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2) donne l'existence de A € T' t.q. m(A) < d et fr, — f
uniformément sur A°. On a donc :

15— tlam< [ 1= flam-+ [ ifilam+ [ |fiam.

On a [, |f|dm < e. Par la question précédente, il existe ng t.q.

n > ng :>/ |fn|dm§/ |fldm + 2¢ < 3e.
A A
Par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe ny t.q.
nzm= [ |fa- fldm < m(E)suplf, - f <<
Ac Ac
On a donc finalement :
n > max(ng,n1) = / | frn — fldm < Be.

Ce qui prouve que f, — f dans L', quand n — oo.

On suppose que m(E) = co. Soit € > 0. Montrer qu’il existe C € T t.q. :

m(C) < oo et / |fldm < e.
CC

corrigé
Cette question est résolue dans la proposition 4.9 page 93.

On suppose que m(E) = co. Montrer que f,, — f dans L', quand n — oco.

corrigé
Soit & > 0. La question précédente donne Pexistence de C' € T' t.q. m(C) < oo et [, |fldm <
€.
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La proposition 4.9 donne ici aussi l'existence de § > 0 t.q. (A € T, m(A) < 8) = [, |fldm <e.

Le théoreme d’Egorov (appliqué & la mesure définie par mg(B) = m(BNC) pour B € T, qui
est bien une mesure finie sur 7') donne l'existence de A € T t.q. m(ANC) < det f, — f
uniformément sur A°. On a donc :

/|fn—f|dm§/ \fn—f|dm+/ \fn|dm+/ \Fldm.
Aenc Auce AuCe
Par le choix de Aet de C,ona [, .. |fldm = f(AmC)UCU [fldm < [4n0 | fldm+ [ .

fldm < 2e.

En reprenant la question 3a, on remarque que ’hypothese m(FE) < oo n’a été utilisée que pour
dire que m(A°€) < oco. Ici, comme m(A°N C) < 0o, la méme démonstration donne donc qu’il
il existe ng t.q.

n>ny = |fn|dm§/ |fldm + 2e < 4e.
AUCe AUCe

Enfin, par convergence uniforme de f, vers f sur A°, il existe ny t.q.

n>ni = |fn = fldm < m(C)sup|fn — f| <e.
AenC Ac
On a donc :
n > max(ng,n1) = / | frn — fldm < Te.

Ce qui prouve que f, — f dans L', quand n — oo.

4. Dans cette question, on suppose que 1 < p < oco. Montrer que f,, — f dans LP, quand n — oo.
[S’inspirer de la méthode suggérée pour le cas p = 1.]
corrigé

On traite directement le cas général (c’est-d-dire m(E) < 0o). Soit € > 0. Comme |f|P € L}, La
proposition 4.9 donne lexistence de C' € T t.q. m(C) < o et fcc |f|Pdm < e. Elle donne ici aussi
existence de d > 0 t.q. (A€ T, m(A) <8)= [, |f[Pdm <e.

On applique maintenant le théoréeme d’Egorov avec la mesure m¢ (comme & la question précédente)
et pour les suites (fy,)nen €t (|fn|?)nen. On obtient (en prenant I'union des ensembles donnés par
le théoréme pour ces deux suites) l'existence de A € T t.q. m(ANC) <4, f, — f uniformément
sur A€ et |f|P — | f|P uniformément sur A°. On a :

/ fu— fPdm < / fo— fPdm 4 27 / (falPdm + 27 / flPdm.
AcnC AUC«e AUC«e

Par le choix de A et de C,ona [, . |f|[Pdm = f(AﬂC)uCC |f[Pdm < [0 | fIPdm+ [ | fPdm < 2e.

Comme a la question précédente, en reprenant la question 3a, on obtient qu’il existe ng t.q.

n>ng = |fn|pdm§/ [f|Pdm + 2e < 4e.
AUCe AuCe
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En fait, pour montrer cette inégalité avec la question 3a, on remplace (12.91) par :

/ fulrdm = [ |fpdm + / (ful? — |FP)dm

A c AUC<c AUCe

- f FPdm + || fall2 — £ + / (F1P = | ful?)dim,
AUCe AcnC

et on utilise la convergence de || f,,[|} vers || f||b, la convergence uniforme de [f, [P vers |f|P et le fait
que m(C) < oo.

Enfin, par convergence uniforme de f,, vers f sur A°, il existe ny t.q.
n>n = |fn — fIPdm <m(C)sup|f, — fIP <e.
AenC Ae
On a donc :

n > max(ng,ny) = / | fn — fIPdm < 2P(7e).

Ce qui prouve que f,, — f dans LP, quand n — .

5. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E,T,m) = (]0,1[, B(]0,1[),A). Donner un
exemple pour lequel f, /4~ f dans L*>°, quand n — oo.
corrigé

Pour n > 2, on pose f = 1]%71[ et on définit f,, ainsi :

fa(z)=0si0< <3,
fale) =nle— D s F<a < dad
fn(l‘):lsi%—F%ngl.

On a bien, quand n — oo, fr, = f p-D-, [frlloo = | flleo €t fr & f dans L™ (car ||f — flloo = 1
pour tout n > 2).

Corrigé 108 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou)

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00, on note LP Pespace LE (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)nen une suite d’éléments de L? et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que
I fallp = [[fllp, quand n — oo.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |fn| + |f| — |fn — f| (en ayant choisi des
représentants de f,, et f). Montrer que g, > 0 pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou,
montrer que f, — f dans L'.

corrigé

Comme |f — fn| < |f] + |fnl, on & bien g, > 0.Comme g,, tends p.p. vers 2|f|, le lemme de Fatou

(lemme 4.6) donne :
/2|f|dm < liminf/gndm.
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Comme ||fu|li — [|f]l1, on a liminf, .o [ gndm = 2 [ |fldm — limsup,_,o. [ |f — fu|dm. On a
donc :

[ 2iriam <2 [ \flam ~imsup [ 17 f,ldm.

n—o0

On en déduit que limsup,, .. [ |f — faldm <0, et donc que f,, — f dans L.

2. On suppose maintenant que p €]1,00[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable,
montrer que f, — f dans LP.

corrigé

On prend maintenant g,, = 2P| f,,[P+2P| f|P —| fn—f|P. Comme |f—f.| < |f|+|fnl < 2max{|fnl],|f]},
on a |f — ful? < 22 max{|fnl,|f|} < 2P|fnlP + 2P|fP. On a donc g, > 0. Comme g, tends p.p.
vers 2P| f|P, le lemme de Fatou (lemme 4.6) donne :

/2p+1|f|pdm < liminf/gndm.

Comme || fnll, = ||fllp, on a liminf, o [ gndm = 2PFL [|f|Pdm — limsup,,_, o, [ |f — falPdm. On
a donc :

/2p+1|f|pdm§ 2p+1/|f|pdm—limsup/|f—fn|pdm.

On en déduit que limsup,_, ., [ |f — fu[Pdm < 0, et donc que f,, — f dans LP.

Corrigé 109 (Compacité LP — L9)
Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < 7 < oo, on note L” I'espace Ly (E, T, m)
(et L" Vespace L (E, T, m)).

1. Soit » > 1 et (gn)nen une suite bornée de L". Montrer que la suite (gn)nen est équi-intégrable,
c’est-a-dire que :

Ve > 0, 3(5>0t.q.nEN,AeT,m(A)S(Sé/|gn\dm§5.
A

[Utiliser I'inégalité de Hélder.]

corrigé
En utilsant I'inégalité de Holder (inégalité (6.3)) entre r €]1, 00] et son conjugué et les fonctions g,
et 14, on obtient, pour tout A € T de mesure finie :

_1
/A (gnldim < lgallsm(A)~+.

Si C est un majorant de {||gn ||, n € N}, il suffit donc de prendre § > 0 t.q. C6'~* < & (ce qui est
possible car r > 1) pour avoir le résultat demandé.

Soit 1 < p < ¢ < o0 et (fn)nen une suite bornée de L?. On suppose dans toute la suite que f, — f
p-p- quand n — oo.
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2. (Compacité L? — L9.) On suppose que m(E) < co.

(a) Montrer que f € L9 (au sens “il existe g € L2 t.q. f =g p.p.”).
corrigé

Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,. Il existe A € T t.q.
m(A) = 0 et fo(x) — f(z), quand n — oo, pour tout x € A°. On pose g(z) = f(z) pour
x € A et g(x) =0 pour z € A, de sorte que g = f p.p. et g(z) = limy 00 frnlac(z) pour tout
ze k.

Si ¢ < o0, on applique le lemme de Fatou & la suite (|f,|?)nen. Il donne :
/\g|‘1dm < liminf/ | fr|?dm < C9,

ot C est un majorant de {|| f|lq, » € N}. Onadonc g € L9 et donc f € L9 (au sens demandé).

Si ¢ = oo, comme |f,| < || fulloo P-p-, on déduit de g(z) = limy, o0 fnlac(z) pour tout xz € E
le fait que ||g]loc < C p.p., out C est un majorant de {||fn]lo, » € N}. On a donc, ici aussi,
g € L et donc f € L*> (au sens demandé).

(b) Montrer que f,, — f dans LP quand n — oo. [Utiliser la question 1 avec g, = |f, — f|P et un
théoreme du cours.|

corrigé
La suite (gn)nen est bornée dans L", avec r = % > 1. Elle est donc équi-intégrable (par
la question 1). Comme elle converge p.p. vers 0 et que m(E) < oo, le théoréme de Vitali
(théoreme 4.8) donne que la suite (g,)nen converge vers 0 dans L' et donc que f,, — f dans

LP quand n — oo.

3. On suppose que m(E) = co.

(a) Soit B € T t.q. m(B) < co. Montrer que f,1p — flp dans L? quand n — oo.
corrigé

On définit la mesure mp sur T en posant m(A) = m(AN B) pour tout A € T'. la mesure mp
est finie. On peut donc appliquer la question 2 avec cette mesure. On obtient que f, — f,
quand n — oo, dans l'espae LL(E,T,mpg). Ceci qui donne que f,1p — flp dans LP quand
n — oo (car, [|fn, — fIPledm = [ |fn, — f|Pdmp).

(b) On prend ici (F,T,m) = (R,B(R),\), ¢ =2, p=1, f = 0. Donner un exemple pour lequel
(fa)nen C LY, fn # 0 dans L' quand n — oo (et (fy)nen bornée dans L2, f, — 0 p.p. quand
n— o0).

corrigé
On peut prendre, par exemple, fr, = 1)y ni1[-

Corrigé 110 (Caractérisation de L)
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Soit (X, T,m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00|, on note L I'espace LE (X, T, m). Soit f une application
de X dans R. On suppose que pour tout n € N* il existe f, € L et g, € L1 t.q. f = frn+0n, | falloo <1
et [|gnll1 < L. Montrer que f € L et | fllo < 1.

corrigé

En attente

Corrigé 111 (Exemples de v.a. appartenant a L7)
Soit (2,4, P) un espace de probabilités et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les
valeurs de g € [1, oo] pour lesquels la variable aléatoire X appartient & l'espace L4(2, A, P) :

1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport
a la mesure de Lebesgue, avec f(z) = Aexp(—Az)1jp 1o Pour = € R).
corrigé

Soit ¢ € [1,00[, on a :

/ | X|9dP = / |x|9d Px (x) :/ I exp(—Az)dx < oo,
Q R 0

car la fonction z — |z|?\ exp(—Az) est intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur RT. On

adonc X € L1(Q, A, P).

Soit maintenant ¢ = oo. Pour tout a > 0, on a, avec A =]a, o0 :

P[X >a] = /QIA(X)dP = /RIA(z)dPX(J:) = /00 Aexp(—Az)dz > 0,

car Aexp(—Az) > 0 pour tout > a. Donc X ¢ L*>°(Q, A, P).

2. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue, avec f(z) = %ﬁ pour z € R).
corrigé

Il suffit ici de considérer le cas ¢ =1. On a :

c [ =z c [ 1
X|dP = dP, > — ——dx > — —dx = 00.
/Q‘ | /Rm X(m)_ﬂ'/o 1‘2+C2$_7T/C 24 T

On a donc X ¢ L'(Q, A, P), ce qui donne aussi X ¢ L(Q, A, P) pour tout ¢ € [l,00] (car
Li(Q, A, P) C LY(Q, A, P) pour ¢ > 1).

3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0,1]) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*~!, pour tout
ke N*).

corrigé
On note Ay, = {X =k} ={w € Q, X(w) = k} et A = U2, A;. Par o-additivité de P, on a
P(A) =357 P(Ax) =Y 72, p(1 —p)*~1 = 1. On a donc P(A°) =0

Soit g € [1,00[, on a :
[ ixtrap = [ xpap =3 [ xpap = Skt - pt <o
. 4 k=1" A% k=1
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car la série de terme général k(1 — p)*~! est convergente (pour le voir, il suffit, par exemple, de
remarquer que

q _ )k (1 —
o (B =) (k1)1 —p)
k—oo k’qp(l — p)k71 k—oo k’q

On a donc X € LY(Q, A, P).

Soit maintenant ¢ = co. Pour tout @ > 0, on a P[X > a] > P(Ax) > 0si k > a. On a donc
X & L>®(Q, A, P).

1-p<1.

12.6.2 Espaces de Hilberts, espace L?

Corrigé 112

Soit (E, T, m) un espace mesuré et (f,,)nen une suite d’élements de L2 (E, T, m) deux & deux orthogonaux.
Montrer que la série Y, o fn converge (dans L?) si et seulement si Y, || fnll3 est convergente (dans
R).

corrigé
Comme L%(E,T,m) est un espace complet, la série > nen fn est convergente dans LE(E,T,m) si et
seulement la suite des sommes partielles, (3°;_, fi)nen, est de Cauchy (dans L?). Cette suite des sommes
partielles est de Cauchy si et seulement si elle vérifie :

Ve>0,3ng t.q. m2n2n0:>||2fk|\§§s. (12.92)
k=n
Le fait que les f,, soient deux & deux orthogonaux nous donne (théoréme de Pythagore) que

m m
[ Z full3 = Z I fell3-
k=n k=n

L’assertion 12.92 est donc équivalente a dire que la suite (3, _q [|fx]|3)nen est de Cauchy (dans R), ce
qui est équivalent & dire que la série Y || fnl|3 est convergente (dans R).

Corrigé 113 (LP n’est pas un espace de Hilbert si p # 2)

Montrer que L& (R, B(R),A) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo,
p # 2. [Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en défaut 'identité du parallelogramme,
c’est-a-dire 'identité (6.18) page 145.]

corrigé
On prend f = 1jg [ et g = 1j1 o[, de sorte que f € LY (R, B(R), ), g € LR(R, B(R),\) (avec la confusion
habituelle entre une classe et 'un de ses représentants) et que :

1
1fllp = llglly =1, If +gllp = [If — gll, = 27.

Pour p # 2, on a done |[f + gll2 + |f — gll2 = 2(27) # 4 = 2| 7|13 + 2/gl13

L’identité du parallelogramme, c’est-a-dire 'identité (6.18) page 145, n’est donc pas satisfaite (pour
p # 2), ce qui prouve que, pour p # 2, la norme || - ||, (sur LE(R,B(R),\)) n'est pas induite par un
produit scalaire.
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Corrigé 114 (projection sur le céne positif de L?)
Soit (X, T, m) un espace mesuré et E = LZ(X,T,m). On pose C = {f € E, f >0 p.p.}.

1. Montrer que C' est une partie convexe fermée non vide de FE.

corrigé

e C#(car0eC.

e Soit f,g e Cettel0,1. Onatf+ (1—t)ge L? = LE(X,T,m), car L? est un e.v., et
tf+(1—t)g>0p.p.. Onadonctf+ (1 —1t)g € C, ce qui prouve que C est convexe.

e Soit (fn)nen C C t.q. fn — f dans L? quand n — co. On veut montrer que f € C (pour en
déduire que C' est fermée).

Pour tout ¢ € L?, on a [ froodm — [ fodm (car | [ fopdm — [ fodm| < || fn — fll2]l¢ll2)-

On choisit ¢ = f~ € L. Comme f,f~ > 0 p.p., on en déduit — [(f7)2dm = [ ff~dm > 0.
Ce qui prouve que f~ =0 p.p. et donc que f > 0 p.p.. On a donc montré que f € C' et donc
que C' est fermée.

Pour montrer que C est fermée, il est aussi possible d’utiliser la réciproque partielle du théoreme
de convergence dominée (théoreme 6.2).

2. Soit f € E. Montrer que Pof = fT.

corrigé
On a fT € C. Pour montrer que Pof = f*+, on utilise la premiere caractérisation de la projection
(proposition 6.15).

Soit g€ C,ona (f— fH/fT—g)2=—(f"/f"—g)2= [ f gdm > 0 (on a utilisé ici le fait que
f~fT =0 p.p.). La proposition 6.15 donne alors Pof = f.

Corrigé 115 (Exemple de non existence de la projection sur un s.e.v. fermé)

Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :

E est un espace de Banach réel, F' est un sous espace vectoriel fermé de E, g € E\ F (et donc d(g, F) =
inf{|lg — fllg, f € F} >0...) et il n’existe pas d'élément f € F t.q. d(g,F) = ||lg — f&-

On prend E = C([0,1],R), on munit E de la norme habituelle, || f||g = max{|f(z)|, z € [0,1]}. On pose
F={feFE; f(0)=0, fol f(z)dx = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(x) = x, pour tout = € [0, 1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

corrigé
Il est clair que E est un e.v. sur R et que || - | g est une norme sur E, c’est la norme associée a la
convergence uniforme. On montre maintenant que F est complet.

Soit (fn)nen une suite de Cauchy de E. Pour tout £ > 0, il existe donc n(e) t.q. :

z €10,1], n,m > n(e) = |fn(x) — fm(x)] <e. (12.93)

404



De (12.93) on déduit que, pour tout = € [0, 1], la suite (fn(z))nen est de Cauchy. Il existe donc
f o [0,1] — R t.q. fu(x) — f(z) quand n — oo, pour tout = € [0,1]. Pour montrer que la
convergence de f, vers f est uniforme, il suffit de reprendre (12.93) avec un x fixé et un n fixé
(n > n(e)) et de faire tendre m verts co, on obtient :

z €[0,1], n > n(e) = |fulz) — f(z)| <k, (12.94)

ce qui donne bien la convergence uniforme de f,, vers f. Comme les f, sont continues, on en déduit
que f est continue (comme limite uniforme de fonctions continues), c’est-d-dire f € E. Enfin,
(12.94) donne ||fn, — fllg < e sin > n(e) et donc f,, — f dans E, quand n — oo. Ce qui prouve
que E est complet.

. Montrer que F' est un sous espace vectoriel fermé de F.

corrigé

On note T' et S les applications de E dans R définies par T(f) = f(0) et S(f) = fol flx)dx. 1
s’agit donc d’applications linéaires de E dans R. Elles sont également continues car |T(f)| < ||f|l&
et |S(f)| < ||fllg pour tout f € E.

On en déduit que F est un s.e.v. fermé de E en remarquant que F' = KerT N KerS.

. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que fol (g — f)(x)|dz > fol(g -
F)@)dz = 1/2)

corrigé

Comme (g — f)(z) <|(g — f)(z)| pour tout z € [0, 1], on a bien

/Ol(g = Na)de < /01 (g — )(x)|dz.

On remarque ensuite que, puisque f € F, on a fol(g — lx)dr = fol g(z)dr = fol zdr = 1. Et
donc :

1 1
3< | o=@

Puis, comme fol (g — f)(z)|dx < ||g — f||E, on en déduit que ||g — f|lg > 1/2.

. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F t.q. ||lg — f|lg = 1/2.

corrigé
Dans le raisonnement de la question précédente, on remarque que les ||g — fllg > 1/2 sauf si

Jolg = H@)dz = llg — flle et [, (g— f(@)dz = [ |(g— f)(z)|dz.

Soit f € F ta. |lg—fllz = 1/2. Onadone [y (g—f)(@)dz = [y |(9—f)(@)ld et [ (9= F)(@)|de =
lg — flle- On en déduit que (g — f)(x) = |(g — f)(x)| = |lg — fllg = 1/2 pour tout x € [0,1]. En
effet, si il existe, par exemple, zg € [0,1] t.q. (g— f)(z0) < |(g — f)(x0)|, on peut alors trouver (par
continuité de g — f) un intervalle ouvert non vide sur lequel (¢ — f) < |(g — f)| et on en déduit
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fol (9— (z)dz < fol |(g — f)(x)|dz (un raisonnement analogue donne |(g — f)(z)| = ||g — f|| g pour
tout z € [0, 1])

On a donc montré que f(r) = g(x) — 2 =z — I pour tout = € [0, 1] ce qui est en contradiction avec

£(0) = 0. ’ ’

5. Montrer que d(g, F') = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — f, ||z — 1/2, avec f, défini
par fn(z) = —Bnx, pour z € [0,1/n], fn(z) = (x —1/n) — By /n, pour z € [1/n,1], et 3, choisi pour
que f, € F.]

corrigé
Soit n € N* et f, définie par f,(z) = —B,z, pour z € [0,1/n], fu,(x) = (xr — 1/n) — B,/n, pour

z € [1/n,1]. En prenant 8, = (n—1)?/(2n—1) on a fol fn(x)dz =0 et donc f, € F. On remarque
ensuite que ||f, — gllg = 1/n — B,/n — 1/2 quand n — co. On en déduit que d(g, F) = 1/2.

Corrigé 116 (Lemme de Lax-Milgram)
Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de E x E dans R. On note (-/-) le
produit scalaire dans F et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € R et a > 0 t.q. :

la(u,v)| < Cllullllv|l, Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > al|ul|?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T' € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u,v) pour
tout v € E (ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée
(-/)a de E x E dans R par (u/v), = a(u,v). Montrer que (-/-), est un produit scalaire sur F et

que la norme induite par ce produit scalaire est équivalente & la norme || - ||. En déduire qu’il existe
un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u,v) pour tout v € E. [Utiliser le théoréme de représentation de
Riesz.]

corrigé

L’application (-/-), : E X E — R est symétrique, linéaire par rapport & son premier argument, et
(u/u)q > 0 pour u € E'\ {0} (grace a la coercivité de a). C’est donc un produit scalaire sur E.

La norme induite par ce produit scalaire est équivalente & la norme sur F, notée || - ||. En effet, les
hypotheses de continuité et coercivité de a donnent

valull < Jlulla < VCul, Vu € E.

Comme T est dans E’, c’est-a-dire linéaire et continu pour la norme || - ||, T est aussi linéaire et
continu pour la norme || - ||,. Or, F muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert car la norme
|| - |la est induite par un produit scalaire et E est complet avec cette norme car il est complet
avec la norme || - || qui est équivalente. On peut donc appliquer le théoréme de représentation de
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Riesz (théoreme 6.8) avec £ muni de la norme || - ||o. Il donne qu'’il existe un et seul u € E t.q.
T(v) = (u/v), pour tout v € E, c’est-a-dire qu’il existe un et un seul u € E t.q. :

T(v) = a(u,v) pour tout v € E.

2. On ne suppose plus que a est symétrique.

(a)

Soit u € E, Montrer que l'application v — a(u,v) est un élément de E’. En déduire qu’il
existe un et un seul élément de E, notée Au, t.q. (Au/v) = a(u,v) pour tout v € E.

corrigé
L’application v, : E — R, définie par ¢, (v) = a(u,v) pour tout v € E, est bien linéaire de
E dans R. Elle est aussi continue car |¢,(v)| = |a(u,v)| < Cllu||||v]| pour tout v dans E. On
a donc ¢, € E' (et |Yu|ler < Cllul]).

Comme 1, € E', le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.8) donne qu’il existe un
élément de E, noté Au t.q. (Au/v) = 1, (v) pour tout v € E, c’est-a-dire :

(Au/v) = a(u,v) pour tout v € E.

On note, dans la suite A 'application qui a u € E associe Au € F.

Montrer que A est linéaire continue de E dans F.

corrigé
Soit uy,us € E, ay,as € R. On note w = ajug + asus. Comme a est linéaire par rapport a
son premier argument, on a :
a(w,v) = ara(ur,v) + asalusz,v) pour tout v € E,

et donc (Aw/v) = ay(Auq/v) + az(Aug/v) pour tout v € E, ou encore

(Aw — oy Auy — agAug/v) = 0 pour tout v € E.
On en déduit que Aw = a3 Au; — asAus (il suffit de prendre v = Aw — ag Au; — asAus dans
Pégalité précédente) et donc que A est une application linéaire de F dans E.

Pour montrer la continuité de A, on remarque que (pour tout u € E) |(Au/v)| = |a(u,v)| <
Cl|ull]|v|| pour tout v € E. D’ot 'on déduit, en prenant v = Au, que || Au| < C|lul|.

L’application A est donc linéaire continue de E dans FE.
Il est important, pour la suite, de remarquer que la coercivité de a donne :

allul* < a(u, u) = (Au/u) < ||Aul]|u], pour tout u € E,

et donc : .
lul] < —]|Au||, pour tout u € E. (12.95)
!
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(¢)

Montrer que Im(A) est fermé

corrigé
Soient (fn)nen C Im(A) et f € FE t.q. f, — f dans E quand n — oo. On veut montrer que
f €eIm(A).
Comme f,, € Im(A), il existe, pour tout n € N, u,, € E t.q. Au, = f,. L’'inégalité (12.95)
donne alors, pour tout n,m € N,

1
tn — um| < aan = fmll-

La suite (f,,)nen étant de Cauchy (car convergente), on en déduit que la suite (uy,)nen est de
Cauchy et donc convergente (car E est complet).

1l existe donc u € F t.q. u, — u (dans F) quand n — co. D’olt on déduit, comme A est
continue, que f, = Au, — Au (dans E) quand n — co. On a donc f = Au, ce qui prouve que
f € Im(A) et donc que Im(A) est fermé.

Montrer que (Im(A))*+ = {0}.

corrigé
Soit u € (Im(A))*. On a donc (Av/u) = 0 pour tout v € E. On prend v = u, on obtient,
grace a la coercivité de a :
allul® < a(u,u) = (Au/u) =0,

et donc u = 0. Ceci prouve bien que (Im(A4))+ = {0}.

Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T'(v) = a(u,v)
pour tout v € F.

corrigé
L’inégalité (12.95) donne l'injectivité de A. Pour montrer la surjectivité de A, on remarque
que Im(A) est un s.e.v. fermé de F, on a donc E = Im(A) ® (Im(A4))L (cf. théoreme 6.7).
Comme (Im(A))* = {0}, on a donc E = Im(A), c’est-a-dire A surjective.

On a bien bien montré que A est bijective.

Le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.8) donne l'existence d’un et un seul z € E
t.q.
T(v) = (z/v), Yv € E.

D’autre part, la définition de A donne :
a(u,v) = (Au/v), Yv € E.
Pour u € E, on a donc :
(T(v) = a(u,v), Yv € E) & (z = Au).

La bijectivité de A donne 'existence d’un et d'un seul v € E t.q. Au = 2. On a donc un et
un seul u € E t.q. T(v) = a(u,v) pour tout v € E.
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Corrigé 117 (Exemple de projection dans L?)
On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de 0, 1], par L? I'espace LE(]0, 1], B(]0,1[), A)
et par L? Despace ££(]0,1[, B(]0,1]), \).

Soit g € L?.

1. Soit v € L% et ¢ € C(]0, 1[,R) (on rappelle que ¢ € C°(]0, 1[, R) signifie que ¢ est une application
de ]0,1[ dans R, de classe C*, et qu'il existe K CJ]0,1[, K compact, t.q. @(x) = 0 pour tout
x €]0,1[\K) . Montrer que vgg’' € L'.

corrigé
Comme d’habitude, on va confondre un élément de LP avec 'un de ses représentants.

Comme g,v € L2 on a vg € L' (d’aprés le lemme 6.2). Puis, comme ¢' € C(]0,1[,R), on a
¢’ € L™ et donc (par la proposition 6.9) vge’ € L.

On pose C = {v € L% v < 1 p.p., [vg¢'d\ < [ ¢d), pour tout ¢ € C°(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On
rappelle que ¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout x €]0,1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L2.

corrigé

e C#(car0eC.

e On montre la convexité de C. Soient v,w € C et t € [0,1]. On a tv + (1 — t)w € L? (car L?
est un e.v.). Du fait que v < 1 p.p. et w <1 p.p., on déduit immédiatement (comme ¢ > 0
et (1—¢t)>0)quetv+ (1—t)w<t+(1—t¢t)=1p.p.. Enfin, soit ¢ € C*(]0,1[,R), ¢ > 0.
Comme t > 0 et (1 —t) > 0, on remarque que

t [ogddX <t [ Gd,
(1—t) [wgd/dr < (1—1t) [ ¢dA.

Ce qui donne, en additionnant,

/(w + (1= hw)ge'dr < /qu)\.

On en déduit que (tv + (1 — t)w) € C et donc que C est convexe.

e On montre enfin que C est fermée. Soient (vy)neny C C et v € L% t.q. v, — v dans L? quand
n — oco. On veut montrer que v € C.

On remaque tout d’abord que, grace & I'inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (6.14)), on a :

/vnwd)\ — /vwd)\, quand n — oo, Yw € L. (12.96)

On prend w = vl,>; € L? dans (12.96). Comme v,w < w p.p., on a [v,wd\ < [wdA.
On déduit alors de (12.96) que [vwdA < [wdX et donc que [(v — 1)vl,>1dA < 0. Comme
v(v—1)1,51 > 0 p.p., on a donc nécessairement v(v—1)1,~1 = 0 p.p. et donc A({v > 1}) =0,
c’est-a~dire v < 1 p.p..
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Soit maintenant ¢ € C°(]0, 1[,R), ¢ > 0. Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Holder, on
a:

/Ung¢/d)\ — /vgqﬁ/d)\, quand n — oo.

En effet, | [ v,g6/dA — [ vgd/dA| < |l [ [vn — vllgldA < ¢/ loclltn — vll2llgls — 0, quand

n — Q.

Du fait que, pour tout n € N, [v,g¢'d\ < [ ¢d), on obtient donc, passant & limite quand
n — oo, que [vgd'd\ < [ ¢dX. Ce qui montre bien que v € C.

On a bien montré que C est fermée.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale & 1 sur ]0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(lu = 1|2 < |lv = 1|2 pour tout v € C) < ([(1 — u)(u — v)d\ > 0 pour tout v € C).

corrigé

On remarque d’abord que

(lu = 1|2 < |Jv — 1||2 pour tout v € C) < u = Pcl.

On utilise maintenant la premiére caractérisation de la projection (proposition 6.15), elle donne que
u= Pl < (1 —u/u—wv); >0 pour tout v € C),

et donc que

u= Pl & (/(1 —u)(u — v)dX > 0 pour tout v € C). (12.97)

4. Soit u € C t.q. |lu — 1|2 < ||v — 1||2 pour tout v € C. On suppose que u, g € C*(]0,1[,R).

(a) Montrer que (ug)’(z) > —1 pour tout z €]0, 1[.

corrigé
On raisonne par 'absurde. On suppose qu'il existe ¢ €]0, 1] t.q. (ug)’(¢) < —1. Par continuité
de (ug)’ en ¢, il existe donc a,b t.q. 0 <a <c<b<1et (ug)(z) <—1 pour tout = €a,b|.
On peut construire ¢ € C°(]0,1[,R) t.q. ¢ > 0, ¢(c) > 0 et ¢ = 0 sur ]a,b[°. une telle
fonction ¢ est obtenue, par exemple, en prenant :

2y — (a+b)

(p(l‘) = ‘PO(W)? €T 6]07 1[7 (12'98)
e © (:r):expﬁ, x €] —1,1],
oolz) = 0, 7 e Ry — 1,1 (12.99)

Comme u € C, on a, d’apres la définition de C (car ¢ est un choix possible pour ¢) :
b b
/ u(z)g(x)y (z)dx = /ugnp'd)\ < /qﬁd)\ = / o(z)dz.
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Comme ug est de classe C! sur [a, b], on peut intégrer par parties sur [a, b] pour obtenir (noter
que @(a) = p(b) =0) fab —(ug) (x)p(x)dz < f; o(z)dx, ou encore :

b
[ (s @)+ D@t 2 0

Ce qui impossible car ((ug)’ 4 1) est une fonction continue négative, non identiquement nulle
sur [a,b] (car non nulle au point c).

Soit = €]0, 1] t.q. u(z) < 1. Montrer que (ug)’'(z) = —1.

corrigé
On raisonne encore par 'absurde. On suppose donc qu’il existe ¢ €]0,1[ t.q. u(c) < 1 et
(ug)'(c) # —1. Comme on sait déja que (ug)’(x) > —1 pour tout x €]0, 1[, on a donc (ug)'(c) >
—1.
Par continuité de u et (ug)’ en ¢, il existe donc a,b, avec 0 < a < ¢ < b < 1, et § > 0 t.q.
u(z) <1—46 et (ug)'(z) > —1+ 6 pour tout z €la, b].
On utilise la méme fonction ¢ qu’a la question précédente, c’est-a-dire donnée, par exemple,
par (12.98) et (12.99). La propriété importante est que ¢ € C2°(]0,1[,R) soit t.q. ¢ > 0,
(c) >0 et ¢ =0 sur |a, b[°.

On va montrer que pour € > 0 assez petit, on a u + ep € C.

On remarque d’abord que u+ep € L? (pour tout € > 0). Puis, en prenant 0 < ¢ < &1 = W,
onau+ep <1p.p. Enfin, soit ¢ € C°(]0,1[,R), ¢ > 0}. On a, en utilisant une intégration
par parties sur un intervalle compact de ]0, 1[ contenant le support de ¢ :

/((u +ep)g)p'd = — /(ug)/d)dA —€ /(cpg)/gbd)\.

En utilisant le fait que (ug)’ > —1 (partout) et (ug)’ > —1+ ¢ sur ]a, b[, on en déduit

Jtwsepmeins [onn-s [ ' bl — < / (g < [ o

)

si0 <e < 37, avec M = max,e[q) [(¢g) (2)] < 0o car (pg)" est continue sur [a, b].

En prenant ¢ = min(ey,e2) > 0, on obtient donc u + ep € C. Comme u = P¢1, on peut
maintenant prendre v = u + £p dans la caractérisation de P¢1, on obtient, comme € > 0 :

b
/ (1 —u(x))p(z)dr = /(1 —u)pdX < 0.

Ce qui est impossible car (1 —u)p est une fonction continue positive, non identiquement nulle
sur ]a, b (car non nulle en c).

Montrer que u est solution du probleme suivant:
(ug) (x) > —1, pour tout x €]0, 1],
u(z) < 1, pour tout x €]0, 1],
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(14 (ug)'(z))(u(z) — 1) = 0, pour tout = €]0, 1].

corrigé
Cette question est immédiate. On a déja vu que (ug)'(z) > —1, pour tout z €]0,1[. Comme
u € C,onau <1p.p.. Mais, comme u est continue sur |0, 1], ’ensemble {u > 1} est un ouvert,
cet ensemble est donc vide (car un ouvert de mesure de Lebesgue nulle est toujours vide). On
a donc u < 1 partout. Enfin, le fait que (1 + (ug)’(z))(u(z) — 1) = 0, pour tout x €]0, 1],
découle de la question précédente qui montre justement que (1 4 (ug)'(z)) =0 si u(z) < 1.

Corrigé 118 (Approximation dans L?)

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L I'espace LE (R, B(R), A) et par £P
l'espace L5 (R, B(R), A). On note dt = dA(t).

Pour f € L2 et k € N*, on définit T) f de R dans R par :

n(z)+1
k

Ty f(z) = k:/ F(tdt, (12.100)

(Ventier n dépend donc de z).

1
olt n(x) est I'entier de Z tel que @ <z< n(ﬂﬁ%

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que Ty f € L? (plus précisément, Ty f € £2 et on confond alors,
comme d’habitude, Ty f avec {g € L2, g = Tif p.p.}) et que ||Tkf|l2 < || f|l2, pour tout k € N*.

corrigé
Comme f1 n a1y € L' pour tout n € Z, Ty(x) est bien définie pour tout = € R. On pose

ntl
Cn = k:f%k f(t)dt, pour n € Z, de sorte que Ty(z) = ¢, pour tout z € [%, H[.

Ty, f est mesurable car (Tif) " (A) = Unez,c,eal?, S [€ B(R), pour tout A C R.

Pour n € Zetw e [%, %] on a (en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz) (Tj(z))? = ¢2 <

f t)dt. On déduit (on utilise ici le premier corollaire du théoréme de convergence monotone,

corollalre 4 1) :

Z/ f2(t /f2dA

n nez

/(ka)%u_ fc <
EZ

On a donc Ty f € L2 et ||Thfll2 < || fll2-

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et & support compact). Montrer que Tj f — f dans
L? quand k — oo.

corrigé
Soit @ > 0t.q. f = 0sur[—a,a]®. Comme f est uniformément continue, on a T}, f — f uniformément

(sur R) quand k — oo. En remarquant que Ty f = 0 sur [—a — 1,a + 1)°pour tout k& € N*, on en
déduit
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ITef - FI2 = / (Tof — £)2d\ < 2(a+ D)|Tef — f|% — 0, quand k — oo,

3. Soit f € L?. Montrer que Ty f — f dans L? quand k — oo.

corrigé
Soit € > 0. Par densité de C.(R,R) dans L?, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. ||f — ¢[l2 < e. Comme T
est un opérateur linéaire, on a, en utilisant la question 1 :

IThf = fllz <N Tf = Tellz + 1 Thep = @ll2 + llo = flla < 2l = fllo + I Thp = @l (12.101)
La question 2 donne lexistence de kg € N t.q. le dernier terme de (12.101) soit inférieur & ¢ pour

k > ko. On a donc ||Tif — fll2 < 3¢ pour k > kg, ce qui prouve que Ty, f — f, dans L%, quand
k — oo.

Corrigé 119 (Projections orthogonales)
On pose H = L2(] — 1,+1[, B(] — 1,+1[), ). (On rappelle que B(] — 1,+1]) est la tribu borélienne de
] — 1,1 et A la mesure de Lebesgue sur B(] — 1,+1[).) Soit F = {f € H t.q. f]7 (f dx = 0}. Soit

G={feHta [_ofd\= [, fd\}.

1,+1

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F1,
Gt et FNG.

corrigé
Pour f € H, on pose T(f) = f]—1,+1[f d\ et S(f) = f]—1,0[f d\ — jio,l[f dA.

L’inégalité de Cauchy Scharwz entre f et 1)y [, pour T', et f et (1j_1 of — 1jo,17), pour S, montre
que T'(f) et S(f) sont bien définis pour tout f € H et que, pour tout f € H :

IT(H < V2IIf |2, 1S < V2] 2.

On en déduit que T et S sont des éléments de H' et donc que F = KerT et G = KerS sont des
s.e.v. fermés de H.

De plus, comme T # 0 et S # 0, on a dim(F+) = dim(G+) = 1. Pour s’en convaincre, il suffit
de prendre v € F+, v # 0 (un tel v existe car T # 0 et H = F @ F*). Pour tout w € F*, on

a alors w = w — 7;((15))1) + 77:((15))11 On en déduit que (w — %v) € FnFLt = {0} et donc que

w € Ry = vect{v}. Ce qui donne F* = Ruv et donc dim(F+) = 1. Un raisonnement semblable
donne dim(G+) = 1.

Soit f I'élément de H t.q. f =1 p.p.. On a clairement f € F*+ (car (f/h)s = T(h) = 0 pour tout
h € F) et donc, comme dim F+ = 1, Ft = Rf.

Soit g I'élément de H t.q. g = 1 p.p. sur | —1,0[ et g = —1 sur ]0,1[. On a clairement g € G* (car
(g/h)2 = S(h) = 0 pour tout h € G) et donc, comme dim G+ = 1, G+ = Rg.
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Il reste & déterminer FF N G. Soit h € FNG. On a donc j]'71 o[h d\ = f]o 1[h dX, car h € G, et
donc, comme h € F, 0 = f]—1.+1[f d\ = 2f]—1 o dX = 2f]0 i dX. Ce qui donne f]_ hd\ =
f]O,l[ hdx=0.

1,0[

Réciproquement, si h € H est t.q. f]—1.0[ hd\= f]o 1 h dXx =0, on a bien S(h) =T (h) =0 et donc
he FNG. On a donc :

FNG={he H; hd)\:/ hdX = 0}.
1—1,0[ 10,1[

2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et Pg(g) de g sur F et G.

corrigé
Soit h € H. Comme h — Prph € F1, il existe « € R t.q. h — Prh = « p.p.. Comme Prh € F, on a
T(Prh) = 0. On en déduit que 2 = fil h(t)dt et donc

1 1
Pph=h— 5/ h(t)dt p.p..
1

Comme h — Pgh € G*, il existe 3 € R t.q. h— Pgh = 3 p.p. sur | —1,0[ et h — Pgh = —f3 p.p. sur
10,1[. Comme Pgh € G, on a S(Pgh) = 0. On en déduit que 28 = [°| h(t)dt — [} h(t)dt et donc

Poh=h—Y([°, h(t)dt — [, h(t)dt) p.p. sur ] —1,0],
LSO, h(t)dt — [, h(t)dt) p.p. sur ]1,0].

Corrigé 120 (Projection orthogonale dans L?)
On pose L? = LZ(R,B(R),\) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pour «, 3 € R donnés,
a<pB,C={fel*a< f<Bpp}

1. Montrer que C est vide si et seulement si a8 > 0.

corrigé

e Si af > 0 (c’est-a-dire a et B non nuls et de méme signe), on a alors pour tout f € C,
f >~ =min(|al,|3]) > 0 p.p.. Done, [ f2dA > v?A(R) = oo, en contradiction avec f € L.
On a donc C = 0.

e On suppose maintenant a8 < 0. On a alors a < 0 < B et donc 0 € C. Ce qui prouve que
C # 0.

2. On suppose maintenant que a3 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2.
Soit f € L2, montrer que P f(z) = max{min{f(x), 8}, a} pour presque tout z € R. (Pcf désigne
la projection de f sur C.)

corrigé

414



(a) On sait déja que C # 0. On montre maintenant que C est convexe. Soient f,g € C et t € [0, 1].
Onatf+(1—1t)g e L? car L? est un e.v.. Puis, du fait que a < f < S p.p. et a < g <
p.p., on déduit immédiatement que o < tf + (1 —t)g < 8 p.p.. Donc, tf + (1 —t)g € C.

Pour montrer que C est fermée, soient (f,)neny C C et f € L% t.q. f, — f dans L?, quand
n — 0o. On peut montrer que a < f < 8 p.p. comme dans le corrigé 117 (question 2) ou
(pour changer de méthode...) de la maniére suivante :

D’apres le théoréme 6.2 (réciproque partielle de la convergence dominée), il existe une sous
suite de la suite (fn)nen convergeant p.p. vers f, c’est-a-dire il existe ¢ : N — N t.q.
@(n) — oo quand n — 00 et fu(n) — f p.p. quand n — co. Comme a < f, () < B p.p., on en
déduit a < f < B p.p., et donc que f € C. ce qui prouve que C est fermée.

(b) On montre maintenant que Pef = max{min{f, 5}, a}.

On confond comme d’habitude f avec 'un de ses représentants, et on définit g par

g = max{min{f, 8}, a} = al{sca} + flia<s<py + Blis>p}-

g est donc une fonction mesurable de R dans R. Puis, comme |g| < |f| p.p., on a bien g € £?
(et donc g € L? avec la confusion habituelle). Enfin, il est immédiat que a < g < 8 p.p..
Dong, g € C.

Pour montrer que g = P¢ f, on utilise la premiére caractérisation de la projection (proposition
6.15). Soit h € C, on a :

(f—g/g—h)s = / (f—g)(g—h)dA = / (F—)(a—h)1jcaydrt / (F=B)(B—h) 1o pydA > 0,

car « < h < B p.p.. On en déduit que g = Pcf.

Corrigé 121
Soit (E,T,m) un espace mesuré et LP = LE(E, T, m).

1. On suppose ici qu’ il existe A et B € T t.qc ANB =0, et 0 < m(B) < 400, 0 < m(4) <
+00. Montrer que LP est un Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser Iidentité du
parallélogramme avec des fonctions de L bien choisies.]

corrigé

On sait déja que L? est un espace de Hilbert.

On suppose maintenant que p # 2 (et p € [1,00]) et on va montrer que LP n’est pas un espace
de Hilbert. Pour cela , On pose f = 14 et ¢ = 1. On a bien f,g € LP. On va montrer que
I'identité du parallelogramme n’est pas vérifiée pour ces deux fonctions. On distingue les cas p < oo
et p = oo.

Premier cas : p < co. On pose a = m(A) et b = m(B) (noter que a,b €]0,00[). On a :

1 2 2 2
SIS +alZ+ 1 —gll2) = (a+0)7, [IF17+ gl = ar +b>.
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On en déduit S(1f + g2+ 1f = gl2) — 1712 + g3 = (a + D) (1~ ha(t)) avec a = 2 et ha(t) =
t 4 (L= 1), t = % €]0,1].

Un étude de la fonction h, montre que :
e Sia€l]0,1], on a hy(t) > 1 pour tout ¢ €]0, 1],
e Si a €]1,00[, on a hy(t) < 1 pour tout ¢ €]0, 1[.

L’identité du parallelogramme n’est donc pas vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que
la norme de LP n’est pas induite pas un produit scalaire.

Deuxiéme cas : p = co. Dans ce cas, on a :
1 2 2 2 2
SUf gl +1f = gllz) =1 A1 + Mgl = 2-

On en déduit 5(|[f +gl2 +1f —gll2) — I £1I2 + llgll2 = —1 # 0. L’identité du parallelogramme n’est
donc pas vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de LP n’est pas induite pas
un produit scalaire.

2. Montrer que pour m = dp (mesure de Dirac en 0), L{ (R, B(R), m) est un Hilbert pour tout p €
[1, +00].

corrigé
Soit f € LE(R,B(R),m). On a | f|l, = |f(0)| (noter que tous les représentants de f ont la méme
valeur en 0 car m({0}) > 0).

Il est facile de voir que la norme de LP est induite pas un produit scalaire, notée (-/-), ce produit
scalaire est défini par :

(f/9) = f(0)g(0), pour f,g € LP.

L’espace LP est donc un espace de Hilbert.

Corrigé 122 (Espace [?)
On note m la mesure du dénombrement sur P(N), c’est-a-dire m(A) = card(A) si A est fini et m(A) = oo
si A n’est pas fini.

On note (? = L3(N, P(N), m).

1. Montrer que chaque élément de [? ne contient qu’un seul élément de Pespace E%(N, P(N),m).

corrigé
(Noter d’abord que m est bien une mesure sur P(N).)
Soient f,g € £* = L3(N,P(N),m) t.q. f = g p.p.. Pour tout n € N, on a f(n) = g(n) car

m({n}) =1 > 0. On en déduit que f = g. Ceci montre bien que chaque élément de [? ne contient
qu’un seul élément de l'espace £2.
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2. Montrer que 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur {2 donne :
(D anba)® < 3@z} b
neN neN neN

pour toutes suites (an)nen, (bn)nen C Ry t.q. Y2 oy a2 < oo et Y neN b2 < c0.

corrigé
Soient (an )nen, (bn)nen C Ry t.q. ZneN 2 < ooet ZneN 2 < oo (on peut aussi prendre a,, b, € R
au lieu de R).

On définit f,g : N — R par f(n) = ay, et g(n) = b, pour n € N. Les fonctions f et g sont
mesurables (toute fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur N est P(N)) et on a

bien f,g € L2 car :
/dem Z a, < oo et /dem = Z b2 < oco. (12.102)

neN neN

En effet, pour montrer (12.102), il suffit, par exemple, de remarquer que f? =Y _arli,y (et g°
ZnEN g%l{n}) et d’utiliser le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollalre
4.1).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors que fg € L (N, P(N), m), c’est-a-dire :
Z |anbn| < 0o,
neN

et que (f/g)2 < [[fll2/lgll2- On en déduit :

(Z anbn)? < Z a? Z b2.

neN neN neN
: . N* * hiiaet p(n) _
3. Soit ¢ : N* — N*, bijective. Montrer que ZneN* T = 0. [On pourra commencer par montrer

que Z;Lzl ﬁ < 22:1 % pour tout n € N* puis utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.]

corrigé
Soit n € N*. On peut ordonner I'ensemble des ¢(p), p € {1,...,n}, selon ordre croissant, c’est-

a-dire : {p(p), p € {1,...,n}} = {p1,...,pn} avec p; < pi41 pour tout ¢ € {1,...,n — 1} (on
utilise ici l'injectivité de ). Comme ¢ prend ses valeurs dans N*, on a p; > 1. On en déduit (par

récurrence finie sur ¢) que p; > i, pour tout i € {1,...,n}, et donc :
n n n
1 1 1
Yo => <> - (12.103)
=elp) Hp T

_ Vel

On utilise maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz de la question précédente avec a, = ,

p
b :# :1’,__’ t :b :0 > , bt t
P mpourp n et ap = 0p pour p > m, on obtien
n 127 n 2< n o(p) n 1
DO SRR ot h p
p:1p p=1 p=1 p p:190
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En utilisant (12.103), on en déduit :

et donc limpen o), W}Sf) > limpen Y.,y 5 = 00

(Noter que cette démonstration reste vraie lorsque ¢ est seulement injective.)

Corrigé 123 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec [?)

Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable. Soit {e,, n € N} une base hilbertienne
de H (une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pour u € H, on définit a, € I2 (I? est défini & I'exercice 6.32) par a,(n) = (u/e,)w, pour tout n € N.
(On montrera tout d’abord que a,, est bien un élément de l2.)

Montrer que l'application A : u ~ a, (est linéaire et) est une isométrie de H dans 2, c’est-a-dire que
lawlliz = ||ullg pour tout u € H.

Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € 12, il existe u € H t.q. a = a,,).

corrigé
La fonction a, est mesurable de N dans R (toute fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie
sur N est P(N)). En notant m la mesure du dénombrement sur P(N) (voir 'exercice 6.32, corrigé 122),
ona [aldm =Y y(u/en)?. L'égalité de Bessel (voir la proposition 6.18) donne alors que a, € I* et
lawle = [l

Il est immédiat de voir que I'application A : u — a,, est linéaire, application A est donc une isométrie
de H dans [? (ceci donne, en particulier, que A est injective). Il reste & montrer que A est surjective.

Soit a € [*. On note a, = a(n) pour n € N, de sorte que (an)neny C Ret Y aZ < oo. Pour n €N,
on pose f, = Z;Lzlapep. La suite (f,)nen est de Cauchy dans H car, pour m > n, ||fm — full% =
S o1 0p <2 an — 0 quand n — oo. Tl existe donc u € H t.q. fn — u, dans H, quand n — oo.
Le troisieme item de la proposition 6.18 page 156 donne alors que a = a,. Ceci montre bien que A est

surjective.

12.6.3 Théoreme de Radon-Nikodym et Dualité dans les espaces L”

Corrigé 124 (Fonctions absolument continues)
Soit —oo < a < b < 400. On admet les 2 résultats suivant :

e Toute fonction monotone définie sur [a, b], & valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de

la, b[.

e Soit f € Ly (Ja,b[, B(Ja,b[),\). Pour = € [a,b], on pose F(z) = [ fl},4d\. La fonction F' est alors
dérivable en presque tout point de Ja,b[ et on a F' = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et & valeurs dans
R.
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(a) Montrer que f’ € Lk (Ja,b[, B(Ja,b[), \) et que
[ Ftiaidr < £0) - f@),

[On pourra poser f(z) = f(b) pour x > b, considérer f,(z) = n(f(z+1)— f(z)) et remarquer
que fn, — f’ p.p. sur |a,b[.]

corrigé
On remarque tout d’abord que f est mesurable (de ]a, b[, muni de la tribu borélienne, dans R,

muni de la tribu borélienne) car 'image réciproque par f d’un intervalle de R est un intervalle
de ]a, b]). Comme |f| est bornée (par max(|f(b)|,]f(a)|)), on a aussi f € L(]a, b], B(Ja, b]), \).

On pose f(xz) = f(b) pour z > b (de sorte que f est maintenant monotone croissante, et
donc mesurable, de Ja,oo0[ dans R), et on définit pour n € N* la fonction f, par fn(z) =
n(f(z++)— f(z)) pour x €]a,b. Pour n € N, la fonction f, est donc mesurable (de ]a, b[ dans
R) positive et (en notant que f € L} (Ja,b[, B(Ja,b]),\) et f(- + %) € L} (Ja,b[, B(Ja,b]),\)) on
a:

fadh=f0)=n [ x< F0) - f(@) (12.104)
la,b[ ]a,a-&—%[

Comme f est dérivable p.p., on a f,, — f' p.p. sur |a, b[, c’est-a-dire qu'il existe A € B(]a, b])
t.q. A(Ja,b[\A) = 0 et f,(z) — f'(z) pour tout z € A. On pose g(z) = f'(z) siz € A et
g(x) = 0 sinon. Le lemme de Fatou appliqué & la suite f,, donne (par (12.104)) que g est
mesurable positive (de ]a, b[ dans Ry) et

/ gdA < f(B) — f(a).
Ja,b[

On a donc f" € Li(]a,b], B(Ja,b]), A) (au sens ot Pon confond f’ et la classe de g car f' =g
p-p.) et

/ AN < F(b) — f(a).
Ja,b[

(b) Donner un exemple pour lequel I'inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux
pourront chercher un exemple pour lequel f est continue...)
corrigé

Un exemple facile est obtenu en prenant f(z) = 0si x € [a, “E2] et f(z) = 1 si z €]%E2,b]. On
a alors f' =0 p.p. et f(b) — f(a) = 1.

On peut obtenir un exemple avec f continue en construisant f a partir de I'ensemble de
Cantor (f est prise constante sur chacun des intervalles ouverts formant le complémentaire de
lensemble de Cantor, on a ainsi f' = 0 p.p.).

2. (Fonctions absolument continues.)

Une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout € > 0 il
existe & > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles deux & deux disjoints (Jay, bx[)1<k<n dont
la somme des longueurs est inférieure & 6, ona > ,_, | f(be) — far)| < e.
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(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.
corrigé

11 suffit de prendre n = 1, on remarque alors que :

a<ay <b <b, by —ay <= [f(b1) — flar)] <e.

Ce qui donne 'uniforme continuité de f.

(b) Montrer que I’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.
corrigé

Soit f,g deux fonction absolument continues. Soit € > 0, il existe §; > 0 [resp. d2 >
0] t.q. pour toute famille finie d’intervalles deux & deux disjoints (Jag,br[)1<k<n dont la
somme des longueurs est inférieure & 01 [resp. 8], on a > ;_, |f(bx) — f(ax)| < € [resp.
Y iy 19(br) — g(ak)| < €]. On en déduit que pour toute famille finie d’intervalles deux & deux
disjoints (Jag, bx[)1<k<n dont la somme des longueurs est inférieure & § = min(dy, d2) > 0, on
ad oy |(f+9)(bk) — (f + 9)(ar)| < 2e. Ce qui prouve que f + g est absolument continue.

11 est facile de voir que a.f est absolument continue si f est absolument continue et o € R.

L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme donc un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a,b] (et &
valeurs dans R) est dite ¢ wvariation bornée §’il existe C' t.q. pour toute subdivision du segment
[a,b], a = 29 < ¥1 < ... < @y = b, on ait > ,_, |f(zx) — f(zk—1)| < C. Pour une fonction f a
variation bornée, on peut définir, pour a < z < b, V.*[f] par :

VI = sup{d_ |f(xn) = flan—1)|, a =29 <21 < . <@y =17, n € N},
k=1

On pose aussi V*[f] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est & variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction z — V[ f]
est absolument continue sur [a,b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie
sur [a,b]) est la différence de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et
est donc dérivable en presque tout point de ]a, b]).

corrigé

La question 3 est admise.

4. Soit f e Lg(Ja,b[,B(]Ja,b]),\). Pour x € [a,b], on pose F(x) = [ fljo.d\. Montrer que F
absolument continue.

corrigé

Cette question est une conséquence de la proposition 4.9 du cours. Soit € > 0, il existe § > 0 t.q.

(A € B(la,b]), MA) < §) = /A fldA < e.
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Si (Jag, be[)1<k<n est une famille finie d’intervalles deux & deux disjoints dont la somme des longueurs
est inférieure & &, on pose A = Up_;Jag, br[. Ona M(A) = 31—, (bp —ax) <6 et donc [, |fldX <e.
On en déduit le résultat désiré car :

;|F(bk)_F(ak)|=;|/] i [fdAy <;/]akﬂbk[|f|d>\=/fl|f|d)\<s.

Ak 0k

. Soit F' une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette
fonction sur R en posant F(z) = F(a) si ¢ < a et F(x) = F(b) si © > b. Une version étendue du
théoréme de Carathéodory (cette version étendue est donnée par le théoreme de Lebesgue-Stieltjes,
théoreme 2.5, pour ce résultat il suffit de F' continue croissante) donne lexistence d’une (et une
seule) mesure mp sur B(R) t.q. mp(]a, B]) = F(B) — F(«) pour tout o, 3 € R, a < 3.

(a) Montrer que mp est absolument continue par rapport & A. [Utiliser la régularité de A et
labsolue continuité de F'.]

corrigé
Soit A € B(R) t.q. A(A) = 0. On veut montrer que mp(A) = 0 (ceci donnera bien que mp est
absolument continue par rapport a \).

Soit € > 0. Comme F est absolument continue sur [a, b], il existe § > 0 t.q. pour toute famille
finie d’intervalles (de [a, b]) deux & deux disjoints (Jak, bk[)1<k<n dont la somme des longueurs
est inférieure 4 0, ona Y ,_, |F(bx) — F(ax)| < e. Comme F est constante et égale & F(a) sur
] — o0, a] et constante et égale & F'(b) sur [b, +00, cette propriété est aussi vrai si les intervalles
sont des intervalles de R non nécessairement inclus dans [a, b].

Par la régularité de ), il existe un ouvert O D A t.q. A(O) < §. Cet ouvert O peut s’écrire
comme une réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, O =
U 4 Jak, bi[ (avec éventuellement ay = by, pour certaines valeurs de k). Pout tout n € N*, on
ay (b —ar) <3 oo (b — ax) = MO) <6 et donc :

n

mp(Up_yJag, bil) = Y (F(b) — Flax)) <e.
k=1

En faisant tendre n vers l'infini, la continuité croissante de mp donne :

mp(0) = lim mp(Ui_q]ak, bk]) < ¢,

n—oo

et donc mp(A) < e (car A C O). Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on en déduit bien

(b) Montrer qu’il existe g € Ly (R, B(R), ) t.q. F(3) — F(a) = [ glja,gdA, pour tout o, § € R,
a < . Montrer que g = F' p.p. sur |a, b].
corrigé

Comme mp est absolument continue par rapport & A, le théoréeme de Radon-Nikodym (théore-
me 6.10) donne l'existence de g € M4 (R, B(R)) t.q. mr = gA. On a donc, pour tout «, 3 € R,
avec o < 3

F(B) — F(a) = mp(Ja, 8]) = / 9L A
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En faisant tendre a vers —oco et 3 vers 400, on en déduit [ gd\ = F(b)—F(a) < oo et donc g €
L' (R, B(R),d)\) (au sens de la confusion habituelle, c’est-a-dire “il existe h € L*(R, B(R), d))
t.q. g = h p.p.”).

Pour tout = € [a,b], on a F(z) = F(a) + [ glja,d\. Le deuxiéme résultat admis donné au
début de I’énoncé donne donc que F est dérivable p.p. sur ]a,b] et F/ = g p.p. sur |a, b].

6. Soit F' une fonction absolument continue de [a,b] dans R. Montrer que F' est dérivable en presque
tout point de Ja, b[, que F’ € Lk (Ja,b[, B(Ja,b[), \) et que pour tout z € [a,b] on a

F(z) — F(a) = / F'1j 0 A

corrigé
D’apres la question 3-(b), la fonction F est la différence de deux fonctions absolument continues
monotones croissantes, notées Fy et Fy. On peut alors appliquer la question 5-(b) & Fy et Fy, elle
donne que Fy et I, sont dérivables p.p. sur |a,b[, que F{, F} € L}(Ja,b[, B(Ja,b[),\) et que, pour
tout x € [a,b] :

Fl(.’lj) - Fl(a) = /F{l]a’w[d)\, Fg(x) - Fg(a) = /Fél]a7x[d)\

Comme F = F} — Fy, on en déduit que F est dérivable p.p. sur ]a, b, que F’ € L} (Ja,b[, B(]a,b]), \)
et que, pour tout x € [a,b] :

F(l‘) — F(a) = /F’l]a,w[d)\.

Corrigé 125 (Dualité L'-L>° par le théoréme de Radon-Nikodym)
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et T € (LL(E,T,m))’. On suppose que T est positive, c’est a dire
que, pour f € Lg(E,T,m), f >0 p.p. implique T(f) > 0.

1. Pour A € T, on pose j(A) = T(14). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie
sur 1.

Attention, il y a toujours cette confusion malheureuse de notations, la méme lettre T désigne la
tribu sur E et un elément de (LL(E,T,m))’.

On note L™ = Ly (E,T,m) et L™ = L{(E,T,m) (pour r =1 et r = 00).

corrigé
Soit A € T (tribu sur E), comme m est une mesure finie, on a 14 € £! (et donc 14 € L' en
confondant un élément de £ avec sa classe dans L'). On peut définir pu(A) par T(14).
Pour montrer que x est une mesure sur 7', on remarque tout d’abord que u(@) = T'(1y) = T(0) = 0.
Puis, soit (Ap)nen C T t.q. AyNA, =0sin#m. On pose A = UpenA,. En utilisant le théoréme

de convergence dominée, on remarque que Zy]:[:() 1a, — 14 dans L' quand N — oo (en effet, on
a bien une convergence p.p. et une domination par 1g qui est intégrable). Comme T € (L')’, on
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a donc Z,JLO T(1a,) = T(XN 14,) — T(14) quand N — oco. Avec la définition de p, on en

n=0
déduit :
N

Z,u(An) — p(A) quand N — oo.

n=0

Ce qui montre bien que p est une mesure sur 7.

Pour montrer que p est finie, il suffit de remarquer que u(E) = T(1g) € R (noter que 15 € £1).

. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € My t.q. T(14) = [ gladm
pour tout A € T.

corrigé

Soit A € T t.q. m(A) =0. On a donc 14 = 0 p.p.. On en déduit que pu(A) = T(14) = 0 (la
fonction 14 est un élément de la classe de 0 dans LP).

La mesure g est donc absolument continue par rapport a la mesure m. On peut appliquer le
théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.10), il donne l'existence de g € M t.q. :

T(1a) =p(A) = /glAdm pour tout A € T. (12.105)

. Montrer que g € L (E,T,m) (plus précisément, il existe h € LF(E,T,m) t.q. h = g p.p.). [On
pourra montrer que ||g|lco < [|7']|(z1) en choissisant bien A dans la formule trouvée a la question
précédente. |

corrigé

On prend A = {g > ||T|(r1y }. Sim(A) > 0, on a, avec (12.105), en remarquant que |[14||; = m(A):

1Tl zaymi(A) < /glAdm = T(14) < |T ]l (zrym(A),

ce qui est impossible. On a donc m(A) = 0, ce qui prouve que g = h p.p. avec h définie par h = g
sur A° et h =0 sur A. Comme h € £L*, on a donc g € L*° (au sens “il existe h € L (E,T,m) t.q.
h=gp.p.”).

On a aussi montré que [|gllco = [|hlloc < Ty

. Montrer que T(f) = [ gfdm pour tout f € Ly(E,T,m).

corrigé

Gréace & (12.105), on a, pour tout f =14 avec A€ T :

T(f) = /gfdm- (12.106)

Par linéarité de T (sur L') et par linéarité de I'intégrale, on en déduit que (12.106) est encore vraie
si f € & N L' (on confond encore f et sa classe).
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Puis, si f € M NLY, il existe (f)nen € €4 t.q. fu T f quand n — co. Comme f € Ll et gf € L1,
le théoréme de convergence dominée donne f, — f dans L' et gf, — gf dans L' quand n — oo
(noter que (fn)nen est dominée par f et (gfn)nen est dominée par gf). En écrivant (12.106) avec
[ = fn et en faisant n — oo, on en déduit (12.106). L’égalité (12.106) est donc vraie pour tout
femincl

Soit enfin f € L' (on confond f avec I'un de ses représentants). On écrit alors (12.106) pour
f=fremMinLlet f=f" € M,NL. En faisant la différence on en déduit (12.106).

L’égalité (12.106) est donc vraie pour tout f € L'.

Corrigé 126 (Une démonstration de la dualité LP — L7 pour p < 2)

Soit (F,T,m) un espace mesuré o—fini et 1 < p < 2. On pose ¢ = p/(p — 1) et on note L" 'espace
LL(E,T,m) (pour r =p, r =g et r = 2). Soit T € (LP)". (Attention aux notations maladroites car T
représente a la fois la tribu sur F et la forme linéaire continue sur LP..., cette confusion de notations
sera corrigée dans une prochaine version !)

1. On considére d’abord le cas ot m(FE) < +oo.

(a)

(¢)

Montrer que L2 C L et que I'injection canonique de L? dans LP est continue.

corrigé
Cette question est faite dans la proposition 6.8 page 140. En particulier, I'inégalité (6.12) donne
Il fll, < C|lf|l2 pour tout f € L? avec C ne dépendant que de p et m(E). En fait, si m(E) > 0,

le plus petit C possible dans cette inégalité est C = (m(E))%_% (voir la remarque 6.6).

Montrer qu’il existe g € L? t.q. T(f) = [ fgdm pour tout f € L.

corrigé
On appelle S la restriction de T a L?. La question précédente montre que S est bien défini est
que S € (L?)'. Comme L? est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz
(théoreme 6.8) donne l'existence (et 'unicité) de g € L? t.q. S(f) = (f/g)2 = [ fgdm pour
tout f € L?2. Comme S =T sur L2, on a donc bien :

T(f) = /fgdm pour tout f € L?. (12.107)

Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient & L7 [distinguer les cas
p > 1et p=1. Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f,, = |g\(q*2)gl{‘g‘§n}.
Dans le cas p = 1, prendre f = sgn(g)la ot A = {[g| > || T||(Lry }]

corrigé
Dans toute la suite, on posera aussi L” = LE(E,T,m) (pour r =p, r =q et r = 2).
Cas p > 1. Dans ce cas, on a 2 < ¢ < co. On confond, comme d’habitude, g avec 'un de ses

représentants, de sorte que g € £2. On pose alors f, = |g\(‘1*2)gl{‘g‘§n}. La fonction f, est
mesurable (comme produit de fonctions mesurables et bornée, on a donc f,, € £L>° C £2 C LP.
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On peut donc prendre f = f,, dans (12.107), on obtient [ f,gdm = T(f,) et donc, en notant
Bn ={lgl <n}:

/B lgl%dm = T(f) < | Tll oyl full-

Comme || f,|[b = [, lg[Pla—Vdm = [ lgl%dm, on en déduit :

(/ lg|%dm)as < ||T|(Lry- (12.108)

n

On remarque maintenant que |g|?1p, 1 |g|? quand n — co. On peut donc appliquer le théoréme
de convergence monotone & la suite (|g|1p, )nen, I'inégalité (12.108) donne alors :

1
([ lgltam)s <17 woy-

On a donc g € L9 (et g € L? en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L?) et
lgllg < N7 (Ley -

Cas p = 1. Dans ce cas, on a ¢ = co. On confond aussi g avec I'un de ses représentants, de
sorte que g € £2. On pose maintenant A = {|g| > ||T||z1)} et f = sgn(g)1a. La fonction f
est donc étagée et on a f € L>® C L2 C LL.

On obtient alors, avec (12.107) :
[ taldm = [ fadm =7(1) < ITleny £l = [T aay (m( ). (12109

Or, si m(A) > 0, on a (par la définition de A), [, [gldm > [Ty m(A), en contradiction
avec (12.109). On a donc m(A) = 0, ce qui donne g € L (et g € L* en confondant g avec sa
classe d’équivalence dans L™°) et [|gllcc < [|T'][(z1)-

Si f € LP, montrer que f, = flyf<n} € L?. En déduire que il existe g € L9 t.q. T(f) =
J fgdm, pour tout f € LP.

corrigé
La fonction g recherchée est, bien sir, celle trouvée dans les questions précédentes.

Soit f € LP. On confond f avec 'un de ses représentants, de sorte que f € LP. Pour n € N,
on pose f, = fl{<n). La fonction f, est donc mesurable (comme produit de fonctions
mesurables) et bornée, donc f,, € £ C £2. On peut donc prendre f = f,, dans (12.107), on
obtient :

T(fn) = /fngdm pour tout n € N. (12.110)

Le théoréme de convergence dominée dans LP (théoréme 6.1) donne que f,, — f dans LP
quand n — oo (la suite (fn)nen converge bien p.p. vers f et est dominée par |f| € LP).
Comme T € (L?)’, on a donc T(f,) — T(f) quand n — co. D’autre part, comme g € L%, on a
J fngdm — [ fgdm quand n — oo (en effet, I'inégalité de Holder donne | [ f,gdm— [ fgdm| <
Ilfn = fllpllgllg)- On déduit donc de (12.110), quand n — oo, que T'(f) = [ fgdm.
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2. On considére maintenant le cas o m(E) = +o0o. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = UpenAn,
avec An C A,y et m(A,) < +oo. Onnote T, = {A € T, A C A}, my = my,, et L'(m,) =
Ly (A, T, my,) (r=pouq).

(a)

Soit n € N. Pour f € LP(my,), on pose T,,(f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f =0 p.p.
sur (Ay)¢. Montrer que T,, € (LP(m,,))" et quil existe g, € LI(m,,) t.q. :

T.(f) = /fgndmn, Vf e LP(my,).

corrigé
On a déja vu que T, est une tribu sur A, (tribu trace) et que m, est une mesure sur T,
(mesure trace, voir I'exercice 2.16 par exemple).

Attention ici aussi a la confusion de notations entre T, tribu et T, forme linéaire sur LP(my,).

La définition de T), est cohérente car, si f € LP (my,), on confond f avec I'un de ses représentants
et la fonction f est alors p.p. égale & f prolongée par 0 hors de A, qui est bien un élément

de £P. On a donc f € LP (avec la confusion habituelle) et T'(f) est bien défini (il ne dépend
du représentant choisi dans la classe de f).

On remarque aussi que T), est linéaire et que, pour f € LP(m,,),

T (N = TN NT N ezry 1o = 1T oy 1 | o gn)-

Donc, T;, € (LP(mn))" et | Tl (zrmn)y < ITllzry . Comme my,(A,) = m(A,) < oo, on peut
alors utiliser la premieére partie, elle donne qu’il existe g, € L%(m,,) t.q. :

To(f) = /fgndmn, Vf € LP(my,).
La premiere partie donne aussi :

||gnHLq(mn) < HTnH(LP(mn))’ < HT”(LP(m))’- (12-111)

On utilise (gn)nen dans les questions suivantes.

Montrer que si m > n, g, = gm p.p. sur A,.

corrigé
Soit f € LP = LE(E,T,m) t.q. f=0p.p. sur AS. On note f, la restriction de f a A, et f,,
la restriction de f & A,,. En confondant, comme d’habitude, un élément de LP avec I'un de
ses représentants, on a f, € LP?(my,), fm € LP(my,) et Tp,(fn) = T (fm) = T(f). Donc,

/fngndmn :/fmgmdmm-

Comme f, = f,, = f sur A, et que m,, est aussi la restriction de m,, sur A,, on a donc :

/fn(gn - gm)dmn =0.
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En prenant f = sign(gn —9gm)1{g, £g..} Sur A, et f = 0 sur A5, (on a ici choisi des représentants
pour g, et g,), on en déduit g, = g, My-p.p. sur A4,, c’est-a-dire g, = g, p.p. sur A,, car
m, est la restriction de m sur A,, (p.p. est alors pris au sens m-p.p.).

(¢) On définit g : F — R par g = g, sur A,.

i

ii.

Corrigé 127
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fu)nen C L2 = L2(E,T,m) et f € L? t.q. la suite (f,)nen tende
faiblement vers f dans L?, c’est-a-dire : [ f,iodm — [ fedm pour toute fonction ¢ € L2.

Montrer que g € LY(E). (Distinguer les cas g < +00 et ¢ = +00.)

corrigé
Plus précisément, on peut choisir, pour tout n € N un représentant de g, de maniere a
avoir g, = g, sur tout A, pour m > n. On peut alors définir ¢ : E — R par g = g, sur
A,,. La fonction g est mesurable de E dans R (car g, est mesurable de A,, dans R).

Cas p > 1. (c’est-a-dire ¢ < 00). Dans ce cas, on remarque que h, T |g| quand n — oo
avec h, défini par h, = |gn| sur A, et h, = 0 sur AS. Le théoréme de convergence
monotone donne alors :

/|g\qdm: lim /h%dm: lim /|gn|qdmn.

Comme [ |g,|9dm,, < ||T||‘(1Lp), (d’apres 12.111), on en déduit que g € L7 (et |lglly <
ITl(zry). Donc, g € L? (en confondant g avec sa classe).

Cas p = 1. (c’est-a-dire ¢ = o0). Dans ce cas, on a, par (12.111), [|gn|lzc(m,) < [|T][(z1)
pour tout n € N. On en déduit que ||g|loc < | T||(z1y (car {g > [|T|[(z1y} = Unen{ign >

IT|l(z1y }). Donc, g € L (en confondant g avec sa classe).

Montrer que T'(f) = [ fgdm, pour tout f € LP.

corrigé
Soit f € LP, on pose f, = flu, . D’apres théoreme de convergence dominé dans LP
(théoréme 6.1), on a f, — f dans LP quand n — co. Donc :

T(fn) — T(f) quand n — co. (12.112)

Or, T(fn) = Tn(hyn), ot h, est la restriction de f,, & A,,. On remarque alors que

Tn(hn) = /gnhndmn = /g.fndm

Comme g € L4, l'inégalité de Holder donne que [ gf,dm. — [ gfdm quand n — co (car
[ afudm. — [ gfdm| < gllglfu — Fllp — 0 quand n — o0).

On a donc T'(fn) = Ty, (hn) — [ gfdm quand n — oo, ce qui, avec (12.112) donne T'(f) =
| fgdm.

12.6.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi. ..

427



1. Montrer que || f||2 < liminf, 4o || fn]l2-

corrigé

Comme f, — f faiblement vers f dans L? (quand n — o) et que f € L?, on a:

/fnfdm - /f2dm — |1 quand n — co.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne [ f,fdm < ||full2]|f]|2. On en déduit, en faisant tendre n
vers l'infini :

113 = Jim [ fofam = timint [ fofdm < timint 14,2172 = 7] anint 17

n—o0

et donc || fl2 < liminf,—co || fnll2-

2. On suppose de plus que || fr|l2 — || f]|2 lorsque n — 400. Montrer que la suite (f,,)nen tend vers f

dans L2.

corrigé
On remarque que || f — fII3 = (fu = [/ fo = P2 = [|fall3 + If13 = 2 [ fufdm. Ona || full3 — I f]13
et, comme f,, — f faiblement dans L?, on a aussi [ f,fdm — [ f2dm = ||f||3, quand n — co. On

en déduit donc que || f, — f|l2 — 0 quand n — oo.

Corrigé 128 (Convergence faible)
Soit (E,T,m) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < oo, on note L" lespace Li(E,T,m). Soit
1<p<ocetg=p/(p—1). Soit (fn)nen C LP et f € LP.

1. Montrer que f, — f faiblement dans LP quand n — oo (voir la dénition 6.17) si et seulement si

/fngdm—> /fgdm, Vg € L9, (12.113)

corrigé
Le cours (théoreme de dualité 6.9 page 163) donne que {pg4, g € L1} = (LP)’, avec ¢, défini par
0g(f) = [ fgdm (pour f € LP). Ceci donne bien le résultat demandé (c’est-a-dire : f, — f
faiblement dans LP si et seulement si q(fn) — @q(f) pour tout g € L?).

2. Montrer que ||f|l, < lminf, .o ||fnllp si fn — f faiblement dans LP, quand n — oo. [Utiliser

(6.48) avec un choix convenable de g.]

corrigé
Soient (fp)neny C LP et f € LP t.q. f, — f faiblement dans LP, quand n — oo. On confond f avec
I'un de ses représentant et on pose g = |f|P~!sign(f). La fonction est mesurable (comme produit
de fonctions mesurables). On a aussi g € L7 et, comme g(p — 1) = p, [|lg|l¢ = || f[|5. On en déduit,
par l'inégalité de Holder :

[ agdim < Ufallllgla = 15l [ 177am) 5,
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Quand n — oo, on obtient :

s = [ gadm = s [ fugin < vimint 11l [ 117dm) 5,

et donc ||f]l, < liminf, oo || fnllp-

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que:

m(E) < oo, fn— fp.p., 3C t.q. |fullp < C, ¥neN. (12.114)

3. On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a)

Soit N e Net g€ LY t.q. g =0 p.p. sur E avec Exy = Np>n{z € E; |fu(z) — f(x)] < 1}
Montrer que [ f,gdm — [ fgdm, quand n — occ.

corrigé
Pour définir E, on a, comme d’habitude, confondu les fonctions f, et f avec I'un de leurs
représentants.

On remarque que g(f, — f) — 0 p.p. et que, pour n > N, |g(fn — f)| < |g| p.p.. Comme

g € L9 C L' (car m(E) < o0), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il
donne que g(f, — f) — 0 dans L' et donc :

/gfndm — /gfdm7 quand n — oo.

Montrer que f, — f faiblement dans LP. [Pour g € LY, introduire gn = glg, .]

corrigé
Soit g € L? (on confond g avec 'un de ses représentants). On pose gy = glg, avec Ex =
Mp>n{z € E; | fn(z) — f(z)] < 1}. On a alors :

/fngdm—/fgdm: /fn(g—gzv)dm+/fngzvdm—/fgzvdm+/f(gN—g)dm~ (12.115)

Comme gy — g p-.p.- quand N — oo (car f, — f p.p. quand n — 0), et que |gn| < |g| p-D-
(pour tout N), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée dans L9 (théoréme 6.1)
car g € L? et ¢ < 0o (on a besoin ici de ’hypotheése p > 1). 1l donne :

gy — g dans L4, quand N — oo. (12.116)

Soit € > 0. En utilisant I'inégalité de Holder, ’hypothese || f, ||, < C et (12.116), on peut donc
choisir N t.q. :

| [ o = 9)dm| < ulbllgn gl < Clow — glla < (1217

pour tout n € N et :
[ #ax — g)am| < Iflllaw — gl < (12115
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Puis, N étant fixé, la question précédente nous donne que [ f,gndm — [ fgndm quand
n — oo. 1l existe donc n(e) t.q. :

n > n(e) = \/fngNdm— /ngdm\ <e. (12.119)
Avec (12.117), (12.118) et (12.119), on déduit alors de (12.115) :

n>n(e) = |/fngdm— /fgdm| < 3.

Ce qui prouve bien la convergence faible de f,, vers f dans LP.

(c) Donner un exemple avec (E,T,m) = (]0, 1], B(]0, 1[), ) pour lequel f, /4 f dans LP.

corrigé
On prend f,, = n%1]07;[. On a ||full, =1, fn = 0 p.p. et f, /4 0 dans LP (quand n — co).

4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que || f||; < liminf, o ||fn|l1. Donner un
exemple avec (E,T,m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A) pour lequel f,, 4 f faiblement dans L, quand n — oo.

corrigé
Le fait que ||f|l1 < liminf,, o ||fn|l1 est une conséquence immédiate du lemme de Fatou, lemme
4.6 (en choisisant des représentants pour f,, et f).

On peut prendre, comme exemple, f, =nljg 1. Ona f, = 0p.p., [|falli =1 et [ fapdm —1#0
si ¢ = 1jo,11 (donc f,, # 0 faiblement dans L', quand n — o).

5. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f,, — f dans L",
quand n — oo. [On pourra, par exemple, utiliser le théoreme de Vitali pour la suite (gn)nen avec

gn = fn = fI"]

corrigé
On pose g, = |fn — f|"- On a g, — 0 p.p. et, pour tout A € T, on obtient en utilisant I'inégalité
de Holder avec les fonctions g, et 14 et les exposants 2 et son conjugué :

/ gnclm = / o= I < / (o = FPdm) 7 (m(A)' 7 < ||~ Fll(m(4)" 5.
A A A
On en déduit, comme || f,|, < C :
[ udm < (€5 1, ()5,
d’ott Pon déduit que la suite (g, )nen est équiintégrable. Le théoréme de Vitali (théoreme 4.8, voir

aussi Pexercice 4.30) donne alors que g, — 0 dans L*, d’oli 'on conclut que f,, — f dans L", quand
n — oo.
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6. Pour cette question, on retire dans (6.49) hypothese m(E) < oo et on suppose que p > 1. Montrer
que f, — f faiblement dans LP.

corrigé
11 suffit ici de reprendre la méme démonstration qu’a la question 3 avec En remplacé par En =
ExnNAyn ot (Ap)nen C T est t.q. Upen4, = E, Apy1 D A, pour tout n € N et m(A4,,) < co pour
tout n € N.

7. Dans cette question, on conserve ’hypotheése (6.49) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer
que f appartient nécessairement a LP.

corrigé

Le fait que f € LP est une conséquence immédiate du lemme de Fatou (appliqué & la suite

(IfnlP)nen)-

8. On prend maintenant (E,T,m) = (]0, 1], B(]0, 1]), A) et on définit f,, pour n € N par f,, = 1 p.p.
sur |2k/n, (2k + 1)/n[ pour k € N, (2k+1)/n < 1 et f, = —1 p.p. sur |2k — 1/n,2k/n[ pour
k € N*, 2k/n < 1. Montrer que f,, — 0 faiblement dans L?, pour tout 1 < p < co. [On pourra, par
exemple, utiliser la densité de C([0, 1], R) dans L'.]

corrigé

On se limite a n pair (la démonstration pour n impair est similaire).

On prend d’abord ¢ € C([0,1],R). On a alors :

2k+1

i 1
/fnsod)\ _ ;) / (p(a) — pla + ))dr.

On en déduit :

1—1
n 1
| /fn,<pd)\| < / lp(x) — @z + ﬁ)\dx — 0 quand n — co. (12.120)
0

Soit maintenant ¢ € L. Soit ¢ > 0. 1l existe 1 € C([0,1],R) t.q. ||¢ — ¥|l1 <e. On a alors :

[ toear <1 [ paaxi+1 [ fuw e <| | fuabd| + e

Comme ¢ € C([0,1],R), on peut utiliser (12.120) (avec 1 au lieu de ¢). Il existe donc n(e) t.q.
|f01 fapdA| < € pour n > n(e), et donc :

n>n(e) = |/fn<pd)\\ < 2e,
ce qui donne bien [ f,od\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € L.
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On en déduit bien que f,, — 0 faiblement dans LP pour tout 1 < p < oo en utilisant la question 1
et le fait que L¢ C L' pour tout g > 1.

Corrigé 129 (Convergence faible et non linéarité)

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de 0, 1], par L? I'espace LE(]0,1[, B(]0,1]), A)
et par L? Pespace ££(]0,1[, B(]0,1]), \).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (up)nen C L* et u,v € L. On suppose que u, — u faiblement
dans L', quand n — oo, (c’est-a-dire que T'(u,) — T'(u) pour toute application T' linéaire continue
de L' dans R) et que u,, — v faiblement dans L'.

(a) Montrer que [(u—v)¢dA = 0, pour tout ¢ € L.

corrigé
Soit ¢ € L. On sait que lapplication w — [ we¢d) est une application 7" linéaire continue
de L' dans R (voir la section 6.3). On a donc, quand n — oo :

/un¢>d)\ — /ud)d/\ et /un(i)d)\ — /vgbd/\.

On en déduit bien que [ugd) = [vedA c’est-a-dire [(u —v)pdA = 0.

(b) Montrer que v = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans ’égalité précécente.]

corrigé
On choisit des représentants de u et v et on prend ¢ = sign(u — v)1{u # v}. La fonction ¢ est
mesurable (et méme étagée) et bornée, donc ¢ € L (ou ¢ € L> avec la confusion habituelle).
Ce choix de ¢ dans la question précédente donne alors |u — v||; = 0 et donc u = v p.p..

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v, )ney C L™ et v € L. On suppose qu'il
existe C' > 0 t.q. ||vp]leo < C pour tout n € N et que v, — v p.p., quand n — oo.

(a) Montrer que v, — v dans LP, quand n — oo, pour tout 1 < p < oo.

corrigé
Ceci est une conséquence immédiate du théoreme de convergence dominée dans LP (pour
1 < p < oo, théoreme 6.1). En effet, on a v, — v p.p., |[vy| < Cljg,1; p.p. (pour tout n € N)
et la fonction Cljg i appartient a LP.

(b) Donner un exemple pour lequel v, 4 v dans L.

corrigé
11 suffit de prendre v,, = Lo, 1 (plus précisément, v,, est 'élément de L donc Lo,y est l'un
des représentants) et v = 0. On a (vn)neny C L™, ||Un]lcoc = 1, pour tout n € N, v,, — 0 p.p.
et v, # 0 dans L*° (quand n — c0),
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(c) Soit (up)nen C L' et u € L. On suppose que ||uy]c < C pour tout n € N et que u, — u
faiblement dans L', quand n — co. Montrer que f UpVpd\ — f uvd\, quand n — oo. [Ecrire
Uy =0+ (v, —v).]

corrigé
On remarque que

/unvnd)\ = /unvd)\Jr/un(vn —v)d\. (12.121)

Comme u,, — u faiblement dans L', on a [ u,vd\ — [wuvd), quand n — co.

Le deuxitme terme de (12.121) tends vers 0 car | [ up (v, —0)dA| < |Jug||oo|lvn —v]1 < Cllvn —
vl — 0, quand n — oo, car on a montré précédemment que v,, — v dans L1.

On en déduit bien que [ u,v,d\ — [wuvd), quand n — co.

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R,R).

3. Soit u € L. Montrer que @ o u € L.

corrigé

e Comme ¢ € C(R,R), ¢ est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, R étant muni
de la tribu de Borel). On en déduit que ¢ o u est mesurable comme composée de fonctions
mesurables.

e On note M = max{|p(s)|, |s| < |lulc} On a M < oo (car ¢ est continue sur le compact
[—]|“]loo, [t]lco]) €t | ou| < M p.p. car |u| < ||ul]j p-p.- On en déduit que p ou € L et
e oullec <M.

4. Soit u € L™ et v,w € u. Montrer que {h € L®; h=ypovp.p.} ={h€L® h=powpp.}.

corrigé
On av = w p.p. et donc pov = p ow p.p., puisque, pour z €]0,1]. wu(z) = v(z) implique
p(u(z)) = p(v(x)).
Sih :]0,1[— R, on a donc :
h=poup.p. & h=povpp.,

ce qui donne bien {h € L>®; h=povpp.} ={h € L® h=ypowp.p.}.

Gréce aux 2 questions précédentes, pour v € L°, on pose, si v € u :

p(u) ={h € L>®; h = powv p.p.}, de sorte que p(u) € L>.

On se donne maintenant (uy,),en C L. On suppose qu'il existe C' > 0 t.q. ||up|lcc < C pour tout
n€Net quil existeu € L' et f : ]0,1[= R t.q. :
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o u, — u faiblement dans L', quand n — oo,

e o(u,) — f p.p., quand n — oo.
Le but de I'exercice est de comparer f et ¢(u).

. Montrer que | [ulad)| < CA(A) pour tout A € B(]0,1[). Montrer que u € L™ que ||ul/o < C.

corrigé
Soit A € B(]0,1]). De I'hypothese ||uy,|co < C, on déduit :

|/un1Ad/\| < Junllselllall < CAA). (12.122)

Comme u,, — u faiblement dans L' quand n — oo, on a [ u,1ad\ — [ulad\ quand n — co. On
déduit donc de (12.122), quand n — oo :

|/u1Ad)\\ < CA(A), (12.123)
On choisit alors un représentant de u et on prend dans (12.123), A = Ay = {u > C}. Si A(A4) > 0,

ona [ula, d\ > CA(Ay), en contradiction avec (12.123). Ce qui prouve que A(A;) = 0.

On prend ensuite A = A_ = {u < —C}. SiA(A_) > 0,0ona| [uls d\ = [(—u)la_dX > CAA_),
en contradiction avec (12.123). Ce qui prouve que A(A_) = 0.

On a donc A({|u] > C}) = AM(A4) + MA-) = 0. Ce qui donne u € L et |ju|le < C.

. On suppose, dans cette question, que @ est affine (c’est-a-dire qu’il existe a, 8 € R t.q. ¢(s) = as+0
pour tout s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

corrigé

On rappelle d’abord (voir la section 6.3) que si (wy)neny C L' et w € LY, la suite (wy,)nen tends
vers w faiblement dans L' (quand n — o) si et seulement [ w,¢d\ — [ we@dA pour tout ¢ € L.

Soit ¢ € L™=, on a [ @(u,)pdA = [(aun+06)¢d\ = o [ undpdA+3 [ ¢dX. Comme u,, — u faiblement
dans L', on en déduit que [ p(un)pdh — a [updX+ 3 [ ¢d\ = [ (u)¢d\ (quand n — oo). Ceci
montre que ¢(u,) — ¢(u) faiblement dans L' quand n — oc.

On utilse maintenant le fait que ¢(u,) — f p.p.. Ennotant M = max{|p(s)|, |s| < C},ona M < o
et [p(un)| < M p.p. (car |u,| < C p.p.) pour tout n € N. On peut donc appliquer le théoreme de
convergence dominée (car les fonctions constantes sont intégrables, sur (]0, 1[, B(]0,1[), A)). Tl donne
feLtet pluy) — f dans L' quand n — oco. On en déduit alors aussi que op(u,) — f faiblement

dans L' quand n — oo (il suffit de remarquer que | [ @(un)pdA— [ fodA| < [|o(un)— fll1]|¢llc — O,
quand n — oo, pour tout ¢ € L>).

Par la question 1 (unicité de la limite faible), on peut donc conclure que f = (u) p.p..
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7. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L™ t.q. u, — v p.p.
quand n — oo. En déduire que v = u et f = o(u) p.p..

corrigé
Pour chaque n € N, on choisit un représentant de u,,, encore noté u,. Comme |u,| < C p.p. (pour
tout n € N) et o(u,) — f p.p., il existe A € B(]0,1[) t.q. A(A) =0, |un(z)| < C, pour tout z € A°
et tout n € N, et ¢(un(z)) — f(z), quand n — oo, pour tout z € A°.

Soit z € A¢. La suite (uy(x))nen est incluse dans le compact [—C, C]. Soit a une valeur d’adhérence
de cette suite (c’est-a-dire la limite d’une sous suite convergente). Par continuité de ¢, ¢(a) est
alors une valeur d’adhérence de de la suite (¢(up,(2)))nen. Or, la suite (p(u,(z)))nen converge vers
f(z). Donc, p(a) = f(z). Comme ¢ est injective, ceci montre que la suite (un(z))nen n'a qu'une
seule valeur d’adhérence et donc qu’elle est convergente (on rappelle qu’une suite dans un compact,
qui n’a qu’une seule valeur d’adhérence, est convergente). On pose alors v(z) = limy,— 0o Un ().

On a ainsi défini v p.p. (car A(A) = 0), et on a u,, — v p.p.. On a aussi obtenu que ¢(v) = f p.p.
(car p(v(z)) = f(x) pour tout x € A°).

Comme |u,| < C p.p. (pour tout n), le théoréme de convergence dominée donne que u,, — v dans
L' (quand n — o0). On en déduit, comme & la question précédente, que u, — v faiblement dans
L'. La question 1 (unicité de la limite faible) donne alors u = v p.p..

Enfin, on a déja montré que ¢(v) = f p.p. et donc p(u) = f p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, que ¢ est croissante.

(a) Soit v € L. Montrer que [(f —¢(v))(u—wv)dX > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question

2 (c)]

corrigé
Soit v € L. Comme ¢ est croissante, on a (¢(un) — ©(v))(un —v) > 0 p.p. et donc
f(f(un) - f(“))(un —v)d\ > 0.
On remarque maintenant que :
o (o)~ 9(0) — (7 ~ (+) pp. (auand n — o0) et p(un) ~ o) ow < My + My (pour
tout n) avec My = max{|¢(s)|, |s| < C} et My = max{|p(s)|, |s| < |v]le} (pour tout n).
e (u, —v) — (u—wv) faiblement dans L' (quand n — 00) et |[uy, — v]|oc < C + [|V]|c0-

On peut utiliser la question 2 (c) et en déduire que [(p(un) — @(v))(un — v)dX — [(f —
©(v))(u —v)d\ quand n — oo et donc :

/(f —o())(u —v)d\ > 0.

(b) Soit w € L. Montrer que [(f — ¢(u))wdh < 0. [Utiliser la question précédente avec
v=u+ (1/n)w.]

corrigé
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La question précédente avec v = u + (1/n)w donne :
1
(f —pu+ —w))wdX < 0.
= n
quand n — co. On a aussi |p(u+2w)| < M

p.
< |lul|oo+||w]|oo }- Le théoréme de convergence
(u)) dans L, quand n — oo, et donc, comme

Comme ¢ est continue, on a p(u+Lw) — ¢(u) p.
p.p., pour tout n € N, avec M = max{|p(s)], |s|
dominée donne alors (f — p(u+ +tw)) — (f — ¢
we L™

/(f ~plut %w))wd)\ . /(f ~ o)) wdA.

On en déduit que [(f — ¢(u))wdX < 0.

(c) Montrer que f = ¢(u) p.p..

corrigé
On choisit des représentants de f et ¢(u) et on pose w = sign(f — p(u))1{sLo()}- La question
précédente donne alors, avec ce choix de w, ||f — ¢(u)||1 = 0 et donc f = @(u) p.p..

9. On définit u,, pour n € N, par u, = 1 p.p. sur |2k/2n, (2k + 1)/2n[ pour k € {0,...,n — 1}, et
up, = —1 p.p. sur |2k — 1/2n,2k/2n[ pour k € {1,...,n}.

(a) Montrer que [ u,¢dX\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € C([0,1],R).

corrigé
Cette question et la suivante ont déja faites dans le corrigé 128. On reprend la méme démon-
stration.

Soit ¢ € C([0,1],R). On a :

n—1 %4_%” 1
Juwonn=3" [ 7 6la) - oo+ 5
k=0"mn

On en déduit, grace a la continuité uniforme de ¢ :

17%n
| /un¢d/\| < / |p(z) — d(x + Zi)\dm — 0 quand n — oo. (12.124)
0 n

(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand n — oco. [On pourra, par exemple, utiliser la
densité de C([0,1],R) dans L!'.] Montrer que u,, # 0 dans L', quand n — oo.

corrigé

Soit ¢ € L'. Soit € > 0. Il existe ¢ € C([0,1],R) t.q. ||¢ — 9|1 <e. On a alors :
1
| [ <1 [uwnbir|+] [unts = 0)in < | [ unpar| +
0
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Comme ¢ € C(]0,1],R), on peut utiliser la question précédente. Il existe donc n(e) t.q.
| fol undA| < e pour n > n(e), et donc :

n > n(e) = \/ungzﬁd)\| < 2e.

Ceci donne que [ u,pd\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € L.

On en déduit bien que u,, — 0 faiblement dans L' car L> C L'.

D’autre part, u,, /4 0 dans L', quand n — oo, car ||u,|/; = 1 pour tout n € N.

(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) pour lequel ¢(u,) — f p.p. et f # (0) p.p.. (et
donc ¢ n’est pas croissante et n’est pas injective).

corrigé
1 suffit de prendre ¢(s) = s* pour tout s € R. On a alors ¢(u,) =1 p.p. pour tout n € N et
donc ¢(u,) — f p.p. avec f =1 p.p. alors que ¢(0) =0 p.p..

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) croissante pour lequel ¢(u,) — f p.p. (et donc
J = ¢(0) p.p., par la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

corrigé
11 suffit de prendre ¢(s) = 0 pour tout s € R. On a alors p(u,) = 0 p.p. pour tout n € N et
donc ¢(u,) — f p.p. avec f = ¢(0) =0 p.p..

Corrigé 130 (Convergence faible et convergence forte dans L')
Soit (X, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 00|, on note L? l'espace LL (X, T, m).
Soit (fn)nen C LY, f € L' et C € R. On suppose que

e f, — f faiblement dans L', quand n — oo (c’est-a-dire que [ f,gdm — [ fgdm pour tout g € L).
e Pour tout n € N, f,, > C p.p..
1. Montrer que f > C p.p..

2. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L' (c’est-a-dire lim,,—oo || fn — f|l1 = 0).

corrigé
En attente

Corrigé 131 (Convergence étroite de mesures)

Soit (my,)nen une suite de mesures finies sur B(R) (on rappelle que “m,, finie” signifie que “m,,(R) < o0”)
et m une mesure finie sur B(R). On rappelle que C,(R,R) C L&(R, B(R),m,,), pour tout n € N, et que
Co(R,R) C L&(R, B(R), m).
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On suppose que :

/gdmn — /gdm, pour tout g € Cy(R,R).

Soit f € C(R,R). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € L&(R, B(R),m,,) pour

tout n € N.

1. On pose o = sup,,cy My (R). Montrer que a < co.

La fonction constante et égale & 1 appartient & Cp(R,R). L’hypothese donne donc m,, (R) — m(R),
quand n — oo. La suite (my(R))nen est donc bornée (car convergente dans R). Ce qui donne

o < 00.

corrigé

2. On suppose, dans cette question, que :

(a) Soit ¢ une fonction continue de R dans R, & support compact et t.q. 0 < p(z) < 1 pour tout

ﬂ:sup/|f|2dmn < 0.

neN

x € R. Montrer qu'il existe C' € R, ne dépendant que de « et § (définis ci dessus), t.q. :

[l < c.

corrigé

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

/ | Flodm, < ( / FPdm)( / Pdma)t < Bma(R) < (af)?.

Comme |f|¢ € C.(R,R) C Cy(R,R), I'hypothese donne [ |fledm = lim,_ [ |f|edm,. On

déduit donc de la majoration précédente que [ |f|pdm < (aﬂ)%.

(b) Montrer que f € L} (R, B(R), m).

On définit ¢; en posant :

corrigé

1,si0<z< 1,
2—z,sil<x<2,

)

—-
—~==
8
NN
|

v1(z) = p1(—x), stz <O0.

Puis, pour p > 2, ¢,(x) = cpl(%) pour x € R.

La question précédente donne [ |f|p,dm < (aﬁ)% pour tout p > 1. Comme la suite (¢p)p>1
converge simplement et en croissant vers la fonction constante égale a 1, le théoréme de con-

vergence monotone donne que [ |f|dm < (af)? et donc que f € LL(R, B(R),m).
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(¢) Montrer que /fdmn — /fdm, quand n — oo.

corrigé

On utilise encore la suite (¢,),>1 définie & la question précédente et on remarque que, pour
tout p > 1,

[ g = [ faml < [1510 - o)dma + [ 1510~ p)im

(12.125)
1 / Fopdi, — / Feopdml.

Soit ¢ > 0. Pour tout p > 1, on a |f|(1 —¢p) < |f] p.p.. Comme (1 — ¢,) — 0 p.p.
et f € L&(R,B(R),m), on peut appliquer le théoréeme de convergence dominée. Il donne
J1f1(1 = ¢p)dm — 0 quand p — oo. Il existe donc py > 1 t.q.

P> Po #/If\(l —pp)dm < e.

En utilisant encore le théoréme de convergence dominée (les constantes étant intégrables pour
la mesure m), il existe aussi p; > 1 t.q.

p2p1:>ﬁ/(1—<pp)dm<52.

On choisit maintenant p = max(pg,p1). Comme (1 — ¢,) € Cy(R,R), on a donc [(1 —
op)dm,, — [(1 - ¢p)dm quand n — oo. Il existe donc ng t.q.

nznoﬁﬂ/(lfcpp)dmn<52.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que (1 — ¢,)? < (1 — ¢,), on en déduit,
pour n > ng,

/ 10 = pp)dim, < ﬁ%(/u R

Enfin, comme fy, € Cy(R,R), on a [ fe,dm, — [ fepdm quand n — oo. Il existe donc ny
t.q.
n>n = |/f<ppdmn — /f<ppdm| <e.

Finalement, avec ce choix de p = max(pg,p1), on déduit donc de (12.125) que
n > max(ng,n1) = |/fdmn — /fdm| < 3e.

Ceci prouve bien que / fdm, — / fdm, quand n — oo.

3. On ne suppose plus que sup / |f|2dm, < oco.
neN

Montrer (en choississant convenablement (m.,)nen, m et f) que Uon peut avoir f ¢ L (R, B(R), m).
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corrigé

On peut prendre, par exemple, mg = 0 et, pour n > 1, m,, = ZZ:1 p%ép (ol §, est la masse de Dirac en

p). On prend f définie par f(x) = z pour tout x € R. Les hypothéses sur la suite (my)nen et m sont
1

bien vérifiées avec m = Y7 27 0p-

On a bien f € LZ(R, B(R),m,) C LL(R, B(R), m,) pour tout n € N mais f ¢ L% (R, B(R), m).

Corrigé 132 (Convergence faible et convexité)

Dans cet exercice (E,T,m) est un espace mesuré et on suppose que la mesure m est o—finie.. Pour tout
1 <r < o0, on note L" lespace L"(E,T,m) (et L" espace L™ (E,T,m)). Soit 1 < p < 00, (U )nen une
suite bornée de LP et u € LP t.q. u,, — u faiblement dans LP quand n — oo (on rappelle que ceci signifie
T(un) — T(u), quand n — oo, pour tout T dans (LP)’, c’est-a-dire dans le dual topologique de LP).

1. Onpose r =p/(p—1)sip>1et r =00, si p=1. Montrer que, pour tout v € L" :

/unvdmﬂ /uvdm.

corrigé

Soit v € L". Pour tout w € LP, on pose T'(w) = [ wvdm. Comme cela a été vu en cours, I'inégalité
de Holder (proposition 6.9) donne que T' € (LP)’, on a donc T'(u) = lim,, o0 T'(uy,).

Soit » € C*(R,R). On suppose que ¢ est strictement convexe (ce qui est équivalent & dire que ¢’
est strictement croissante).

2. Soit a € R. Pour x € R, on pose hy(z) = ¢(x) — ¢(a) — ¢'(a)(z — a).

(a) Montrer que hq(z) > 0 si z # a.

corrigé
Soit x # a. Le théoréme des accroissements finis donne qu’il existe y €la,x[, si z > a, ou
y €lx,al, siz < a, t.q. p(x)—p(a) = ¢'(y)(r—a). Onadonc hy(z) = (¢'(y)—¢'(a))(x—a) > 0.

(b) Montrer que h, est décroissante sur | — 0o, a[ et croissante sur Ja, oo(.

corrigé

La fonction h, est de classe C* et, pour tout € R, on a b (z) = ¢'(z) — ¢'(a). on a donc
hi(z)<0siz<aethl(z)>0siz>a.

Soit 1 < ¢ < oo. On suppose maintenant que la suite (p(uy,))nen est bornée dans LY et qu’elle
converge faiblement dans LY, quand n — oo, vers une (classe de) fonction(s) @ € LY.

Précision de notation : On choisit un représentant pour u,. On désigne alors par ¢(u,,) la fonction
(de E dans R) = — @(u,(x)). Cette fonction est supposée étre dans £7 et on identifie, comme
d’habitude, avec I’élément de L? qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [p(un) — @(u) — ¢ (w)(un, — u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,, on choisit un représentant pour u. On désigne
alors par ¢(u) et ¢'(u) les fonctions = — @(u(z)) et z — @' (u(z)).
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3. Soit k € RY et B € T t.q. m(B) < oo. On pose Ay = {|u| < k} (c’est-a-dire A, = {z € E t.q.
lu(z)] < k}.

Montrer que /fnlAk 1pdm — /(@ —¢(u))la,1pdm, quand n — co.

corrigé

la fonction ¢’ est continue sur R. Elle est donc bornée sur [—k, k]. On en déduit que ¢'(u)la, € L.
Comme m(B) < oo, on a donc ¢'(u)la, 1 € L™ pour tout r € [1,00] en en particulier si r est le
conjugué de p (c’est-d-dire r = p/(p— 1) sip > 1 et r = 00, si p = 1). La question 1 donne donc :

/<p’(u)1A,c 15(u, — u)dm — 0, quand n — oo.

Puis, comme ¢(u,,) — % faiblement dans L? et que 14, 15 € L" ol r est maintenant le conjugué de
q, on a aussi :

/gp(un)lAledm — /GlAklgdm, quand n — oo.

Enfin, on remarque que ¢(u)la,1p € L' (car m(B) < oo et ¢ bornée sur [k, k]). Ce qui donne
finalement que f,14,15 € L' pour tout n € Net que [ f,14,1pdm — [(p—p(u))1la,1pdm, quand
n — o0o.

4. Montrer g > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]
corrigé

La question 2(a) donne que f, > 0 p.p.. On a donc, grace & la question 3, avec les notations de la
question 3 :

/(¢ —¢(u))1a,1pdm >0, (12.126)
pour tout k € R% et tout B € T t.q. m(B) < oo.
On va déduire de (12.126) que > ¢(u) p.p.. Pour cela, On choisit des représentants de u et @ et
onpose N ={p—¢(u) <0} ={z € E; p(x) — p(u(z)) < 0}.

Comme m est o—finie, il existe une suite (E,)pen+ C T t.q. E = Upen+Ep, m(E,) < 00 et E, C
E,+1 pour tout p € N*. Comme u prend ses valeurs dans R, on a donc aussi E = Upen<(E, N A,)
et finalement N = Upen+Np, avec N, = NN E, N A,.

Soit p € N*, on prend k = p et B = E,NN dans (12.126), de sorte que AyNB = A,NE,NN = N,,.
Comme @ — ¢(u) < 0 sur Ny, on obtient que (@ — ¢(u))ly, = 0 p.p. et donc m(N,) = 0. Comme
N = Upen+ Ny, on a finalement m(N) = 0 et donc @ > ¢(u) p.p..

On suppose maintenant que @ = ¢(u) p.p..

5. Soit B € T t.q. m(B) < 00, k € RY et Ay = {|u| < k}. Montrer que (fy)nen admet une sous suite
convergeant p.p. vers 0 sur A, N B.

corrigé
La question 2(a) donne f, > 0 p.p. (pour tout n) et la question 3 donne que f,1la,n5 = fnla,lp €
L et || fula1Bl1 = [ fala,1pdm — 0, quand n — oo. D’apres la réciproque partielle de conver-
gence dominée (théoreme 4.7), la suite (f,14,15)nen admet donc une sous suite convergeant p.p.
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vers 0. Autrement dit, il existe une application strictement croissante ¢» de N dans N t.q. (fy(n))nen
converge p.p. vers 0 sur A; N B.

. uestion plus difficile.) Montrer que (f,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur E.
€ g
[Utiliser le fait que la mesure m est o—finie et un “procédé diagonal”.]
corrigé

On reprend la suite (Ep)pen+ introduite & la question 4 (c’est-a-dire (Ep)pens C T t.q. E = Upen+ Ep,
m(E,) < 0o et E, C Eptq pour tout p € N*).

La question 5 donne que pour tout p € N*, la suite (f,)nen admet une sous suite convergeant p.p.
vers 0 sur A, N E,. Plus précisément, le raisonnement de la question 5 donne que de toute sous suite
de la suite (f,)nen On peut extraire une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur A, N E,. Comme
E = Upen+ (4, N Ep), le procédé diagonal va nous permettre ci apres de construire une sous suite
de la suite (f,)nen convergeant p.p. vers 0 sur E.

Dans une premiere épape, on montre, par récurrence, 'existence d’une suite d’applications stricte-
ment croissantes (¢ )pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (fy,o...0p,(7))nen converge
p.p. vers 0 sur A, N E,.

L’existence de 11 découle de de la question 5 avec k = 1 et B = F;. Puis, pour p > 1, en supposant
¥1,...,%p construits, on utilise le raisonnement de la question 5 avec la suite (fwlo...owp(n))neN
kE=p+1et B=Ey,;1. On obtient I'existence d'une application srtictement croissante ¢, de N
dans N t.q. la suite (fy,o...09,41 (1))nen converge p.p. vers 0 sur A,y N Eppy. Ce qui termine la
récurrence.

La deuxieme étape consiste & définir ¢ de N dans N en posant

P(n) =1 o...09,(n), pour n € N.

La fonction ¢ est strictement croissante de N dans N et on va montrer que la suite (fyn))nen
converge p.p. vers 0 (sur E). En effet, soit p € N*. Pour n > p, on a :

P(n) =tro...0 ¢p(1/}p+1 o...0%p(n)).

La suite (fy(n))nen est donc extraite, & partir de n = p, de la suite (fy,o...op,(n))nen- Ceci prouve
que (fy(n))nen converge p.p. vers 0 sur A, N E,. Comme E = Upen- (A4, N Ep), on en déduit bien
que la suite (fy(n))nen converge p.p. vers 0 (sur E).

. Soit € E t.q. f,(x) — 0, montrer que u,(x) — u(x). [Soit b € R, limite d’une sous suite de la
suite (un(7))nen. Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(x).]
corrigé

Le point z est ici fixé. On pose a = u(x). On remarque alors que f,,(z) = hq(u,(x)) (avec h, défini
a la question 2).

Si la suite (uy,(x))nen est non bornée, il existe une sous suite, encore notée (u, (z))nen, t.q. un(z) &
[a—1,a+ 1] (on peut méme supposer que lim,_, |un ()] = 00). On a donc, grace a la question 2 :

fn(x) = ha(un(z)) > min(hq(a+ 1), he(a — 1)) > 0,
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10.

en contradiction avec lim,,_,, f,(x) = 0. La suite (u,(z))nen est donc bornée.

Si b est une valeur d’adhérence de la suite (u,, (2))nen, il existe une sous suite de la suite (un(z))nen,
encore notée (un(r))nen, t.q. b = lim, o uy(z). On a donc lim, o frn(z) = he(b). Comme
lim, o0 fn(z) = 0, la question 2(a) donne b = a. On a ainsi montré que u(x) est la seule valeur
d’adhérence de la suite bornée (u,(x))nen, ce qui prouve que u(x) = lim,— oo un(z).

. Montrer que (u,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers u.

corrigé
La question 6 montre que la suite (f,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0. Il existe

donc 9 strictement croissante de N dans N t.q. la suite (fyn))nen converge p.p. vers 0. Le
raisonnement de la question 7 montre que

re B, lim fym(r)=0= lim u,(z)=u(z).

On en déduit que (Uy(n))nen converge p.p. vers u.

. On suppose ici que p > 1. Montrer que u,lp — ulp dans L" pour tout r € [1,p[ et tout B € T

t.q. m(B) < oco. [Utiliser ’exercice 6.18.]
corrigé

On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe r € [1,p[ et B € T t.q. m(B) < oo et
uplp /> ulp dans L". 1l existe alors € > 0 et une sous suite de la suite (ty,)nen, notée (Ugmn))nen
(avec g strictement croissante de N dans N), t.q.

n€N=[lugmlp —ulgpl, > e. (12.127)

La suite (tg(,))nen vérifie les mémes propriétés que la suite (uy),en. Par la question 8, on peut donc
extraire de (ug(n))nen Une sous suite convergeant p.p. vers u. Cette sous suite, notée (Ugoy(n))nen
(avec 1 strictement croissante de N dans N), étant bornée dans LP, 'exercice 6.18 (corrigé 109 page
400) donne que ugoy(ny)1p — ulp dans L", en contradiction avec (12.127).

En prenant (E,T,m) = (R, B(R), ) et ¢(s) = s2, donner un exemple pour lequel u,, /4 v p.p. sur
E (toutefois, d’apres la question 8, (un)neny admet une sous suite convergeant p.p. vers u).
corrigé

Il suffit de reprendre I’exemple vu en cours pour montrer que la convergence L' n’entraine pas la
convergence p.p.

Pour n € N, il existe un unique m € N* t.q. n € {m('rr;—l)7. o m(WQLH) —1}etona:
n= w—kk avec k € {0,...m — 1}.
On prend alors u, = 1]%7@21].
On remarque que ||u, ||} = = pour n € {m(”;l),..., m(ygﬂ) — 1} et donc u,, — 0 dans LP quand

n — oco. Comme ¢(uy,) = uy,, on a aussi p(u,) — 0 dans L9 quand n — oo (et donc @ = ¢(u)).
Enfin, pour cet exemple, u,, /4 0 p.p.
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Corrigé 133 (Produit de convergences faibles)
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 00, on note LP P'espace LR (E, T, m).
Soit a, 3 > 0. Pour a € Ry, on définit ¥, de Ry dans R par ¢,(t) = (t* — a®)(t? — a?).

1. Soit @ € R;. Montrer que 9,(¢t) > 0 pour tout ¢t € Ry, t # a.

Soit (fn)nen une suite de fonctions positives appartenant a L™ et ly,lg,lo4+5 € L. On suppose
que la suite (f,)nen est bornée dans L™ et que f; — I, x—faiblement dans L*°, quand n — oo,
poury=a,vy=0ety=a+p.

On rappelle que f;/ — I, x—faiblement dans L signifie que [ fodm — [l ,pdm, quand n — oo,
pour tout ¢ € L.

[\

. Soit ¢ € L* t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que [ l,odm > 0.

3. Montrer que I, > 0 p.p..

2=

-

]

Montrer que lo4+3 > lols p.p.. [On pourra utiliser 1, (t) > 0 avec t = f,,(z) et a = (lo(x))

1
5. On suppose maintenant que lo 43 = lolg p.p.. On pose f =15 et g, = (f& — f)(f2 — f9).

a) Montrer que g, — 0 dans L', quand n — oo.
que g q

(b) Montrer qu'il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. 9p(ny — 0 p.p., quand n — oo.
Montrer que f,,y — f p.p., quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

(¢) Montrer que f,, — f dans L4, quand n — oo, pour tout ¢ € [1, oo].

corrigé
En attente. ..

Corrigé 134 (Conv. étroite et conv. des mesures des intervalles)
Soit (my)nen une suite de mesures sur B(R) et m une mesure sur B(R). On suppose que m,, — m
étroitement, quand n — oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({z}) = 0 pour tout = € R). Soit [
un intervalle de R, montrer que m,,(I) — m(I) quand n — oco. Montrer (en donnant un contre-exemple)
que cette propriété peut étre fausse si m n’est pas diffuse.

corrigé
On remarque tout d’abord que m,,(I) — m(I) si I =R, car [ lgdm, — [ lgdm.

Soit maintenant a € R, on va montrer que m,,(I) — m(I) si I =] — 00, a] ou I =] — oo, a]. Pour cela, on
définit, pour p € N*, ¢, ¥, € Cy(R,R) en posant :

1

T lsiz<a-— =,
P

pp(z) =
op(z) = —p(x —a) 31a—7 <z <a,
pp(r) =0sia <z,
Pp(z) = pp(z — 7) pour tout € R.
Comme ¢, < 17 < ¢, on a [ ppdm, < m,(I) < [,dm, pour tout p, n € N. En passant a la limite
quand n — o0, on a donc, pour tout p € R :

/gopdm <liminfm,(I) < limsupm,(I) < /¢pdm.

n—oo n—oo
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Le théoréme de convergence dominée donne lim, ., [ ¢pdm = m(] — oo, al) et lim,_o [Ypdm = m(] —
00,al). On en déduit :

m(] — oo,al) < liminf m,(I) < limsupm,(I) < m(] — oo, al).
n—oo n—oo

Comme m(] — c0,a]) = m(] — 00,a]) + m({a}) = m(] — 00,a]) = m(I), on a, finalement, m(I) <
liminf, o my(I) < limsup,,_, . mn(I) < m(I), c’est-a-dire lim, oo m, (1) = m(I).

En écrivant que my,(J) = m(R) — m(J¢), il est facile de voir que l'on a aussi m,,(J) — m(J) pour tout
intervalle J de la forme [a,4o00[ ou Ja,+oo[. Enfin, si a,b € R, a < b, un intervalle, noté K, dont les
bornes sont a et b peut s’écrire comme différence de deux intervalles dont les bornes supérieures sont a et
b et dont la borne inférieure est —oo. On en déduit alors facilement que m, (K) — m(K), ce qui termine
la démonstration.

La propriété démontré peut étre fausse si m n’est pas diffuse. Pour le voir, il suffit de prendre, par
exemple, m = &g et my = d1/, pour tout n € N*. On a bien m,, — m étroitement et pour I =] — 00, 0]
(par exemple) on a lim,_,o m,(I) =0 # 1 =m(I).

Corrigé 135 (Convergence en loi)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle de loi uniforme sur [—1, 1].

1. Montrer que —X est une v.a. de méme loi que X.
corrigé

On pose Y = —X et on cherche a déterminer la loi de la v.a.r. Y. Soit ¢ une fonction borélienne
bornée de R dans R (il suffit en fait de prendre pour ¢ la fonction caractéristique d’un borélien de
R). En posant 1(z) = ¢(—x) pour tout € R, On remarque que [, p(Y)dP = [, p(—X)dP =
Jo¥(X)dP = [, ¢(x)dPx(x) = [ ¢(—x)dPx(x). Comme X ~ U(—1,1), on a donc :

| enar=3 [ 11 ooyt =3 [ 11 o(2)dz,

ce qui prouve que Y ~ U(—1,1).

2. Donner un exemple de suite (X, )nen de v.a. t.q. :

(a) (Xn)nen converge en loi vers X,

(b) (X, — X)nen ne converge pas en loi vers 0.

corrigé
On prend X,, = —X pour tout » € N. On a donc Px, = Px pour tout n € N, ce qui donne bien la
convergence en loi de X, vers X quand n — oo. Mais, X,, — X = —2X pour tout n € N, et donc
X, — X ne converge pas en loi vers 0 car Py = dg et P_ax # 0. (Il est facile de voir, en raisonnant
comme & la premiére question, que —2X ~ U(—2,2).)

3. Donner un exemple de trois v.a. X,Y,Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que XZ et YZ
aient la méme loi.

445



corrigé
On prend Y = —X (toujours avec X ~U(—1,1)) et Z = X. les viar. X et Y ont donc méme loi.

Mais, on va montrer que XZ et Y Z n’ont pas la méme loi. En effet, soit ¢ une fonction borélienne
bornée de R dans R. On a :

1

/Q(p(XZ)dP = /Q<p(X2)dP = ;/11 o(x?)dx = /01 o(x?)dx = /01 o(s) 2\/§d$.

Ce qui prouve que Pxz = g\ avec g(x) = ﬁ pour z €]0,1[ et g(z) = 0 si = ¢]0,1[. Comme
XY =—-XZ, on a Pxy = hX avec h(xz) = g(—z) pour z € R. On en déduit que Pxz # Pxy.

Corrigé 136 (Convergence en loi 4+ convergence en probabilité)
Soit (£2, A, P) est un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, )nen, (Yn)nen deux suites de v.a.
réelles t.q. :

X, — X en loi, Y,, — 0 en probabilité, quand n — oc.

Montrer que
X, +Y, — X en loi, quand n — oc.

[On pourra utiliser la convergence vague.]

corrigé
D’apres la proposition 6.21, il suffit de démontrer la convergence vague de Px, vy, vers Px quand n — oo,
cest-a-dire que lim, o [, (X + Y,)dP = [, ¢(X)dP pour tout ¢ € C.(R,R).

Soit ¢ € Cc(R,R). On a [, (X, +Y;,)dP — [, o(X)dP = A, + B, avec :

An:/Qw(Xn—i-Yn)dP—/Qw(Xn)dP, Bn:/Q@(Xn)dP—/Q@(X)dP.

On sait déja que lim,, o, B, =0 (car X,, — X en loi). Il suffit donc de montrer que lim,,_,», 4,, = 0.

Soit n > 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformément continue sur R (on rappelle, par contre, que
¢ € Cp(R,R) # ¢ uniformément continue), il existe donc & > 0 t.q. :

T,y ER, |z —y[ <e=|p(x) —w(y) <n.

On en déduit, pour tout n € N, avec ||pll, = maxzer [p(x)](< 00) :

[ An| < /Y - lp(Xn + Yn) — o(Xn)|dP + /Y | lo(Xp + Yn) — o(Xn)|dP < 1+ 2[j@l|uP|Ya] > €].
n|S€ n|>€

Comme Y;, — 0 en probabilité, il existe ny (dépendant seulement de ¢ et donc de 1 et ¢) t.q. :
n 2 no = 2/@lluPl[Yn] > €] <n,

et donc :
n > ng = |An| < 2n.

Ce qui prouve que lim,, ., A, = 0 et termine la démonstration.

Corrigé 137 (Convergence en loi versus convergence en probabilité)
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Soit (£2,.4, P) un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, )nen une suite de v.a. réelles.
1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — oco. Montrer que :
X,, — X en loi, quand n — oo.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Px, vers Px.]
corrigé

Soit ¢ € C.(R,R). Nous allons montrer que [, ¢(X,)dP — fﬂgo X)dP, quand n — oo (ce qui
prouve la convergence vague de Py vers Py, quand n — oo, voir la deﬁnltlon 6.20).

Soit £ > 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformémement continue (ceci serait faux si on prenant ¢
arbitrairement dans Cp(R,R)). Il existe donc n > 0 t.q. :

T,y eR, |z -yl <n=¢(x) - ey <e

On en déduit que

et —eenapis [ et —eaps [ e —e(0lap

[Xn—X|>n
<e+t 2||<p||uP(|Xn - X| > 77)7

avec ||¢|l, = max{|¢(s)|, s € R} < co. Comme X,, — X en probabilité, quand n — oo, il existe
ng € N t.q. :
n=mng = QHWHuP(LXn - X| > 77) <e

On a donc finalement
n>n0;s|/ X)dP| < 2,

ce qui prouve bien que fQ @(X,)dP — fQ »(X)dP, quand n — oo.

Pour conclure, on utilise la proposition 6.25 (qui donne que si (my,),en €t m sont des probabilités sur
B(R), la convergence étroite de m,, vers m, quand n — oo, est équivalente & la convergence vague
de m,, vers m). On obtient ainsi la convergence étroite de Px, vers Px c’est-a-dire la convergence
en loi de X, vers X, quand n — oo.

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — oo.
Montrer que :
X, — X en probabilité, quand n — oo.

corrigé
Soit > 0, on va montrer que P(|X,, — X| > n) — 0, quand n — oo. Pour cela, on choisit une
fonction ¢ continue bornée de R dans R et t.q. p(z) =1si |z —a|l >n, p(a) =0et 0 < p(z) <1
pour tout x € R. (Une telle fonction est facile & construire, il suffit de la prendre affine par
morceaux). Comme ¢ € Cy(R,R), on a [, o(X,,)dP — [, ¢(X)dP, quand n — co. Comme X = a
p-S. etcp()—() on a [, p(X)dP = 0. Enﬁn commego(:z:)—lsl |t —al > netp >0, ona
Jo o(Xn)dP > P(|X,, — X| > 77) On en déduit finalement que P(|X,, — X| > 1) — 0 quand n — oo
et donc que X,, — X en probabilité quand n — oo.
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