12.7 Exercices du chapitre 7

12.7.1 Mesure produit

Corrigé 138
Montrer que, pour tout n > 2, on a B(R™) = B(R" 1) ® B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pour
n = 2 dans l'exercice 2.6.]

corrigé
On note T = B(R" 1) ® B(R), c’est-a-dire la tribu (sur R") engendrée par {4 x B; A € B(R"™ 1),
B € B(R)}. On veut montrer que 7' = B(R™).

Etape 1, B(R") C T.

Soit O un ouvert de R”. On va montrer que O € T. On suppose O # () (on sait déja que () € T'). Pour
tout © = (z1,...,2,)" € O, il existe r > 0 t.q. [[;—,]@; —r,x; +r[C O. Comme les rationnels sont denses
dans R, on peut trouver, pour tout ¢ € {1,...,n}, y; € QN]z; — r, ;[ et z; € QN]z;, 2; + r[. On a donc
z € [ lyi, z[C O.

On note alors I = {(y, z) € Q*"; [I_,]yi, z:[C O} (avec y = (y1,...,yn)" et 2 = (21,..., 2,)"). Pour tout
x € O, il existe donc (y, 2) € I t.q. € [T} ]yi, z:[. On en déduit que O = Uy .yer [Tim]ui, 2il-

L’ensemble []77}']yi, zi[ est un ouvert de R~ il appartient donc & B(R™!) (qui est la tribu engendrée
par les ouverts de R"~1). L’ensemble |y, 2,,[ appartient & B(R). Donc, [, ]y;, z:[€ B(R"™') x B(R).
Comme I est au plus dénombrable (car Q" est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi
montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de R™, et donc contenant la tribu engendrée par

les ouverts de R™ (c’est-a-dire B(R™)). Donc, B(R™) C T.

Etape 2, B(R") D T.

On reprend ici aussi le méme démarche que dans I'exercice 2.6.
1. Soit A un ouvert de R"~! et Ty = {B € B(R); A x B € B(R™)}. On montre d’abord que T} est une
tribu (sur R)
e D eT car Ax (=0 e B(R").

e On montre ici que T; est stable par passage au complémentaire. Soit B € Tj, on a donc
BceBR)et Ax B=Ax (R\B)=(AxR)\ (4 x B). Or, (A xR) est un ouvert de R"
(car A est un ouvert de R*~! et R est un ouvert de R), on a donc (A x R) € B(R"). D’autre
part, (A x B) € B(R") (car B € T1). Donc, A x B¢ = (A x R) \ (A x B) € B(R"). Ce qui
prouve que B¢ € T} et donc que T; est stable par passage au complémentaire.

e Enfin, T} est stable par union dénombrable. En effet, si (Bp)peny C 11, on a A X (UpenBp) =
UpenA x By, € B(R") (car A x By, € B(R™) pour tout p € N). Donc, UpenB, € T1.

On a donc montré que 7T; est une tribu.

On montre maintenant que 77 contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A X B est un ouvert de R"™, on a
A x B € B(R"™). On a donc B € T;.

Ty est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T7 = B(R).
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La conséquence de ce résultat est :

A ouvert de R"™! et B € B(R) = A x B € B(R"). (12.128)
2. Soit B € B(R) et Ty = {4 € B(R"™1); A x B € B(R")}. On va montrer que 75 = B(R"™1).

On commence par remarquer que (12.128) donne que T, contient les ouverts de R"~!. En effet, soit
A un ouvert de R~ la propriété (12.128) donne que A x B € B(R"), et donc A € Ts.

On montre maintenant que T, est une tribu (on en déduira que T = B(R"~1)).

o DT, car ) x B=10e BR").

e On montre ici que T} est stable par passage au complémentaire. Soit A € T, on a A° €
B(R" 1) et A°x B = (R""!x B)\ (Ax B). La propriété (12.128) donne (R"~! x B) € B(R")
car R"™! est un ouvert de R*'. D’autre part, (A x B) € B(R") (car A € Ty). Donc,
A x B € B(R™). Ce qui prouve que A° € T, et donc que Ty est stable par passage au
complémentaire.

o Enfin, T est stable par union dénombrable. En effet, si (Ap)pen C To, on a (Upendy) X B =
Upen(4, x B) € B(R™) (car A, x B € B(R") pour tout p € N). Donc, UpenA4, € T5.

T, est donc une tribu (sur R"~1) contenant les ouverts de R"~1, ce qui prouve que T D B(R"™ 1)

et donc, finalement, Tp = B(R"1).

On a donc obtenu le résultat suivant :

A€ BR" 1Y), BeB(R)= Ax B e B(R"). (12.129)
3. On montre maintenant que 7' C B(R") (et donc que T' = B(R™)).

Grace a (12.129), on a {A x B; A € B(R"™1), B € B(R)} C B(R"). On en déduit que T' C B(R"™).
On a donc bien, avec I'étape 1, T = B(R™).

Corrigé 139

Soient E7, 5 deux ensembles, 177 une tribu sur Fq et Ty une tribu sur F>. On note ¥ = Fy X E5 et on
rappelle que T1 X T2 = {Al X Ag, Al S Tl, AQ € TQ}

Montrer que 'algebre engendrée par T7 x T5 est égale a ’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments
de Ty x Ty c’est-a-dire que, pour tout A € P(FE), A appartient & I’algébre engendrée par T} x Ty si et
seulement si il existe (A(p))p=1’_,,,n CTixTyt.q AP NAD =Psip£qget A= U;ZlA(p).

corrigé
On note A 'algebre engendrée par 17 x 15 et B I'ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
Tl X T2.
Comme A contient T7 x Ty et que A est stable par union finie, il est immédiat que B C .A. Pour montrer
que B = A, il suffit alors de montrer que que B est une algebre (puisque A est la plus petite algebre
contenant 77 X T5 et que B contient 77 X T5).

Pour montrer que B est une algebre, on montre d’abord (étape 1) que Ty x Ty est stable par intersection
finie et que le complémentaire d’un élément de 77 x T3 est la réunion de 2 éléments disjonts de T} x Th
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(en fait, pour montrer que B est une algebre, il suffirait de savoir que le complémentaire d’un élément de
Ty x Ty est une union finie disjointe d’éléments de T} x T3). Puis, on en déduit (étape 2) que B vérifie
les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I'exercice 2.9 (corrigé 16), ce qui donne que B est bien une
algebre.

Etape 1. Propiétés de T7 x T5.

e Soient Ay, By € T} et Ay, Bs € Ty. On a clairement (A; X A2) N (B X Bg) = (A1 N As) x (B1 N Ba).
Comme T} et Ty sont stables par intersection finie, on en déduit que (A; X A2)N(By X B2) € Ty X Ts
et donc que T} x T, est stable par intersection finie.

e Soient A; € T} et Ay € To. On remarque que (A; x Ay)¢ = (E; x AS) U (A x Az). Comme
(En x AS) € Ty x T, (A§ X Ag) € Ty x Ty et que (Ey x A3) N (A§ x Az) = 0, on a bien montré que
le complémentaire d’un élément de 77 x T5 est la réunion de 2 éléments disjonts 77 x 1.

Etape 2. On montre maintenant que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de l'exercice 2.9.
La propriété (a) est immédiate car E = Ey x Es € Ty x To C B. Pour montrer (b), on montre d’abord
que B est stable par passage au complémentaire.

Soit B € B. Il existe (B®)y—1,. m C Ty x Ty t.q. BP N B@ = sip+#qet B=Ur,;B?. On a alors
B° = ﬂg"zl(B(‘I))c. Le complémentaire d’un élément de 77 x T3 est la réunion de 2 éléments disjonts de
Ty x Tp. Pout tout g, il existe donc Cy1,Cq2 € T1 x T3 t.q. (B(q))c =Cy1UCq2 et Cg1NCyo=0.
On a donc B¢ = ﬂ;"zl(Cq,l UCy2) = Uwej(ﬂ;”:quW(q)) ou I désigne I’ensemble des applications de
{1,...,m} dans {1,2}. Ceci prouve que B¢ € B. En effet, on remarque d’abord que, pour tout ¢ € I, on
a MyL1Cqp(q) € T1 X Ty car Ty x Ty est stable par intersection finie. Puis, pour ¢, € I ¢ # 1, il existe
ke{l,...,m} t.q. ¢(k) # ¢(k). Onadonc (MTL;Cq o(q)) NNy Cqu(q)) = 0 car N1 Cq u(q) € Cho(i)s
Ne=1Caw(a) C Crp(r) €t Ch o) NClp(k) = (. On a donc bien montré que B¢ est une union finie disjointe
d’éléments de Ty x T», c’est-a-dire que B¢ € B.

On montre maintenant que B vérifie la propriété (b) de la question 1 de lexercice 2.9. Soit A, B € B.
Comme on vient de voir que B¢ € B, Il existe (A(p))p:L”_,n C Ty xTy et (C(Q))qzl,_qm C Ty xTy
t.g APNAD =@sip£q, CPONCD =Psip#£gqg A= U;‘ZlA(p) et B¢ = u;ﬂzlc@. On a alors
A\B = ANB® = (Up_ AP n (Ur,c@) = ur_, ur, (AP N C@). On en déduit que A\ B € B.
En effet, A®) N C@ e Ty x Ty pour tout p et tout g (car Th x To est stable par intersection finie) et
(A(pl)ﬂC(CIl))m(A(PZ)ﬁc(‘h)) =0 si(p1,q1) # (po2,qo) (car APVNAP2) = §5ipy # py et COINC2) = )
siq1 # q2).

On a donc montré que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I'exercice 2.9, ce qui donne
que B est bien une algebre et donc que B = A.

Corrigé 140 (Exemple de mesure produit)

Soit m; et my des mesures o—finies, non nulles, sur (R, B(R)) et t.q. m; ® ma(R?\ D) = 0, ou D =
{(z,x),x € R}. Montrer qu’il existe a, a, § € R t.q. m; = ad, et mg = 3d,, ol &, est la mesure de Dirac
en a.

corrigé
On remarque d’abord que R?\ D est un ouvert de R, donc appartient & B(R?). la quantité m; ®ma(R?\ D)
est donc bien définie.
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La construction de la mesure m; ® ms donne (voir la démonstration du théoréme 7.1) :

m1 ® ma(R?\ D) = /mg(R \ {z})dm;(z).

Cette égalité est aussi une conclusion du théoreme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.2) avec f = 14, A =
RZ\ D.

De I’hypothése my ® mo(R?\ D) = 0, on déduit donc que mo(R \ {x}) = 0 m-p.p.. Comme m;(R) # 0,
il existe donc a € R t.q. ma(R\ {a}) = 0. Ceci donne que my = ad, avec @ = ma({a}). Comme mq # 0,
onaa>0.

Dans la construction de la mesure m; ® meo (démonstration du théoreme 7.1), on aurait pu inverser les
roles de my et mo. On aurait obtenu la méme mesure m; ® ma (grace a la partie “unicité” du théoreme
7.1). On a donc aussi :

my ® ma(R*\ D) = /ml(R \ {z})dma(z).
(Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) avec f = 14,
A=R2\D.)
Comme mgy = ad,, on a donc my ® ma(R?\ D) = ami(R\ {a}). De Phypothese m; @ mz(R?\ D) = 0,

on déduit donc m;(R\ {a}) = 0, ce qui donne m; = 34, avec S = my({a}). (On peut aussi remarquer
que, comme my # 0, on a 3> 0.)

Corrigé 141 (Fonction non borélienne dont les traces sont boréliennes)
Pour B C R?, on note ¢(B) 'ensemble des 71 € R t.q. (z1,0) € B. On pose T' = {B C R?; ¢(B) € B(R)}.

Soit 6 €]0, Z[. Pour x = (x1,22)" € R2, on pose g(x) = (x1 cosf — w5 sin 6, z1 sin @ + x5 cos )%
1. Montrer que T est une tribu contenant B(R?).
2. Soit A C R t.q. A¢ B(R). On pose B = A x {0}.
(a) Montrer que B ¢ B(R?).

(b) On pose f = 1gog. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R
mais que les fonctions f(z1,-) et f(-;x2) sont boréliennes de R dans R, pour tout z1,zs € R.

corrigé
En attente. ..

12.7.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Corrigé 142 (Contre-exemple au théoréme de Fubini)
Soit L' = L4 (R, B(R), \). Pour (z,y) € R%, on pose :

m siz>0etz<y<2z
1 i <
f(ac,y) _ @12 S} z>0et2x<y< 3z (12.130)
0 siz>0etydz, 3z
0 sixz <O0.
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1. Montrer que f : R? — R est B(R?)- mesurable.

corrigé
On pose A = {(z,9)! € R%; 2 > 0, x < y < 22} et, pour n € N*, A, = {(x,9)" € R%; x > 0,
T <y<2x+3i} A, est, pour tout n € N*, un ouvert de R?, il appartient donc & B(R?). On en
déduit que A = Nyen+ A, € B(R?).
De méme, en posant B = {(z,y)! € R?; z > 0, 2z < y < 3z} et, pour n € N*, B, = {(z,y)! € R?;
x>0,2r<y<3r+ l}, on montre que B = Nyen+ By, € B(R?).
On pose maintenant g(x,y) = (‘Z‘_H)Q pour (z,y)* € R2. La fonction g est continue de R? dans R,
elle est donc mesurable (R? et R étant munis de la tribu borélienne).

On remarque maintenant que f = gla — glg. On en déduit que f est mesurable (car f est une
somme de produits de fonctions mesurables).

2. Montrer que pour tout y € R, f(.,y) € L' ; on pose ¢(y) = [ f(x,y)d\(z). Montrer que ¢ € L'.

corrigé
On note £! = L4 (R, B(R), ).

Soit y € R. La fonction f(-,y) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.2). Elle appartient
aussi & £ (et donc & L' en confondant f(-,y) avec sa classe dans L) car [|f(.,y)|[dA=0siy <0
et [|f(,y)ldr <ysiy>0car f(z,y) =0siz &[0,y] et |f(z,y)] <1 pour tout z,y. On peut
définir ¢( ).

Pour y <0, 0on a ¢(y) =0 et pour y >0, on a :

= [f(y)dr= fg (L+1)2d5”+fv (¢+1)261l

y+3 + y+2 y+1
(y+3)(y+2)(y+1

La fonction ¢ est continue donc mesurable de R dans R. elle prend ses valeurs dans R, on peut
donc calculer son intégrale sur R :

/ odA = lim ( 3 1 !

— dy = —31n3 + 41In(2).
n—oo Jo y+3+y+2 y—l—l)y n3+4n(2)

Ceci donne bien, en particulier, ¢ € L' (en confondant ¢ avec sa classe dans L').

3. Montrer que pour tout x € R, f(z,.) € L' ; on pose ¥ (z = [ f(=,y)dA(y). Montrer que ¢ € L'

corrigé
Soit z € R. La fonction f(z,-) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.2). Elle appartient
aussi & £ (et donc & L' en confondant f(z,-) avec sa classe dans L') car [ |f(z,)][dA=0siz <0
et [|f(z,-)|d\ <3z siz >0 car f(z,y) =0siy¢&[0,3z] et |f(z,y)| <1 pour tout z,y. On peut
donc deﬁmr P(x).
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Pour z <0, on a ¢(z) =0 et pour z > 0, on a :

2z 1 3z 1
v = [ = [ hpa [ pa=o
On a donc ¢ € L' et [4(z)dz = 0.

4. Montrer que [ ¢dX # [dX (¢ et ¢ sont définies dans les questions précédentes).

corrigé
On a déja montré que [ ¢dA = —3In3+41In(2) #0 = [¢dA.

5. Pourquoi le théoreme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici 7

corrigé
Le théoréme de Fubini ne s’applique pas ici car la fonction f n’est pas intégrale pour la mesure

produit, c’est-a-dire la mesure de Lebesgue sur R?, notée \y. On peut d’ailleurs le vérifier en
remarquant (par le théoreme de Fubini-Tonelli) que :

J 1t = [ ([ alaxmina = [ h da = .

Corrigé 143 (Intégrale d’une fonction positive)

Soit (E,T,m) un espace mesuré o-fini, et f : E — Ry une application mesurable. On pose F = 14
avec A={(t,x) e Rx E; 0 <t < f(x)}.

1. Montrer que F est B(R) ® T- mesurable

corrigé
Comme f € My, il existe (f,) € &+ t.q. fn T f quand n — co. On a alors A = Up,enA, avec

An = {(t,z) € Rf xR; 0 < t < fyp(x)}. Pour montrer que F' est mesurable (c’est-a-dire que
A€ B(R)®T), il suffit donc de montrer que 4,, € B(R) ® T pour tout n € N.

Soit donc n € N. 1l existe ai,...,a, € R} et By,...,B, € T t.q. B;NB; = 0sii # jet
fn=2"_1ailp,. Onadonc 4, = U¥_,]0,a;[xB; € BR)®T car |0,a;,[xB; € BR)xT C B(R)®T
pour tout %.

2. Montrer que [ fdm = fOJrOO m({z € E; f(x) > t})dt et que [ fdm = f;oo m({z € E; f(x) > t})dt.
[Utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

corrigé

On peut appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) & la fonction F', il donne :

/ ( / F(t, 2)d\(E)dm(z) / ( / F(t, 2)dm(x))dA(?). (12.131)
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Pour z € E, [ F(t,z)dA(t) = A(]0, f(2)]) = f(=).
Pour t € R. Sit <0, ona F(t,-) =0. Donc, [ F(t,z)dm(z) =0. Sit>0,ona F(t,-) = L.
Donc, [ F(t,z)dm(z) =m({f > t}).
On déduit donc de (12.131) :
/ f(@)dm(z) = / m({f > th)dA(t) = /O T (e € B f(x) > 1))

Ry

Pour avoir P'égalité avec m({f > ¢}) au lieu de m({f > ¢}), on reprend le méme raisonnement en
remplacant F par G = 1p avec B = {(t,z) € R x E; 0 <t < f(x)}. On remarque d’abord que B
est B(R) ® T-mesurable. En effet, on a B = Nyen+ By, avec By, = {(t,z) e Rx E; 0 <t < fu(x)}
et fno=1rf+ % Comme f, € M, la premiere question donne B,, € B(R) ® T. On en déduit que
B € B(R) ® T. On peut maintenant appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli & la fonction G, il
donne :

/ ( / G(t, z)d\(t))dm(z) = / ( / G(t, z)dm(z))dA(t). (12.132)
Powr z € E, [ G(t,z)dA(t) = A(J0, f(2)]) = f(z).

Pour t e R. Sit <0, ona G(t,-) =0. Donc, [G(t,z)dm(x) =0. Sit>0,onaG(t,-) =Ly
Donc, [G(t,z)dm(z) =m({f > t}).

On déduit donc de (12.132) :

[ wyim = [ Y ml{e € B £@) > ).

Corrigé 144 (Une caractérisation de LP)

On munit R [resp. R?] de sa tribu borélienne, notée B(R) [resp. B(R?)].

Soit f une application mesurable de R dans R. Pour tout y € Ry, on pose 4y = {z € R; |f(z)| > y}.
Pour tout y € R*, on pose 4, = (.

1. Montrer que 'application (z,y)" — 14,(x) est mesurable de R? dans R. [On pourra commencer
par montrer que {(z,y)* € R?; |f(z)| > y} est un borélien de R?.]

corrigé
On pose B = {(z,y)! € R?; |f(z)| > y}, de sorte que B = (F —G)~1(]0, 00[) ot1 F et G sont définies
par :

F(z,y) = |f(@)], Glx,y) =y, (z,y)" € R*.

La fonction  +— |f(z)| est mesurable (de R dans R) ainsi que 'application y +— 1(application
constante). La proposition 7.3 nous donne alors que F est mesurable de R? dans R (puisque
B(R?) = B(R) ® B(R)). La fonction G est aussi mesurable de R? dans R (il suffit de remarquer
qu’elle est continue, ou d’utiliser une nouvelle fois la proposition 7.3). La fonction F — G est donc

mesurable de R? dans R, ce qui prouve que B € B(R?). La fonction 15 est donc mesurable de R?
dans R.
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On remarque maintenant que 15(z,y)lrxr, (z,y) = 1a,(x) pour tout (z,y)" € R?. L’application
(z,y)" — 1a,(z) est donc mesurable de R? dans R car elle est égale & un produit de fonctions
mesurables.

Soit p € [1,00[. Pour y € R, on pose g,(y) = |y|P"*A(A,) (en convenant que g,(0) = 0 si A\(Ap) =

2. (a) Montrer que I'application (z,y)" — |y[P~*14, () est mesurable positive de R? dans R.

corrigé
L’application (z,y)" — |y|[P~'14,(z) est mesurable comme produit de fonctions mesurables.
Cette application est, bien siir, & valeurs dans R,. Elle est donc mesurable positive de R?
dans R.

(b) Montrer que g, est intégrable sur R si et seulement si f € LE(R,B(R),A). [On pourra, par
exemple, utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli.]

corrigé
On pose H(z,y) = |y[P~*14,(z) pour (z,y)" € R% La question précédente donne que H €
M, (R?% B(R?)). On peut donc appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) & la
fonction H, il donne :

//nyd)\ )AA(y //nydA )AA(z). (12.133)

Pour y € R, on a [ H(z,y)dA(z) = |y|P"*A(4y) = gp(y) (en convenant que g,(0) = 0 si
A(Ap) = 00). Ceci donne, en particulier, que g, est mesurable de R dans R (car I'une des
conclusions du théoréme 7.2 est que y — [ H(z,y)d\(z) est mesurable de R dans R} ).

Pour z € R, on a [ H(z,y)d\(y) = [ |y[P 1o, 1) 1(0)dA ) = [i7 O |ylr—Ldy = Lf@P.

L’égalité (12.133) donne alors :
1
/gpd)\: 7/|f|pd)\. (12.134)
p

Si f € LE(R,B(R), \), on remarque d’abord que g, prend ses valeurs dans R} car A(4,) <
‘ylp J1fPdX < oo pour tout y > 0. La fonction g, est donc mesurable de R dans Ry et (12.134)

donne alors que g, € L (R, B(R), \).
Réciproquement, si g, € L (R, B(R), \), (12.134) donne que f € LE(R, B(R), \).

On a donc bien montré :

gp € LER,B(R),\) & f € LE(R,B(R), \).

12.7.3 Mesure de Lebesgue sur B(R")

Corrigé 145 (Propriétés élémentaires de \y)
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Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur B(RY).

1. Soit Ay,..., Ay € B(R). Montrer que [T, 4; € BRN) et An(TT, Ai) = T, AM(A).

corrigé
On va démontrer cette question en supposant tout d’abord que A(4;) < oo pour tout i. Le cas
général s’obtient alors en utilisant A; N [—p,p] au lieu de A; et en faisant ensuite tendre p vers
Iinfini. On obtient bien la propriété voulue (en convenant que 0 X co = 0). Cette méthode est
décrite dans la remarque 7.2.

On démontre donc, par récurrence sur N, la propriété suivante :

A1,...,An € B(R), A(A;) < oo pour tout i = (12.135)
[T, A € BRY) et An (T, Ai) = [T, A(A). '

La propriété (12.135) est vraie pour N = 2. En effet, on sait que B(R?) = B(R) ® B(R) (proposition
7.1) et que A2 = A ® A (définition 7.3). On a donc bien (avec la défintion d’une mesure produit,
théoréeme 7.1) :

Al,AQ S B( ) (Al) < 0o, /\(AQ) <oo= Al X Ay € B( ) et /\2(141 X Ag) = /\(Al)/\(Ag)

On suppose maintenant que la propriété (12.135) est vraie pour un certain N > 2, et on la démontre
pour N + 1.

Soit donc Ay, ..., Ant1 € B(R) t.q. A(A;) < oo pour tout i. Par (12.135), on a Hi\il A; € B(RY)
et A ([T, 4i) = [TIL, A(4;). On rappelle que B(RN+1) = B(]RN) ® B(R) (proposition 7.1) et que
AN+1 = AN Q@A (définition 7.3). On en déduit que HN+1 (Hl LA X Any1 € BRY)xB(R) C
BRY)® B(R) = B(RV*!) et

N+1 N+1

N
An+( H A;) = )\N(HA (Ant+1) = H AA

i=1

ce qui donne bien (12.135) avec N +1 au lieu de N et termine donc la démonstration par récurrence.

2. Soient al,.. ,any € Ret 81,...,08 € R t.q. a; < §; pour tout ¢ € {1,...,N}. Montrer que

A (T s, BiD) = T, A, Bil).

corrigé

Cette question est une conséquence immédiate de la précédente en prenant A; =]ay, B;[.

3. Soit K est un compact de RY (noter que K € B(RY). Montrer que Ay (K) < +o0.

corrigé
Comme K est compact, il est borné. Il existe donc a € R} t.q. K C [TY,] — a,al. On en déduit
que Av(K) < A (T - @) = TTE A0 = a,a) = @)Y < o
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4. Soit O un ouvert non vide de RY. Montrer que Ax(O) > 0.

corrigé

Soit z = (z1,...,2n)! € O. Comme O est ouvert, il existe ¢ > 0 t.q. Hf\;]xz —¢,x; +¢[C O. On

a donc Ay (0) > AT Jai — e, 2 + ) = [I, Mai — &, 2 +¢[) = (26)Y > 0.

5. Soit f,g € C(RN,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire Ay-p.p.) implique f(z) = g(z) pour
tout « € RV,

corrigé
Soit O = {f # g} = {x € RY; f(x) # g(z)}. Comme f et g sont continues, O est ouvert. Comme

f = g p-p-, on a nécessairement Ax(O) = 0. Enfin, la question précédente donne alors que O = ()
et donc que f(z) = g(z) pour tout z € RY.

6. Montrer que C.(RY,R) C LL(RYN, B(RY), Ay).

corrigé

Soit f € C.(RY,R). Comme f est continue, on a f mesurable de R" dans R (RY et R étant munis
de leur tribu borélienne, on dit aussi que f est borélienne). Comme f est & support compact, il
existe a € R} t.q. f = 0 sur K¢ avec K = Hij\il[—a, a]. Enfin, f est bornée, il existe donc M
t.q. |f(z)] < M pour tout z € RY. On en déduit que [|fldA\y < M(2a)N < oo et donc que
f € LERN,BRY), \y).

Corrigé 146 (Régularité de \y)
Soit m une mesure sur B(RY) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RY. (noter que ceci est vrai
pour m = An.)

1. SoientA € B(RY) et ¢ > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de RY et F fermé de R tels que :

FCACOetm(O\F)<e.

corrigé
On reprend ici la démonstration de la régularité d’'une mesure sur B(R), finie sur les compacts
(théoreme 2.3).

On appelle T I'ensemble des A € B(RY) t.q. pour tout ¢ > 0, il existe O ouvert et F' fermé vérifiant
FcCcAcCOetm(O\F)<e Onvamontrer que T est une tribu contenant C = {H?;l]ai,bi[,
—00 < a; < b; < oo pour tout i € {1,...,N}}. Comme C engendre B(RY) (voir I'exercice 2.7, ou
le corrigé 15, il est méme démontré qu’on peut, dans la définition de C, se limiter au cas ou les a;
et b; sont dans Q), ceci donnera T = B(RY).

On démontre tout d’abord que C C T. Soit —c0 < a; < b; < oo pour tout ¢ € {1,...,N} et

A= Hfil]ai, b;[. Soit € > 0. On veut montrer qu’il existe O ouvert et F fermé t.q. ' C A C O et
m(O\ F) <e.
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Soit ng € N t.q. (2/ng) < b; — a; pour tout ¢ € {1,...,N}. Pour n > ng, on pose F, =
Hf\il[ai +(1/n),b; — (1/n)] et O = A. On a bien F}, fermé, O ouvert et F,, C A C O. On remarque
ensuite que O \ F,, C C), avec :

N
Cr =UN\Crgy Cug =[] 17,
1=1

. n 1 1
10 Slai bl st i # q 1) =lag,ag + ~[Ub, =~ byl

Soit ¢ € {1,...,N}. Comme Cyy1,4 C Cyq (pour tout n > ng), Np>nChq = 0 et m(C, 4) <
m(Hi\il[ai, b;]) < oo (car m est finie sur les compacts), on peut utiliser la propriété de continuité
décroissante d’une mesure. On obtient m(Cy 4) — 0 quand n — co. On a alors aussi m(C,,) <
Zé{v:l m(Cp,q) — 0 quand n — co. Il existe donc n t.q. m(C,,) < e. On prenant F' = F,,, on a bien
alors O ouvert, F' fermé et m(O \ F) < e. Ce qui montre que A € T et donc que C C T

On montre maintenant que 7' est une tribu. On remarque tout d’abord que @) € T (il suffit de
prendre F' = O = {}) et que T est stable par passage au complémentaire (car, si F C A C O, on a
O° C A°C Feet ¢\ O°= 0O\ F). Il reste & montrer que T est stable par union dénombrable.

Soit (Ap)neny C T et A = UpenA,. On veut montrer que A € T. On va commencer par traiter le
cas (simple) ot m(A) < oo puis le cas (plus difficile) ot m(A4) = cc.

Premier cas. On suppose que m(A) < co. La démonstration est ici identique & celle faite pour
N = 1. Soit ¢ > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F, fermé t.q. F, C A, C O, et
m(Op \ ) < (¢/2™). On pose O = UpenO,, et F =UpenF,. OnaF C ACO, m(O '\ F) < 2,
car (O\ F) C Unen(0y \ Fy), et O ouvert mais F' n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F) < oco. Par continuité croissante de m on a

m(Up_oFn) — m(F), quand n — oo, d’ot (puisque m(F) < o) m(F) — m(Up_oFn) — 0. On

prend alors F' = Up_oF), avec n assez grand pour que m(F) —m(F) <e. On a bien FF C A C O,
O ouvert, F fermé et m(O \ F) < 3e. Ceci prouve que A € T

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus
correct si m(F) = 0o). On raisonne en 3 étapes, en adaptant la démonstration faite pour N =1 :

(a) Soit p = (p1,...,pn) € ZN. On remarque d’abord que A, N ny:l[pi,pi + 1[e T pour tout
n € N. En effet, soit n € N et ¢ > 0. Il existe O ouvert et F' fermé t.q. F C A, C O et
m(O\ F) <e. Pour k € N*, on a donc :

N

N N
1 1
Fy=Fn]]lpopi+1- 7 CAnN [Ilpispi +1lc Ok =0 ] ]lpi - PRIZEit
i=1 i=1 i=1

On a Fj, fermé, Oy ouvert et (O \ Fi) C (O \ F') U Dy, avec :

2,9 7

N
Dy =UN\ Dy, Dig=]]7¥
i=1

k 1 .. 1 1
T8 =pi ~ pbitisii#p, TS =Ipg — 7 PalUlpg +1 =2 pg + 11,
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En utilisant la continuité décroissante de m et le fait que m est finie sur les compacts (ce qui
donne m(Dy) < m(Hf\;l[pifl,piJrl]) < 00), on démontre (comme pour les C,, précédemment)
que m(Dy) — 0 quand k — oo. Il existe donc k € N* t.q. m(Dy) < € et donc m(Oy, \ Fy) <
m(O \ F)+m(Dy) < 2¢. Ce qui donne bien que A, N Hﬁvzl[pi,pi +1[eT.

(b) Soit p = (p1,...,pn) € ZN. Comme m(A N Hi]il[p¢7pi + 1[) < o0, on peut maintenant
utiliser le premier cas avec A N Hfil[pi,pi + 1[= Upen(4, N Hf;l[pi,pi + 1[). 1l donne que
AN Hi]il[pi7p¢ + 1[€ T pour tout p = (p1,...,pn) € ZV.

(c) On montre enfin que A € T. Soit ¢ > 0. Pour tout p = (p1,...,pn) € ZV, il existe un

ouvert O, et un fermé F, t.q. F, C AN Hfil[pi,pi +1[C O, et m(0, \ F,) < ¢/(2/?!), en
posant [p| = SN |ps]. On prend O = Upezn Op et F = Upezn Fp. On obtient FF C A C O,
m(O\ F) < 3Ne et O est ouvert. Il reste & montrer que F est fermé.
Soit (Tp)ney C F t.q. @, — x (dans RY) quand n — co. On veut montrer que x € F.
Il existe p = (p1,...,pn) € ZN tq. z € Hf\il]pi —1,p; + 1[. 1l existe donc ny € N t.q.
2n € TI,]pi — 1, pi + 1] pour tout n > ny. Comme =, € Ugezy Fy et que Fy C T, [gi g + 1]
pour tout ¢ = (q1,-..,qn)" € ZV, on a donc z,, € Uge g, Iy, pour tout n > ng, ot B, = {¢=
(q1,---,qn)t € ZN; q; € {pi,pi — 1} pour tout i € {1,...,N}}. Comme F, est de cardinal fini
et que Fy est fermé pour tout ¢, I'ensemble Uye g, Iy est donc aussi fermé, on en déduit que
T € Ugep, Fy C F et donc que F' est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu. Comme
cela a déja été dit, on en déduit que T = B(RY).

2. Soit A € B(RY). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(0), O ouvert t.q. A C O}.

corrigé
Par monotonie de m on a m(A4) < m(0) si A C O, donc m(A4) < inf{m(0), O ouvert t.q. A C O}.
Il reste donc a montrer que m(A) > inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}.

Soit € > 0, d’apreés la question précédente, il existe O ouvert et F fermé t.q F C A C O et
m(O\ F) <e. On a donc aussi m(O \ A) < e et donc m(0O) = m(A) + m(O\ A) < m(A4) +e. Ceci
montre bien que inf{m(0), O ouvert t.q. A C O} < m(A).

Corrigé 147 (Densité de C. et C° dans L')
Soit d > 1 et y une mesure sur les boréliens de R%. On suppose que y vérifie les deux propriétés suivantes :

(pl) p est est finie sur les compacts de R?, c’est-a-dire que p(K) < 400 si K est un compact de R?,

(p2) 1 est réguliere, c’est-a-dire que pour tout A € B(RY) et tout £ > 0, il existe O ouvert et F fermé
t.q FCACOet u(O\F) <e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (voir la proposition 7.5) mais cette démonstration
n’est pas demandée ici.

On note L‘}L 'espace L& (R, B(RY), u). Pour f € £/1u on note ||f|l1 = [|f|dp. Enfin, pour € R%, on
note |z| la norme euclidienne de x.
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1. Soit ¢ € C.(R% R) (c’est-a-dire ¢ continue de R? dans R et & support compact). Montrer que
el

2. Soit K un compact de R? et n > 0. Pour 2 € R? on pose p(r) = M avec d(z, K) =
inf{|x —y|, y € K}. Montrer que ¢ € C.(R%,R) et que p(z) =1sixv € K.

3. Soit A € B(R?) t.q. pu(A) < +o0.
(a) Soit € > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compact t.q. K C AC O et u(O\ K) <e.
(b) Soit & > 0. Montrer qu'il existe ¢ € C.(R%,R) t.q. || — 1all; <e.

4. Soit f une fonction borélienne positive de R? dans R. On suppose que f € C}L. Soit € > 0. Montrer
qu’il existe ¢ € C.(R4,R) t.q. ||f — ¢|l1 <e. [On pourra approcher f par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soit f € EL et € > 0.

(a) Montrer qu'il existe p € C.(R4,R) t.q. |[f — ¢l1 <e.
(b) Montrer qu'il existe 9 € C(R%R) t.q. ||f — ¥|l1 < e. [On pourra montrer que, si ¢ €

C.(R%R), on a |l¢ — @nlli — 0, quand n — oo, avec @, = @ % pp et (pn)nen- une famille
régularisante, voir la définition 8.4.]

6. (Continuité en moyenne ?7)

(a) Soit p € C.(R%,R). Montrer que |l¢(- + h) — ¢|l1 — 0 quand h — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et p) qu’on
peut avoir f € L), et ||f(-+ ) — fll1 # 0 quand h — 0.

7. On suppose maintenant que € est un ouvert de R? et que p est une mesure sur les boréliens de
Q, finie sur les sous ensembles compacts de 2. Indiquer brievement comment on peut montrer la
densité de C.(Q,R) et C(Q,R) dans L (Q, B(Q), u).

corrigé
En Attente. ..

Corrigé 148 (Invariance par translation de \y)
Soient N > 1, ap,...,an € R* et By,...,8y € R. Pour z = (z1,...,2x5)" € RY, on pose p(z) =
(cnw1 + B1,...,anzy + On)F, de sorte que ¢ est une bijection de RN dans RV.

1. Soit A € B(RY), montrer que ¢(A) = {p(x), z € A} € B(RY).

corrigé
On pose T = {A € B(RY) t.q. ¢(A) € BRN)}.

Comme ¢ est bijective, il est facile de montrer que 7" est une tribu. En effet, il suffit de remarquer
que p(RY) =RY, p(A°) = (9(A))° et p(UnenAn) = Unene(4n).

Comme ¢ est continue, ¢ transforme les compacts en compacts. On note C 1’ensemble des compacts
de RN, on a donc C C T (on rappelle que les compacts sont des boréliens). Comme I’ensemble
des compacts de RY engendre B(RY) (noter que tout ouvert peut s’écrire comme une réunion
dénombrable de compacts), on a donc T = B(RY). Ce qui donne bien ¢(A4) € B(RY) pour tout
A e B(RY).

460



2. Montrer que Ay (p(A)) = Hi\il |ei| A (A) pour tout A € B(RY). [On pourra faire une récurrence
sur N : La proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur B(R), notée A. On
suppose que le résultat est vrai pour Ay_1 (et pour toute famille vy, ...,an—1 € R*, fB1,...,0n-1 €
R). On le démontre alors pour Ay en posant m(A) = (vazl |oi]) "t An (0(A)) et en montrant que
m est une mesure sur B(RY) égale & Ay sur B(RV~1) @ B(R). On utilise pour conclure la partie
“unicité” du théoréme 7.1 sur la mesure produit.]

corrigé
On procede par récurrence sur N. La proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue
sur B(R), c’est-a-dire pour N = 1 en posant A\; = A. On suppose maintenant que le résultat
est vrai pour N — 1 avec un certain N > 2, c’est-a-dire que Ay_1(¢(B)) = Hf\;_ll |ai| An—1(B)
pour tout B € B(RV™1) ay,...,any_1 € R*, B1,...,8n_1 € R et ¢ définie par ¢¥(y) = (cq1y1 +
Bis--san_1yN—1+Bn_1)! pour tout y = (y1,...,ynv—_1)" € RV~1 et on démontre le résultat pour
N.

Soit donc ay,...,any € R*, B1,...,8n € R et ¢ définie par ¢(z) = (121 + B, ..., anzy + On)!
pour tout x = (z1,...,zy)" € RV,

Pour A € B(RY), on pose m(A) = (Hi\lz1 loi|) " An (0(A)).

On montre tout d’abord que m est une mesure. On a bien m()) = 0 car ¢(#) = @. Puis, soit
(A)nen C BRY) avec A, N A,, = 0 sin #m. Ona p(UnenAn) = Uneng(A,) avec o(A,) N
©(Ap) = 0 sin # m (car ¢ est bijective). Donc, An(¢(UnenAn)) = >, ey An(¢(An)) et done
M(UnenAn) = >, enm(Arn). Ce qui prouve la g-additivité de m et donc le fait que m est une
mesure sur B(RY).

On montre maintenant que m(A; x As) = An_1(A1)A(Az) pour tout A; € B(RN™1) et pour tout
Ay € B(R) t.q. )\Nfl(Al) < oo et /\(Ag) < 0.

Soit donc A; € B(RM 1) et Ay € B(R) t.q. An_1(A4;1) < 00 et AM(Az) < 0o. On a m(4; x Ay) =
(ITL 1 loal) ™ Aw (p(Ar x Ao)).

On pose ¥(y) = (g1 + Bi,- .., an—1yn—1 + Bn-1)", pour tout y = (y1,...,yn—1)" € RV, et
7(2) = anz + BN, pour tout z € R. On a donc p(A4; X A2) = (A1) x 7(Az). L’hypothese
de récurrence et la proposition 2.9 donne que Ay_1(¢(4;1)) = Hivzzl lai| An—1(A41) < o0 et que
AM7(A2)) = anA(A2) < co. Comme Ay = An—1 ® A (car c’est la définition de Ay) on en déduit :

N-1

An(p(A1 x Ag)) = Av_1($(A)A(T(A2)) = [] leulAn—1(A1)anA(Az),

i=1
et donc :

m(Ay x Az) = (H i) T IAN (p(Ar X A2)) = An—1(A1)A(A2).

On peut maintenant conclure. Comme m est une mesure sur B(RY) = B(RN 1) @ B(R)vérifiant
m(Ayx Ag) = Ax_1(A1)A(Az) pour tout A; € B(RY 1) et pour tout Ay € B(R) t.q. Ax_1(41) < 00
et A(Az2) < oo, la partie “unicité” du théoreme 7.1 donne que m = Ay_1 ® A, c’est-a-dire m = Ay.
On a donc bien Ay (¢(A4)) = TN, |ai|An (A) pour tout A € B(RN).
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Corrigé 149 (Changement de variables simple)
Soient N > 1, ay,...,ay € R* et B1,...,8xy € R. Pour 2 = (z1,...,zn5)" € RY. On pose p(z) =
(11 + Ba,- .., anzy + By)t (de sorte que ¢ est une bijection de RY dans RY).

1. Soit f € & = & (RN, B(RYN)), montrer que fop € & et que [ fdAy = [T, || [(f o p)dAn.
[Utiliser 'exercice 7.14.]

corrigé
Soit A € B(RN) et f = 14. On a alors fop = 1 avec B = ¢~ '(A). En appliquant I’exercice

7.14 (corrigé 148) a l'inverse de ¢, noté ¢, on a donc Ay(B) = An(¥(A)) = (Hfil les ) "I AN (A),
c’est-a-dire :

[ vy =aw) = (Ll (8) = [T lash [ 70 edrn.
i=1 i=1

Soit maintenant f € &; \ {0}. Il existe donc ay,...,a, € R% et Ay,..., A, € BRY) t.q. f =
St aifi, avec f; = 14,. On a alors, par linéarité de l'intégrale :

n N n
/fd)\N = Zaz‘/fid)\N = (H |ai|)zai/fi o pdAN
=1 =1 i=1
N n N
= [Tl [ Yoasiogirw = [lal) [ 7oiry.
=1 im1 =1

(Ce qui est, bien stir, aussi vrai si f =0.)

2. Soit f € My = M, (RN, B(RN)), montrer que fop € M, et que [ fdAy = [, |ai| [(fop)dAn.

corrigé

I existe (fn)neny C Ex t.q. frn T f quand n — co. On a donc aussi (fr, 0@)nen C E4 et frnop 1 fop
quand n — oo (ce qui donne, en particulier que f o € M, ). La question précédente donne :

/ ndAn = (Zﬁl"”') / Fa 0 pdAy.

La définition de l'intégrale sur M, donne alors, quand n — oo :

/fdAN = (ilfll|ai|)/fo<pd)\1v.

3. Soit f € £ = LE(RY,B(RYN), An), montrer que fop € L et que [ fdAy = Hf\;l loi| [(fog)dAn.

corrigé
Comme f est mesurable de RY dans R et ¢ est mesurable de RY dans RY (RY et R étant munis
de leur tribu borélienne), on a bien f o ¢ mesurable de RV dans R.
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En appliquant la question précédente & la fonction | f| on obtient que [ |flopdAn = [ |fopldAn < oo
car [|f|ldAn < 0o. On a donc fop € L1

Enfin, en remarquant que (fop)t = fTopet (fop)™ = f~oyp et en utilisant la question précédente
avec f* et f~, on obtient :

[rram = (ﬁ aul) [ 1+ 0w,
[ - (ilf[lmil)/f o gy,

En faisant la différence, on en déduit :

[ rin - (ﬁmn)/fwdm.

Corrigé 150 (Primitives de fonctions LP)
Soit p € [1,00[. On note L = L& (]0,1[, B(]0,1[), A). Soit f,g € LP. On définit F et G de [0,1] dans R
par :

F(z) :/0 ftyde (= /]o,z[fd/\)7 G(z) :/0 g(t)dt (= /]O’I[gd/\), pour tout z € [0, 1].

1. Montrer que F et G sont des fonctions continues et qu’il existe C € R t.q. |F(y) — F(z)| <
Cly — $|1_% et |G(y) — G(z)| < Cly — x\l_r%, pour tous z,y € [0,1], z < y.

corrigé
On note L' = L{(]0,1[, B(]0,1[), A). F (et G) sont bien définies partout sur [0,1] car fly ) € L*
(et glp4) € L) pour tout z € [0,1] (on confond, comme d’habitude, un élément de L' ou LP avec
l'un de ses représentants).

Soit x,y € [0,1], * < y. En utilisant I'inégalité de Holder avec f et 1, ,;, on obtient, avec
qg=p/(p-1):
_1
[F(y) - F(z)| = \/fl[z,y]dAl <Nl llg < 1Flply — 2177 (12.136)
On a de méme : .
IG(y) = G(@)| < lgllply — =" "> (12.137)
Ce qui donne les inégalités demandées en prenant C' = max (|| f||p, ||gllp)-

Les inégalités (12.136) et (12.137) donnent aussi la continuité (uniforme) de F' et G lorsque p > 1
(et donc 1 — (1/p) > 0), mais pas pour p = 1.

Pour p = 1, on montre la continuité de F' (et de G par un raisonnement semblable) en remarquant
que, pour z,y € [0,1], z < y :

[F(y) = F(2)| S/\f\l[z,y]d/\—>0, quand A([z,y]) =y —z — 0,
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ceci découle de 'exercice 4.14 et donne méme la continuité uniforme de F' comme cela a été démontré
dans ’exercice 5.7.

2. On suppose p > 1. Soit n € N* et k € {0,...,n — 1}. Montrer que, pour tout z € [k k'H] on a

(F(z),G(z)) € Anp X Bk, oit Ay, et By, sont des intervalles de R (indépendants de z) dont les
longueurs tendent vers 0 quand n — co. [Utiliser la question 1.]

corrigé
On pose toujours C' = max(||f|,, [lg]l,). Pour = € [£, 2] on a, avec % =1- % >0:
(@)~ F(| < €4, [6() - G5 < o),
. n’' = 'n’ . n
On en déduit que (F(z),G(x)) € Ap i X Bp i avec :
1.1 k 1.1 k 1.1 1.1
i =1rE eyt r ey, = e et ey e

On a bien A(An k) = A(Bnk) = 20(%)3’1 — 0 quand n — oo.

3. On suppose p > 2. Montrer que E = {(F(z),G(z)); = € [0,1]} est une partie négligeable de R?
(muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R?). [En utilisant une majoration convenable
des longueurs de A,, i et By, x, inclure E (pour tout n € N) dans une partie de R? dont la mesure
de Lebesgue tend vers 0 quand n — 00.]

corrigé
Pour tout n € N*, on pose H,, = U} A,, 1 x By, € B(R?) = B(R) ® B(R). La question précédente
donne E C H,.. On en déduit que E C H avec H = N,enH, € B(R?).

On utilise maintenant 'hypotheése p > 2 pour montrer que Ao2(H) = 0 (et donc que E est néglige-
able). En effet, on a, pour tout n € N* :

n—1 n—1

Ap(H) < Xo(Hn) <) Aa(Ank X Bog) = Y A(An k) A(Bn.k)
k=0 k:(l)

< ndC?*( )% = 4C2n17%,

=1- l. Comme p > 2, on a ¢ < 2 et donc nl=i =0 quand
-0 uand n — oo et donc que Ao(H) = 0.

avec C' = max(||f|lp. [lgllp) et

1 _
q
n — oo. Ceci donne que \y(H,) —

12.7.4 Convolution

Corrigé 151 (Propriétés élémentaires de la convolution)
Soit f,g € LY(RY) = LL(RN, B(RY), Ay).
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1. Montrer que fxg = g* f p.p.. [Utiliser 'invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa
conséquence pour les changements de variables simples (propositions 7.7 et 7.8).]

corrigé
On confond, comme d’habitude f (et g) avec I'un de ses représentants, et on choisit comme représen-
tant de f g (qui est définie comme un élément de L'(R™)) la fonction définie par f  g(x) =
[ fw)gx — y)din(y) si f()g(x —-) € LYRN). On sait que cette fonction est définie p.p. car
f()glx—-) € LYRY) pour presque tout € RY. On choisit de maniére analogue comme représen-
tant de g * f la fonction définie par g x f(z) = [ g(y)f(z — y)dAn(y) si g(-) f(z —-) € LYRYN).

Soit € RY un point pour lequel f x g est définie. On a donc f(:)g(x — ) € LYRY). On pose
h(-) = f(-)g(z —-). On utilise alors la proposition 7.8 (changement de variables simples) avec ¢
définie par ¢(y) = —y + x pour tout y € RY. Elle donne ho ¢ € L'(RY) et :

/ h(p(y))dAn (y) = / h(y)dA ().

Comme h(p(y)) = fleW))glx — o(y)) = f(z —y)g(y), on en déduit que g * f est définie au point
x et que g * f(z) = fxg(x).

Ceci montre bien que fxg = g* f p.p..

2. On suppose que [ et g sont & support compact (f & support compact signifie qu’il existe K, compact
de RV, t.q. f =0 p.p. sur K¢). Montrer que la fonction f % g est alors aussi & support compact.
[On désigne par B(0, «) la boule ouverte de centre 0 et de rayon o. Comme f et g sont & support
compact, il existe a et b € Ry tels que f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ et ¢ = 0 p.p. sur B(0,b)¢. Montrer
que f*g=0p.p. sur B(0,a+ b)°.]

corrigé
Comme pour la question précédente, on confond f (et g) avec l'un de ses représentants, et on

choisit comme représentant de f % g la fonction définie par f x g(z) = [ f(y)g(z — y)dAn(y) si
f(C)gle —-) € LYRY).

Soit a,b € Ry t.q. f =0 p.p. sur B(0,a)¢ et g = 0 p.p. sur B(0,5)°. (RY est muni d’une norme,
notée || - [|.)

Soit # € B(0,a + b)¢. On va montrer que f(-)g(z —-) = 0 p.p. (et donc que f * g(z) = 0, noter
aussi que f(-)g(z — -) est mesurable car f et g le sont).

Comme f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ on a aussi f(-)g(z —-) = 0 p.p. sur B(0,a)¢. Comme g = 0 p.p.
sur B(0,b)¢, on a f(-)g(z —-) =0 p.p. sur B(z,b)¢ (car y € B(z,b)® <= (z —y) € B(0,b)°). On a
donc :

f()glx —-) =0 p.p. sur B(0,a)°U B(z,b)". (12.138)
Or B(0,a) N B(z,b) = @ car y € B(0,a) N B(z,b) implique ||y < a et ||z — y|| < b et donc
|zl = |l — y + y|| < a+ b, en contradiction avec z € B(0,a + b)¢. On a donc B(0,a)°U B(z,b)¢ =
(B(0,a) N B(z,b))¢ = RY et (12.138) donne alors f(-)g(z —-) = 0 p.p. et donc f % g est définie au
point z et f * g(z) = 0.

On a bien montré que f g = 0 p.p. sur B(0,a + b)¢ et donc que f x g est & support compact.
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Corrigé 152 (Convolution L? — C°)
Soit 1 < p < oo. Soit f € LP(RY) = LE(RN, BRN),\y) (ou f € L} (RN)) et p € C(RY,R). On
pourra se limiter au cas N = 1.

1. Montrer que pour tout € R™, la fonction f(-)p(z — -) appartient & £(RY). On pose alors

£ pla) = / ()l — YdAn.

corrigé
On rappelle que f € £}, . (RY) si f € M = M(RY,B(R"Y)) et flx € L'(RY) pour tout compact K

de RY. On a donc £LP(RY) C £}, (RY) (pour tout 1 < p < o) carsi f € LP(RY), on a bien f € M

loc

et, grace & l'inégalité de Holder, flx € LY(RYN) (et || flx|lr < | fllplllxlly < 00,avec g = p/(p—1)).

On suppose donc dans la suite de ce corrigé que f € £}OC(RN ) car cette hypothese est plus générale

que f € LP(RY). Pour simplifier la rédaction, on se limite au cas N = 1.

Soit € R. La fonction f(-)p(x — -) est mesurable (c’est-a-dire ici borélienne car R est muni de
sa tribu de Borel) car f est mesurable et p(z — -) est mesurable (car continue). Comme p est a
support compact, il existe a € Ry t.q. p = 0 sur [—a,a]®. On a donc p(x — ) = 0 sur K¢ avec
K, = [z—a,z+a], ce qui permet de montrer que f(:)p(x—-) € LY(R) car |f()plx—)| < |1k, |1o]lus
avec ||pll, = max{|p(2)|, 2 € R} < 0o, et flk, € L1(R).

La fonction f * p est donc définie sur tout R.

2. Montrer que f *p € C°(RY R).

corrigé

Comme dans la question précédente, on va utiliser a € Ry t.q. p = 0 sur [—a,al et |[p|l. =
max{|p(z)|, z € R} (on va aussi utiliser les normes des dérivées de p, ||[p*]|,). On raisonne
maintenant en 3 étapes.

Etape 1. On commence par montrer que f % p est continue en tout point de R. Soit o € R. La
continuité de f*p en zo découle du théoréme de continuité sous le signe [, théoréme 4.9. En effet,
on pose, pour z,y € R :
F(z,y) = f(y)plz —y).

On a F(z,-) € L'(R) pour tout € R et fxp(z) = [ F(x,-)d\. La fonction F vérifie alors les 2
hypotheses suivantes :

(a) @+ F(x,y) est continue en xg, pour tout y € R,

(b) |F(z,y)] < G(y) pour tout & €]zg — 1,29 + 1] et pour tout y € R, en prenant G = |f1xk|||p||w

avec K =[z9—1—a,z0+ 1+al.

Comme K est compact, on a G € L(R) et le théoreme 4.9 donne bien la continuité de f % p en zg.
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Etape 2. On montre maintenant que f x p est dérivable en tout point et que (f *x p) = f % p'.
Soit g € R. Pour montrer la dérivabilité de f x p en xp, on utilise le théoreme de dérivabilité sous
le signe f, théoreme 4.10. On reprend la méme fonction F' que dans 'étape 1, elle vérifie les 2
hypotheses suivantes :

(a) x+— F(z,y) est dérivable pour tout x €]xg — 1,z + 1] et pour tout y € R,

(b) |2E(z,y)| = |f(y)p' (z—y)| < H(y) pour tout x €]z — 1,20+ 1[ et pour tout y € R, en prenant

H = |flg|||p'||u avec K = [zg —1—a,z0+ 1+ a].
Comme K est compact, on a H € L!(R) et le théoréme 4.10 donne bien la dérivabilité de f * p en
xo et le fait que (f * p)'(x0) = f * p/(z0).-

Etape 3. On montre enfin que f x p € C°°(R,R). Pour cela, on va montrer, par récurrence sur k,
que f+p € CF(R,R) et (fxp)*) = f+p*) pour tout k € N (ce qui donne bien fxp € C=(R,R)).

L’étape 1 montre que fp € C°(R,R) (et on a bien (f x p)© = fxp = f*p©@). On suppose
maintenant que f+p € C*(R,R) et (f*p)*) = fxp®) pour un certain k € N. L’étape 2 appliquée
a p®) (qui appartient aussi & C°(R,R)) au lieu de p donne alors que f*p(®) est dérivable et que sa
dérivée est f*p+D). L’étape 1 appliquée a p*+1) donne que f+p**tD € C(R,R). On a donc bien
finalement montré que fxp € CFH(R,R) et (f*p) D = fxp+D Ce qui termine la récurrence.

3. On suppose maintenant que f est a support compact, c’est a dire qu’il existe un compact de R,
noté K, t.q. f =0 p.p. sur K¢, montrer que f % p est aussi & support compact.

corrigé
Comme f et p sont a support compact, on démontre que f % p est aussi a support compact, comme
cela a été fait dans Uexercice 7.19 (corrigé 151). Plus précisément, si f = 0 p.p. sur B(0,a)° et
p=0sur B(o,b)¢ ona f*p=0sur B(0,a+ b)° (voir le corrigé 151).

Corrigé 153 (Inégalité de Young)

Soient 1 < p < +oo, f € LE(RYN,B(RN),Ay) et g € LE(RY,B(RY),A\y). Montrer que f x g est
définie p.p., fxg € Lg(RY,BRY),Ax) et [[f xglp < [Ifllillgllp- [Eerire [(J|f(z — y)g(y)ldy)Pda =
J([f(z - )| |f(x = y)|7|g(y)|dy)Pdz, avec g = 525 Appliquer Iinégalité de Holder puis le théoreme
de Fubini-Tonelli].

corrigé
Pour simplifier les notations, on ne traite ici que le cas N = 1. On suppose aussi que f et g ne sont pas
nulles p.p. (sinon, il est immédiat que f * g est définie partout et f x g(x) = 0 pour tout z € R).
On confond f et g avec I'un de leurs représentants.

Pour z,y € R, on pose H(z,y) = g(y) f(z — y). La premiére partie de la démonstration de la proposition
sur la convolution (proposition 7.9) montre que H, et donc |H|, est B(R?)-mesurable. On peut alors
utiliser les deux premiéres conclusions du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) pour affirmer que
lg()f(x =) € M4i(R,B(R)) pour tout z € R et que ¢ € M (R,B(R)) avec ¢ définie par p(z) =
J1g(-)f(z = )|dX\ pour tout z € R. Par composition de fonctions mesurables, on a donc aussi ¢? €

M (R, B(R)).
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Soit & € R. Les fonctions |f(x — )|11 et |f(z — )|rl|g()\ sont aussi mesurables. On peut alors utiliser
I'inégalité de Holder avec ¢ = p/(p — 1). elle donne :

(@(w))p=(/If(x—~)|%|f(w—-)\%Ig(-)\ld/\)pS (/\f(w—~)|d/\)§(/|f(fc—-)Ilg(-)\pd/\)

) (12.139)
< ||f\|f(/ |f (@ = )llg()[PdN).

Noter que (12.139) est vraie si |f(z — -)||g(-)|P € L X(R) et si |f(z — )||]g(-)|P & L1(R). Dans ce dernier
cas on obtient seulement ()P < co. On a aussi utiliser la proposition 7.8 pour dire que [ |f(z —-)|d\ =

J1fldx =11 f1lx-

On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.2) avec les fonctions | f| et |g|P. 1
donne :

/ p@PdNz) < |fIF / ( / (@ = g PN @)

B (12.140)
ik / ( / @ — 9)llg@)Pdr@)dMw) < 1A F1F L lglE = 171 1glE.

Ceci donne que ¢ € LP(R) et, en particulier que p(x) < 0o p.p., c’est-a-dire A(A) = 0 avec A = {p = 0}
(noter que A € B(R) puisque ¢ € M ). Pour tout z € A¢, on a donc g(-)f(z —-) € L1(R) et on peut
définir g% f(x) par g* f(z) = [ g(y)f(z — y)dA(y).

La fonction g x f est donc définie p.p.. On remarque maintenant qu’elle est égale p.p. & une fonction
mesurable. En effet, les fonctions HT et H~ sont B(R?)-mesurables (d’aprés la premiére partie de la
démonstration de la proposition 7.9, on rappelle que H(z,y) = g(y)f(z — y)). Les deux premiéres
conclusions du théoréme 7.2) donnent alors (g(-) f(z—-)* € M4 (R, B(R)) pour tout = € R et que ¢, p2 €
M (R, B(R)) avec ¢y définie par g1 (x) = [(g(-)f(z—-))Td) et @y définie par o (z) = [(g()f(z—))"dA
pour tout € R. On pose alors h = 1 — o sur A et h = 0 sur A. On a bien que h est mesurable (de
R dans R) et h =g * f p.p..

On remarque enfin que h € LP(R) car |h| < ¢ p.p. et ¢ € LP(R). On en déduit bien que g * f € LP(R)
(avec la confusion habituelle entre g x f et la classe de h dans LP(R)).

Le fait que ||lg % f|lp < || f]l1]lgllp est conséquence immédiate de (12.140) puisque g * f < ¢ p.p..

Enfin, le raisonnement fait dans la premiére question de l'exercice (7.19) montre que, pour tout z € R,
f()g(z —-) € LYRY) si et seulement f(z —)g(-) € LY (RY) et que ces deux fonctions ont alors méme
intégrale. Ceci permet de montrer que f x g est aussi définie p.p. et que fxg=g* f p.p.

12.7.5 Changement de variables
Corrigé 154

n .2 n o0
1. Vérifier que sin > 1 / L - / (/ e tdt) sin wdx.
o Jo

0 T

corrigé
sin x

Soit n € N, la fonction = +— est continue que [0, n] en posant % = 1 pour x = 0, elle est donc
bien intégrable pour l'espace mesuré ([0, n], B([0,n]), A).
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—xt

tout p € N, on a [ e "dt = [=—]f = L —

x x x
o0 — . .
de convergence monotone, que fo e~ Ttdt = % On obtient bien :

/ Smxdx:/ (/ et dt) sin wdz.
o T o Jo

. Calculer F,(t) = / e *tsinzdz (t > 0).
0

e TP

Pour tout = > 0, on a e* € My (R4, B(Ry)). Pour calculer [ e *!dt, on remarque que, pour
1

. Quand p — oo, on en déduit, avec le théoreme

corrigé
Pour ¢t =0, on a fO" e *tsinzdr = fon sinzdr = 1 — cosn. Donc, F,(0) =1 — cosn.

Soit maintenant ¢ > 0. Comme les fonctions z — e~ %! et 2 — sin 2 sont indéfiniment dérivables sur

R, on peut calculer f(;l e *'sin xdx en intégrant deux fois par parties :

n n
/ e *tsinzdr = 7/ te™* coszdx — [~ cos x|
0 0

n
t267xt

0

=- sinzdx — [te™*t sin 2]% — [e™** cos 2]2.

Ce qui donne :

n
(t? + 1)/ e “tsinzdr =1 —te " sinn — e "™ cosn.
0

et donc : § - B
Fo(t) :/ e *sinxdr = 1—te 5121”*6 cosn
0 2 +1
o0
. Calculer lim F,(t)dt. (F, est définie & la question précédente.)

n—-+oo 0

corrigé
Pour tout n € N, F), est continue de R dans R, elle est donc mesurable de R, dans R.

On a, pour tout n € N et tout t > 0, te™™ < te ™t < 1/e. On en déduit :

1 1
F.O)| <2+ -
B0 < @+

pour tout ¢t € R + et pour tout n € N.

(en fait, on a méme 0 < F,(t) < ﬁ) Comme t +— est intégrable sur (R4, B(Ry), ), ceci

donne que F,, € L}(R., B(R.),\) pour tout n € N.

_1
241

Enfin comme F,(t) — ﬁ quand n — oo, pour tout ¢ > 0, on peut appliquer le théoreme de
convergence dominée a la suite (Fy,)nen, il donne :

o0 oo 1
/0 Fn(L‘)dtH/0 mdt:g, quand n — oo.
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4. En déduire que lim
n—-+oo 0 €T

corrigé
Soit n € N. On définit H de R? dans R par H(z,t) = e"*!sin 2110,n) (2)1[0,00] (£)-

La fonction H est B(R?)-mesurable et elle appartient & £!(R?) car, par le théoréme de Fubini-

Tonelli : N -
x,t oz, t) < sinz e “tdt)dx = smx|d < 00,
Ol < [ (smal([ e tdyda— [
0 0 0 T

car la fonction x — @ est continue que [0,n] en posant ‘szl =1 pour z = 0, elle est donc bien
intégrable pour P'espace mesuré ([0, n], B([0,n]), A).

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini a la fonction H, il donne, avec la premiere question :

/ Smxdas:/ (/ efwtdt)sin;rda::/ (/ efwtsinxd;r)dt:/ F,(t)dt.
o T o Jo 0 0 0

La question 3 donne alors lim,,_, fo ST gy = limy, oo fo F,(t)dt =

jus
5 -

Corrigé 155 (Coordonnées polaires)
1. Calculer f(R+)2 e~ @ +v") gy dy (on rappelle que dzdy désigne dAo(z,y)). [On pourra utiliser le
passage en coordonnées polaires.]

corrigé

Pour x,y € R, on pose f(z,y) = e*($2+92)1R+(x)1R+(y). On a f € M, (R?% B(R?)) (noter que f
est le produit de fonctions mesurables). On peut donc lui appliquer la formule (7.17) :

/f(x,y)d/\g(as,y) = /027r (/Ooo f(rcos@,rsin 9)rdr> de.

o0
/ ef(”2+y2)d)\2(;r,y) = 27T/ e~ rdr.
(R+)2 0

—n? JPRY n o _p2
rdr = %(l—e ") et que, par le théoreme de convergence monotone, [ e~ rdr

On a donc :

. n _p2
Puis, comme [ e™"

oo _p2 , . o0 1 .
— [, e " rdr quand n — oo, on en déduit [~ e rdr = § et donc :

/( . 67<””2+y2>d/\2(x7y) = .
R

2. Calculer/ e~ da.
R+

corrigé

On applique le théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.2) & la fonction f défnie & la question
précédente. Il donne :
/fwyd/\z(wy /(/fwydy>dx
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et donc :

oS} e} 0o 2
T = / e*(w2+y2)d/\2(w7y) = / </ enydy> €7w2d‘r — </ €—x2d$> )
(RT)2 0 0 0

On en déduit que [;° e dx = /7.

Corrigé 156 (Cordonnées polaires dans R")

On note S™¥~! 1a sphere de centre 0 et rayon 1 dans RY (i.e. SV~ = {z € RV | |z| = 1}, ol |.| désigne
la norme euclidienne usuelle). Pour A € SN=1, on pose A = {tz, t € [0,1], = € A}.

Montrer que si A est un borélien de SN—1, alors A est un borélien de RV,

On définit alors, quand A est un borélien de S¥=1, o(A) = NAy(A). Montrer que o définit une mesure
sur les borélien de S™V—1.

Montrer que, pour tout f : RY — R mesurable positive ou intégrable on a

[ f@)dr= /OO0 </SN_1 Uy dU(§)> N1 dp,

Trouver alors les o € R tels que  — |z| soit intégrable sur RV\B; ou sur By, avec By = {x € RY;
[ < 1}.

corrigé
Cet exercice est trop difficile a faire complétement sans indications.
Pour R € Ry, on note Br = {z € RY; |z| < R}.

1. On montre tout d’abord que A est un borélien de RY si A est un borélien de S¥~1. Pour cela, on
pose T = {A € B(SN—1); A € BRNM)}.

On montre que T est une tribu. En effet, A = § € B(RM) si A = () et donc § € T. Puis, on
remarque que T est stable par complémentaire car, pour A € T, SN-1\ A = B; \Z € B(RYM), ce
qui montre que S¥~1\ A € T. Enfin, il est facile de voir que T est stable par union dénombrable
car, pour (A )ney C T, on a UpenAy, = Upen4, € B(RY) et donc U,enA, € T. On a bien montré
que T est une tribu.

Soit C I’ensemble des fermés de SV, Si A € C, on voit que A est un fermé de RY. En effet,
Si (tns Tn)nen C [0,1] x A est t.q. t,z, — y dans R, on peut supposer, par compacité de [0, 1]
et de SNL, apres extraction d'une sous suite encore notée (¢, Zn)nen, que t, — t € [0,1] et
z, — & € SV quand n — co. On en déduit que y = tx € g, ce qui prouve que A est fermé.
Comme les fermés sont des boréliens, on a donc C C T

Pour conclure, il suffit de remarquer que la tribu engendrée par C (sur SV 1) est B(S™V~1). On en
déduit bien que B(SN"1) =T.

2. 11 est facile de montrer que o est une mesure. Il suffit en effet de remarquer que @ = (0 (et donc
a(@) = 0) et que, pour (Ap)peny C T t.q. Ap N A, = 0 sin # m, on a, avec A = UpenAn,
A =UpenAn, et A, N A, =0 sin # m. On déduit alors la o-additivité de o de la o-additivité de
AN
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3. On va montrer maintenant :
[ t@a= [T( [ 166d©) 0 ap (12.141)
N 0 N-—-1

pour tout f = 1z avec E € B(RY). Cette démonstration est difficile (le reste de la démonstration
sera plus facile). On raisonne en 3 étapes.

Etape 1. Pour A € B(S¥~!) et pour 0 < r < R < oo, on pose A, r = {p€, p € [r,R], € € A}.
Dans cette étape, on prend f = 1g avec E = A, p et on montre alors que les deux membres de
(12.141) sont bien définis et sont égaux.

Pour montrer que A, r € B(RN), il suffit de remarquer que A, g = Ag \ A, avec A, = UteQatg,
Qu={teQif,t<a}lsia>0 (et A4y =0). Comme A € B(RY), on a tA € B(RY) pour tout ¢ >0
(voir la proposition 7.7) et donc A, € B(RY) pour tout a > 0. On en déduit que A, g € B(RY).

On calcule maintenant Ay (A, ) (c’est-a-dire le membre de gauche de (12.141)). D’apres la propo-
sition 7.8, on a Ay (tA) = t¥ Ay (A) pour tout t > 0. la continuité croissante d’une mesure donne
alors Ay (4,) = a¥ An(A) pour tout a > 0 et donc :

An(Arr) = An(AR\ Ay) = An(AR) — An(4,) = (RN — M)Ay (A) =

Soit p > 0. Sip & [r,R[, ona f(r¢) = 0 pour tout & € S¥~L. On a donc f(p) = 1y €
M (SN B(SN=1) et [ f(p:)do = 0. Sip € [r, R, ona f(r¢) =1 pour tout £ € A et f(r) =0
pour tout £ € S¥ "1\ A. Done, f(p) =14 € M (SN=1,B(SN 1)) et [ f(p-)do = o0(A). On en dé-
duit que la fonction p — [ f(p-)do est égale & o(A)1, g(, elle appartient donc & M (R%, B(RY), \)

et on a : /000 </SN71 F(p6) dg(§)> pNtdp = /R* a(A)l[r,R[(P)prldP

R N _ N
_ RY —r
= O'(A)/ pNrdp = O'(A)iN

On a bien montré que les deux membres de (12.141) étaient bien définis et étaient égaux.

Etape 2. Onpose D = {A, z, 0 <r < R < o0, A € B(S¥1)}. On montre ici que D engendre
B(RM).

On a déja vu que D C B(RY). Donc, T(D) c B(RY). Pour montrer I'inclusion inverse, on va
montrer que tout ouvert de RV peut s’écrire comme une union au plus dénombrable d’éléments de
D.

On commence par remarquer qu'il existe une partie dénombrable de SN~1, dense dans SV~ (ceci
découle de la séparabilité de RY). Soit S une telle partie. On peut alors démontrer (on ne détaille
pas ici cette démonstration, assez simple) que si 2 € O, O ouvert de RY, il existe une boule ouverte
de SV—1 dont le centre est dans S et donc le rayon est rationnel, on note A cette boule, et il existe
R eQtqg z € A r CO. On en déduit facilement que O est une union au plus dénombrable
d’éléments de D (voir P'exercice 2.7 pour des résultats semblables). Ce résultat montre que les
ouverts de RY sont dans T'(D) et donc que B(RY) C T(D).
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On a bien finalement B(RY) = T(D).

Etape 3. On montre dans cette étape que (12.141) est vraie pour tout f = 1z avec E € B(RY).

En admettant que le deuxieme membre de (12.141) est bien défini pour tout E € B(RY), on peut
définir m sur B(RY) par m(E) = [° ([gv-1 1£(p€) do(§)) pN =" dp. m est alors une mesure. On a
montré que m = Ay sur D (Etape 1) et que D engendre B(RY) (Etape 2). Le fait que deux mesures
sur une tribu 7" soient égales sur une famille engendrant 7" est insuffisant pour dire qu’elles sont
égales sur T' (voir exercice 2.20), mais cela est suffisant si cette famille est une “semi-algebre” (une
famille C est une semi-algebre si 0, )¢ € C, C est stable par intersection finie, et le complémentaire
de tout élement de C est une réunion finie disjointe d’éléments de C), et si les mesures sont finies.
C’est ainsi que nous allons montrer que (12.141) est vraie pour tout f = 1g avec E € B(RY).

Soit R > 0. On note Dp = {E € D; E C Br} et Br = B(Br) = {A € B(RY); A C Br}. L'étape 2
donne que la tribu engendrée (sur Bg) par Dg, notée T(Dg), est égale & Bg.

On remarque tout d’abord que si C' € Dg, (Br \ C) est la réunion disjointe d’au plus 3 éléments
de Dg. On en déduit, comme dans 'exercice 7.2, que I’algebre engendrée par Dy sur B (voir la
définition 2.4 pour la définition d’une algebre), notée Ag, est ’'ensemble des réunions finies disjointes
d’éléments de Dg. Soit F € Ag. 1l est alors facile de montrer (par linéarité de 'intégrale et avec
Pétape 1) que les deux membres de (12.141) sont bien définis et égaux si f = 1.

On note Mg lensemble des éléments E € B(Bg) t.q. les deux membres de (12.141) soient bien
définis et égaux si f = 1p. Une application facile du théoréeme de convergence monotone donne que
MF, est une classe monotone. (en fait, si (E,)nen C Mg est une suite décroissante, on applique le
théoréme de convergence monotone a la suite 15, — 15, alors que si (E,)nen C Mg est une suite
croissante, on applique le théoréme de convergence monotone & la suite 1g, ). Mg est donc une
classe monotone qui contient Ag, Mg contient donc la classe monotone engendrée par Ag, or, le
lemme sur les classes monotones (exercice 2.13) montre que cette classe monotone est égale a la tribu
engendrée par Ag, elle méme égale & la tribu engendrée par Dg. Ceci montre que Mr = B(BpR) et
donc que les deux membres de (12.141) sont bien définis et égaux si f = 1p avec E € B(Bg).

En appliquant une nouvelle fois le théoreme de convergence monotone, on montre alors facilement
que les deux membres de (12.141) sont bien définis et égaux si f = 1g avec E € B(RY).

4. La fin de la démonstration est maintenant facile (elle utilise un raisonnement souvent utilisé
dans des exercices précédents). Par linéarité de l'intégrale, on montre que les deux membres de
(12.141) sont bien définis et égaux si f € &£, (RN, B(RY)), puis, par convergence monotone, si
f e ML (RN, B(RY)). Enfin, on traite le cas f € L}(RY) en décomposant f = f+ — f~.

5. Comme application simple de (12.141) pour f € M, (RN, B(RY)), on trouve que z — |z|* est
intégrable sur RY \Bj si et seulement si a+ N — 1 < —1 et est intégrable sur B; si et seulement si
a+N-—-1>-—1.

Corrigé 157 (Changement de variables Wl croissant)
Soit f € L}(R,B(R),\) t.q. f > 0p.p.. Pour x € R, on pose p(z) = ffoo f(#)dt. (On rappelle que, pour
a <b, [P f(t)dt désigne [ 1), 4 fdA.)
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1. Montrer que ¢ € C(R,R) et que ¢ est strictement croissante.

On note I,,, I'image de ¢ (I, est donc un intervalle dont les bornes sont 0 et j fd)\) et on note
¥ : I, — R la fonction inverse de ¢ (¢ est donc continue de I,,, dans R).

On rappelle que si I est un intervalle de R et B(I) est sa tribu borélienne, on a B(I) = P(I)NB(R).
Pour A C R, on note ¢(A) = {p(z), x € A}. Pour A C I,,, on note (A) = {¢(x), z € A}.

2. Montrer que {¢(A4), A € B(R)} = B(I,,) et que {¢(A4), A € B(I,,)} = B(R).

3. Soit I un intervalle de R. Montrer que A(p(I)) = [; fdA.

4. Soit O un ouvert de R. Montrer que A(¢(0)) = fo fdA. En déduire que, pour tout € > 0 il existe
6>0t.q.:
O ouvert, A(O) < § = A¢(0)) <e.

5. Soit A € B(R). Montrer que A\(p(A)) = [, fdX. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité de
A et la question précédente.]

6. Soit a,b € R t.q. a < b.

(a) Soit B € B(R). On pose g = 15. Montrer que :

»(b) b
| st = [ atetsnsesias (12.142)
w(a) a

[Prendre A = ¢(B N I;,)N]a, b] et utiliser la question précédente.|
(b) Montrer que (12.142) est encore vraie pour g € £ (R, B(R)), puis pour g € M (R, B(R)).

(c) Soit g : R — R mesurable. On suppose que gljo(a),o4) € L (R, B(R),\). Montrer g o
©fLap € L (R, B(R), \) et que (12.142) est vraie.

NB: On peut montrer que ¢ est dérivable p.p. et que ¢’ = f p.p.. La formule (12.142) est alors la
formule habituelle de changement de variable. Noter aussi que la fonction ¢, restreinte a Uintervalle ]a, b],
appartient & un espace appelé W11(]a, b]) (ce qui explique le titre de I'exercice).

corrigé

En Attente
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12.8 Exercices du chapitre 8

Corrigé 158 (Non densité de C, dans L*)
On considere f = 1g, (qui appartient a L (R, B(R), \), en confondant f avec sa classe).

1. Montrer que ||f — ¢|l > & pour tout ¢ € C(R,R).

corrigé
Soit ¢ € C(R,R). On va montrer que || f — ¢||oc > 2 — & pour tout 0 < & < 1/2 (ce qui donne bien
finalement || f — ¢ > 3).

Soit donc 0 < e < 1/2.

On suppose tout d’abord que ¢(0) > % 11 existe alors, par continuité de ¢, § > 0 t.q. ¢(z) > 5—€
pour tout € [—4,0]. On a donc ¢(z) — f(z) > § — € pour presque tout x € [—6,0], ce qui prouve
que A({|¢ — f| = 5 —€}) = A([-6,0]) =6 > 0. On adonc || f —¢llec > 5 —&.
On suppose maintenant que ¢(0) < % De maniére analogue, il existe § > 0 t.q. p(z) < % + & pour
tout « € [0,6]. On a alors f(z) — (.I') > 1 — £ pour presque tout x € [0,6], ce qui prouve que
M{If —¢l =3 —¢}) = A([0,6]) =6 > 0. On a donc aussi ||f — ¢l > 3 —&.

Comme € > 0 est arbitrairement petit, on a bien montré que ||f — ¢[loc > 5.

2. Montrer que ||f(- + h) — f|lco = 1 pour tout h € Rx.

corrigé
Pour i > 0,0on a |f(-+h)—f(-)| = 1 p.p. sur [=h,0] et donc A({|f(-+h)—f(-)] > 1}) > X([=h,0]) =

h >0, ce qui prouve que || f(- + h) — f|loo > 1. Comme il est clair que |f(-+h) — f(-)] <1 p.p., on
a finalement [|f(- +h) — flleo = 1.

Pour h < 0, on a |f(- + h) — f(")lo = 1 p.p. sur [0,—h] et donc A({|f(- + h) — f()] > 1}) >
A([0,—=h]) = —h > 0, ce qui prouve que ||f(- + h) — fllc > 1. Comme il est clair aussi que
|f(-4+h)— f(-)| <1 p.p., on a finalement || f(- + k) — flloc = 1.

Corrigé 159 (Séparabilité de LP(Q), 1<p< )
Soient N > 1, Q un ouvert de RV et p tel que 1 < p < +oo. Montrer que I'espace LP(£2) est séparable.

On pourra se limiter au cas 2 = R et raisonner ainsi : Soit n € N*, pour ¢ = 0,1,...,2n% — 1, on note:
Iy =[-n+1L-n+ %[ Onpose: A, ={f:R — R;f|1; =r,our€Q,et f=0sur [-n,n[°}. On
pose A=, cne A4

1. Montrer que A est dénombrable.

corrigé
Soit n € N*. A f € A,, on associe I'ensemble des valeurs prises par f sur les intervalles I

g=0,1,...,2n%2 — 1. 2On construit ainsi une bijection de A,, dans Q2"2, ce qui prouve que A, est
dénombrable car Q®* est dénombrable.

On en déduit que A est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.
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2. Montrer que, pour tout f € C.(R,R) et pour tout € > 0, il existe g € A t.q. ||[f — g, <e.

corrigé
Soit f € C.(R,R) et soit £ > 0.

Comme f est & support compact, il existe a € Ry t.q. f =0 sur [—a,a]°.
Comme f est uniformément continue, il existe § > 0 t.q. |z —y| < = |f(x) — f(y)| <e.

On choisit maintenant n € N* t.q. n > a et 1/n < 4. On construit alors g € A,, de la maniere

suivante :
g(x) =0, siz € [-n,n[c,
g(x)=ry, siz € [—n—l—%,—n—i—%l[, qe{0,1,...,2n% — 1},

avecrg € Qt.q. |[f(—n+ L) —ry<cetr,=0si f(—n+21)=0.

Onage A (car g € Ay,), |g(x) — f(x)] < 2e pour tout z et |g(x) — f(z)|=0siz € [~a—1,a+1]°.
On en déduit :

/ lg(z) — f(z)[Pdz < 2(a + 1)2PeP.

On peut donc trouver g € A arbitraiement proche de f en norme LP.

3. Conclure par la densité de C.(R,R) dans LP(R,) (théoreme 8.1).

corrigé
Soit f € LP(R) et soit € > 0. Par le théoreme 8.1, il existe g € C.(R,R) t.q. |g — f|l, < e. Parla

question précédente, il existe h € A t.q. ||g — h|l, < e. On a donc ||f — ||, < 2. Ce qui prouve
que A est dense dans LP(R). Comme A est dénombrable, on en déduit que LP(R) est séparable.

Corrigé 160 (Non séparabilité de L (R, B(R), \))
On note B I'ensemble des f appartenant & L (R, B(R), A) t.q., pour tout n € N, f =0 p.p. sur [n,n+1]
ou f=1p.p. sur Jn,n+ 1.

1. Montrer que B est non dénombrable. [Construire une injection de I’ensemble des parties de N dans
B.]

corrigé
Soit P une partie N. On construit ¢(P) € B en prenant ¢(P) = 1 p.p. sur Jn,n+ 1[sin € P,
©(P)=0p.p. sur jn,n+1[sin & P et o(P) =0 p.p. sur R_.

© est bien injective car, si P,Q € P(N), P # @, il existe n € P t.q. n € Q (ou il existe n € Q
t.q. n ¢ P). On a alors p(P) =1 p.p. sur [n,n+ 1] et ¢(Q) = 0 p.p. sur |n,n + 1] (ou p(P) =0
p.p. sur Jn,n+ 1] et p(Q) = 1 p.p. sur Jn,n + 1[). On en déduit que ||¢(P) — ¢(Q)||ooc > 1 car
A(Jn,n + 1[) > 0, et donc p(P) # ¢(Q).

Comme P(N) est non dénombrable (et non fini), 'ensemble B est aussi non dénombrable (et non
fini).
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2. Soit A une partie dense de L (R, B(R),A). Montrer que pour tout f € B, il existe g € A t.q.
I = glloe < i. En déduire qu’on peut construire une application injective de B dans A.

corrigé
Soit f € B. Par densité de A dans L (R, B(R), \), il existe g € A t.q. [|f — glloo < 3. On peut

donc construire (grace & 'axiome du choix) une application ¢ de B dans A t.q. ||f — ¥ (f)[e < &
pour tout f € B.

On monte maintenant que 1 est injective. En effet, soit f1, fo € B t.q. ¥(f1) = ¢¥(f2). On a alors,
avec g = ¢(f1) = ¥(f2), [f1 = fallo < If1 = glloo + [If2 = glloc < 5. Ceci prouve que fi = fa car
If1 = falloo = 1 si f1 # fa (il suffit de remarquer qu’il existe n € N t.q. |f1 — fa| = 1 p.p. sur
Jn,n+1]).

3. Montrer que L (R, B(R), \) n’est pas séparable.

corrigé
Si LP (R, B(R), A) est séparable, il existe A (au plus) dénombrable, dense dans L (R, B(R), A). La
question précédente permet de construire une injection de B de A. Ce qui est en contradiction avec
le fait que B est non dénombrable (et non fini).

Corrigé 161 (Convolution L? — L?)
Pour 1 < p < o0, on note £P = LL(R, B(R), A) et LP = LE(R, B(R), A).

1. Soit1<p<+oo,q:p%1,feﬁpctg€£q.

(a) Montrer que pour tout z € R, 'application f(-)g(x — -) est intégrable.

corrigé
Soit € R. L’application f(-)g(xz — -) est mesurable car les applications f et g(x — -) sont
mesurables. Puis, on déduit de 'inégalité de Holder (inégalité (6.3)) que f(-)g(z —-) € L1 et :

1FCg(@ =)l < W fllpllg(@ = llg = 1 £11pllgllq-

On peut donc définir (f * g)(x) pour tout z € R.
(b) Montrer que |(f *g)(z)| < || fllpllgllq, pour tout z € R.

corrigé

Soit z € R. On a [(fxg)(x)| = | [ f()g(x = )dA| < [[f()g(x —)ldX = [If()g(z = )]z En

utilisant I'inégalité montrée dans la question précédente, on a donc :

I(f*g) (@) < I fllpllgllg-
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()

Montrer que f * g est continue sur R.

corrigé
Soit z,h € R. On a :

Frgle+h) — fg()] < / FOg(@+h =) — F(Jg(z — )]dA
< Flpllg@+h =) = g@@ =Yg = 1£llg( — B) — gll,-

Le théoreme de continuité en moyenne dans L7 (exercice 6.4, corrigé 102, le cas général de la
mesure de Lebesgue sur RY est donné dans le théoréme 8.2) donne que ||g(- — h) — g||; — 0,
quand h — 0. Ceci prouve la continuité (et méme la continuité uniforme) de f x g sur R.

2. Soit1<p<+oo,q:ﬁ.

(a)

Soit F' € LP et G € L1. Montrer qu’on peut définir F' x G sur R en posant F'x G = f x g, avec
f € FetgeG. [l suffit donc de démontrer que f % g ne dépend pas du choix de f dans F et
g dans G|

corrigé
Soit f1, fo € F et g1,92 € G. Comme f; = f3 p.p. et g1 = g2 p.p., on a aussi, pour tout = € R,
fi()gi(z =) = f2()g2(x — ) p-p. et donc f1* g1(x) = f2 x ga(z).
Pour tout = € R, on peut donc définir F'x G(x) en posant F x G(z) = f *x g(z), avec f € F et
g € G (car fx g(z) ne dépend pas du choix de f et g dans F et G).

Montrer que application (F,G) — F G est bilinéaire continue de LP x L? dans Cp(R,R) (on
rappelle que Cp(R, R) est ’ensemble des fonctions continues bornées de R dans R, muni de la
norme de la convergence uniforme).

corrigé
On note || - ||, la norme de la convergence uniforme (on rappelle que, sur Cy(R, R), elle coincide
avec la norme || - ||o0)-

Soit Fe P et Ge LY. Si f € F, g € G, on a déja vu que, pour tout x € R :

[+ G(@)| = f*g(@)] < I flpllglla = 1 FIIpIGllg-

On en déduit || FxG||, = sup{|F*G(z)|, z € R} < ||F||,||G]l4- Ce qui prouve bien la continuité
de la forme bilinéaire (F,G) — F x G de L? x L7 dans C(R, R).

Soit F' € LP et G € L1. Montrer que F x G € Cy(R,R) (c’est-a-dire que la fonction F'x G est
continue de R dans R et que (F * G)(z) — 0 quand 2 — +00).

corrigé
On considére tout d’abord le cas f € C.(R,R) et g € C.(R,R). On sait déja que f x g est
continue (par exemple, parce que f € LP et g € L9). D’autre part, comme f et g sont a
support compact, il existe a > 0 et b > 0 t.q. f = 0 sur B¢(0,a) et g = 0 sur B(0,b). On
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en déduit que fxg =0 sur B¢(0,a + b) (ceci est démontré, par exemple, dans I'exercice 7.19,
corrigé 151). On a donc f x g € C.(R,R) C Cp(R, R).

Soit maintenant F' € LP et G € LY. Le théoréme de densité dans les espaces LP (exercice
6.4, corrigé 102, ou encore théoréme 8.1 pour un cas plus général) donne l’existence de deux
suites (frn)nen € Ce(R,R) et (gn)neny € Ce(R,R) t.q. f, — F dans L? et g, — G dans L9,
quand n — co. La continuité de la forme bilinéaire (F,G) — F x G de L? x L? dans Cy(R, R)
montre alors que f,, x g, — F * G dans Cp(R,R) (c’est-a-dire uniformément), quand n — occ.
Or fn *gn € Co(R,R), pour tout n € N, et Co(R,R) est fermé dans C,(R,R), on a donc
FxG e Cy(R,R).

3. On prend maintenant p = 1 et ¢ = +o0.

(a)

Soit f € L et g € £>°. Montrer que (f * g)(z) est bien définie pour tout » € R. Montrer que
fxg € Cp(R,R).

corrigé
On procede ici comme dans le cas 1 < p,q < 0.

Soit & € R. L’application f(-)g(x — ) est mesurable car produit d’applications mesurables.
Puis, I'inégalité de Holder pour le cas p = 1, ¢ = oo (proposition (6.9)) donne f(-)g(z —-) € £!
et :

1f gl =)l < [ fllllg(z = )lloo = [[fl1]lgloc-

On peut donc définir (f * ¢g)(z) pour tout z € Ret on a |(f xg)(z)| < | fll1]lg]lcc- Ceci donne
sup{|(f * g)(z)|, z € R} < [|fll1]l9]lcc €t donc que f est bornée.

Pour montrer que f x g est continue sur R, on utilise 'invariance par translation de la mesure
de Lebesgue pour écrire, pour tout z € R :

frg@) = [ 1o a)ir
Soit z,h € R. On a donc :

Frgle+h) — fg(@)] < / F@+h—)g() = fz = )g()|dA
< f@+h—) = f@=llglloe = 1FC = B) = Fllsllglloo-

Le théoréme de continuité en moyenne dans L' (théoreme 5.6) donne que || f(- —h) — f|l1 — 0,
quand h — 0. Ceci prouve la continuité (et méme la continuité uniforme) de f x g sur R.

On a donc bien f * g continue et bornée, c’est-a-dire f * g € Cp(R,R).

Soit F' € L' et G € L. Montrer que (F x G)(z) est bien définie pour tout € R en posant
FxG=f*g,avec f€ Fetged.

corrigé
La démonstration est identique a celle du cas 1 < p,q < oco. Elle n’est pas redonnée ici.
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(¢) L’application (F,G) — F x G est-elle continue de L' x L° dans C, ?

corrigé
La réponse est “oui” car nous avons vu que || f x g|l. = sup{|(f * 9)(z)|, = € R} < [|f|l1]|gllco-

(d) A-t-on F G € Cy(R,R), pour tout F € L' et G € L™ ?

corrigé
La réponse est “non”. On prend, par exemple, G = 1 p.p. et F € L', F # 0. On a alors
F%G(z) = [ FdX pour tout z € R. Donc, FxG(z) / 0, quand z — o0, et FxG ¢ Co(R, R).

Corrigé 162 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C°)
Soit d € N*. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? et que I’élément

d’intégration par rapport & Ag est noté dz (au lieu de dA4(x)). On rappelle aussi que | - | dénote la norme
euclidienne dans R?. On se donne une fonction p € C2°(R% R) t.q. :

o p(x)=0sizeRe |z >1,
e p(x) > 0sizeRY
o [p(z)dz =1.

Pour n € N*, on note p, la fonction définie par p,(z) = n?p(nz), de sorte que (p,)nen~ est une famille
de noyaux régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soit f € LY(RY, B(RY), Ag).
(a) Soit p € C (R4, R). Montrer que fo € LY(R?, B(R?), \q).

corrigé
La fonction fy est mesurable car produit de fonctions mesurable. Elle est intégrable car on
a |f(z)e(@)] < |f(@)]l¢llu, pour tout z € R? (avec ||, = max{|p(z)|, v € R} < oo car
C>*(R4,R) C Cp(R4,R)) et donc :

[1r@e@lds < 5l < .

Ce qui donne bien fo € L1 (R% B(RY), Ay).

On suppose maintenant que [ f(z)p(z)dx = 0 pour tout ¢ € C°(R4,R).
(b) Soit n € N*. Montrer f* p,(z) est bien défini pour tout x € R% et que f* p,(x) = 0 pour tout
xr € R

corrigé
Soit = € R%. On pose ¢(y) = pn(z — y) pour y € R? (n est fixé). On a donc ¢ € O (R4, R)
(car p, € CZ(RY,R)) et fo = f()pn(z ).
La premiere question donne f(-)p,(z —-) = fo € L'(RY, B(R?), \y) et f % pn(x) est donc bien
défini. De plus, '’hypothese satisfaite par f donne :

f % pul) = / F@)pnlz - y)dy = / F(w)e(y)dy =0
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2. Soit

Montrer que f =0 p.p..

corrigé
La proposition 8.1 donne f * p, — f dans L'(R?, B(R?), \q) quand n — co. Comme f, = 0
p-p-, on en déduit que f =0 p.p.

Q un ouvert de R? et g € L} (Q) (c’est-a-dire que g est une fonction de R? dans R t.q.

loc

glx € LY (R, B(R?), \g) pour tout compact K de Q).

(a)

Soit ¢ € C°(Q, R). Montrer que gp € L'(R? B(RY), Ay). (La fonction ¢ est prolongée par 0
hors de (.)

corrigé
Soit K un compact de 2 t.q. ¢ =0 sur K¢. On a alors gy = glge.
Comme gl € LY(R?, B(R?), \y), la question 1(a) donne gp € L}(R?, B(RY), Ay).

On suppose maintenant que [ g(z)¢(z)dz = 0 pour tout ¢ € C°(Q, R).

(b)

Soit n € N*. On note Q,, Uensemble des z € Q t.q. |z —y| > % pour tout y € ¢. Montrer
g * pn(x) est bien définie pour tout = € Q,, et que g * p,(z) = 0 pour tout = € Q,,.

corrigé
Soit x € Q,. On pose ¢(y) = pn(r —y) pour y € R? (n et x sont fixés). On a donc
¢ € CX(RLR). comme py,(2) =0si|z| > 1/n, on a p =0 sur K¢ ot K est la boule fermée
de centre x et de rayon 1/n, c’est-a-dire K = B(x,1/n). Comme z € Q,, on a K C Q. La
fonction ¢ (ou, plus précisément, la restriction de ¢ & Q) appartient donc & C°(£2, R)).
On a go = g(-)pn(x — ). On conclut comme dans la question 1(b) :
La question 2(a) donne g(-)pn(z—-) = gy € LR, B(RY), A\g) et g% p,(2) est donc bien défini.
De plus, ’hypothese satisfaite par g donne :

g* pn(z) = /g(y)pn(x —y)dy = /g(y)w(y)dy =0

Soit K un compact de €2, montrer que glx = 0 p.p.. En déduire que g = 0 p.p. sur .

corrigé
On note « la distance de K & Q°, c’est-a-dire o = inf{|y—z|, y € K, z € Q¢}. Cette distance est
strictement positive car K est compact, Q¢ est fermé et K N O°¢ = ) (le fait que cette distance
est strictement positive est démontré, par exemple, dans la démonstration du théoréme 5.5).
Soit ng € N* t.q. 1/ng < «, de sorte que K C §,, pour tout n > ng (avec €, défini dans la
question 2(b)).

La question 2(b) donne alors que, pour tout n > ng, g * p, est bien défini sur K et gx p, =0
sur K.
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Pour passer i limite sur n (et montrer que g = 0 p.p. sur K), on pose K = {z € R%
d(z,K) < 1/ng} (ot d(z, K) est la distance de 2z a K, c’est-a-dire d(z, K) = inf{|z — y|,
y € K}). K est un compact de R? et comme 1/ng < o, on a K C Q. On en déduit :

glz € LYRY, B(RY), \g).

La proposition 8.1 donne alors g1z % p, — g1z dans LY(R4, B(R?), \;), quand n — co. On a
donc aussi, en prenant la restriction a K de ces fonctions :

(91 * pn) | — gk dans L' (K, B(K), \q), quand n — oc. (12.143)

Soit n > ng. On remarque que glz * p, = g * p, sur K. En effet, pour z € K et y ¢ K,ona
|z —y| > 1/ng > 1/n et donc p,(z —y) = 0. On en déduit :

gli * pu(r) = /glfg(w)pn(z —y)dy = /g(fr)pn(x —y)dy = g* pn(z), pour tout z € K.

On a bien montré que gl z * p, = g * p, sur K. Comme g * p, = 0 sur K (question 2(b)), on
déduit de (12.143) que g =0 p.p. sur K.

Pour montrer que g = 0 p.p. sur §2, on remarque que §2 = Upens Ky, avec K, = Q, N B,, (ot
Q,, est 'adhérence de €, et B, est la boule fermée de centre 0 et de rayon n). Comme K,, est
un compact de €2 ; la démonstration précédente donne g = 0 p.p. sur K, pour tout n € N*.
On en déduit que g = 0 p.p. sur €.

Corrigé 163 (Théoréme de compacité dans L')
On pose L1(]0,1]) = L&(]0,1[, B(]0,1]), A) et L*(R) = L& (R, B(R), \) (ot A désigne la mesure de Lebesgue
sur B(R) ou sa trace sur B(]0,1[)). Pour f € Ll(}()7 1[[), on identifie f avec l'un de ses représentants et

on note f la fonction définie par f = f sur ]0,1[ et f = 0 sur R\]0, 1].
Soit A une partie de L1(]0, 1]).

On rappelle que A est relativement compacte dans L'(]0, 1[) si et seulement si A est précompacte (c’est-
a-dire que pour € > 0 il existe p € N* et f1,..., f, € At.q. AC UY_ B(fi,e), ot B(f,¢) désigne la boule
ouverte dans L'(]0, 1[) de centre f et de rayon &).

Partie I (condition suffisante). On suppose, dans cette partie, que A est relativement compacte dans
L'(jo,1[).

1. Montrer que A est une partie bornée de L*(]0, 1]).
2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe a > 0 t.q. :

heR,|h<a,feA=|f(-+h)—flli <e. (12.144)

Partie II (condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, que A une partie bornée de L(]0, 1[)
et que pour tout € > 0 il existe o > 0 vérifiant (12.144).

Soit p € CP(R,R) t.q. p >0, p(z) =0si |z] > 1et [p(z)de = 1. Pour n € N*, on définit p, par
pn(z) = np(nx) siz € R.
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1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe ng € N* t.q. :
neN n>ng, feA=||frxpn—Fflh<e (12.145)

[On pourra remarquer que f % p,(z) — f(z) = [(f(z — ) — f(@)p(y)dy.]
2. Soit n € N*. Pour f € A, on note f, la restriction a [0, 1] de la fonction f*pn.

(a) Montrer qu'il existe C1,Cy > 0 ne dépendant que de n, p et de la borne de A dans L(]0, 1[)
t.q. :
HS [07 1]a f €A= ‘fn(x)‘ < Cl’

T,y € [07 1]7 f cA= |fn(‘r) 7fn(y)‘ < 02|$*y‘-

En déduire que I'ensemble {f,, f € A} est relativement compact dans C([0, 1], R) [Utiliser le
théoréme d’Ascoli.]

(b) Montrer que l'ensemble {f,, f € A} est relativement compact dans L*(]0, 1]).

3. Montrer que la partie A est relativement compacte dans L(]0, 1]).

corrigé
En attente. ..
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12.9 Exercices du chapitre 9

12.9.1 Définition, propriétés élémentaires

Corrigé 164 (Matrice des moments d’ordre deux et matrice de covariance)

Soit (€2,.A, P) est un espace de probabilité. Soit X un vecteur aléatoire de dimension d (d > 1), dont
toutes les coordonnées (notées X;, i = 1,...,d) sont supposées étre de carré intégrable. La matrice des
moments d’ordre 2 du v.a. X est la matrice E(XX"), dont le terme (4, ) est le réel E(X;X;), et on
rappelle que la matrice de covariance de X, notée Cov(X), est la matrice E((X — E(X))(X — E(X))!) =
E(XX")—E(X)E(X)!, dont le terme (i, j) est la covariance des v.a.r. X; et X;. (La notation X* désigne
le transposé du vecteur X.)

1. Soit u € R, montrer que u!E(X X")u = E((u- X)?) et que u*Cov(X)u = Var(u - X) (On rappelle
quew-X =0 uX; =uX).

corrigé
L’application Z + E(Z) est linéaire, on en déduit que v!E(XX)u = E(u!XX'u) = E((u- X)?).
Cette égalité appliquée au vu v.a. X — E(X) donne u'Cov(X)u = Var(u-X) car u- X — E(u-X) =
u- (X — E(X)).

2. Montrer que les matrices E(X X?) et Cov(X) sont symétriques et semi-définies positives.
corrigé

Il est facile de voir que E(XX?) et Cov(X) sont des matrices symétriques (car pour toutes v.a.r.
Y,Z on a E(YZ) = E(ZY)). La question précédente donne u'!E(XX")u > 0 et u'!Cov(X)u > 0
pour tout u € R?, ce qui signifie que les matrices E(X X*) et Cov(X) sont semi-définies positives.

3. Montrer que si A est une matrice k x d et b un vecteur de R¥, ¥ = AX +b, alors E(Y) = AE(X)+b
et Cov(Y) = ACov(X)A®.

corrigé

Comme X est un v.a. de carré intégrable, la fonction Y est aussi un v.a. de carré intégrable. En
utilisant la linéarité de I’application Z — FE(Z), on calcule son espérance et sa variance :

E(Y) = E(AX +b) = AE(X) + E(b) = AE(X) + b,

Cov(Y) = E([A(X — E(X))][A(X — E(X)))") = E(A[X — E(X)][X — E(X)]'A")
= AE([X — B(X)][X — E(X)]")A? = ACov(X)A".

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a. X prend p.s. ses valeurs dans un sous—
espace affine de R? de dimension (inférieure ou) égale & d— 1, et que la loi de X n’est pas absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue de R, notée _d (i.e. cette loi n’est pas a densité dans
R).

corrigé
Si Cov(X) n’est pas inversible, il existe u € R, u # 0, t.q. Cov(X)u =0. On a donc Var(u - X) =
u!Cov(X)u = 0, ce qui donne u- X = F(u- X) p.s.. On pose 8= E(u-X) et on a donc :

X € Hps. avec H={veR? t.q. u-v=0}
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Comme u # 0, I'ensemble H est un sous—espace affine de R? de dimension égale a d — 1.

L’ensemble H étant de dimension d — 1, on a Agy(H) =0. Oron a Px(H) = P(X € H)=1#0.
On en déduit que Px n’est par absolument continue par rapport a Ag et donc que Px n’est pas une
loi de densité par rapport & A4 (voir le théoréme 6.10).

5. Montrer que si trois points z, y et z de R? ne sont pas alignés, tout v. a. X de dimension 2 tel que
P(X =z)>0, P(X =y) >0et P(X =2) >0 a une matrice de covariance non dégénérée.
corrigé

On raisonne par absurde. Soit «, y et z trois points de R? non alignés et X un v.a. de dimension 2
tel que P(X =2) >0, P(X =y) > 0et P(X = z) > 0. On suppose que la matrice de covariance de
X est dégénérée. La question précédente donne alors qu’il existe une droite de R? (c’est-a-dire un
sous—espace affine de R? de dimension égale & 1), notée D, t.q. X € D p.s.. Comme P(X = z) > 0,
on a donc {X =2} ND # 0. En prenant w € {X =2} N D, on déduit z = X(w) € D. On montre
de méme que y, z € D. Ce qui est impossible car les trois points x, y et z ne sont pas alignés.

12.9.2 Indépendance

Corrigé 165 (Covariance d’une somme de v.a.i.)
Soit (£2, A, P) est un espace de probabilité et X,Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimension d
(d > 1). Montrer que Cov(X +Y) = Cov(X)+Cov(Y).

corrigé
Comme X et Y sont des v.a. indépendants, toute composante de X est indépendante de toute composante
de Y (voir, par exemple, la remarque 9.5). On en déduit :

B(X - EX)][Y - EY)]") = E(Y - E0)][X - E(X)]") =0

et donc :
Cov(X+Y)=E(X-EX)+Y -EY)][X -EX)+Y - EY)]})
= B([X - E(X)][X - E(X)]") + E([X — E(X)][Y — E(Y)]")
+E(Y - E(YV)][X - E(X)]") + E([Y = E(Y)][Y — E(Y)]")
— B(X - BQOJX - EQXO]Y) + B(Y — BY)IY - B(Y)]") = Cov(X) + Cov(Y)

Corrigé 166 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes)
Soit (92, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r..

1. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi du couple (X,Y) est Pxy) =
Px ® Py.

corrigé
On suppose tout d’abord que X et Y sont indépendantes. Soit A, B € B(R). On a, par définition
de Pixy), Pxyy(Ax B) = P(X € A)Y € B). Comme X et Y sont indépendantes, on a
P(X €AY € B)=P(X € A)P(X € B), ce qui donne :

Pixy)(A x B) = Px(A)Py(B).
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Or, Px ® Py vérifie aussi Px ® Py (A X B) = Px(A)Py(B). La partie “unicité” du théoréme 7.1
donne alors Px y) = Px ® Py.

Réciproquement, on suppose maintenant que Py yy = Px ® Py, on a donc, pour tout A, B € B(R),
P(X € A)Y € B) = Pxy)(Ax B) = Px ® Py(A x B) = Px(A)Py(B). ce qui prouve que les
tribus engendrées par X et Y sont indépendantes, c’est-a-dire que X et Y sont indépendantes.

2. On suppose que X et Y ont des densités par rapport a A : Px = fA et Py = g\, avec f,g €
L (R, B(R), \) (et positives p.p.). Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la loi
du couple (X,Y) a pour densité la fonction (z,y) — f(x)g(y) par rapport a As.

corrigé
Comme Px = f\ et Py = g\, on a, pour tout A, B € B(R),

A B
Le théoreme 7.2 donne alors :

Py @ Py(Ax B) = /A 1@)g)dre(a.y).

Ce qui donne Px ® Py = F g, avec F(z,y) = f(z)g(y) pour z,y € R. la mesure Px ® Py est donc
la mesure de densité F' par rapport a As. La question 2 est alors une conséquence immédiate de la
premiere question.

Corrigé 167 (V.a. suivant une loi normale multidimensionelle)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X = (X1,...,Xy) (d > 1) un v.a. de dimension d. On suppose
que les X; sont des v.a.r. indépendantes et que X; ~ N(m;,02), avec m; € R et o; > 0 pour tout i.
Montrer que X suit une loi normale multidimensionnelle et donner m et D t.q. X ~ N (m, D).

corrigé
Comme les X; (i = 1,...,d) sont des v.a.r. indépendantes, la loi de X est le produit des lois Px,,
i=1,...,d, cest-a-dire Px = Px, ® ... ® Px,. Cette propriétée est donnée dans le théoreme 9.2 (elle
découle du fait que P(X; € Ay,...,Xq € Ag) = P(X1 € A1)... P(X4 € Ag) si Ayq, ... Ag sont d boréliens
de R). Ceci donne que pour toute fonction ¢ borélienne bornee de R? dans R, on a :

/ng(X)dP: /Rd x)dPx (z / / o(x1,...,2q)dPx, (1) ...dPx,(zq).

_(—my)?
Comme, pour i = 1,...,d, X; ~ N(m;,02), on a Px, = f;\ avec fi(z) = \/%U_e 27 (pour z € R).

On en déduit :

d 1 _d %
/ P(X)dP = (2m)" % — / .../ga(.rl,...,xd)e T2l day ... dwg.
Q Hi=1 g; JR R

Ce qui donne :

d 1 1 ty—1
X)dP = (2w)" 2 7/ z)e”z@=m) DT (@=m) g,
| exip=ent [ o
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olt dz désigne I'intégration par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? (c’est-a-dire dz = d\g(x)), D
désigne la matrice diagonale dont les temes diagonaux sont %, . .. ,03 et m = (my,...,my)t. Ceci montre
bien que X suit une loi normale multidimensionnelle avec X ~ N(m, D) (voir la définition 9.3).

Corrigé 168 (Somme de v.a. indépendantes et convolution)
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X, Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi de X a une densité, notée f, par rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer
que la loi de X + Y a aussi une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) et exprimer en
fonction de f et de la loi de Y.

corrigé
Comme les X et Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X,Y") est Px ® Py (théoréme 9.2).
On a donc, pour toute fonction ¢ borélienne bornée de R dans R :

e +vip= [ otatniruren = [ [ o+ napx@apo).

Comme Px = fA, on a alors :

‘AMX+YMP:A(A¢@+wﬂ@m>M§@.

A y fixé, on utilise le changement de variable x + y = z, on obtient :

[ ex e [ ( [e@is- y)dz> 0Py ()

et donc, en utilisant le théoréme de Fubini (théoreéme 7.3) ou le théoreme de Fubini-Tonelli (théore-
me 7.2) si on se limite & des fonctions ¢ positives (ce que 'on peut faire) :

Lot amiar= [ ([ 1= narw) e = [ e

avec g(z) = [; f(z —y)dPy(y) pour tout z € R. Ceci montre que (X 4+Y) est une v.a.r. dont la loi
a pour densité la fonction ¢ (par rapport & la mesure de Lebesgue).

2. On suppose que X ~ N(u,02) et Y ~ N(m,s%) (m,u,s,0 € R). Montrer que X +Y ~ N(p +
m,o? + s2) (le signe “~” signifie “a pour loi”).
corrigé

On peut supposer, bien siir, s > 0 et ¢ > 0 (car o et o n’interviennent que par leur carré). Nous
allons commencer par deux cas particuliers faciles.

Cas1Sis=o0=0,ona X =pups. etY =mp.s. et donc X +Y =m+ pu p.s., ce qui donne bien
X +Y ~N(m+p,0).

Cas 2 Sis=0et o0 >0, onaY =mps. et donc X +Y = X +m p.s.. La densité de
X +Y (par rapport & Lebesgue) est alors la densité de X translatée de m, ce qui donne bien
X+Y ~N(m+p,0?). De méme, sis>0etoc=0,ona X +Y ~N(m+p,s?).
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Cas 3 On suppose maintenant que s,0 > 0. L’énoncé de cet exercice suggére (implicitement) de
faire cette question en utilisant la question précédente. Nous allons procéder ainsi dans ce corrigé
(mais d’autres méthodes sont possibles, voir le N.B. ci aprés). La question précédente donne que
(X +4Y) est une v.a.r. dont la loi a pour densité la fonction ¢ (par rapport & la mesure de Lebesgue)
vérifiant, pour x € R :

1 1 (@—y—m? _ (y=m)?
g(z) = 77/67%67%7dy.
2ws\/2mo JRr

Soit z € R. On pose T = x — m — p et on utilise le changement de variable z = =™ On obtient :

S

1 _(@—s2)? ;2 1 1 a2 - 2, 2y.2
g(z) = et e Tdr=—— [ e 2@ T2EA(TH)T) g

2wso Jr 2o Jp

2 .

En remarquant que (22 — 252Z + (52 + 02)2%) = (V2 + 02z — ﬁsi)z + (Sz‘:_f'g;’rz), on a aussi,
. /52 2 — —
avec le changement de variable ¥£~+9~ 5 L__sz=1z2

o ov/s2+o2
1 _ 1 72 — 1 (Vs2Fo2z— L __s7)? 1 _ 1 72 2
glz) = ——e D" e 27 (VS e dz = —————e 2Z+eD" e 3% dz.
2ro R 2wy 82 + o2 R

_ 1 )2
1 m(zm#).ce

Comme [, e 27 dz=\2m et =2 —m — p, on a donc g(z) = T
qui donne bien X +Y ~ N (u+ m, o2 + s2).

N.B. Cette question peut aussi étre résolue en utilisant la transformée de Fourier que nous verrons
au chapitre 10. Elle est résolue ainsi (avec, plus généralement, aX +bY, a,b € R, au lieu de X +Y")
dans le corrigé 173, question 1(a)), sur “Vecteurs gaussiens, indépendance, covariance”).

Corrigé 169 (Calcul de )
Soit (2,4, P) un espace de probabilité, (Up)nen+ et (Vi )nen+ deux suites de variables aléatoires de loi
uniforme sur Uintervalle [0, 1]. On suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes (dans leur ensemble).
On pose pour tout n > 1 :
X, =1siU2+V?<1et X, =0 sinon,

et
X1+ + X,

- .

Zp =4

1. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de X,,.
corrigé

On note D = {(z,y) € R?, t.q. 22+ 52 < 1} et ¢ = 1p, de sorte que ¢ est une fonction borélienne
de R? dans R (car D € B(R?)) et que X,, = 1p(Up, Vy) = ¥(U,, V,,) pour n € N*.

Soit n € N*. Comme U, et V,, sont des v.a.r. et que 9 est borélienne de R? dans R, la fonction X,
est donc une v.a.r.. Comme X, ne prend que les valeurs 1 et 0, la loi de X, est Px, = pd1+(1—p)do
ot p = P(U2+ V2 < 1). Pour calculer p, on utilise le fait que U,, et V;, sont indépendantes, on
obtient (avec le théoréme 9.2 sur la loi d’un couple de v.a.) :

p=PU+V2<1)= /Q 1o (U, V) dP = /R /R Lo (. y)dPy, (x)dPy, (y).
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Comme U,, ~U(0,1) et V,, ~U(0,1), on en déduit (en utilisant les coordonnées polaires) :

11 1
p:/ / lD(a;y)da:dy:z/ rdr ==

0o Jo 2 Jo 4
do

Donc px, = §01 +(1—

)

SN

2. Montrer que la suite (Z,,),en+ converge en probabilité vers 7.
corrigé

On utilise les notations introduites dans la premiére question. Pour n € N*, on pose Y,, = 4X,,
c'est-a-dire Y, = 49(U,,, V;,). Comme les v.a.r. (Uy)nent, (Vi )nen+ sont indépendantes (dans leur
ensemble), la proposition 9.5 donne la suite (Y},)nen+ est une suite de v.a.r. indépendantes. De
plus, comme Y, = 4X,, on a Py, = 50,4+ (1 — §)do. La suite ¥;, est donc une suite de v.a.r.ii.d.
de carrés intégrables (on a E(Y,) = m et E(Y,2) = 4m). On peut appliquer le théoréeme 6.27 (loi
faible des grands nombres), il donne que Z,, tend en probabilité vers E(Y7), c’est-a-dire vers .

3. Soit a €]0,1[ et € > 0. A T'aide de I'inégalité de Tchebychev, donner, en fonction de « et €, une
valeur de ng € N* t.q.
n>ng = Pl|Z, — 7| >¢] <a.

corrigé
On reprend ici la démonstration du théoreme 6.27. En utilisant I'inégalité de Bienaymé Tchebychev
(lemme 4.10), on a :

P17y~ 71 > &) = p((Zn — ) > ) < G B((Zn — 7)),

Puis, en posant S, = > i | Y;, ona Z, = 57" et donc E((Z, —m)?) = LE((S, —nm)?) = %.

T n

La proposition 6.26 donne Var(S,,) = nVar(Y;) = nw(4 — 7). On en déduit finalement

1lnr(d—7) w(d—m)
p(|Zn_ﬂ—|25)§§ ’I'L2 = 2 .

ne

(4—m7)
noe?

11 suffit donc de prendre ng t.q.

< a pour avoir P(|Z,, — 7| > ¢) < a.

12.9.3 Vecteurs gaussiens, théoréme central limite

Corrigé 170 (Loi du couple (X, X) si X suit une loi normale)
1. Soit A un borélien de R2. On pose T(A) = {z € R t.q. (z,z)*! € A}. Montrer que T(A4) est un

borélien de R. On pose m(A) = A(T(A)) (ou A est mesure de Lebesgue sur B(R)).
corrigé

L’application o — (z,)* est continue de R dans R?, elle donc borélienne. Comme T'(A) est I'image
réciproque de A par cette application, on a bien T'(A) € B(R).

On a ainsi défini une application m de B(R?) dans R
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2. Montrer que 'application m (définie ci dessus) est une mesure sur B(R?) et que pour toute appli-
cation ¢ borélienne positive de R? dans R on a :

/RQ o(z,y)dm(z, y) = / (e, 2)de.

R

corrigé
Pour montrer que m est une mesure, on remarque que m(@)) = 0 (car T'(0)) = 0) et m est o-additive
(ce qui découle simplement du fait que AN B =0 = T(A) NT(B) = ).

On montre ensuite que [o, o(x,y)dm(z,y) = [, ¢(2, z)dx pour ¢ = 14, avec A € B(R?) (c’est une
conséquence immédiate de la définition de m), puis pour ¢ étagée positive (par linéarité), puis pour
¢ borélienne positive (car une telle fonction est limite croissante de fonctions étagées positives).

3. Soit (2,4, P) est un espace de probabilité. et X une v.a.r. t.q. X ~ N(0,1).

(a) On pose Z = (X, X). Montrer que le v.a. Z est un vecteur gaussien et donner, pour a € R
la loi de a - Z (en fonction de a).

corrigé
Soit a = (a1, az)t € R2. On pose o = a; + ay, de sorte que a - Z = aX.
Sia=0,0na P,z =P =N(0,0) (qui est bien une loi gaussienne).

Si v # 0. Soit ¢ une application borélienne bornée de R ans R on a :

1 o? 1 y?
gpa-ZdP:/goax e_de:/goy e 202 dy.
/Q ( ) R ( )\/271' R ()\/ﬁ|a|

Ce qui prouve que a - Z ~ N(0, |a|). Le v.a. Z est donc bien un vecteur gaussien.

(b) Montrer la loi du v.a. (X, X)" a une densité par rapport & la mesure m définie dans les
questions précédentes et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a. (X, X)! n’a pas

de densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?).
corrigé

Soit ¢ borélienne bornée de R? dans R. On a :

1 2
(X, X dP:/gow,x ——e" 2 dx.
[ etx.xiap = [ ol

On en déduit que la loi du v.a. (X,X)! est fm avec f borélienne de R? dans R et t.q.
(L‘2 .
flz,z) = \/%677 pour z € R. Comme m est étrangere & Ag, loi du v.a. (X, X)! n’a pas de

densité par rapport & Ay (qui est la mesure de Lebesgue sur B(R?)).

N.B. la loi de (X, X)! est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur (X, X)! est gaussien (voir la
proposition 9.9) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur B(R?).
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