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Chapitre 1

Cas des systeme linéaires

Let but de ce chapitre est de chercher les solutions = € C? de systémes linéaires de la forme
Ax =10

ot A € #,4(C) etb € CI. Attention, il est possible que ¢ # d! On cherche a développer des méthodes
numériques, ¢’est-a-dire qui peuvent étre implémentées dans un ordinateur.

1.1 Brefs rappels d’algebre linéaire

1.1.1 Décomposition en valeurs singulieres

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 1. Soit M € 4, 4(C), alors il existe deux matrices unitaires U e MyqC),V € My4(C) et
Y € M, q4(R) dont les seuls coefficients non-nuls sont sur la diagonale et telles que

M=UXV*.
De plus, on a rang(M) = rang(X).

Exercice 1. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition [1} Soit M € .2 4(C).

(i) Montrer qu’il existe une base orthonormée (e, ..., eq) de Cetdesréels \y > Xy > --- > Az > Otels que
pour tout z € C% on a
d
M*Mz = Z iz, ej)cae;
j=1

(i) Onnote r = #{j € {1,...,d} : A\; > 0}. Montrer que si » > 1 alors la famille définie pour tout j €
{1,...,r} par

est une famille orthonormée de C9.

(iii) Montrer que pourtout j € {r+1,...,d},ona Me; = 0.

(iv) On considere (e1,...,€4) et (€7,...,€;) les bases canoniques de C? et CY respectivement. Montrer que
pour tout z € C% on a

r d
Mz = ZZ \/rj<x7€;ﬂ>(cd <5p7 e.7>(Cde;

j=1p=1

et en déduire que pour tout j € {1,...,q},k € {l,...,d} ona

My = /Asler, es)calel,€))ca
s=1

1. Une matrice carré U € .#4,4(C) est dite unitaire lorsque U*U = UU* = Id.
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(v) Sir < g, on compléte la famille (e7,...,ey) en (e],... €5 e q,...,€;), une base orthonormée de C.

On définit pour tout j € {1,...,d}etk € {1,...,r}

Ej}k:{ VA si j=ketj<r

0 sinon
et U est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs (ej,...,e;) et V celle dont les colonnes sont les
vecteurs (eq, ..., eq). Montrer que
M=UXV*.

Exercice 2. On considere la matrice
1 0 2
M = (0 3 0) S %23(&).

Donner une décomposition en valeurs singulieres de M et 1 utiliser pour donner I’ensemble des solutions X € R?
de
MX = 1
T \-1

1.1.2 Matrices a diagonale dominante

Proposition 2 (Théoréme de Gershgoring). Soit M = (my 1) kef1
M alors
d
A€ U Dj
j=1

ot Dj est le j-eme disque de Gershgdring définit comme

4y € A4(C). Si X est une valeur propre de

yeeay

d
Dj:={z€C:|m;;—z[ <> |mxl}

k=1
kit

Un corollaire immédiat de la Proposition [2]est le suivant.

Corollaire 1. S oit M = (my1.); keq1,....ay € #a(C). Si X est une valeur propre de M alors

d
A< sup > |myul

Je{1,....d} .

Exercice 3 (Matrices a diagonale dominante et disques de Gershgoring). Le but de cet exercice est démontrer la
Proposition [2| qui permet de localiser dans le plan complexe les possibles valeurs propres d’une matrice M €
A#4(C). On dit qu'une matrice A = (a;);ref1,....ay € #a(C) est a diagonale dominante si pour tout j &

{1,...,d}ona
d
> lajkl < lajjl-
k=1
kg

Elle est dite strictement dominante lorsque 1’inégalité est stricte.

(i) Démontrer que si A = (a;x) jke{l,...,dy €st une matrice a diagonale strictement dominante alors A est
inversible.

(ii) En déduire la Proposition 2]

Exercice 4. On consideére la matrice
2 11
A=1(0 3 1
1 0 4
(i) Montrer, sans calculer les valeurs propres de A, que si A € Sp(A) alors
A € [0,5].

(ii) Le vérifier en montrant que A est diagonalisable et en calculant ses valeurs propres.



1.1.3 Normes subordonnées et rayon spectral

On se donne || - ||ca et || - [|ca deux normes sur C? et C? respectivement.
Pour une matrice M € .#, 4(C), on définit

M
M) = sup 12Leler
venr 7llca
TH#0

On rappelle qu’il s’agit d’une norme sur .#; 4(C) et que pour M € .4, 4(C) et N € #;,(C)ona
NMENE < (1M -
Proposition 3. On peut exprimer ces normes triples explicitement dans certains cas particuliers.

(i) Siles normes sur C% et C? sont la norme 1, on a

q
M) = max [
el o

(ii) Siles normes sur C¢ et C? sont la norme 2, on a
1M = /max(Sp(M*M).

(iii) Si les normes sur C* et C? sont la norme oo, on a

d
Ml| = max Zm»k.
ot = e 3 m,

Remarque 1. Souvent, pour une matrice hermitienne A € .#; 4(C) (donc diagonalisable), on note
p(A) = max Sp(A) = max{\; : j € {1,...,d}}

ol pour j € {1,...,d}, les A\; € R sont les valeurs propres de A. p(A) est le rayon spectral de A et pour les
normes 2, le point [(ii)] de la Proposition [3|devient

1Ml = +/ p(M*M).

Exercice 5. Démontrer les trois points de la Proposition 3]

1.1.4 Conditionnement d’une matrice inversible

On choisit M € G Ly(C) et, théoriquement, on sait que si b € C¢, une solution z € C? du systéme
Mx =15

est donnée par = M ~'b. Numériquement, on cherche & comprendre la stabilité des solutions par rapport 4 de
petites perturbations de la donnée b. C’est le but du théoréme suivant.

Théoréme 1. Soit M € GL4(C) et soit b,6b € C%. On pose x := M ~'betx + 6z = M~ (b+ b). Sib # 0, on

a

621 oy ol
< (|| M| || M .
mp < (A=) S

On peut interpréter le Théoreme [T] comme un contréle de I’erreur relative faite sur la solution par rapport a
I’erreur relative de la donnée initiale.

Remarque 2. Une quantité importante apparait dans le Théoréme [T} I s’agit du conditionnement « de la matrice
M définit comme :
K(M) = (| MM

Intuitivement, plus « est petit, meilleur est le contrdle de I’erreur relative de la solution par rapport a 1’erreur
relative sur les données.



Exercice 6. Démontrer le Théoreme [Tl
La notion de conditionnement est cruciale lorsqu’il s’agit, en pratique, d’inverser une matrice. Par définition,
cette notion dépend de la norme choisie ainsi, pour p € {1, 2,00}, et M € GL4(C), on définit
-1
rp(M) = [I[IM Il M-
Ona

Proposition 4. Soit M € GL4(C). Ona
(i) k(M) > 1, K(M) = k(M~1) et pour tout o € C, k(aM) = r(M).

(ii) Ona o)
w0 = o)

ot o1 (M) > 0 est la plus grande valeur singuliére de M et o4(M) > 0 sa plus petite valeur singuliere.
(iii) Si M*M = MM* = Id alors ko(M) = 1.
(iv) SiU € My q(C) est telle que U*U = Id alors ko(M) = ko(UM) = ko(MU) = ko (U*MU).

Exercice 1. Démontrer la Proposition 4]

Exercice 8. Pour € > 0, on considere la matrice

(1 1+¢
M. = <1 ! ) .
(i) Montrer que M, est inversible et donner son inverse.

(i) Donner la solution z. de M.z, = (Z)

(iii) On suppose que 1’on a une précision machine de 7 > 0 et que 1’on a un vecteur b € C? qui est a une distance

. T\ g
relative au plus > 0 du vecteur (e , c’est-a-dire

- ()
H €/ llez(c2y)

(7, €) Tlle2(c2y)

Donner une estimation de 1’erreur relative commise en résolvant M.x = b par rapport a la solution de

e T
référence de M.x = <€> .

(iv) Si notre précision machine vaut 7 = 1076, est-il possible pour de petites valeurs de £ > 0 d’obtenir une
erreur relative de I’ordre de 106 sur la solution de M,z = b?

1.2 Résolutions de systemes linéaires par des méthodes itératives

Nous avons vu qu’une résolution "exacte" d’un systeme linéaire par 1’inversion d’une matrice peut étre une
mauvaise idée si la matrice en question est mal conditionnée. On considere alors des méthodes dites itératives :
on fabrique une suite de vecteurs qui, si la méthode est bien pensée, converge vers la solution de notre systéme
linéaire.

Soit A € GL4(C),b € C? etz € C? solution de Az = b. On suppose qu’il existe M € GL4(C) et
N € M4,4(C) telle que A = M — N. On a alors

z=M'Nz+ M 'b. (1.1
Si on pose
Iy R? — RA
‘1z +— M 'Ne+M
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alors (I.I) se ré-écrit f(x) = x et trouver les solutions de Az = b revient a trouver les points fixes de f. On est
alors tentés de fabriquer une méthode itérative, c’est a dire de se donner une suite (x,, ), ey définie pour z;,, € cd

par
{mn+1 = f(mn)

Zo = Xin-
En effet, comme la fonction f est continue sur R4 (pourquoi ?), si la suite (z,),cn converge vers z € C% on a

nécessairement z = f(x) et f(x) est donc la solution de Az = b.

Définition 1. On dit que les méthodes itératives convergent si pour tout vecteur initial z;,, € C%, on a

lim z, ==z
n—-+oo

ol z est ’unique solution de Ax = b.

Proposition 5. Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) La méthode itérative est convergence,
(ii) p(M~'N) <1,
(iii) ||M~IN|| < 1 pour (au moins) une norme matricielle.

Exercice 9. Démontrer la Proposition [5]

Exercice 10 (Méthode de Jacobi). La méthode de Jacobi consiste en un choix de "découpage" de A € GLy4(C)
sous la forme A = M + N.Si A = (aj7k-)j7ke{1’”',d}, on suppose que A est a diagonale strictement dominante.
On définit alors les matrices M = (m; )j re{1,...ay €€ N = (0 k)jkef1,....dy Par
. . —Qj k si j 75 k
Mjk = ak0jk,  Mjk = { 0 sinon
(i) Montrer que la méthode itérative de Jacobi peut se mettre sous la forme
Tp1 = Jxn, +C

avec J € #y,q4(C) et c € C? une matrice et un vecteur que 1’on exprimera en fonction de M, N et b.

(i) Montrer que la méthode de Jacobi converge.

Exercice 11 (Méthode de Gauss-Seidel). La méthode de Gauss-Seidel consiste en un choix de "découpage" de
A € GL4(C) sous laforme A = M — N ou M = (m ) keq1,....dy € N = (njk)jkef1,....ay Verifient pour tout
s ked{l,...,d}

S ajk .si j>k - —a; .si j>k
7 0 sinon B 0 sinon
On suppose que les coefficients diagonaux de A sont non-nuls.

(1) Montrer que la méthode itérative de Gauss-Seidel peut se mettre sous la forme
Tny1 = Gl‘n +c

avec G € #,4(C) et ¢ € C? une matrice et un vecteur que 1’on exprimera en fonction de M, N et b.
(i1) Montrer que si M™* + N est hermitienne et définie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel converge.

1.3 Recherche de valeurs et vecteurs propres

On cherche a produire une méthode itérative pour calculer les valeurs et vecteurs propres d’une matrice donnée.
C’est le but de la méthode dite de la puissance : on se donne M € .#; 4(C) une matrice diagonalisable et on note
A1, -+, Ag ses valeurs propres et on suppose que

Ml> e ().

)

On note e; un vecteur propre associé a A; (pour j € {1,...,d}. Pour z;,, € C?, on considere alors la suite

Mz,

x’n"rl HM"I‘."HZQ(Cd)

Zo = Tin-

On a alors la proposition suivante.



Proposition 6. Si x;, & vect(es,...,eq), alors la suite est bien définie et il existe o € C tel que

lim =z, = ae;.
n—-+oo
De plus, on a
lim (x Tp)cd = M.
n_>+oo< n+1Tn)C 1

Exercice 12 (Méthode de la puissance).

(i) Montrer que pour tout n € N, ona Mz, # Oca.
(ii) Montrer que pour toutn € N*,onaz, = H%Lilig”

(iii) Montrer que la suite de terme général lim,,_, oo A7 "M" 29 = g 1€1.
A

n
e ) Zy lorsque n — +oo.

(iv) En déduire la limite de la suite de terme général (

(v) Montrer que

lim (x Tn)od = M.
n~>+oo< n+1, n>(C 1

1.4 Méthode des moindres carrés

Soit N € N* et (z;,yj)1<j<n NN un nuage de points de R?. Pour d € N*, on considere le probleme de
minimisation suivant

N
inf{d_ ly; — P(a;)]* : P € Ra[X] }.
j=1

Autrement dit, on cherche un polyndme P, de degré au plus d qui approche le « mieux possible » le nuage de
point. L’expression le « mieux possible » voulant dire ici qu’au sens de la norme 2 dans RY les vecteurs y =
(y1, - ,yn) et P. = (Pi(z1), -+, Po(zy)) sont les plus proches possibles. Ce probléme est en fait un probleme
d’optimisation, comme nous le verrons plus tard dans un cadre plus général.

Si on identifie R4[X] avec R4t grace a I’isomorphisme canonique

Ry[X] — RAH1
d
7Y PX) =Y X7 = (a0, ,aa).
=0
On cherche a minimiser la fonction
R¢ — R
=
a = (aOv T 7ad) = Z;\r:l Yj — ZZ:O akm?

Exercice 13. Montrer que le probleme des moindres carrés se ré-écrit sous la forme

. 2
Lot 1Ma = bl g,

ot on expliciterala M € M 4+1(R) etb € RY.

Proposition 7. La fonction f admet un minimum sur R% en un point a qui vérifie I’équation dite équation normale
suivante

M"Ma=M"b.
Toute autre solution est de la forme a + v oii v € ker(M T M).

Exercice 14. Nous allons démontrer la Proposition[7}
(i) En utilisant la décomposition en valeurs singuliéres de M, montrer I’existence d’un minimiseur a € R+,

(i) Soit a,h € R4t! montrer que I’on a
||M(a + h) - b||?2(RN) = ||Ma — b”?Q(RN} + ||Mh||?2(RN) + 2<MTMCL — ]\4Tb7 h’)]R‘H'l'

(iii) En déduire que si a € Rt vérifie I’équation normale alors @ est un minimiseur de f.

(iv) On suppose maintenant que « est un minimiseur de f, montrer que a vérifie les équations normales.
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1.5 Discrétisation du Laplacien en dimension 1

Soit g € €([0, 1]), on cherche une fonction f € €([0, 1]) solution de 1’équation

—f"(t) = g(t) r t€]0,1]
Ui Le ™ (2

Exercice 15. On cherche une solution de la forme d’une série
+oo
F(t) =" frsin(krt).
k=1

On va raisonner par analyse et synthese.

(i) Supposons qu’une telle solution existe, montrer que pour tout k¥ € N*, on a nécessairement

9k
fr = pE

ou on précisera le coefficient gg.

(ii) Montrer que la fonction f définie avec ce choix de fj, vérifie f € €>([0,1]), f(0) = f(1) =0et —f"(t) =
g(t).

(iii) Montrer que f est I’'unique solution de ce probleme.

D’un point de vue numérique, il est parfois difficile d’obtenir une telle solution f : il faut calculer les coeffi-
cients g et tronquer la série a un certain ordre. Il y a aussi des phénomene numériques, notamment le phénomene
de Gibbs qui traduit I’absence de convergence uniforme de la série tronquée vers sa limite.

Nous allons adopter une autre stratégie en discrétisant directement le probleme [T.2] Pour ce faire, on se donne
N € N*etpour j € {1, oy N, on pose h = ﬁ ett; ;= . Pourj € {1,..., N}, on va approcher la dérivée
seconde de f en un point ¢; par sa différence finie d’ordre 2

f(tie1) + f(t-1) — 2£(¢)

f//(tj) = 2

et on va ainsi chercher un vecteur (f;)jeq1,....ny € RY qui vérifie

1Hfi-1—-2f .
{ _fj++f}i721f'—g(tj) pour j€{l,...,N} (1.3)
Jo=Jfn+1=0.
Ainsi construit, on espére que pour tout j € {1,..., N}, f; soit une bonne approximation de f(¢;).

Exercice 16. Montrer que le systeme [I.3]se met sous la forme
Mz =15

ot M € My n(R),z,b € RN sont a préciser.

La matrice M trouvée a I’exercice précédent est la matrice du Laplacien. On va démontrer certaines de ses
propriétés dans 1’exercice suivant.

Exercice 17.

(i) Montrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont strictement positives. On pourra regarder
le produit scalaire (M z, x).

(il) On pose zg, zn+1 = 0. Montrer que si z = (21, ... ,xn) " estun vecteur propre de M associé a \ alors
Tp42 + ()\ — 2)Ik+1 4z =0

pour tout k € {0,...,N —1}.

(iii) En utilisant les disques de Gershgoring, démontrer que A € [0,4] et en déduire que nécessairement les
solutions sont de la forme

T = 2asin(k:Np7J7:l), acC, pef{l,...,N}.
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(iv) En déduire que les valeurs propres de M sont données pour p € {1,..., N} par

p
Ap :=2—2cos <N+1) .

(v) Montrer que ko (M) N7

~ P
N—o+4o0o T
(vi) Soit z la solution de Mz = b. Montrer que si f est solution de (I.2)) et que de plus f € ¢4([0, 1]) alors, si
onpose F' = (f(t1),..., f(tn))" € RN ona

|M(z = F)l|e ray < Ch

(vii) Montrer que ||z — F'[|goc gy — 0 lorsque N — +-o0.
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Chapitre 2

Recherche de zéro

2.1 D’algorithme de dichotomie

Soita < bet f : [a,b] — R une application continue telle que f(a)f(b) < 0. Alors, d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe (au moins) un ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0. On considere alors les suites
(an)nen, (bn)nen et (Mmy)nen définies par ag = a, by = b et pour tout n € N :

_ap+by | oan si flan)f(my,) <0 b fmy, st f(an)f(my) <0
Mn = 5 v Int1= m, sinon » Untl 7 b, sinon

Proposition 8. Les suites (an)nen, (bn)nen €t (Mp)nen sont bien définies et convergent toutes vers la méme
limite £ €]a, b] qui vérifie f(£) = 0. De plus, on pour tout n. € N on a le controle suivant de I’erreur

b—a b—a b—a

|an_£| < on |bn_€| < QT’ ‘mn_a < on

Exercice 18. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition 8]

(i) Montrer que (@, )nen et (b, )nen sont des suites adjacentes et en déduire qu’elles convergent vers une méme
limite ¢ €]a, b[. Justifier que (my,)nen admet également ¢ comme limite en +oo.

(ii) Montrer que f(¢) = 0.

(iii) Démontrer le contrdle de I’erreur.

2.2 Méthodes de point fixe

Soit (E, || - ||) un K espace vectoriel normé (K = R ou C). On considére une application
ol @D = (B
e = fz)

On observe simplement que trouver les zéros de f est équivalent a trouver les points fixes de ¢ = f + id. En effet,
pourxz € E,ona
f() =0 <= f(x)+z =2+ g(z) ==z

On se concentre alors sur des méthodes dites de point fixe : on se donne z;, € E et on considere la suite
(Tp11)nen € EN définie pour tout n € N par

ZTo = Tin-
La proposition suivante est une simple conséquence de la continuité de g.

Proposition 9. Si g est continue sur E et (z,)nen € EY définie par 2.1) admet une limite { € E alors g(£) = L.

13



2.2.1 Méthode de Banach-Picard
Définition 2. Un espace métrique est la donnée d’un ensemble F et d’une application distance
d- { ExFE — RJ’_
(z,y) = dz,y)
qui vérifie
(i) d est symétrique : pour tout z,y € Eonad(z,y) = d(y, x),

(ii) d est séparante : pour tout z,y € F, d(z,y) = 0 si et seulement si z = y,

(iii) d vérifie I’inégalité triangulaire : pour tout z,y, z € F,on a d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Remarque 3. Si (E, N) est un K espace vectoriel normé (K = R ou C) alors (E, d) est un espace métrique avec

[ ExXE — R
d {@w) > N@—w

Le cas particulier qui va essentiellement nous intéresser et le cas d’espace métrique (A, d) ol A est une partie
A C FE munit de la distance
d- { AxA — R+

(z,y) = N(z-y)

Définition 3. Soit (E, d) un espace métrique. Soit (2, )nen € E.

(i) On dit que (x,,)nen converge vers £ € E si
Ve > 0,3no € N,Vn > ng, d(zn,,x) <e.
(ii) On dit que (z,,)nen est de Cauchy dans E si
Ve > 0,3ng € N,Vn > np,Vp € Nd(xp4p, Tn) < €.

Remarque 4. Une suite convergente est de Cauchy.

Définition 4. Soit (E, d) un espace métrique. (F, d) est dit complet si toutes les suites de Cauchy convergent dans
E.

Proposition 10 (Théoréme du point fixe de Banach-Picard). Soir (F, d) un espace métrique completet f : E — FE
strictement contractante, c’est a dire pour laquelle il existe k €0, 1] telle que pour tout x,y € E on a

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Alors [ admet un unique point fixe noté { € E et pour tout xog € E, la suite récurrente (,)necn définie pour tout
n € Npar x,41 = f(z,) converge vers { € E. De plus, pour tout n € N, on a l’estimation d’erreur

kJ’L

d(zp, ) < 1 kd(mo,ml).

Exercice 19. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition[T0]
(i) Démontrer que si un point fixe existe, alors il est unique.

(ii) On définit la suite réelle (u,,)neny € RY définie pour tout n € N par u, = d(z,41,2,). Démontrer que
pour toutn € Nona
uy, < k"ug.

(iii)) En déduire que pour tout p,n € N, on a

(1 — kP)k"

d(z71,+p7xn) S 1 _ k’

U
et montrer que (., )nen est de Cauchy.
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(iv) En déduire qu’il existe un point fixe £ pour f et que I’on a

n

< .
d(zp,l) < T kuo

Une application classique dans R¢ de la méthode du point fixe de Banach-Picard est la suivante.

Proposition 11. Soit @ C R un ouvert, || - | une norme sur R? et ||| - ||| la norme subordonnée associée sur £ (R%)
définie pour tout 1 € £ (R?) par
[ (Rl
Il = sup :
newa  ||B]|
h£0pq

Soit f : Q2 — R de classe €*(Q) et £ € Q un point fixe de f.
1. Si||\Df(0)||| <1, alors il existe § > 0 tel que pour tout x;, € By ({,0) la suite récurrente (x,,)nen définie

pour tout n > 0 par
Tnt1 = f(zn)
Zo = Tin
converge vers . On dit que { est un point fixe attracteur.

2. Sid=1etque|f (x)| > 1alors pour tout x;, # { la suite récurrente (x,,)ncn définie pour tout n > 0 par

{$n+1 = flzn)

Zo = Tin
ne converge jamais vers . On dit que { est un point répulsif.

Exercice 20. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition [T}

(i) Démontrer que si ||| D f(¢) ||| < 1 alors il existe § > 0 tel que pour tout x € B (¢, d) on ait

sup ([ Df(@)|| < 1.
x€By(£,9)

(i) Montrer que I’application f restreinte & B (¢, 0) est contractante.
(iii) En déduire le point|[T}
(iv) On suppose que d = 1. Admettons par ’absurde que (2, )nen converge vers /.

(a) Montrer qu’il existe M > 1 et ng € N tel que pour tout n > ng on ait
|Tpy1 — €] = M|x, —£|.

(b) En déduire une absurdité.

15



2.2.2 Méthode de Newton dans R?

La méthode de Newton est utilisée pour trouver des zéros d’une fonction f :  C R? — R o1 2 est un ouvert
de R?. Supposons que f est différentiable sur €, de différentielle inversible. Alors on a

f@)=0= 0= (Dof)" (f(2)) =0 = 2+ (Do f) 7 (f(2)) =2 <= g(z) =
ot pour z € €, on a posé g(x) = z + (D, f)~*(f(z)). La méthode de Newton consiste & appliquer une méthode

itérative a la fonction g.

Théoréme 2. Soit 2 C R un ouvert. Soit f : Q — R? de classe €%(9). Soit £ € Q un zéro de f tel que D,f €
Z(R?) soit inversible. Alors, il existe § > 0 tel que pour tout x;,, € B(¥, ) la suite récurrente (2, )nen € (RN
définie pour tout n € N par

{ Tnt1 = g(xn)

Zo = Tin
est bien définie et converge vers ¢. Par ailleurs, on a la convergence quadratique pour la méthode qui se traduit par

I’estimation d’erreur suivante : il existe M > 0 tel que pour tout n € N

[Znt1 — Lllga < M|zy — £|[3a.

Remarque 5. Dans I’Exercice [21] ci-dessous, il suffit de démontrer le résultat pour la question pour avoir la
convergence. L'intérét de la question [(ii)] réside dans I’illustration d’une application de la Proposition[T1]

Exercice 21. Le but de cet exercice est de démontrer le Théoreme
(i) Montrer qu’il existe n > 0 tel que pour tout x € B(¥¢,n), la fonction g est bien définie et de classe
¢ (B(L,m)).
(ii) Montrer que ||| D¢g||| < 1 et en déduire que ’existence de § > 0 tel que la suite des itérés est bien définie si
Zin € B(£,d) et converge vers /.

(iii) Montrer que, quitte a diminuer § > 0, I’erreur e,, := x,, — ¢ vérifie I’estimée annoncée.

2.2.3 Optimisation et algorithme du gradient a pas constant

Soit Q C R< un ouvert et
f:QcR!SR

une application de classe "1 (£2). On sait que si f atteint son minimum en un point £ € €2 alors

(V)(e) = 0.

Regardons alors 1’application gradient

[ RT 5 RY
Gf'{a: - (V@)

Pour tout o € R% ,on a
Gy(z) =0<= (Vf)(z) =0+ —a(Vf)(@) =0 <=z —a(Vf)(z) =z <= g(z) =2

ol pour z € Qonaposé g(x) =z —a(Vf)(x).
On peut alors fabriquer une méthode itérative pour obtenir un minimiseur ¢ de f en posant z;, € {2 et en
considérant la suite définie pour tout n € N par

{ Tpp1 = g(xn) = zpn —a(Vf)(zn)
Zo = Tin-
Proposition 12. Soit M € .#, 4(R) (M # 0)et f : x € R | Max — bH?Q(Rq) la fonctionnelle des moindres
carrés et { un minimiseur de cette fonctionnelle. Alors, si x;, € £ + ker(M)=*, U'algorithme du gradient a pas
constant converge vers { pour tout ;, € R? et tout a €0, ﬁ[ ou oy > 0 est la plus grande valeur singuliere
de M. De plus, on a

[2n — lle2ray < (1 — ao2) lzo — €]l 2 ra)

ot o, > 0 est la plus petite valeur singuliére strictement positive de M.

16



Exercice 22. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition On rappelle que si f : R? — R est de
classe €1 (R) alors pour tout z, h € R? on a

(D2 f)(h) = (V)(z), h)ga.
(i) Montrer que pour tout z € R ona (Vf)(z) =2 (M "Mz — MTb).

(i) En déduire que
Tpy1 — L= (Id—2aM " M)(x, —0).
(iii) Justifier que I’on a
2041 = Ll @ey < (1= 2007 |20 = £l @ey

et conclure.

Proposition 13. Soit f : R? — R de classe €*(R?). Pour x € R, on définit la matrice Hessienne de f en x en
2

définie par (Hy f)j 1 := (%(x)) et on suppose qu’il existe m, M > 0 tels que pour tout y
J

2 2

mHyH[Z(Rd) <((Hzf)y, y)ra < MH?J”@?(Rd)-
Alors f admet un unique minimiseur en { € R? et la méthode du gradient a pas constant converge lorsque
o €]0, 2],
Remarque 6. L’hypothese impliquant la constante m > 0 peut s’interpréter comme une hypothese dite de m-
convexité.
Exercice 23. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition [I3]

(i) En utilisant une formule de Taylor, montrer qu’il existe un minimiseur pour f noté ¢ € R% et qu’il est
nécessairement unique.

(i) Montrer que si e,, = x,, — £ est I’erreur de la méthode de 1’algorithme du gradient a pas constant pour nn € N,
ona

lent1llZay < llenlleray(1 — 2am + M?a?)

(iii) Conclure.

17



18



Chapitre 3

Intégration Numérique

3.1 Méthode des rectangles

Nous allons discuter de méthodes d’intégration numérique : comment faire pour calculer des intégrales numé-
riquement.
Pour a < b deux réels, on considére une fonction f : [a, b] — R continue sur [a, b] et on se demande comment

approcher
b
/ ft)dt.

Une approximation grossiére est la méthode dite "des rectangles” : on choisit un point 7 € [0, 1] et on considére

L(f):=0b—-a)f((1 —T)a+ 7)).

On approche I’intégrale, ¢’ est-a-dire 1’aire du domaine {(z,y) € [a,b] xR : 0 <y < f(x)}, par ’aire du rectangle
de cotés [a, b] et [0, f(7)] (voir Figure 3.1).

Définition 5. Lorsque 7 = 0 on parle d’approximation de f par un rectangle a gauche, lorsque 7 = 1 on parle
d’approximation de f par un rectangle a droite et lorsque 7 = % on parle d’approximation de f par le point milieu.

Proposition 14. Soit f € €1 ([a, b)), il existe C > O telle que pour tout T € [0,1], on a
b
[ st} - 1.

Exercice 24. Démontrer la proposition[T4] (on pensera a utiliser une formule de Taylor adaptée).

<C(b—a)

f()

[U] (1—7)a+7b4

FIGURE 3.1 — Illustration de 1’aire donnée par I-(f) dans le cas ou f : [0,4] — R est donnée pour = € [0, 4] par

_ 1.2 1 _ 3

19



La propositionnous permet de remarquer que plus (b — a) est petit, plus I’erreur faite par cette méthode est
bonne. Afin de tirer avantage de cette expression, on va considérer une méthode dite composite : on va découper
I’intervalle [a, b] en des intervalles plus petits et sur chacun d’entre eux on appliquera la méthode des rectangles.
Pour ce faire, on considere une subdivision a = tg < t1 < to < -+ < ty < tny41 = b de Uintervalle [a, b] et la

relation de Chasles donne
b N ptin
/ f()dt = Z/ f(t)dt
a j:() tj

11 faut ensuite tcher d’approcher pour tout j € {0,..., N} les intégrales de la forme

/t _tm F(t)dt

J

ce que nous allons faire en considérant pour 7 € [0, 1] des quantités de la forme I (f;) ot f; = fl, +,,,)- On va
donc considérer les quantités

N N
Se(f) =D _L(f;) =Y (tisr — i) F(1 = 7)t; + Ttj41) 3.1
j=0 j=0
et on parle de formules de quadrature.

Définition 6. La méthode des rectangles a gauche consiste a choisir 7 = 0, la méthode des rectangles a droite
consiste a choisir 7 = 1 et celle du point milieu consiste a choisir 7 = % En particulier, on a

al al al t;+t

i Tt
=D (tin = 15)f(t), =D (i =) f(t+1),  Sy(f) =D (tj+1 — 1)) (2) :
7=0 7=0 7=0

On peut jouer sur le choix de 7 pour améliorer la convergence de la méthode. C’est le but de la Proposition
suivante.

t\)

Proposition 15. Pour j € {0, ..., N +1} on choisit la subdivision uniforme t; = a+j 1}</_+a1
c’est-a-dire pour ma méthode des rectangles a gauche ou des rectangles a droite, si f € €*([a, b)), il existe M > 0
tel que
(b—a)”
t)dt C———7—
‘ ( [ 0 ) S-(f)] < OO

Pour la méthode du point milieu, si f € €*([a, b)), il existe M > 0 tel que
b 3
(b—a)

— <O .

’ ( / f(t)dt> &(f)‘ <Ol

Exercice 25.
(i) Démontrer la premiére assertion de la Proposition [I5]

(i) Démontrer le deuxieme point de la Proposition T3]
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f(ts)

f(ta)

f(ts)

f(t2)
o)

FIGURE 3.2 — Illustration de la méthode des rectangles a gauche pour f : [0,4] — R donnée pour = € [0,4] par
flz) = 52* + 3.
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Chapitre 4

Equations différentielles : la méthode
d’Euler explicite

4.1 Cadre d’étude

Soit 7' > 0 et Q C R? un ouvert, on considére
[0,T] x RY — R
f:
(t,z) = f(tz).

On suppose que f est continue sur [0, 7] x R? et globalement Lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable
c’est a dire qu’il existe L > 0 telle que pour tout t € [0, 7] et tout x,y € R? on a

1t 2) = f(t y)llre < Lllz = yllpa-

Soit g € RY, on s’intéresse a des équations différentielles de la forme
y'(t) = f(t,y(t)) pourtout ¢ >0 @)
y(0) = wo )

D’apres le théoreme de Cauchy Lipschitz global il existe une unique solution ¢ a cette équation différentielle
définie sur [0, T']. Notre objectif est de fabriquer une méthode numérique qui permette d’approcher la solution (.

4.2 La méthode d’Euler explicite

Soit N € N, on construit pour j € {0,..., N +1}le pointt; = jh € [0,T]ou h = NLH On remarque que si
([0,T7], ) est solution du probleme de Cauchy (@.1)) alors on a

o(tian) = o(t;) + / " p o)),

vJ

En approchant cette intégrale avec I’aire du rectangle & gauche, on obtient

P(tiv1) = (t;) + hf(ts, o(t;)).

Cela nous incite a construire la suite finie () jeqo,..., v} définie pour j € {0,..., N'} par
{ vjiv1 = i+ hf(t,e5) 42)
%o = Yo-

On espere que la suite (¢;) je{o,..., v} ainsi fabriquée permette d’obtenir une approximation de la suite (¢ (t;)) je{o,..., N}
Cette stratégie d’approximation se nomme méthode d’Euler explicite.

Remarque 7. On pourrait approcher I'intégrale par d’autre méthodes d’intégration numérique. Par exemple, la
méthode des rectangles a droite donnerait la suite finie (¢;) c¢o,..., v} définie pour j € {0,..., N} par

yeeey

wir1 = @i +hf(tiy,0541)
®o = Yo-

On parlerait alors de méthode d’Euler implicite : ;1 vérifie alors une équation implicite qu’il faut résoudre a
chaque étape (avec un algorithme de recherche de zéro par exemple).

23



4.3 Consistance

L’erreur locale de consistance est 1’erreur que I’on commet en appliquant le schéma numérique sur une itération.

Définition 7. L’erreur locale de consistance relative a une solution exacte ([0,7], ) de (@.I)) est définie pour
j€{0,...,N} par
ej(¢) = p(ti1) = (p(ty) + hf (5, (1)) -

L’erreur globale de consistance consiste en la somme de toutes les erreurs locales sur N-étapes du schéma.

Définition 8. L’erreur globale de consistance relative & une solution exacte ([0,77],¢) de @.I) pour le schéma
d’Euler explicite est donnée par

N
Enlp) = lej(@)lza.
§=0

Le schéma est dit consistant d’ordre p € N* si pour toute solution exacte ([0, 7], ) de (@.I)) il existe C' > 0 telle
que
En(p) < CRP.

Proposition 16. Si ([0, 7], ) est solution de @) de classe €*([0,T)) alors le schéma d’Euler explicite est
consistant d’ordre d’ordre 1.

Exercice 26. Démontrer la Proposition [16] pour une solution ([0, 77, ¢) de @) de classe ([0, T]).

4.4 Stabilité

On s’intéresse maintenant a la stabilité du schéma par rapport a des erreurs d’approximation numériques qui
pourraient intervenir lors du calcul des (¢;) eqo,..., n+13- Cette notion est 1a pour garantir que I’erreur d’arrondie
numérique faite a I’itération j ne s’amplifie pas a cause des itérations successives.

Proposition 17. La méthode d’Euler explicite est stable, c’est-a-dire qu’il existe une constante S > 0 telle que
pour toute suite (¢;) jeqo,....N} €t ($j)jefo,...,N} définies pour tout j € {0,..., N} par

Vi1 =@ +hf(ty, 05), @jy1 =@ +hf(t;, @) +¢;

on ait
N

 Gilles < S _ 3 ,
serdix ey = Billra < 5| llvo — Golles +; (e[

Exercice 27. Le but de cet exercice est de démontrer la Proposition
(i) Montrer que pour tout j € {0,..., N} ona

lpj+1 — Gjtillre < (1 +RL)|p; — Gjllre + llgj||ra-
(ii) Montrer alors par récurrence sur j € {1,...,N + 1} que 'on a
j—1
s — Bsllre < €**[lpo — Gollra + Y "1 7P) gy ||pa.
p=0

(iii) Conclure.

4.5 Convergence

On se pose maintenant la question de la convergence du schéma d’Euler explicite, c’est-a-dire que I’on cherche
a démontrer que si ([0, 77, ¢) est solution de (#.1), et que (¢;)jeqo,... n+1} est la suite finie définie en (#.2), on a

i t:) — . =0.
(e o 190 =l )

Si possible, on aimerait avoir une estimée de la vitesse de convergence par rapport a V.
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Proposition 18. Soit ([0, T, ) solution de @) de classe €*([0,T))et (¢;);eqo,....N+1} est la suite finie définie
en @2), il existe C > 0 tel que pour tout N € N* on a

ax o(t) — oyl ) <
max i) — @5 —_—
je{l,...N+1} P = wiliee | = Ny

Exercice 28. Démontrer la Proprosition [T8] Pour cela on utilisera la stabilité et la consistance du schéma d’Euler
explicite.
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Annexe A

Corrections des exercices

Solution (de I’Exercice[I).
(i) On remarque que la matrice M*M € .#; q4(C) est hermitienne car on a

(M*M) = M*M.

D’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable en base orthonormée donc il existe (eq,...,eq) une
base de C%et \y > Ay > - -+ > \g des réels tels que pour tout x € Céona
d
M*Mzx = Z )\j <.’IJ, ej>(cd€j.
j=1
Il reste a démontrer que pour tout j € {1,...,d},ona\; > 0. Pour cela, on remarque que pour tout j € C,

ona
Nj = (M*Mej, ej)ca = (Mej, Mej)ea = [ Mej|72(cay > 0.

(ii) Soitj, ke {l,...,r},ona

—_

Aj
e’ er)ca = Me;, Meg)ca = (M*Me,, e = 1
(€], ex)c m( s Meg)ca = ( j» €k)ca oy
On en déduit que (e7, ..., e}) est une famille orthonormée de C9.
(iii) Soitj € {r+1,...,d},ona
[Mej|7icay = (Mej, Mej)ca = (M*Mej, ej)ca = Aj = 0

0jk = 05 k-

etdonc Me; = 0.

(iv) Soitz € C?, comme (eq,...,eq) est une famille orthonormée, on a
d
o= 3 ()it
j=1
et donc
d r d
Mx = Z(m, ej)caMe; = Z(m, ej)caMe; | + (@, e;)caMe;
j=1 j=1 j=r+1
T
= VA (T, ej)cae].
j=1
d
Comme z = Z(x, €p)caEp, O obtient
p=1

r r d
Mz = Z \/E@, ej>cde;‘- = Z \/E <Z<fl'7€p>(cd€p, ej> e;
j=1 cd

j=1 p=1
r d
= Z Z Vi (T, ep)calep, ej)cae]-
j=1p=1



Soitj € {1,...,d} etk € {1,...,q}. On remarque que
Mj,k = <M€k,6;>(cq.

En particulier, on a

r d T
Mey, = Z Z \/Eésk, €p>(cd <€p, es)ciesr = Z \/g<€k:7 €s)caey
s=1

s=1p=1
et donc .
Mj . = (Meg,ej)ca = Z V As(ek, es)ca(es, €5 )ca-
s=1
(v) On remarque que par définition pour tout j,k € {1,...,q} ona Uj = (ej,€])cs et pour tout j, k €

{1,...,d}onaV; = (ex,&j)ca.
Soitj € {1,...,q} etk € {1,...,d},ona
q

USV )k =D Uju(BV" ) =

s=1

*
ijszs»PVp,k

M=
M=~

1

w
Il

1p

I
M=
M=~

(€5, €5 )ca¥s plen; ep)ea

Il
_

s=1

VAs(es, €} )ca(er, es)ca

p

|
]~

w
Il
—

= Mgk
On en déduit I’existence de la décomposition en valeurs singuliéres.

Solution (de I'Exercice[2). On remarque que

1 0 2
M'™M=10 9 0
2 0 4
On remarque que
1 0 2
det(MTM —Xd)=10 9 0[((9—=N1=XN4—-X)—4) =XX9-N)(\-5).
2 0 4
On pose
PP 1 IV
€1 = , 62 = —= ,63 = —=
o V5 2 V51

et on remarque que
MTMe; =9e;, M Mey="5es, M Mes =0

et (e1, e2, e3) est une base orthonormée de R3. On pose

w1 0 X 1 1
e] = §M€1 = (1), €5 = —5M62 = (O)

On pose

et on remarque que

0 1 0
0 1\(3 0 0\ /(.1 2
* L o X |-
vxv (1 0)(0\/5()) v, @) M
V5 V5



Soit X € R3 tel que

On a alors, en posant Y = V*X € R3 .

(1Y _ (-1
o= (1) = (7))
On en déduit que si Y = (y1,92,%3) ' ona
{32!1 = -1
VBys =1

et donc que les solutions Y € R? de XY = ( ) sont les vecteurs de la forme

1
_1
13
vl B eR.
«
On en déduit que les solutions X € R? de M X = (_11) sont les vecteurs de la forme
1 2 1 1, 2
% B\ (s v
X=Vy=|1 (2) 01 w=1, 5 | o cR.
0 % %/ \e 55

Solution (de I’Exercice[3).

(i) Supposons par I’absurde que A = (a; &) ke{1,...,dy S0it a diagonale strictement dominante mais ne soit pas
inversible. Cela veut dire qu’il existe * = (z1,...,24)" € C%\ {0} tel que Az = 0. En particulier, on a
pourtout j € {1,...,d}

d
0= (Ax); = Zaj,kxk
k=1

et donc

d
aj,jTj = — E :aj,kxk‘
k=1

kg

Comme x # Oca, il existe jo € {1,...,d} tel que x;, # 0 et donc

d
1
Ajo,jo = _CL" Z Ajo kT -
JO k=1
k#30

A I’aide de ’inégalité triangulaire, on en déduit que

1 |2 g~ (ca
|@jogol < = D lakllajor] < L) D ajorl <Y lagoxl-
|$jo| o1 |m]0| k=1 k=1
k#do k#io k3o

Cela contredit I’hypothése de diagonale strictement dominante et donc A est inversible.
(ii) Soit A € C une valeur propre de M. Cela signifie que la matrice M — AId n’est pas inversible. En particulier,

elle ne peut pas étre a diagonale strictement dominante et donc il existe jo € {1,...,d} tel que

d
|mjo7jo - Al < Z |mj0,k

k=1
k#30

d
On en déduit que nécessairement A € D;, C U D;.
j=1
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Solution (de I"Exercice ).
(i) Soit A € Sp(A), on sait alors que
IA—2]<20u|A—3]<loulA—4|<1

On en déduit que
0<A<4o0u2<A<40ul0<A<5h.

et donc
A €]0,4]U[2,4]U]0,5] = [0, 5].

(i) On remarque en développant par rapport a la premiere colonne que
2—-A 1 1

det(A—Ad)=| 0 3-X 1 |=2-N)B-NA-N)+1-3+2A
1 0 4-2X

=N+ @+3+2)N+(—6+8+12+ 1A +24 -2
=A%+ 9\ — 250 + 22 =: P()\).

On remarque que P(2) = —8 + 36 — 50 + 22 = 0 et donc 2 est racine de P. Ainsi, P se factorise comme
PA) = 2=\ —=7A+11)
et donc en calculant le discriminant du polyndome de degré 2 apparaissant dans I’expression de P, on a
A=49-44=5>0

et les autres racines de P sont

Ai:%<7i\/5).

Le polyndme caractéristique de A est de degré trois et a trois racine distinctes : A est diagonalisable et
Sp(A) ={2,3 (7++/5),% (7— v/5)}. On remarque que I'on a

1
5(7i\f)<5<:> —7<+V5<3

Oronabien 5 < 9eth < 49 donc /5 < 3 et —/5 > —7. On en déduit que

Sp(A) C [0,5].
Solution (de I’Exercice[j).
(i) Soitz € C4\ {0}.Ona
q | d d
[Mz|ca = ZI (Ma)e| =) > mua; S Z k5|5
k=1 k=1 |j=1 =1

|$J‘ (Z |miw|>
('% Ay i)
(Je?%?%d}z ) s

IN

I M& Il M@- Il M'Q

On en déduit que

M q
[Mzjca < max Yyl
||l ca jeld} =

30



Par passage au sup sur v € C¢ \ {0} ona

q
M) < max >y 1.
jefiind) £

Soit jo € {1,...,d} tel que

d q
D mkgel = max Y my .
k=1 gL dh

.....

On considere le vecteur # = (z1,...,24) " € C? définit pour tout j € {1,...,d} parz; = §; ;,.Ona
q | d q
[zllca =1, [[Mz|cs = Zl (Ma)e =D mu ;| = Imi,l = glaxd}2| kil
k=1 |j=1 k=1 e

On en déduit que

| Mz||ca !
M| > S = max > |mg .
||],‘H(C(i je{1,...,d} 1

On en déduit que
q

M= max > |my ).
je{1,...,d} =

(i) Comme M*M € .#4q(C) est une matrice hermitienne, d’apres le théoréme spectral, il existe une matrice
unitaire U € #4 4(C) telle que
M*M =U*DU

ou D est une matrice diagonale dont le coefficients diagonaux sont réels que 'on note Ay > Ay > --- > A4
De plus, si (e, .. .,eq) est la base canonique de C%, pour tout j € {1,...,d},ona

Aj = (Dej, ej)ca = (UM*M)Ue;, e5)ca
= (UM*M)U%e;,U"ej)ca
<MU*6J,MU ej>(cq

= [|MU*¢;]|2, > 0.

En particulier, les éléments de D sont positifs et la quantité /max(M* M) est bien définie.
Soitz € C4\ {0}, ona

|Mz||2, = (Mx, Mz)ca = (M* Mz, x)ca
= (U*DUx,x)ca
= (D(Ux),Ux)ca

d

=Y N|(Uz);]?
Jj=1

< MU= 2a

= M3

On en déduit que

”MxHCq < \/7 \/max (Sp(M*M)).

[z||ca
Soitz = U*eq,0on a
|Mz||2, = (M*Mz,z)ca = (M*MU*e1,U*e;)ca
<U MU*€1,€1>(C(1
< 61,€1>(Cd
= A1.
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De plus, on a ||z||ca = ||[U*e1]|ca = |le1]|ce = 1 et donc

[ Mz||ca

T VA = /max(Sp(M*M)).

M| =

On en déduit que

Ml = v/max(Sp(M*M))
(iii) Soitz € C?\ {0}. Pourtoutk € {1,...,q},ona

d d
(M) = Y mjas| < gl
j=1 j=1

d
< |z ma. Z my j
< lollcs max | 3
Jj=1
et par passage au max sur k € {1,...,q},ona
d
M < a Z -
[Mles < flales _max | 3
Jj=1
ce qui nous donne
d
M
Hﬂg max Syl
H$||<Cd ke{l,....q} =1

Soit kg € {1,...,q} tel que

d d
Z Mg 5] | = e Z |,
j=1 j=1

On construit le vecteur x = (z1,...,24) " € C? définit pour tout j € {1,...,d} par
Mk, .
- \mkz.ﬂ si My, 7 0
0 sinon.

Onapourtoutk € {1,...,q}:

d — d d d
o
(Ma)e| =] > myp——25 < > mynl < Imikl <D Imykl
=1 |mko~,J| =1 J=1 J=1
Mg, 70 Mg, 70
et donc
d
[Mllca < my kol
j=1
Comme
d — d d
(M), = > Mo L= N Imykel = Y Ikl = |Ma]|ca
j=1 Mk, j=1 j=1
Mg 570 mpg 70

on en déduit que
d
[Mllca = 1Mkl
j=1

De plus, si M # OEI, nécessairement il existe jo tel que m, x, 7 0 et donc

[eflce = 1.

1. Si M est la matrice nulle, le résultat est bien évidemment vrai puisque tous les termes sont nuls.
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On en déduit que

d
M z||ca
[[M]]] > Z| Mikol = max Z\mk,jl
j=1

allea

En particulier, on a bien obtenu que

M} = max Z [

Solution (de I’Exercice[6). On remarque que I’on a
o]l = [[Mzl| < NIMIll2ll,  Nlox] = [|M 7" (b+6b) x| = | M (b+6b)—M~ bl = | M~ éb|| < [ M~"|[[|b]

Comme M est inversible, M est différente de la matrice nulle et donc ||| M || est non-nulle. Par ailleurs, si b # 0
alors nécessairement, x # 0 car z = M ~1b. Donc on a

L _ [

T < s 8] < [ ]|sb]-
=] = o]
On en déduit que
19| _ 1y 8ol
AL
=]~ < ) 1ol
Solution (de I’Exercice[7). Soit M € GL4(C).
(i) Onald = MM~! et donc
L= [ Zd|| = [IMM Y| < M| [|M~H]] = &(M).
Comme (M~Y)"'=Mona
"M = MY 7HIE = MM = s(M).
Demémesia € C,ona
K(aM) = [laM|[lla™ M7 = [|M]] M| = &(M).

(i) M*M est une matrice hermitienne positive. Elle est diagonalisable et son spectre est constitué de valeurs
propres réelles telles que Ay > Ay > --- > Ay > 0. En effet, M * M est inversible est positive car pour tout
r€Clona

(M* Mz, x)ca = || Ma||faicay > 0

et donc si \ est une valeur propre de M*M et z € C?\ {0} un vecteur propre associé, on a
Mzl cay = (M*Ma, z)ce = [|Mz|Zcay > 0.

De plus, comme M est inversible, 0 n’est pas une valeur propre.

Les valeurs singulieres de M sont définies pour tout j € {1,...,d} par g;(M) = \/A;. Par ailleurs, pour
r € R4\ {0},0na

M| cay = (Mz, Ma)ca = (M* Mz, z)ca.

Si (eq,...,eq) est une base orthonormée avec pour tout j € {1,...,d}), e; un vecteur propre associé a \;,
d d
onax = ijej et ||x||32(<cd) = Z |2j|* donc
Jj=1 j=1
d
||MI||?2((cd) = Z)‘j|$j|2 < )\1||33||?2(<cd)
j=1

et on en déduit en divisant par ||z||7, (cay €t en prenant la racine carrée que

M| < VA
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On remarque que I’on a [[e; [[2(cay = 1 et
||Mel||[%2(cd) = <M*M€1,€1>Cd =)\

et donc

M
oy > el _
||€1||e2(<cd)

On en déduit que [|M ]| = v/Ar. De la méme fagon, on démontrerait que [[[ A~ ||| = A= car 3, est la plus

grande valeur propre de (M*M)~!. On en déduit que

VAT
v

(iii) C’est une conséquence du point précédent : si M * M = Id alors ses valeurs singulieres sont toutes égales a
1.

ko (M) = ([ M| 1M =

(iv) Soit U une matrice unitaire, il suffit de démontrer que pour toute matrice A € ///dd((C), on a
IITAll = [ Al

Soitz € C4\ {0}, 0ona
U Az p2(cay = || Az 2(cay-

En particulier, on obtient

|UAz||¢2(ca [ Az|l¢2(ce
oAl = sup (ST A ) = sup (FETEE ) —al
z€eC

wecd Hﬂ”sz(cd) Htzz(cd)
xF#0
Solution (de I"Exercice [g).
(i) On remarque que
det(M.) = H 14{5 =1-(14e)=-e<0

donc M. est inversible et son inverse est

(i) Ona
1 (—1 14+ 8) <7r> (e;” + e)
Te = — = T—e .
s\l -1 ) \e L2

(iii) On pose x = M b, b = (Z) —betdr=x—2..0na

M.(z.) = (Z) . M.z = M.(z. + 6x).

On a donc
HMHP(@)
(7 + e, 722) Tlez(c2y

g

) [166][ ¢2(c2)
(7, €) Tlle2(c2y

< ko(M

e—T ™€ m™—=€ &
IEEE e T e = 25 1+ (ke ) ey = Ve 4 72

€e—T

Par ailleurs, on remarque que

—— 1 1\ /1 1+¢e\ 2 2+¢
MM<1+5 1> <1 1 ><2+g (1+g)2+1>
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et donc pour A € R, on a

N 2—A 2+¢
det(M*M — \d) = |, ~ (4o 112 =2-N(1+e)?+1-)) —(2+¢)?

=N -2+ (14 +DA+2(1+e)2+2—(24¢)?
=A% — (442 +HN 44
Et donc, on obtient
A=4+2+e%)2 -4 = (4+%)(4+4e +£2) > 0.

Les valeurs propres de M * M sont donc

1 1
)\125(44—25—}—52—&—\/(4+52)(4+45+52)), )\2:§(4+2€—|—52—\/(4+€2)(4+45+52))
et donc

/<;2(M)2:4+2€+€2+\/(4+€2)(4+4€+€2)
442 +e2— /(4 +2)(4+4e +e2)
2
(4+25+62+\/(4+€2)(4+4E+€2))
- 42 ’
Ainsi, on obtient
442 +e2+/(4+2)(4+4e+ &2
) VT )

2e
ce qui donne

[62(] g2 (cay < 442 +¢€?+ \/(44—52)(44—454—52)77
[2elle2(cay — 2e '

En particulier, une condition suffisante pour avoir une erreur relative sur la solution z, de 1076 est

4+ 2+ + /(4 +e2)(d +4e +2)
2e

Le terme dans le membre de gauche converge vers +oo lorsque € — 0 : il n’est pas possible d’avoir une
précision suffisante sur I’erreur relative commise en résolvant le systéeme M.z = b pour ¢ petit.

<107

Solution (de 1’Exercice[9). On pose B = M~!N.

[)]=>[Gi)] : Supposons que la méthode itérative converge. Pour tout n € N, on définit I'erreur & 1’ordre n par
en = &, — x. Supposons par 1’absurde que p(B) > 1, cela veut dire qu’il existe une valeur propre de B* B qui est
plus grande que 1. Notons A cette valeur propre et € un vecteur propre normalisé associé. On a

Tpy1 = Bx, + M~

et donc

eny1=DB(t, —x)+Br+M 'b—x=e,41 = Be, +Bx+M 'b—x

Mais on a f(x) = x c’est-a-dire

donc

=M 'Nz+ M b

€nt1 = Be,

et par une récurrence immédiate (a rédiger) on obtient pour tout n € N

€n = B"eo.

Si on choisit x;,, = € + x, on a alors eg = ¢ et

en = AT€.

Or, comme la méthode converge on a ||e,, || — 0 lorsque n — +oc. Par ailleurs, on a

_\n
llenll = A7 n_>—+>oo

+00 si A1 >1
1 sinon

c’est absurde et on en déduit que nécessairement A; < 1 et donc que p(B) < 1.
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= : Supposons que p(B) < 1. Alors, on sait que pour la norme subordonnée 2 la norme ¢2(C¢) on a

IBII = /p(B) < 1.

[(iii)) = [()] : Supposons qu’il existe une norme matricielle telle que ||| B]|| < 1. Alors, comme pour tout n € N
on ae, = B"ep on obtient

lenll = [1B"eoll < 1Bl lleoll < B[ lleoll
ot on a utilisé la norme | - || sur C? associée a la norme subordonnée ||| - ||. Par encadrement, comme || B||| < 1,
lorsque n — 400 on a ||e, || = 0 et donc la méthode itérative converge.
Solution (de I"Exercice[10).
(i) On a

Ar=b+= (M —N)z=b<= Mz =Nz +b<=ax=M 'No+M'b

ol on a utilisé le fait que M est inversible car les coefficients diagonaux de A sont non nuls parce que la
matrice A est a diagonale strictement dominante. Si on pose

J=M"N, c¢=M"1b

on obtient le résultat demandé, a savoir
Tpt1 = Jz, +c.

(ii) Pour tout n € N, on pose e,, = z,, — et en utilisant le fait que z = M~ Nx + M ~'b, on remarque que

enp1=Jr,+e—x=Je,+Jr+c— M 'Ne— M 'b=Je, + M 'Ne+M'b— M 'Ne— M'b
= Je,.

On en déduit que pour toutn € N, ona e, = J"eg et donc

lenllesscay < 1™ leolles (o)

ot [|| - ||| est la norme subordonnée a || - [|goc (cay. Pour tout j, & € {1,...,d},ona
d 1 Lk i Gk
Jin = M1 ey aj.j
J.k pz::l( )Tk "y T,k { 0 sinon

En particulier, pour tout j € {1,...,d},ona

d d

d
PVEDD il _ D lajel | <1
k=1 k=1 |aj»j| |aja.j k=1

k#j k#j

car A est a diagonale strictement dominante. On en déduit que
d
7]} = max (Z |Jj,k|> <1
k=1

et donc, comme ||ey,[[goe(cay < || J[[™]|€oll¢s (), €n passant a la limite lorsque n — +o0 on obtient que
lim,, 4 o ©, = @ et donc que la méthode converge.

Solution (de I"Exercice[TT).

(i) C’est exactement pareil qu’a I’exercice précédent :
G=M"N, c¢=M"1b.
(ii) On définit le produit hermitien sur C? par
¢:(y,2) € CH x C!— (Ay, 2)ca.
On note || - || la norme associée a ce produit hermitien dans C et ||| - ||| la norme subordonnée associée. On a

lIMTIN|| = MM = Al = || 1d — M~ AJl.
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Pour v € C¢ tel que ||v]| = 1,0na

lv— M~ Av||? = (v — M~ Av,v — M~ Av) = p(v,v) + (M~ Av, M~ Av) — 2R (¢ (v, Mt Av))
= |lv|| + (AM " Av, M~ Av)ca — 2R((Av, M~ Av)ca)
=14 (Aw,w)ca — 2R((Av, w)ca)
=1+ (Aw, w)ca — 2R((Mw, w)ca)
=1+ (Mw,w)ca — (Nw,w)ca — (Mw,w)ca — (w, Mw)ca
=1—((M"+ N)w,w)ca <1

car M* 4+ N étant définie positive on a nécessairement ((M™* + N)w, w)ca > 0.

On en déduit que pour tout v € C? tel que ||v|| = 1,0ona
v — M~ Av|| < 1.
Soit K = {v € C?: ||v|| = 1}. K est un ensemble fermé borné dans C¢ donc il est compact. De plus, 1’application
g:veEC— |lv— M Ay

est continue sur C? car ¢’est une application polynomiale (2 plusieurs variables). Donc g|x est bornée et atteint sa
borne en un certain v, € C% vérifiant

Vylv) = I1 - M~ Al <1

et donc p(M~1N) < 1 et la méthode converge.
Solution (de I'Exercice [12).

(i) Soitn € N*, on décompose x( dans la base de diagonalisation (eq,...,e4), ona

d
To = § T j€;
j=1

et donc
d
M"xo = Z )\?"E(]’jej.
j=1
En particulier, comme par hypothése zo = i, ¢ vect(ea,...,eq) alors zg1 # 0 et comme || >

maX;eqo,...a} |Aj| > 0alors Ay # 0. On en déduit que la composante selon e; de M"xq est A\Txg; # 0 et
donc M"xg # Oca.

(i) Démontrer par récurrence que pour toutn € N*, ona z,, = M{)ﬁ
02 (cd)
Initialisation : Pour n = 1 c’est évident par définition.
Mnivo

Hypothese de récurrence : Soit n > 1, on suppose que =,

T IM=ollp2cay
Hérédité : On a

M itz

Mz, M7 zoll 2 cay Mg,
Tn+1 = = , _
n H‘Tn“ﬁ((cd) H%”b(cd) ||Mn+15170||g2(cd)

ce qui est précisément la propriété a vérifier au rang n + 1.

D’apres le principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que pour tout n € N*, on a z, =
A{nm()
HN]IO”[2 (cd) :

(iii) Soitm € N*, on a
d
)\;nMn.%‘Q = )\In Z )\?xo,jej = g ;€1 + En

=1 N
— d 9
=5 () w0 55
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On remarque que ’on a

d s d s n
[ Z(/\J)”xo,jejﬂe?(cd) <> /\*J |zo,5lllejlle2(cay-
j=2 " j=21"
Comme pour tout j € {2,...,d},ona i—i < 1, on en déduit que lim,,_, ; - €, = 0 et donc que

lim (A;"M"zg) = z9.5€1.
n—>+oo( 1 O) 0,551

(iv) Soitn € N*,on a
(M)”w _(Al)” Mrwg (M)”(A?) Mo
| A " ALl /) [IM™xo]| 2 (cay |A1] AT IM™@oll g2 (ca
_ |)\1‘n Mn.ifo
AT [M™ 20 g2y

D’apres la question précédente, on a

1 1
lim (A"M"zg) = z01€1, lim <|/\1|n > = .
i, ("M 20) e P D Taen ) = Toallerlaea

et donc

n
lim (1> P B
n—+oo \ [A1] |zo,1llle1]l ez (cay

(v) Soitn € N*,on a

oz es = <(M1)"“ (Al)"“ s, () (2 e
A1 |1 A1 | A1
N TR x\"
:(Al) (xl) <(|A1> ””"“’(m) Tnies
|)\1|2n+1 )\—1 n+1 )\—1 n
_Al|A1|2n<(|A1|> x"“’(w) Tn)cs
N n+1 N n
—“(w) (w) Tnlce.

Maintenant, comme le produit scalaire canonique dans C? est une forme bilinéaire continue, on peut passer
a la limite dans le produit scalaire et grace a la question précédente, on obtient

_— n+1 _— n
lim <<)\1> x <A1> ZTp)cd = ( 0,1 e 0,1 e1) =1
™~ L\ Ty 7 Cd — =
n=-too \ [ Ay AN [zoalllerllezcay  zoalllerlleaccey

et donc

lim (z Tp)od = M.
n—)+oo< n+1; n>(C 1

Solution (de I"Exercice[T3).

.....

_ k-1
mj;r = :Ej .

et b le vecteur dont les composantes sont les coordonnées y. C’est-a-dire que ’on a

1 x - :z:il Y1
M = , b=
1 zny -+ mﬁi\, YN
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Pour tout @ = (ag, . ..,aq) € R ettoutj € {1,...,N},ona

d+1 d

d

k

(Ma); = g My pQk—1 = E My 101 = E ap;.
k=1 k=0 k=0

On en déduit que

d d 2
IMa = b7y = > (Ma); —b;)* = (( aw?) - yj)
k=0

j=1 j=1

ce qui est précisément la reformulation demandée pour le probleme des moindres carrés.
Solution (de I"Exercice[T4).

(i) On sait qu’il existe ¥ € .#n q+1(R) contenant les valeurs singulieres de M sur la diagonale, notées o1 >
o9 >0, >0etU € Oy(R) et V € Og41(R) telles que

M=UxV".
En particulier, pour tout a € Rt ona
[Ma— b”??(]RN) = ||U2VTG - bH[%Z(]RN) = ||EVT@ - UTb”?%RN)-

Enposanta =V 'a € R et 3= UTh € RN on obtient

r N N
IMa—=bl2 vy = | Y (ojo5 =B |+ > B> > B2
j=1 j=r+1 j=r+1
On en déduit que
N
. 2 2
ael]g“ [Ma— b”Z?(RN) = Z Bj-
j=r+1
et en choisissant a; = -~ 3; pour j € {1,...,7} etay; = 0si j > r + 1 on obtient
M

N
IMa —bllf@ny = D B
Jj=r+1

et on en déduit que I’'infimum est un minimum.
(ii) Soient a,h € R4+, il suffit de développer le produit scalaire
|M(a+ h) — bH?Z(]RN) ={(M(a+h)—bM(a+h)—bry =(Ma—b+ Mh,Ma—b+ Mh)r~
= (Ma—0b,Ma—byg~y + (Mh, Mh)gn
+ (Ma—b, Mh)gy + (Mh, Ma — bygn
= [Ma = b|[2: vy + | MA] 72
+2(Ma — b, Mh)gn
= [Ma = b|[%: @y + | MA] 72
+ 2<MTMCL — ]\4Tb7 h)Ra+1.
(iii) Si a vérifie I’équation normale alors pour tout h € R?, on a
M (a+h) =blE@yy = [Ma = b7 @y + | Ml gy > |Ma—bllE @y

On en déduit que a est donc un minimiseur pour x — || Mz — bH?2 (RN)-

(iv) On remarque que par le développement précédent, on a obtenu une expression que f est différentiable et de
différentielle f :
(Daf)(h) =2(M"Ma — M b, hgat:.

Si a est un minimiseur alors nécessairement pour tout » € R4*! on a
2(M " Ma — M "b,h)gasr = 0.

En choisissant h = M " Ma — M " b on aboutit a I’équation normale.
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Solution (de l’ExerCice. On définit le vecteur x = (f1,. .., fN)T € CN et la matrice M = (mj,k)j,k'E{l,..-,N}

définie pour j, k € {1,..., N} par

2 si j=k
—1 si j=k+1

TIETY 1 s j=k—1
0  sinon
etonpose b = h%(g(t1),...,g(ty)) . Pourj € {2,...,N —1},0ona
N
(Mz); ng KR =225 — 251 — T = =205 + i+ fj = hPg(ty) = b;
k=1
et aussi
N
(Ma)y =Y magay =201 — 23 = 2f1 — fo = 2f1 — fo — fo = h°g(t1)
k=1
et
N
(Mz)y =Y mygax =2ty — 251 =2fn — fv-1=2fn — fn-1— fn1 = hg(tn)
k=1

ou on a utilisé le fait que fo = fy4+1 = 0. On en déduit que Mx = b.
Solution (de I"Exercice[T7).

(i) Onremarque que M T = M donc M € . (R) et elle est diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs

propres son réelles. De plus, pour x = (x1,...,2x)" € RY, ona
N

(Mz,z)pa = Z(Mx)jx]

1

<.
I

N
E TRLkzkxj

I
M=

Jj=1k=1
N N N-1 N
= E mypTr1 | + E MNETEIN | + E My kTET;
k=1 k=1 j=2 k=1
N-1
2 2
=221 — T2T1 — TN_1ZN + 22N + E —Tj_ 1T — Tj{1T; + 2:10
j=2
N-1
2 2 2 2
=221 — T2T1 — TN_1ZN + 22N + i — x| + E T — Tj1T
=2 j
N-2
2 2 2 2
=221 — T2T1 — TN_1ZN + 22N + Tiq — LT |+ E T — Tj41T;
Jj=1
N-2
= Zx% — XoX1 — TN_1TN + 2;3?\, + x% —x129 + x?\[ﬂ —rNITN_1+ E x?H + x? — 27,7541
Jj=2
N-2
2 2 2 2
=2} + (11— 22)” + 2} + (any —an-1)®+ ) (@5 — zj41)°
j=2
> 0.
On en déduit que M est positive. De plus si z = (z1,...,zn)T € RN esttel que (Mx, 2)pa = 0 alors on
) ) ) R
aboutit a
0= 22 _ 2 2 . _
=7+ (21 —22)" + oy + (oN —2N-1) + zj41)?

Il s’agit d’une somme de termes positifs qui est nulle et donc chacun des termes est nul. On en déduit que
xz1 = 0 puis que zo = 0 et enfin que z; = 0 pour tout j € {1,..., N}El Ainsi, si A est valeur propre

2. 11 faudrait démontrer rigoureusement par récurrence finie que pour j € {1,..., N}onaz; = 0.
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(ii)

(iii)

associée a x # O ona
)\Hm||?2(Rd) = (Mz,x)ga > 0.

Comme ”I”?2(R‘Z) > 0, on en déduit que A > 0.

Soit = (1,...,2x5) € R?\ {Oga} un vecteur propre de M associé a la valeur propre A > 0. Pour tout
je{l,...,N},ona

d (27)\)?517‘%2 si ]:1
0=((M—Xd)x); => mjprp =3 (2—Naoy -2y sii. j=N
k=1 (2— Nz —xj_1 —xj41 sinon.

Donc pour tout j € {1,...,N},ona
Tip1— (2= Nzj+x;_1 =0,

ol on a utilisé le fait que 9 = 41 = 0. En posant k = j — 1, on obtient pour tout k € {0,..., N}
ZThio + (A —2)zpiq + = 0.

On sait qu’une valeur propre de M se trouve dans le disque de centre 2 et de rayon 2. On en déduit, comme
les valeurs propres sont réelles, qu’elles se trouvent dans Iintervalle [0, 4]. On cherche la forme des solutions
de cette suite récurrente d’ordre 2, pour cela, on considere I’équation caractéristique

2+ (A=2)r+1=0.
Son discriminant est
A=A=-22-4=N-2-2)A—2+2)=AA—4) <0.

Si A = 0, on a une seule racine

et alors pour tout k € {0, N + 1}, ona
oy = (ak + p)rt
avec a, 8 € R. Nécessairement, r % 0 car sinon z = Ora ce qui est exclu. Par ailleurs,ona zg = 8 = 0
donc B =0et0=xxny1 =a(N +1)rV*+! donc a = 0 et z = Oga ce qui est exclu : A > 0.
Dans ce cas, les racines sont de la forme

_2-2di/A[E )

r4o 9 .
On remarque que
1
lre| = 1 (2=2)*=(A—2)%+4) =1.
En particulier, on sait qu’il existe € [0,27[ tel que 7y = e et r_ = 75 = e~ Ainsi, pour tout

ke{0,...,N+1},ona 4 '
z, = ae*® + ge=* o pecC.

On se souvient que 1’on cherche des solutions a valeurs dans R. On regarde d’abord la condition initiale
0 = 2 qui donne o + 8 = 0 et donc

Tp =0 (eike - e_ike) = 2iasin(k6).

Par ailleurs, on a
0=xn11 = 2iasin((N + 1)6)

et donc (N + 1)0 = 0[n] et donc ¢ = 5 pour p € Z. On remarque que I’on a

2—A
0) = ——
cos(6) 5
et donc
pm
A=2—-2cos | —— | .
o (225)
On remarque que pour p € {1,..., N} on obtient N valeurs distinctes pour \ et que dans ce cas z # Oga
car pour tout & € {1,..., N} on peut choisir

xy, = sin(ktym).
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(iv)

)

(vi)

On a

2 —2cos(§%) 11— cos(35)

ro(M) = = -
2—2cos(x7g) 11— cos(w4y)

En utilisant que lorsque N — 400 on a

s L1 2 +(1_1 7r2+(1)
CANT1 T TNy TN T T aN2 TN

on obtient )

Leos (T sl
S\ N 4+1) No4oo 2N2°
Par ailleurs

i
li 1-— =2
hm 1= cos(g=)
On en déduit que
4N?

KQ(M)

N—;\—Ji- ') 7T2 ’
Soitj € {1,...,N},ona
(M(z—F)); = 2(x;—f(t;))=(xj1—f (tj—1)) = (01— f(tj1) = B2g(t;)—(2f ()= f(tj—1)—f(tj51))-

ol pour j € {1, N} on utilise le fait que 0 = z9 = zy41 = f(to) = f(tn+1). Comme f est trois
fois dérivable sur [0,1] et f(®) est dérivable sur ]0, 1[, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange, pour tout

je{l,..., N}, ilexiste ¢] €]t;, tja[ete; €]tj1,t;[tels que
B2 (3)(+. (4) (T
Fty11) = £t + £+ gy L0y LG
h2 (3)(+. W (eT
Fltj—2) = f(&5) = f'(&)h + 5 7 (t5) = / G(tj)hg 1 2(40] it

En particulier, on obtient

FO(e) = fD()
24

h2g(t;) = —h*f"(t;) = (2f (t;) = f(tj—1) = f(tj+1)) + K.

On en déduit que

@
< 1f L (0D) 54

12g(t5) — (27(t)  f(t3-1) = Flt511))| L

et donc comme le membre de droite ne dépend pas de 7, on a

1M (2 = F)llos < Ch*
pour une constante C' > 0.
Pour tout y € R™, on sait que I’on a
[Yllese @n) < NYllez@yy < VN ylleoo mry-

En particulier, on a
1M (z = F)ll2@ny < VN|IM (2 = F)lle @)

Or on sait que si y € R? comme M est diagonalisable, il existe O matrice orthogonale telle que M =
OTDO ou
D = diag(A1, ..., AN).

On en déduit que

| My|l2(ray = |OT DOyl 2 wny = [|DOY|| g2y = el

N
S X2[(0y); 2 > ( in (An) 10yl
j=1

= inf A .
je{i?..,zv}( J)”y”Zz(Rd)
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En particulier, on obtient

(o O] = Fllsamy < (_inf | ) ) llo = Flian) < 1M = Pl

< VN||M(z — F)||ge gy

<o YN _
- (N4t
c
< —.
Nz
Par ailleurs, on a il existe ¢ > 0 et Ny € N tel que pour tout N > Ny on ait
s c
f (N)=2-2 —
Je{l, ..., N}( i) COS(N—ﬁ—l)_NQ
On en déduit que pour tout N > Ny, on a
cCN? K
HJ:_F”ZOO(RN) S N% :ﬁ
Solution (de I"Exercice[T8).
1. Nous allons démontrer par récurrence que pour tout n € N on a
an+1 Z Ap,y bn+1 S bna an+1 < bn+1-
Initialisation : pour n = 0, si f(ag)f(mo) < 0 on sait que
b b b—
a1 = ao, 51:m0=a0+0—bo—0 CLozbo— e
2 2
etdonc a; > ag, by < bg (carb—a > 0)etona
b b—
a1:a0<b1=L+O=ao+ Cl.
2 2
——
>0
De méme, si f(ag)f(mg) > 0, on sait que
ag+0b by — a
al:%:a(ﬁr 0 5 0 by =b

etdonc a; > agcarby —ag =b—a > 0etb; < by. De plus, ona

bofa():bo_bfa
\2,_/
>0

alzbo—

donc ay < by = by.
Hypothese de récurrence : Soit n € N, on suppose que

Ap+41 Z Ap,y bn+1 S bn7 An+1 < bn+1~
Hérédité : Si f(an+1)f(mns+1) < 0,0na

bn+1 + anJrl bn+1 - anJrl
Up42 = Ap41, bn+2 =Mpy1 = f = bn+1 - f

Donc ay,12 > a,41 et d’apres I’hypothese de récurrence by, 41 — @41 < 0 donc by, 4o < by, 41 et de plus

bn+1 — Qp41
An42 = Op41 = bn+2 - (bn+2 - a}n-{-l) = bn+2 - f

D’apres I’hypothese de récurrence by, 1 — ap41 > 0 etdonc anio < byio.
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Si f(an+1)f(mpy1) > O0alorson a

Ap41 + bn+1 anrl — Ap+1
Gpn+2 =Mpp] = ————— = Apy1 + - 9

bnt2 = bt
5 +2 +1

Comme b, +1 — a,+1 > 0 d’apres ’hypothese de récurrence, on obtient a,, 12 > apy1 €t byro < byyq1. De
plus, on a

Ap+1 + bn+1
2

Gp41 + bn+1
2

Ap41 + bn+1

bn+1 — Ap+1
D) _—.

= bn+2_ D)

Ap42 = - bn+2_bn+2+ - bn+2_bn+1+
D’apres I’hypothese de récurrence, b, 11 — @41 > 0 etdonc a,12 < b,42, ce qui termine la récurrence. On
en déduit que (a,)necn est croissante et que (b, )n,en est décroissante. De plus, on remarque que pour tout

n €N, ona
) B B My, — G, si f(an)f(mn) <0
n+1 = Ont1 = b, —m, sinon
_ { Gadbe —q, si flan)f(mn) <0

b, — a";b" sinon

bn — Gnp

2

On remarque alors que (b, — @, )nen st une suite géométrique de raison % et alors on obtient pour tout
n € Nque
bo — ag b—a
by —ap=———=
2n 2n

Comme pour tout n € N, b,, — a,, > 0, en passant a la limite lorsque n — +00 on obtient par encadrement

(an)nen et (b )nen sont des suites adjacentes et donc converge vers une limite commune notée £. Par ailleurs
on a pour toutn € N :
an < my < by

car m,, = a, + ’“%“" =b, — b"%“” et b, > a,. On en déduit par encadrement que

lim m, = /.
n—-+o0o

2. Par construction, pour tout n € N, on a

flan)f(b,) <0.

Par ailleurs, on sait que la fonction f est continue sur [a, b] donc en passant a la limite n — +00 on obtient
f0)* <0

etdonc f(£) = 0.

3. On a déja vu que

bn —an = om

Or, comme (ay, )nen est croissante et (b, ),en est décroissante, on a

b, — ¢

b—a
{— an, ’

27l

}Sbn_’€+£_a7bzb7b_a‘7b:

Orb, — ¢ > 0donc |b, —¥¢| =b, — Letl — a, > 0donc |a, — £| = £ — a,. On a également

an + by,
2

|m,—¢| =

f -

(an—€)+(bn—€)’

1 1/b—a b-—a b—a
<z - <= = .
5 < 2(|an £+ b, — ) < 2( on + )

2n
Solution (de I"Exercice[T9).
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(i) Soient ¢4, {5 deux points fixes pour f. Comme f est contractante, on a

d(ly, l2) = d(f(l1), f(L2)) < kd(f1, L2)

et donc 0 < (k — 1)d(¢1,¢2) or k < 1 donc ceci est possible uniquement si d(¢1,¢2) = 0 c’est-a-dire
O = L.

(i) Pour n € N, comme f est k-lipschitzienne on a

Un+1 = d($n+2axn+1) = d(f($n+1); f(xn)) < kd(-rnJrhxn) = kun

Montrons par récurrence que pour tout n € N u,, < k™uy.
Initialisation : Pour n = 0, on a toujours 1y < ug = k%ug.
Hypothese de récurrence : Soit n € N. On suppose que u, = k™uo.

Hérédité : On a, d’apres I’inégalité et ’hypothese de récurrence,
Unt1 < ku, = k(K" ug) = k.

On a donc démontré la propriété au rang n+ 1 et d’apres le principe du raisonnement par récurrence on vient
de démontrer que pour tout n € N on a

uy, < K ug.
(iii) Soientp,n € N.On a
p—1 p—1 p—1 _ 1 g
d(l'nﬂmxn) < P d(l’n-&-j—&-la In—o—j) = jZOun+j < JZO kn+juo = ugk" 1— &

ou on a reconnu la somme des termes d’une suite géométrique de raison k. Le membre de droite tend vers O
lorsque n, p — +oo et on en déduit donc que la suite (2, ), n est de Cauchy.

(iv) La suite (z,,)nen € EY étant de Cauchy dans ’espace métrique complet (E,d) on sait qu’elle converge
vers un certain £ € E. Comme f est contractante, elle est Lipschitzienne donc continue et on en déduit en
passant a la limite dans I’équation x,,11 = f(x,) que

L= f(0).
Soit n € N fixé, on a pour tout p € N

1—kP
1-k

d(x7v,+p7 xn) S uOkn

et en passant a la limite lorsque p — 400 on obtient

i jn
ST o

d(‘gv xn) xlaxO)

ce qui est précisément 1’estimée d’erreur annoncée.
Solution (de I’Exercice [20).

(i) Posons r = [|Df(£)||| < 1. Comme = + D f(x) est continue de 2 dans .#(R?), on en déduit que pour
tout € > 0, il existe & > 0 tel que si x € B (¥, 6) alors

Df(x) S B|H'H| (Df(f), E).

1—7r

En particulier, pour ¢ = =5

,il existe ¢ > 0 tel que pour tout € B¢(¢,6) ona

1—1r r+1
WIDf(@)|| <r4+e=r+ 5~ 3 < 1.

(ii) On remarque que pour tout z € By(¢,d), comme ¢ = f(¢), ona

yEBy (L,

1f (@) =€l = [lf (=) = FOI < ( Sup |||Df(y)) [l —£]
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ol on a utilisé 1’inégalité des accroissements finis pour f|Bf(e,5) (f est de classe € sur Bf(¢,8) C Qet
By (¢, 6) est convexe). On a donc

1f () = £l < [l — €] < 0.
En particulier f(Bf(¢,d)) C By (¢,9). Par ailleurs, pour tout z,y € By (¢, ), I'inégalité des accroissements

finis livre

1f(z) = fWll < ( sup )IIIDf(Z)HI) Iz —yll-

z€By (5,5

Or, By(¢,5) est un ensemble compact car fermé et borné dans R? et 'application z — [[|[Df(2)]|| est
continue de By (¢, §) vers Z(R?) (car f est de classe €' sur 2 & valeurs dans - (R?) et que || - ||| est une
norme donc continue sur £ (R%)). z ||| D f(z)|| est donc bornée et atteint ses bornes sur By (¢, §) et donc
il existe z, € By(¢,9) tel que

ki=[Df(z)ll = sup . DI < 1.

ZGBf(ZA,

On en déduit que f : B¢(¢,0) — By(, §) est contractante.

(iii) By (¢, ) étant fermé dans R? qui est complet, il y est complet et By (¢, §) munit de la distance d : (x,y) €
By(¢,0) x Bf(£,8) — ||z — y|| est un espace métrique. D’apres le Théoréme de Banach-Picard, la suite
(2 )nen converge vers I’unique point fixe de f dans By (¢, ¢), & savoir £.

@iv) (a) Soitn € N, la formule de Taylor-Young nous livre
fl@n) = f(O) + f/(O)(zn — 0) +(|lzn — €])
e(p) — O0lorsque p — 0. Comme f(x,) = x, 41 et f(£) =/, ona

Tpyr — L= f/(g)(xn —O) +e(|lzn —1)).

ot p~!

On en déduit que
o1 — 4 > [f (Ollzn — €] — le(|lzn — €]

~le(p) — 0lorsque p — 0, on sait que pour tout § > 0, il existe > 0 tel que si p € (0,7)

Comme p

onae(p) < dp. Ainsi, en choisissant § = W% > 0, on sait qu’il existe n > 0 tel que si p € (0,7)
alors £(p) < W% p. Par ailleurs comme par hypothese z,, — £ — 0, on sait qu’il existe ng € N
tel que pour tout n > ng on ait |z, — ¢| < n. En particulier pour tout n > ng on a |e(|z, — ¢|)| <
Wmn — £|. On en déduit que pour tout n > ng on a

") — "y
s — £ > | F (Ol — €] - (”;’1) an — €] = ('“;“) 1.

En posant M = (W) on abien M > 1 car |f'(¢)| > 1 et on obtient le résultat demandé.

(b) Par une récurrence (a écrire proprement le jour de I’écrit), on obtient que pour tout n € N, on a
|xn — €] = M™ o — ¢

Comme x( # ¢ le membre de droite est strictement positif et comme M > 1 il tend vers oo lorsque
n — +00. On en déduit que lim,,—, 4 o |2, — €| = 400 ce qui est absurde puisque lim,_, 4 o =, = £.
On en déduit que (x,, ), N ne converge jamais vers /.

Solution (de I’Exercice [21)).

(i) On considere I"application det : .#y 4(R) — R qui est de classe € (.#y,q4(R)) car on peut le voir comme
une application polynomiale (en d? variables). Si (e1,...,eq) est la base canonique de R?, on considere
I’isomorphisme

. { ZRY) = Maa(R)
PO o (0w era) et
. On remarque que ¢ € C°(ZL(R?), #,44(R)) car c’est une application linéaire et par conséquent est

différentiable a tout ordre & € N avec Dé.") @ = . On en déduit que o :  — det oo D, f est en particulier
continue sur R% par composition (par hypothése = + D, f est de classe €' (2) donc continue sur ). Or,
comme on a «(¢) # 0, par continuité de « en ¢, on sait qu’il existe > 0 tel que pour tout = € B({,7)
a(f) # 0. Autrement dit, D,, f est inversible pour tout x € B(¢, 7).
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(ii) Soit z € B(¢,n). Notons A(z) = (D, f)~! € Z(R% R?). On note que comme = — D, f est de classe
E(B(¢,m)) et que D, f est inversible pour tout x € B(f,n) alors A : z + (D,f)~! est de classe
€*(B(¢,n)). En effet, on a

Dac-i-hf = Dwf + (Dif)(h’ ) + g(h)

h
ot Df € Z(ZL (R4, RY),RY) ~ £ (REIxRE R?) est la différentielle seconde de f en z et avec % — 0.
R

On a alors
Dyynf = Daf (Id + (Do f)™" o (DZf)(h,-) + (D f) ™" 0 e(h))

et on remarque que
I(Def)™" o (D2F)(h, ) + (Duf) ™" 0 (k)| (st ny — 0.
On en déduit que pour h assez petit, on a

(Dasnf) ™t = (Do f) ™ = (Daf) " o (D2f) (A, Do f 1) + (Do f) "t oe() (D f) 1 (A1)
Comme
{ R¢ X(Rd,Rd)
h = (Dof) "t o(Df)(h, Dof1)

est une application linéaire et

[(Daf)~" 0 e(h)(Daf) ™" |l 2 (ra ra

le®le@ersy o
[172]|a

||h||Rd h—0

> < D)
On aboutit au fait que x +— (D,.f)~! = A(x) est différentiable sur B(¢,n) et que

DyA(h) = (Do f)~'(h) = (Do f) ™" o (D2 f)(h, Do f71).

On a
9(z) =z — Az)(f(z))

et donc on obtient

gz +h) —gx) = h— (Al + ) — A@))(f(a + b)) — A@)(f(x +h) - f(z)
= h— (Do A(h) + 21(W)(Fx + 1)) — A(x)(Dy () + e2(h)
ou
o e®lemesy L el _
b= 0 = S e

On en déduit que
g(x+h)—g(x) = h—Dy A(h)(f(2))—A(z)(Dq f (h)) = Da A(h)(Da f (h)+e2(h))—e1(h)(f (z+h)) = A(z)(e2(h)).

Oron a

— DA (D, f(h h)) — e (h h
[ (R)(Da f( )Jﬁ;zlﬂid)) e1(h)(f(z+ h))|l < ”hﬁw (I D2 Al 2@ &) | Da fll () | |2

+ 1Dz All 2 e gy || Pl |ra €2 () [|ra
Hler(M)|l g @arall f(z + )lra)

et le membre de droite tend vers 0 quand h — 0 d’apres les hypotheses sur €1, €5 et le fait que f soit continue
en .

Par conséquent, on a
Drg(h) = h = Dy A(h)(f(x)) — A(x)(Dzf(h))
et en particulier comme f(¢) = 0 on obtient
Deg(h) = h=(DeA)(h)(f(£))+A(6)(Def (h)) = h=A()(Def(h)) = h—(Def) ™ (Def(h)) = h—h = 0.
On en déduit que
[ Degll 2 ma rey = | Dell] < 1
et donc qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout x;, € B(¢,0) on ait la convergence de la suite récurrente

(xn)ne N-
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(iii) Il nous reste a estimer I’erreur e,, = x,, — £. Soit = € B(¥,§) (qui est convexe), comme f € €>*(B((,0)),
on a la formule de Taylor suivante :

@) = FOe =)+ (Def)e =0+ [ (1= 0D gesrnd)lo =t = 00
— D)=+ [ A= DA o~ b= Ot
0

car f(¢) = 0. D’apres[A.1} ona
f@)—=A+B+C+D

N

o
A= (Def) ™t o (DR (@ — €, (Def) )2 ),
5= | (L D) o (Dl — £ (Def) (D P — L — O
C = (Duf) oc(e=0((DeN) 2 a=0), D= | (- )(Def) el E)(Def) (Do )t 201,

En particulier, en utilisant le fait que les applications linéaires et bilinéaires sont continues sur R¢, il existe
c > 0 tel que
IAllra < cllz = llga,  [1Cllra < clle(z = Oz — £pa

et
[Bllra < c ( Sl[lp] ||Dg+t(x—e)f||_2”(wde,Rd)> |z — éllﬁid,
tco,1

[Dlga < cllle(z — O)l (fl[épu |D?th(x_e)fllz’(n%dxw,w)) [ — €]
S

. . TN N . .
Si on choisit z € B(¢, 5) ona M := (supyew HD;ng(RdX]Rd,Rd)) < 400 ol on a utilisé le fait que

sur B(¢, g) est fermé borné donc compact et que donc D2 f y atteint son maximum. Par conséquent, on a
)
IBllps < eMZllz = llga,  Cllre < clle(@ = OIM ||z = £z (A2)

Comme Hp||ﬂgdls(p) — 0 lorsque p — Oa, quitte 2 diminuer 4, si ||z — ¢|| < ¢, on a en utilisant la définition
de la limite avec e = 1:
ez = Ol < [l — #|za
et donc
ICllza < eMllzn = llga,  [[Dllra < M|z — llga < CMngn — |-

En particulier, si z € B(z, 2) il existe K > 0 tel que

1 (x) = tllge < K|l = )30 (A3)
Maintenant, on démontre par récurrence que pour tout n > 0 on a

lenllre < K>~ ([leol|za)*”

Initialisation : Pour n = 0, on a le résultat car K2"~*(||eg)?" = K°||eo||re = |leollra >

€0||Rd.
Hypothése de récurrence : Soit n > 1, supposons que ||e,||ge < M2 ~(||leg|lra)?”. Hérédité : D’apres
(A.3) et I'hypothese de récurrence, on a

. 3 41 +1 1 41
lentillze < Klleallfa < KK eollga)* = KK* ?lleqlfza = K> ~*leo]lfa

En particulier, quitte & diminuer la taille de § > 0, on peut choisit K |eg||ga < 1 et alors la convergence est
quadratique.
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Solution (de I'Exercice 22).

®

(ii)

(iii)

Tout d’abord, on remarque que f est de classe € (R?) car pour tout # = (z1,...,74)" € R?ona
q q d 2
f(@) = 1M = by = 3 (M) = b5)° = 3 (bj - ij,k-xk>
j=1 j=1 k=1

et donc f est une fonction polynomiale a d-variables et est donc de classe 4> (R?). De plus, on a
flz+h)— flx)=(M(@+h)—b,M(x+h)—bra — (Mx — b, Mz — b)ga
2(Mx — b, Mh)ga + | MB]|72 ga)
=2(M " Mz — M"b, h)ga + | MA]| 2 gay-
Comme on a pour tout i € R?
IMAIZ gay < IIMIIZ A2
etdonc D, f(h) =2(M " Mx — M "b, h)ga ce qui livre
Vfx)=2(M"Mz—MTb).
On a
Tnt1 = Tp — (V)(xn) =2, — 2 (MTMxn — MTb) .
Comme un minimiseur ¢ € R< vérifie I’équation normale M TM{—MTb=0,0ona
Tpy1 — =2, — 0 — 2« (MTMxn - MTb)
=z, — 0 — 20 (M " Ma, — M"b) — 20 (M T MC— MTb)
n—Lt—20 (M"M(z, — 1))
= (Id—2aM ™M) (2, — 0).
Comme M " M est symétrique réelle et positive, elle est diagonalisable en base orthonormée, que 1’on note
(e1,-. ) et si 7 = rang(M), on note ses valeurs propres strictement positive dans 1’ordre décroissant
par o3 2 - > 02, 0n adonc qu’il existe O € 0,4(R) (le groupe orthogonal : OO = OOT = Id) telle

que
M"™M =0DO", D :=diag(o?,---,02,0,...,0) € Mqa(R).

T

Par ailleurs, on a
Ty — 0= (Id —2aM " M)" (x4, —0).

et comme
d
Tin — ! = Z<$m — g, €j>]Rd€j
i=1

on obtient

T d

2
Ty — L= Z(l —20075)" (Tin — £, €j)pae; + Z (in — £, €j)Rae;
j=1 Jj=r+1

et la deuxieme somme est nulle car x;,,—¢ € ker(M) " puisque (e, 41, .. .,eq) estune base de ker(M " M) =
ker(M) et que vect(eq, ..., e, ) est orthogonal a vect(e,41, .. ., eq). Par conséquent, on a

r

|20 = €l ey = D (1 = 200%)" (@i — £, €5)zal?
j=1

2 r
< ( max |12a02|> Z|<xm — 4, ej)pal?

1,...
JE{L,m} =

2 d
g(je?%?g |1—2aa ) Z|xm ,ej)pal?

Jj=1

2
_ _ 2 _ 2
= (je?ll,a.'.)ir} |1 2aaj|> lzo é||42(Rd)
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(ii)

L )onapourtoutj € {1,...,r}

Maintenant, si a € (0, 5=
771
2 2 2
0<1-2a07 §1—2aoj <1-2a0,.
On en déduit que max;cqy,.. |1 — 2040]2-\ =1 - 2a0? et donc que
2
[znt1 = le2ray < 1= 2007 |20 — £| 2 (ra)
et une récurrence livre que pour toutn € N e, < |1 —2a02|"eq ot on a posé I'erreur e,, := ||z, — || 2 (ga).
On remarque que pour « €]0, #[ I'on a
1
0<l—ao?<1
et donc que la suite (x,, ) en converge vers £ lorsque n — +o0.

Solution (de I"Exercice 23).

Comme f € ¢?(R?), la formule de Taylor avec reste intégral livre que pour tout 7,y € R% ona:

fy) = f@) + (V) @),y — z)ra + /01(1 = ((Ha-twtty /)Y — ),y — )padt.
et donc pour tout 2,y € R% on a
F@) = f(@) + (V@) y — 2)na +mlly — 2] gy (A4)
D’une part, pour tout z, y € R?, cette inégalité combinée a ’inégalité de Cauchy-Schwartz livre
F) = f(@) = IVf(@)le@lly — zllemesy +mlly — 2E g

En particulier pour z € R? fixé (par exemple x = Oa), on obtient que lim fly) = +o0. En
”ZJHzZ(Rd)_’J"OO

particulier, il existe R > 0 tel que pour tout x € R? \ B(0ga, R) on ait | f(z)| > |f(Oga)|. On en conclut
que
inf = inf .
zléle f(.lf) ZGB;R)Rd ,R) f(x)

Or f est continue sur le compact By (Oga ) (compact car fermé borné) donc f y est bornée et atteint ses
bornes. On note ¢ € R? un tel minimiseur et (Vf)(¢) = 0. Si ¢ € R? est aussi minimiseur de f alors

d’apres (A4), on a
FO = f(&) = £(O) +mlll = 3 g2

et |¢' — {||72 g2y < Oetdonc ¢ = L.
Soitn € N, on a
[Znt1 = L2 (ray = |20 — £ — a(V.F) (@) 72 ey
= zn — €= a (V) (@) = (VHO) | ray
= 20 — 72 ay + (V) (@0) = (VOO ra)
= 2a((Vf)(@n) = (V)(), 2n — O)pa.

Maintenant, on utilise la formule de Taylor avec reste intégral suivante
1
VH(n) = VIO + [ (Hevre, Pt
0
En particulier, on a
1
(V) (@n) = (V)(O), 2n — £)pa :/ (Herte, flens en)ra > mllenl| ey
0

Maintenant, comme pour tout 2 € R, H, f est symétrique par le théoréeme de Schwartz et définie positive
d’apres les hypothéses, on en déduit que H,, f est diagonalisable en base orthonormée : il existe O, € ¢/(R%)

telle que
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avec D, = diag(\1(2)?, -+, Aa(2)?) avec Aj(z) € R%.. En posant
D2 = diag(M(x),-++ , Aal2)), (H.f)? = O] D20,

on obtient que pour tout z € R%, ona ((H,f)2)T = (H,f)2 et (H,f)2 (H,f) = (Hyf)(H,f)=. Ainsi,
pour tout v € R% on a

|(H f)0l[2 oy = ((Hao f )(Ho f) 20, (Ho f)20)ga < M||(Ho f)20|% ey = M{(Ho f)v,v)za < M2 0] ga)-

Ainsi, on a .
1V F)(@n) = (VA O sy < ( / 1(Hette, enlld)? < M2le, .

On en déduit que
len+1ll72may < llenllfe @ay (1+ M2a? —2am) .

(iii)) Une récurrence classique livre que pour tout n € N, on a
lenllZzay < (14 M?a® = 2am)" |||l (e
Pour obtenir de la convergence lorsque n — +oo0, il suffit que |1 + M?2a? — 2am/| < 1 ¢’est-a-dire
—1 <14 M?a?—2am <1+ —2< M?a® —2am < 0.

Comme « > 0, 'inégalité de droite se ré-écrit comme M 20— 2m < 0 c’est adire o < % Maintenant on
étudie le signe du polynome o — M?2a? — 2am + 2 pour vérifier si I’inégalité de gauche est vérifiée. On a
alors le discriminant qui vaut

A =4m? — 8M? = 4(m? — M?) —4M? <0 (car 0 <m < M).

On en déduit que a — M?2a? — 2am + 2 ne change pas de signe sur R et est donc du signe de M? > 0 ce
qui conclut la démonstration.

Solution (de 1'Exercice 24). Soient 7 € [0,1] et t € [a,b] tels que (1 — T)a + 7b # t. Comme f est dérivable
sur Uintervalle [t, (1 — 7)a + 7b] sit < (1 — T)a+7bou [(1 — T)a + 7b,t] sit > (1 — 7)a + 7b et dérivable
sur I'intérieur de ces intervalles, la formule de Taylor-Lagrange nous dit qu’il existe ¢; » €]t, (1 — 7)a + 7b] (ou
1(1 — 7)a + 7b, t]) tel que

) =f(1=7)a+7b)+ (t — (1 —7)a—7b)f (ct.r).

En particulier, on a
b b
(/ f(t)dt) —f(1=7)a+71b)(b—a)= / (t—(1—=7)a—7b)f (ct,r)dt
donc

b
< (swp |F () ( / (t—(1—7)a- Tb>dt>

t€la,b]

b
< (s £0)0—0) ( / dt)

_a)?
= (sup o)

t€la,b] 2

b
‘(/ f(t)dt) — H((1 = T)a+7b)(b—a)

Comme f est de classe € ([a, b]) alors f’ € €°([a, b]) et est bornée et atteint ses bornes. On en déduit qu’il existe
M > 0 tel que

b b
‘(/ f(t)dt> —Ir(f)‘ = |</ f(t)dt> - (A =7)a+7b)(b—a)

Solution (de I"Exercice [23).

< M(b—a)?.

51



() Si f € €'([a,b]) ona

( / bf(t)dt> 5 (f) = (fj

ti+1 N
/ f(t)dt) =S (e — ) (1= 7t + 7i40)
t =0

Jj=0""%
N ti+1
=S ([ - s th+1>dt> |
7=0 J

En particulier, d’apres 1’inégalité des accroissements finis, on sait que
te(a,b]

|f() = fF((L=7)t; + 7tj40)] < ( sup |f'(t)> [t — (1 —7)t; — 7t

etcomme f € ¢*([a,b]) ona f’ € €°([a, b]) et donc f’ est bornée et atteint ses bornes sur le segment [a, b].
En particulier, il existe M > 0 tel que

b N t]+1
( / f(t)dt> <y ( / — F(( =)+ 7t)] dt)
a =0
SM v ‘t—(l—T)tj—th 1|dt>.
;_;(/tj +

Sit=0,0ona

tj+1 tj T
/ [t =1 =)t Jrth+1|dt:/ (t —t;)dt = %
¢ t

J 3
etsitT=1,ona
ti+1 ti+1 ts — t 2
/ |t — (1 — T)tj + th_;,_l‘dt = / (tj+1 — t)dt = %
t

J tj

On en déduit que pour 7 € {0,1}, on a
N N

’ M M b—a)® M )
|</a f(t)dt>_ S?Z AR jz_:()(NH) :2(N+1)(b_a)'

(i) Soitj € {0,...,N}ett €]t;,tjy1[. On pose m; := % Si f € ¢?([a,b]) d’apres la formule de
Taylor-Lagrange, il existe ¢, ; €]t, m;[ ou |m;, t[ tel que

£ = F0my) + Fmg) (¢ = mg) + 5 £ e )t = my)?

ti+1
| - mj>2dt)

[ZEE
| - m»?dt)

J

et donc

tj+1 tit1
</t f(t)dt> = f(my)(tj01 = t5) = f'(my) (/t (t —mj)dt> +% <

J J

= %f/(mj) ((tj41 = my)® = (t; — my)?) + % (

L
2 (/t] f (Ct,j)(tmj)th>
t; t;

—t —t.
cartj 1 —my = 5—Lett; —m; = =+ Onadonc

ti+1
’ ( / f(t)dt> — Fmy) 11— ;)

J

< % ( sup |f”(t)|> ((tjp1 —my)® = (t; —m;)*)

t€la,b]
= L sup 1771 (e — )%
24 t€la,b]
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Comme [’ est continue sur [a, b], elle y est bornée et atteint ses bornes. En particulier, il existe M > 0 tel
que On en déduit alors que

b
|< / f(t)dt> ~5,(7)

Solution (de 1’Exercice . Si ¢ € €2([0,T]) pour tout j € {0,..., N}, d’apres le théoreme de Taylor reste
intégral, on a

<MN t; t-3—M(b7a)3
<Ml = M

ti+1

pltrn) = o(t) + )t [ (= OF (e = olt) + St ot Dh+ [ (- 0F (@)

t] t]
On en déduit que
ti+a "
ej(p) = e(tjr1) = (p(t;) + f(t;, (t;))h) =/ (tjr1 —1)f" (t)dt.
tj
et donc comme ¢ € €2([0,T7]), ¢” est bornée et atteint ses bornes sur [0, 7], en particulier on a
tit1 1
llej (@) llre < 2M/ (tj41 —t)dt = Mh®, avec M= | sup |f"(t)]ra |-
t 2 \telo,1)
On en déduit que

T2

= MTh.
N +1

N N
EN(P) =D llej()llme < MA* | D 1) = MR*(N +1) = M
§=0 j=0

On en déduit que la méthode d’Euler explicite est consistante d’ordre 1.
Solution (de I'Exercice[27).
(i) Soitj € {0,...,N},ona

©ir1 — Pjr1 = @5 + hf(t;, 0;) — (25 + hf(t;, ¢5) —€5)
= (pj — @) + h(f(t;j, ;) — ft;,P5)) — €5
On en déduit que
lpj+1 — Gjrillre < llj — Pjillre + Al f(E), 05) — fts, §)llra + [l ]| re

<l = Pjllrs + Lhllp; = Pjllre + [l
= (1 + Lh)llg; = @jllre + llgjllma

ou on a utilisé I’hypothese que f est globalement Lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.

(i) Démontrons le résultat par récurrence.
Initialisation : Pour j = 1, on a

llor — @1llre < (1 + Lh)|lpo — Gollre + lleol|re

< e"|lpo — @ollra + lleo]|ra

ol on a utilisé l’inégalitélﬂ qui dit que pour tout z € R, ona 1 4 x < e”. La propriété est donc vraie pour

j=1
Hypothese de récurrence : Soit j € {1,..., N}, on suppose que I’on a
j—1
log = @illre < e lloo — Gollra + D eIy .
p=0

3. On peut le justifier en étudiant la fonction (x +— e¥ — x — 1) ou bien en se souvenant que la fonction exponentielle est convexe donc
est au dessus de toute ses tangentes, en particulier celle en 0.
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Hérédité : On a

i1 = Givrllre < (L4 Lh)|lpj — @jllre + [l

j—1
< (1+ Lh) <€th||<Po — Gollre + e ||spw> + Ile; e
p=0
Jj—1
< et (@ — @ollga + ZeLh@lmneand) + Ile;lge
p=0
7j—1
< eGTDER g — Bo|ra + (Z eLhw)neand) + Il I

p=0

J
- e(J+l)Lh||<p0 — Bo|lpe + (Z eLh(J—P)ngHRd)

p=0

ce qui est précisément ce qu’il fallait démontrer.

(iii) On en déduit que pourtout j € {1,..., N+ 1} ona

Jj—1

loj — Billme < eN TVl 0o — Gollpa + eUTVER Y " e P gy | pa
p=0

N
< eNFDLR <|<P0 — @ollra + Y 5p||Rd>

p=0
N
=t (”Sﬁo — Gollre + Z ||5p||]Rd>
p=0

ce qui démontre que le schéma d’Euler explicite est stable.

Solution (de I’Exercice[28). Soit N € N* on remarque que pour tout j € {0,..., N}, par définition, on a

o(tjv1) = p(t;) + hf(t;, o(t;) +ej(p)

En posant ¢; = ¢(t;41) et en utilisant la stabilité de la méthode d’Euler explicite, on obtient qu’il existe S > 0
tel que pour tout j € {1,..., N + 1}

N
s = o(ti)lre = llo; — Gjllra < S (IIwo — @(0)llpa + ) Iep(so)H) = 56N ()
p=0

ol on a utilisé le fait que o = p(0) = yo et la définition de I’erreur globale de consistance. On sait que le schéma
d’euler explicite est consistant d’ordre 1 ce qui livre I’existence de C' > 0 telle que

cT

H%Oj - SD(tj)HRd <Ch= N+l

et qui conclut la démonstration.
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