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Chapitre 1

Topologie des espaces vectoriels normés

Notre objectif dans ce chapitre est d’introduire des notions qui permettent d’étendre la notion de distance dans
R a des espaces vectoriels plus généraux (que R). Souvenez-vous que si a, b € R, la distance entre a et b est donnée
par |a — b|. Cette notion de distance est la brique de base pour toute les notions pratiques que vous avez rencontré
par la suite en analyse :

(1) Notion de convergence d’une suite d’éléments de R,

(ii) Notion de limite d’une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R (en un point ou a I’infini),
(iii) Continuité d’une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R en un point.
(iv) Dérivabilité d’une fonction d’une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R en un point.

Dans ce cours, nous nous intéressons a un cas particulier de distance, celle donnée par une norme. L’ objectif de ce
premier chapitre est donc d’étendre a une classe d’espace vectoriels assez généraux cette notion de distance via un
objet que I’on nomme norme.

Exercice 1 ( 5 min). Avant de commencer, &tes-vous capable de donner les quatre définitions de ?

1.1 La notion d’espace vectoriel normé

1.1.1 Qu’est-ce qu’un espace vectoriel normé.

Exercice 2 ( 3 min). Avant de définir la notion de norme, &tes-vous capable de donner au moins trois exemples
d’espaces vectoriels normés ?

Définition 1 (Norme, espace vectoriel normé). Soit £ un K-espace vectoriel et une application N : £ — R
(K = R ou €). On dit que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé des lors que
(1) N esta valeurs dans R,
(ii) on al'implication N(z) =0 =z = 0p
(iii) pourtoutz € Eet A € K, ona N(Az) = |A|N(z),
(iv) pourtoutx,y € Eona N(z +y) < N(x)+ N(y).

Remarque 1. Le point [(1)|traduit le fait que I’application norme est toujours a valeurs positives. Le point[(iD)]est ce
que I’on appelle la séparation. Cela vient du fait que si z,y € F sont tels que N (x — y) > 0 alors nécessairement
x # y : ils sont séparés. Le point est une propriété dite d’homogénéité (la fonction N est dite homogene).
Vous avez probablement déja rencontré le point [(iv)|dans le passé : il s’agit de ’inégalité triangulaire.

Remarque 2. Pour z,y € E, on comprend N (z — y) comme la distance entre z et y. On peut en avoir la représen-
tation de la figure[I.T] Attention, il ne s’agit que d’une représentation mentale de cet objet. En pratique, la distance
peut étre beaucoup plus compliquée que cela.

Exemple 1. Vous avez déja rencontré au moins une norme par le passé : la valeur absolue | - | ! En effet, si on pose
N :z € R — |z| € R, on peut vérifier que (R, V) est un espace vectoriel normé.
(1) Positivité : soit x € R, par définition de la valeur absolue, on a
T si x>0,
x| = . - 1.1
] { —x st x<0. -

En particulier N (z) = |z| > 0.



FIGURE 1.1 — En bleu les coordonnées d’un vecteur x et en vert celles d’un vecteur y. Le vecteur x — y est
représenté en rouge. La norme N (2 — y) peut se comprendre comme la longueur du vecteur z — y.

(ii) Supposons que N (z) = 0, par (I.I)) nécessairement 2 = 0.
(iii) Soit A\ e Retz € R,ona

AT si Az >0
—Ar si Az <O.

N(Az) = |\z| = {
e Si Az > 0 alors A et x sont de méme signe.
* SiA>0etx > 0alors A = |A| et x = |z| donc N(Az) = Az = |||z
* SiA<Oetx <Oalors A = —|\| etz = —|z| donc N(A\x) = Az = (—|A|)(—|z]) = |\||z].
e Si Az < 0 alors A et x sont de signes opposés.
* Sid<Oetx > 0alors A\ = —|\| etz = |z donc N(Azx) = =z = —(—|A])|z| = |A||z].
* SiA>0etx <Oalors A = |\ etz = —|z| donc N(A\x) = —Az = —|\|(—|z]) = |A||z].
En conclusion, pour tout A, z € R ona N(Az) = |A||z| et donc N est homogene.

(iv) 1l s’agit de prouver I’inégalité triangulaire sur R. Elle découle de la définition de la valeur absolue en (T.I).
Soient z,y € R.

e Siz>0ety>0,onax = |z|ety = |y|. De plus z + y > 0 donc
z+yl=z+y=x+y=|z|+yl
En particulier |z + y| < |z] + |y|.
e Siz<0Oety<O0,onaz=—|z|ety =—|y|. De plus x +y < 0 donc
[z tyl=—(r+y)=—z—y=le]+]yl.

En particulier |z + y| < |z| + |y
e Siz<0Oety>0.0naz=—|z|ety=|y|
* Sixz 4y > 0alors

[z +yl =z +y=—lz|+yl <yl <[z + ]yl
En particulier |z + y| < |z| + |y|.
* Siz 4y < 0 alors
lz+yl=—(z+y)=—z—y=|z|- |yl <|a] < |z|+ |yl

En particulier |z + y| < |z| + [y].

e Siz > 0ety < 0 onreprend le point précédent en échangeant les roles de x et y.

‘ Conclusion : (R, | - |) est un espace vectoriel normé. ‘

Exercice 3 ( 10 min). Démontrer que C munit du module N : z € C — |z| est un espace vectoriel normé.

Nous allons maintenant introduire des normes sur des espaces vectoriels que vous avez déja rencontrés par le
passé.



1.1.2 Le cas particulier des normes euclidiennes.

Il existe un cas tres particulier de normes : les normes euclidiennes. C’est un objet cruciel en géométrie et
vous le rencontrerez dans I’UE Espaces Euclidiens et géométrie. Nous faisons ici un lien qui vous permettra de
connecter cette UE avec la notre.

Tout commence avec la notion de produit scalaire qui est une généralisation de celui que vous avez rencontré
au lycée ou en licence dans le cas R? ou R3.

Définition 2 (Produit scalaire). Soit F/ un R-espace vectoriel. On dit que ¢ : ' x E — R est un produit scalaire
sur F si

(i) Pourtoutz,y € E,ona ¢(x,y) = ¢(y,x).

(i) L’application ¢ est bilinéaire, c’est-a-dire que pour tout z,y,z € Fet A € R,ona

¢($ + /\Zay) = ¢(x7y) + /\¢(Za y)7 ¢($, Y+ )\Z) = ¢($,y) + /\(ﬁ(l‘, Z)

(iii) Pour toutz € E ona ¢(x,z) > 0.

(iv) Si¢(z,x) =0alors z = 0p.
Remarque 3. Le point[(D)] traduit le caractére symétrique de 1’application ¢. Le point [(iD)] dit que cette application
doit étre bilinéaire. Attention, si elle cette est symétrique il suffit de démontrer la linéarité par rapport a la variable
de gauche, la variable de gauche étant fixée. Lorsque ¢ vérifie on dit qu’elle est positive et lorsqu’elle vérifie

on dit qu’elle est définie. Ainsi, on peut dire qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique
définie positive (le mot forme signifie que 1’application arrive dans le corps des scalaires, ici R).

Exemple 2. Considérons dans R? I’application

RZxR? — R
(Z):{ ’ JI:(.’L‘l,.TQ), y:(y17y2>‘

(z,y) = T1Y1 + T2y
Remarquez qu’il s’agit de ce que vous avez nommé produit scalaire au lycée. Vérifions que ¢ est bien un produit
scalaire.

(i) Soientz = (z1,22),y = (y1,y2) € R%. Ona

d(x,y) = T1y1 + TaY2 = Y121 + Y22 = Py, x)

donc ¢ est symétrique.
(i) Soit A\ € Retx = (z1,22),y = (y1,¥2), 2 = (21, 22) € R% Notez que = + Az = (21 + A\z1, T2 + Az2). On
a
Pz +Az,y) = (21 + Az1)y1 + (22 + Az2)y2
=1y + Ay + T2y2 + Az2y2
= r1y1 + Tay2 + AM(21y1 + 2292)
= ¢(z,y) + Ao(z,y).

Comme ¢ est symétrique, on en déduit que ¢ est bilinéaire.
(iii) Soitz = (z1,22) € R%. Ona
$w, ) = a1 + a3
donc ¢(z,x) > 0 en tant que somme de termes positifs.
(iv) Soitz = (w1, 72) € R? tel que ¢(x,z) = 0. On a donc

x3 + a3 =0.

Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chacun des termes est nul donc x1 = x2 = 0O et
donc x = Opz2. ¢ est donc définie.

Conclusion : ¢ est un produit scalaire sur R,

Un des intéréts majeurs de la notion de produit scalaire est qu’ils permettent de construire des normes sur
I’espace vectoriel qui leur est associé. Ces normes sont dites Euclidiennes car elles encodent des propriétés géomé-
triques que 1’on retrouve dans les espaces euclidiens standards (R? ou R?). Par exemple, le théoréme de Pythagore
y est vrai.



Proposition 1. Soit E un R-espace vectoriel normé et ¢ : E X EE — R un produit scalaire. L’application

EFE — R
N:{:I: — o(z, )

est une norme sur F.

Remarque 4. Notez que le point|(iii)] dans la Définition [2]est crucial afin de définir la norme dans la Proposition|[T]:
on peut prendre la racine carré, car il s’agit de celle d’'un nombre positif.

La démonstration de la Proposition[I|nécessite le lemme suivant, que vous avez déja du rencontrer par le passé
dans des cas particuliers.

Lemme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soit E un espace vectoriel et ¢ un produit scalaire sur E. Alors, pour

toutxz,y € E, ona
o(z, )| < Volz, )V oy, y).

Preuve du Lemme[ll Soient z,y € E. On considére la fonction

p. R —- R
Lt e oty ty).

Pour tout ¢ € R, en utilisant la bilinéarité et symétrie du produit scalaire ¢ on obtient

P(t) = ¢(z + ty, z + ty) = ¢p(x + ty, x) + ¢(x + ty, ty)
= ¢(z,z) + o(ty, x) + ¢z, ty) + d(ty, ty)
= ¢(x,2) + t($(y, ) + d(x,9)) + 6y, y)
= oz, x) + 2tp(z,y) + 26 (y, y)-

P est donc un polyndme de degré (au plus) 2. Il convient donc de traiter les cas ¢(y,y) = 0 et ¢(y,y) # 0.

e Si¢(y,y) = 0 alors d’apres le caractere défini du produit scalaire, on en déduit que y = 0. En particulier,
¢(x,y) = 0. En effet, y = Og= et on remarque que dans ce cas on peut écrire y = 0 x (out 0 € R). Par
conséquent

d(x,y) = P(x,0x) =0 X ¢(x,x2) =0.

0= lg(z,y)| < Vo(w,z)

et donc I’inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.

En particulier, on a

e Si¢(y,y) # 0 alors P est un polynome de degré 2 donc le discriminant est

De plus, on remarque que P > 0 car pour toutt € Ron a P(t) = ¢(x + ty, z + ty) > 0 d’apres le caractere
défini du produit scalaire. Par conséquent, A < 0 sinon le polyndme P changerait de signe. On en déduit
que

d(z,y)* < ¢z, x)d(y,y)

et, en passant a la racine qui est une fonction croissante sur R et donc préserve le sens des inégalités, on
obtient I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

¢z, 9)% = p(x, )] < Vo2, 2)0(y,y) = Vo (x,2)\/b(y, y).
Conclusion : pour tout ,y € F, on a |¢(z,y)| < \/m\/m

Nous avons maintenant tous les outils a notre disposition pour démontrer la Proposition|[I}

Preuve de la Proposition[l] 11 s’agit de vérifier les axiomes de norme tels qu’énoncés dans la Définition [I]
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(i) Par construction, N est a valeurs dans R . En effet, pour x € E, ¢(z, ) > 0 d’apres le caractere positif du
produit scalaire et la racine d’un nombre positif est positif donc N(z) = y/¢(z,z) > 0.

(i) Soit x € E tel que N(z) = /¢(x,x2) = 0. Alors ¢(x,x) = 0 et d’apres le caractére défini du produit
scalaire on en déduit que x = 0.

(iii) Soitx € F et A € R, par bilinéarité du produit scalaire on a

= /o0, M) = VA2g(x, 2) = VA (w, z) = | AN (z

(iv) Il reste maintenant a démontrer I’'inégalité triangulaire. Soient x, y € E, par bilinéarité du produit scalaireon
a

N(z +y)* = d(z +y, 2 +y) = ¢(z,2) + ¢(y,y) + 26(z,y) = N(2)* + N(y)* + 2¢(,y).
Maintenant, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir Lemme|I)), on a
oz, y) < [o(@,y)| < Vo(z,x) = N(z)N(y)

et donc
N(z +y)? < N(x)* + N(y)* + 2N (2)N(y) = (N(z) + N(y))?

ol on a reconnu 1’identité remarquable (a + b)? = a? + b* + 2ab pour a,b € R. Comme N est & valeurs
dans R et que la racine carré est croissante sur R, on en déduit en passant a la racine que

N(z+y) < N(z)+ N(y)

et donc I'inégalité triangulaire est vérifiée.

‘ Conclusion : N est une norme sur E. ‘

O

Remarque 5. Remarquez comment dans la démonstration de la Proposition [I] les points et sont une
conséquence directe de la définition du produit scalaire. Toutefois, 1’inégalité triangulaire du point est plus
délicate et nécessite de faire appel a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir Lemme [I). Lorsque vous ticherez de
démontrer qu’une application est bien une norme, si vous avez des difficultés a démontrer 1’inégalité triangulaire,
il se peut que ce soit car elle découle d’un produit scalaire et qu’il faudrait alors utiliser (ou re-démontrer) une
inégalité de Cauchy-Schwarz. En pratique, lorsque 1’on s’en rend compte, on pose le bon produit scalaire ¢ pour
que N (z) = /¢(x, z) et on utilise la Proposition |1} Il convient alors de justifier que ¢ est bien un produit scalaire
comme définit en Définition 2

Une conséquence importante de la Proposition [T]est qu’il vous est facile, a partir d’un produit scalaire sur un
R-espace vectoriel E, de construire des normes sur F.

Exemple 3. Reprenons le produit scalaire introduit en Exemple[2] D’ apres la Proposition[I] on sait que 1’application
N R? - R
o= (21,m2) = o+ 2d
est une norme sur R?

Remarque 6. En pratique, il peut étre utile de savoir, étant donné une norme N de voir quoi poser comme produit
scalaire afin de vérifier si c¢’est une norme Euclidienne. L’idée est la suivante : si [V est une norme Euclidienne
associée a un produit scalaire ¢ alors pour tout =,y € F, on a

N(z+y)? =¢(x+y,z+y) = oz, x) +20(z,y) + ¢(y,y) = Nx)* + N(y)* + 26(x, y).
On a alors nécessairement N+ )2 N )2 N )2
Blay) = S

Si on pense qu’'une norme est Euclidienne, on définit alors

N(z+y)? J\Q(I)Q*N(y)2

ExE — R
(z,y) =

et on montre que ¢ vérifie les axiomes d’un produit scalaire introduits en Définition

9



1.1.3 R comme espace vectoriel normé

Dans ce paragraphe, on se consacre au cas particulier, mais 6 combien important, de I’espace vectoriel R¢
(d € N¥).
Pour p € [1, +0o0], on considere les applications :

R4 - R N { R4 - R
: 1, o -
w= (1, ma) = (o alr)r o= (21,0 2g) = maXjeq, . ay 5]
(1.2)

N,

p

Proposition 2. Soit p € [1, +00] alors (R, N,,) est un espace vectoriel normé.

Remarque 7. Pour p € [1,+00], les normes NV, sont souvent notée || - ||, || - [|z»(ray ou encore lorsqu’il n’y a pas
de confusion || - ||¢». Nous utiliserons régulierement I'une ou I’autre de ces notations, en cours ou en TD.
Remarque 8. L’inégalité triangulaire pour la norme N, est parfois nommée inégalité de Minkowski.

Nous ne démontrons pas la Proposition 2] en toute généralité. En effet, nous allons nous concentrer sur les cas
particuliers p = 1,2, +00. La démonstration plus générale pour p €]1, +o0[ nécessite de démontrer 1’inégalité de
Hélderﬂ qui peut étre vu comme une généralisation de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir Lemme . Sans cette
derniere, il est impossible de démontrer que 1’inégalité triangulaire est vérifiée par V,,.

Concentrons nous donc sur les normes N1, N> et No.. Vous devez en connaitre leur définition :

R¢ - R R¢ - R
Ny { d , Na: d oy
z=(z1, " ,za) (Zj:l |;51) r= (1, ,Ta) (Zj:l |251%)
{ R4 - R
Ny :
= (x1, -+ ,2xq) — MaXje(1,. q} |75l

Preuve de la Proposition2](p = 1,2, +00). Cette preuve constitue ’exercice 1 de la feuille de TD 1. Vous devez
savoir la refaire.

e Casp = 1.

(i) Soitx = (z1,---,x4) € R% ona
d
Ni(z) = |-
k=1

N(z) > 0 en tant que somme de termes positifs.
(i) Soitx = (z1, -+ ,z4) € R? tel que N(z) = 0. Alors, on a

d
0=Ni(z) =) |zxl.
k=1

Il s’agit d’'une somme de termes positifs qui est nulle donc chacun des terme est nul, c’est-a-dire que
pour tout k € {1,...,d} onaxz, = 0. On en déduit que z = (0, ...,0) = Opa.
(iii) Soit A € Retz = (z1,--- ,24) € RY, onadz = (A\xy, -+, Axg) et

d d d
Ni(Az) = (ZA%> = <Z|)\||$k|> = Al <Z xk|> = [AIN1(2)
k=1 k=1 k=1

donc N est homogene.

1. Pourz = (z1, -+ ,2q4),y = (Y1,-..,yq) I'inégalité de Holder s’écrit
d 1 1
> lawl lykl < (zlP)? (Jygl?)s
k=1
ouq > 1esttelque%+% =1.

10



(iv)

Soient x = (z1,-++ ,2q),y = (y1,-- ,yq) € R?, pour tout k € {1,...,d}, I'inégalité triangulaire
dans R pour la valeur absolue donne

lzx 4+ yr| < o] + [yl

En sommant cette inégalité sur k € {1,...,d}, il vient
d d d
Ni(z+y) = <Z|xk+yk|> < <Z|xk|+|yk> ( m) (Z yk>
k=1 k=1 k=1 k=1

Ni(z) + N1 (y

Ainsi, I'inégalité triangulaire est vérifiée.

‘ Conclusion : N7 est une norme sur RY. ‘

e Cas p = 2. Il s’agit de généraliser l’Exempleau cas R? (au lieu de R?). Sauriez-vous le refaire ?

e Casp = oo.

®

(i)

(iii)

(iv)

Soit x = (w1, ,z4) € RL Comme la valeur absolue est a valeurs dans R, on a

0< || < Neo

< (o [l ) = Vaclo)
Soit x = (w1, ,24) € R? tel que Noo(x) = 0, alors pour tout k € {1,...,d},ona
0< |zk] < = Noo(z) = 0.

<foul < (max  [o1]) = Vaslo)
En particulier, pour tout k € {1,...,d} onax, = 0etdonc z = (0,...,0) = Oga.
Soitz = (x1,-- ,z4) € RL AN ERetk € {1,...,d},ona\z = (A\zy,..., \zq). Par conséquent,

pour tout k € {1,...,d} ona

x| = |\ <A = |A|No ().
v = Wkl < ] (, ma o] ) = ANon o)

yeun

Par passage au max, on obtient

Noo(Ax) < |A|Noo (). (1.3)
De plus, si A # 0,0n a
Al 1
k| = 57lokl = (\/\ k) < |>\56k| (Az)
[Al [A] IAI be(lond = e
Par passage au max, on en déduit que
1
Noo(x AT
() < Voo N2)
et donc que
A Noo () < Noo(A2). (1.4)

Lorsque A\ = 0 alors |A|[Ny(2) = 0 = N (Az). En combinant (T.3) et (T.4), nous avons démontré
que N(Az) = |A\|N(z) et donc que N est homogene.

Soit x = (w1, ,zq),* = (Y1, ,ya) € RY, pourtout k € {1,...,d}, d’apres I'inégalité triangu-
laire sur R, on a

+ < | < a ) a + Ny
ol < b+ el < (o ol ) ma o] ) = M)+ Vo),
Comme ceci est vrai pour tout k € {1,...,d}, par passage au max on obtient

Neo(z +y) = (ker{rllaxd} |xg + yk> < Noo(2) + Noo (y)-

ERREE)

Conclusion : (R?%, N,,) est un espace vectoriel normé.

11



1.1.4 Normes sur I’espace des fonctions continues

Soit a < b deux nombres réels. On considere 1’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans
R noté € ([a, b]). C’est un R-espace vectoriel de dimension infinie. Pourtant, il est possible de trouver des normes
sur cet espace vectoriel ! Pour p € [1, +00], on considere les applications

| ¢lat)) - R ) [ %(la,b]) — R
R A A °°{ fooom sWea 1F)]

Proposition 3. Pour p € [1,+00|, N, est une norme sur € ([a, b))

Remarque 9. Notez que les applications N, sont bien définies sur % ([a, b]). En effet, pour p € [1,+00[, t >
| £(¢)|P est bien continue sur [a, b], on peut donc considérer son intégrale. De méme, f étant continue sur le segment
[a, b] fermé, elle y est bornée et atteint ses bornes. En particulier la quantit€ Noo(f) = sup,¢(q 4 |f(?)] est bien
défini.

Remarque 10. Par analogie avec I’espace R? (voir Remarque , ces normes NN, sont parfois notées || -
| 2 (ja,b)) Ou encore || - || z».

La encore, nous nous concentrons sur le cas p = 1, 2, +o0.

Preuve de la Proposition[3|(p = 1,2, +00). Une partie de la démonstration sera refaite en exercice 4 du TD 1.
e Casp=1.
(i) Soit f € €([a,b]), pour tout ¢ € [a,b], ona

0<[f(®)]

et par croissance de I’intégrale on obtient

b
0< / F@)ldt = Ny (f).

(i) Soit f € €([a,b]) tel que N1(f) = 0. Alors, on a

b
[ sl =o.

Or comme 1’application valeur absolue est continue sur R, par composition, I’application (¢ — | f(¢)|)
est continue sur [a, b] et a valeurs dans R ;. En particulier, comme son intégrale sur [a, b] est nulle, il
s’agit de la fonction nulle donc f = O ([q,p))-

(iii) Soit A € Ret f € €([a,b]). Ona

b b b
Mo = [ IAf(t)dt=< / IAIIf(t)Idt>=IAI ( / f(t)dt)=|A|N1<f>,

ol on a utilisé la linéarité de I’intégrale. Par conséquent, N; est homogene.

(iv) Soient f, g € €([a,b]). D aprés I'inégalité triangulaire pour la valeur absolue, pour tout ¢ € [a, b], on
a

@)+ g®)] < [fO)]+[g(t)]

et par croissance de 1’intégrale, on obtient

b
Ni(f +g) = (/ £ + gt |dt) (/ £(8) dt)+</ Ig(t)ldt>N1(f)+N1(g)-

Par conséquent, Ny vérifie I’inégalité triangulaire.

’ Conclusion : (¢'([a, b]), N1) est un espace vectoriel normé. ‘
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e Cas p = 2. On se trouve dans le cas particulier o [N, est une norme Euclidienne, pour cela en suivant I’idée
de la Remarque|[6] on définit le produit scalaire

¢.{ % ([a,b]) x €([a,b]) — R
L (f,9) = 5 (Na(f +9) = Na(f) = Na(g)

Pour simplifier I’étude, analysons I’expression de ¢. Soient f, g € €([a, b]), on a

(/ 10 + gt 2dt) (/ e |dt>—</b|g<t>|2dt>
(/ FOF + Lo + 27 (1)g ) (/ e |2dt>—(/ab|g<t>|2dt>
( A |f<t>|2dt>+< A |g<t>|2dt>+2< A f(t)g(t)dt>
- ( A |f<t>|2dt> - ( / |g<t>|2dt>
—2 ( / b f(t)g(t)dt>

Ce qui nous donne la relation]’]

20(f,9)

- ( / f(t)g(t)dt> .

Montrons maintenant que ¢ : € ([a, b]) x €([a,b]) — R est un produit scalaire.
(i) Soient f,g € €([a,b]),ona

b b
9= [ f0gwit= [ g5 = o0, 1
donc ¢ est symétrique.
(i) Soient f,g,h € €(Ja,b]) et A € R,ona

b

b
S(f 1 Mhg) = / (f(t) + A(t))g(t)dt = / (F(D)g(t) + M(t)g(t)) dt

( / 0 ) ( / bh(t)g(t)dt)

= o(f,9) + A¢(h, g)

ol on a utilisé la linéarité de I’intégrale. Comme ¢ est symétrique et linéaire par rapport a sa premiere
variable, elle est bilinéaire.

(iii) Soit f € € ([a,b]). On remarque que pour tout ¢ € [a, b], par positivité de la valeur absolue dans R, on
a

0< ().

En particulier, par croissance de I’intégrale, on obtient

b
0< ( / If(t)|2dt> — 8. 1)

On a donc démontré que ¢ est positive.

2. Vous verrez qu’avec 1’expérience, vous n’aurez plus besoin d’utiliser la Remarque@et vous trouverez immédiatement le produit scalaire
associé si la norme est Euclidienne. Toutefois, si vous n’y arrivez pas, cette méthode fonctionnera toujours lorsque la norme est Euclidienne.
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(iv) Soit f € %€([a, b)) telle que ¢(f, f) = 0. Comme I’application ¢ — t2 est continue sur R en tant que
fonction polynomiale, on en déduit que (t — f (t)2) est continue sur [a, b] par composition et a valeurs
dans R.. On a donc

b b
0=o(f.f) = / )Pt = / F(t)%dt.

Cela implique que f est la fonction nulle sur [a, b], ce qui prouve le caractere défini de ¢.

On remarque que pour tout f € %([a,b]) on a No(f) = /o(f, f). D’ apres la Proposition N5 est une
norme (Euclidienne) sur € ([a, b]).

’ Conclusion : (¢'([a, b]), N2) est un espace vectoriel normé. ‘

e Casp = oo.
(i) Soit f € €([a,b]), pour tout ¢ € [a,b], on a

0 <[f(2)]

et par passage au sup en t € [a, b], on obtient

0< sup |f(t)] = Noo(f)
t€la,b]

donc N, est a valeurs dans R .
(i) Soit f € €([a,b]) telle que N (f) = 0 alors, pour tout ¢ € [a, b], on a

0<1f(0) < sup |F(1)] = Nuolf) =0
t€la,b]

donc f est la fonction nulle et f = O ([q,1))-
(iii) Soit f € €([a,b]) et A € R. Pourtout¢ € R, on a

M@ = AF@O] < A ( sup If(t)> = [AINoo (f)-
t€la,b]
Par passage au sup pour ¢ € [a, b] on obtient
Noo(Af) < [A[Noo(f)- (1.5)
Par ailleurs, si A = 0, on a toujours 0 = |A|Neo (f) = Noo(Af). Si A # 0, pour tout ¢ € [a, b], on a

Al 1

1 1
lF)] = Wlf(t)l = Wl/\f(t)\ ST (t:m} Af(ﬂl) = WNOO(AJ‘)

Par passage au sup en t € [a, b], on obtient N (f) < &

[A[Noo (f) < Noo(Af). (1.6)
En combinant (T.5) et (I.6) on aboutit & I’homogénéité de N :
Noo(Af) = [A[Noo (f)-

(iv) Soient f,g € €([a,b]). Pour tout t € [a, b], I'inégalité triangulaire sur R livre

Noo(Af) ce qui se ré-écrit comme

t€la,b] t€la,b]

1F@) + 9] < [FO)] + lg(B)] < ( sup f(t)|> + < sup Ig(t)|> = Noo(f) + Noo(9)-

Par passage au sup en ¢ € [a, b], on en déduit que

Noo(f +9) < Neo(f) + Nao(9)

et donc N vérifie I’'inégalité triangulaire.

Conclusion : (¢'([a, b]), Noo) est un espace vectoriel normé. ‘
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1.1.5 Normes sur les espaces de matrices

N

Soit p,d € N*. On considere ’ensemble des matrices a coefficients réels a p-lignes et d-colonnes noté
Myp.a(R). Tout élément A € A, 4(R) s’écrit A = (a; i) je1,...p} °
ke{l

{1,...,d}
1,1 ai2 -+ Qid
a1 Q22 -+ Q24 )
A= . . . p-lignes
Gp,1 Ap2 - Gpd
d-colonnes
On considere les applications
My, a(R) —~ R
N L (1.7)
q - p d q .
A= (@) yepen = (Sho Sio lagal?) "
ke{l,...,d}

Proposition 4. Les applications Ay sont des normes sur My, ¢(R).

Preuve de la Propositioni4| Nous ne démontrons pas la Propositionici. L’idée est d’identifier I’espace .4, 4(R)
avec I’espace vectoriel RP ol D = dp € N*. On reconnait alors que .#; comme définit en (I.7) correspond aux
normes N, telles que définies sur R” au ~ On renvoie la lectrice et le lecteur en Remarque|17|plus loin dans
le document. O

Des normes beaucoup plus intéressantes a mettre sur un espace de matrice sont les normes dites subordonnées.
Pour A € .#,, 4, elles sont définies comme suit

A a(RP
Al = sup JATleo@r) (18)
weRrd Hx”W(Rd)
@A05q

ol g, r € [1,+00] etot || - [[pa(ray et || - [|¢we) sont les normes définies sur R? au ~ (voir Remarque.
Proposition 5. Soit N, une norme sur RP et Ny, une norme sur R%. Alors 'application

.//p’d(R) —- R

N, (A
N g A = sup Na(AT)
z€R4 Nb('r)
@0 4
est une norme sur My, 4(R). En particulier les normes || - |||q,» définies en (L)) sont des normes sur My 4(R).

Remarque 11. 1l convient de s’assurer que tous les objets introduits sont bien définis. En particulier, on remarque
quesiz € R4 (que ’on a identifié avec .#y1(R), les matrices a d-lignes et 1-colonne), alors le produit Az fait
sens : en effet on fait le produit de A, un élément de ., 4(R), avec z, un élément de .#; 1 (R). En particulier,
Ax € M1 (R) : c’est donc une matrice a p-lignes et 1-colonne, il s’agit d’un vecteur de R”. On remarque que
Ny : R? — R, donc que Ny (z) est bien défini. De méme, N, : R? — R donc N, (Ax) est bien défini.

Preuve de la proposition[5] Nous allons démontrer que .4 telle que définie en Proposition [5] vérifie les axiomes
de norme de la Déﬁnition Avant cela, il faudrait démontrer que pour tout A € ///d,p(R), on a

N (A) < +o0. (1.9)

On I’admettra ici (voir Exercice [0 plus avant pour une démonstration).
(i) Soit A € A, 4(R) et x € R? tel que = # Oga. On remarque que

N, (Az)
0< W.

Comme ceci est vrai pour tout z € R?, - # Oga, par passage au sup en  on obtient
0< AN (A)

et donc ./ est positive.
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(i) Soit A € 4, 4(R) telle que 4 (A) = 0. Alors pour tout z € R tel que z # 0, on a
0 = Ny (Azx)

et comme N, est une norme sur R? on en déduit que pour tout z € R? on a Az = Og». En utilisant la
définition du produit matrice-vecteur, on en déduit que pour j € {1,...,p} le coefficient (Ax); vérifie

d
0=(Ax); = Z a; Tk
k=1
En choisissant pour z les vecteurs de la base canonique de R?, c’est a dire e; = (1,0..., 0)",es =
(0,1,0,...,0),...e4 = (0,...,0,1) on en déduit que
0= (Aeg); = ajq
et donc tous les coefficients de A sontnuls : A =0_4, ,(r)- -/ est donc définie.

(iii) Soit A € Ret A € .#, 4(R). Pour tout z € R? tel que = # Oga on a

Na(MNz) | AN (Ax) . No(Az)
Nb(l’) - ‘)‘| Nb(ﬂ?) S |A‘ mmfoug Nb(x) - |>‘|‘/V(A)7

ol on a utilisé ’homogénéité de la norme NV,. Par passage au sup en = on obtient
N (ANA) < A (A). (1.10)
On remarque que si A = 0 alors A (AA) = |A[A(A) = 0. Si X\ #£ 0, alors on a

SalAr) N Saldr) 1 Aaw) _ 1
M@ D M@ A M@ SO

Par passage au sup en z, on obtient

1
N (A) < WJV (AA)
en en multipliant par |A| > 0 cette inégalité on aboutit a

N A (A) < N (NA). (1.11)

En combinant (T.10) et (T.TT)) on aboutit & I'homogénéité de .4, a savoir .4 (AA) = |A|.4(A).
(iv) Soient A, B € .#, 4(R). Pour tout z € R? tel que z # Oga on a

N.((A+ B)x) _ N,(Az + Bx) < N, (Ax) . N, (Bz) < | sup N, (Ax) | swp o(Bx)
Nb(l‘) Nb(ﬂj) Nb(x) Nb(I) zerd Nb(SC) zerd Nb(l‘)
m#ORd JJ#DRd
=N (A)+ A (B).
Par passage au sup en z dans 1’inégalité précédente, on obtient
N(A+ B) < AN (A)+ A (B)
et donc ./ vérifie I’inégalité triangulaire.
‘ Conclusion : (., 4(R), /") est un espace vectoriel normé. ‘
O
Remarque 12. 1l se trouve que ||| - |||4,» est parfois définie comme suit pour A € 4}, 4(R) :
lAllgr = sup  [[Az|parr)
zerd
121 gy =1
ou bien
Alqr = sup  [[Az]lea ().
12l g gy <1

Il se trouve que ces deux définitions sont équivalentes a celle présentées en (I.8). Sauriez-vous le démontrer ?

16



Exercice 4 ( 10 min). On considere la matrice diagonale

A= <(1) g) € Mo s(R).

() Calculer || All|2,2,
(i) Calculer ||| Afllco,1-

Exercice 5 ( 10 min). On considere la matrice

1 0 1
Az(o 5 O)GJ//2,3(R).

1. Calculer ||| Al||co,25
2. Calculer || Al||1,00-

1.1.6 Normes sur I’espace des applications linéaires

Soit (E, N1) et (F, N3) deux espaces vectoriels normés et ¢ : (E, N;) — (F, N2) une application linéaire.
On définit la norme triple de ¢ comme

No(f(z))
= sup ——>-. 1.12
llle I SUP N () (1.12)
z£0
On définit alors I’ensemble
ZA(EF):={pe ZL(E,F): |||l <+oc}. (1.13)

On peut montrer que .Z,.(E, F') est un espace vectoriel (voir Remarque plus loin).

Proposition 6. L’application N : £.(E, F) — R définie pour ¢ € L(E, F) par N(p) = |||¢ ||| est une norme
sur £(E, F).

Preuve de la proposition[6] La démonstration sera faite dans ’exercice 6 du TD 1. O

Exercice 6 ( 25 min). On définit les matrices
(0 1 (0 —i
1=1\1 0) 27\ o

r. { R? —  M>(C)

et on considere I’application

x=(x1,22) — X101+ T209.

(1) Montrer que I" est une application linéaire.
(ii) Calculer lanorme de I': (R?,| - |l2) = (#2(C), ||| - [ll2,2)-

Ici, ||| - [l|2,2 est définie pour A € .#5(C) par
Az
14l = sup 12212
e 1zl
T,#OCQ

avec pour z = (21, z9) | € C?
12ll2 = V|21l + |22[*.

Exercice 7 ( 35 min). On considere le R-espace vectoriel des polyndmes de degré au plus d € N* et a coefficients
réels noté R;[X]. On considere 1’application

N.{ RJX] — R
P — maxgeqo,...qy |[PF(0)]

Ici, pour k € {0,...,d}, P%)(0) est la dérivée k-ieme du polynome P évaluée en 0.

(i) Montrer que (R4[X], N) est un espace vectoriel normé.
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(ii) On considére maintenant I’application de dérivation D défini pour P € R4[X] par
D(P)=P'.

(a) Montrer que D est un endomorphisme de R;[X].
(b) Calculer la norme de D définie par

N(D(P))

D|| = S b

D] LU TN
P#0R,4(xX]

Exercice 8 ( 20 min). On considere 1’application

. (0,1 — R
o { e e
(1) Montrer que @ est une application linéaire.
(i) Calculer la norme de 1’application linéaire ¢ : (%([0,1]), || - |loo) = (R, |- ]).
(iii) Calculer la norme de I’application linéaire ¢ : (4°([0,1]), || - [|l2) = (R, |- ).

1.1.7 Ce qu’il faut retenir sur le paragraphe (1.1

11 s’agit de ce que vous devez savoir faire a minima et qui concerne le paragraphe [I.1] Bien évidemment, plus
vous en savez, mieux c’est !

Ce que vous devez connaitre de téte
e La définition d’une norme (Définition[T)).
e La définition d’un produit scalaire (Définition [2) et la Proposition
e [’expression des normes N1, Ny et N, dans R4 (.
e La définition des normes subordonnées pour les matrices (voir (I.8)) ou la Proposition 3)).

e La définition des normes d’applications linéaires (voir (T.12)).

Les démonstrations théoriques que vous devez savoir faire
e La démonstration de la Proposition 2]

e La démonstration de la Proposition 3]

Les outils pratiques qu’il faut maitriser
o I faut savoir démontrer qu’une application donnée est une norme ou non.
* Si vous pensez que ce n’est pas une norme il faut trouver un axiome de norme qui n’est pas vérifié€ en
exhibant un contre-exemple.
* Si vous pensez que c’est une norme, il faut vérifier chaque axiome.
AAA 1l s’agit 1a d’un exercice de rédaction, si vous devez vérifier un axiome, méme si cela vous semble
évident, il faut exhiber I’argument clé dans la rédaction (voir les erreurs classiques du §I.1.§).
o [l faut étre capable de calculer la norme triple d’une application linéaire ou d’une matrice.
e Vous aurez remarqué que la manipulation des sup et des max est omniprésente lorsque 1’on souhaite dé-
montrer que certaines applications sont des normes ou bien pour calculer des normes triples. Il faut €tre au
clair avec ces objets et savoir comment les manipuler rigoureusement.

1.1.8 Erreurs classiques

Les exemples ci-dessous proviennent de vraie copies. Cette section a pour but d’étre enrichie au fil du semestre.

Erreur classique 1. Nous essayons de démontrer que N : R? — R définie pour z = (21, 22) € R? par N(z) =
2|x1| + |z2| est une norme. Pour démontrer I’homogénéité on lit :
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La partie en rouge est trop rapide : 1’étudiante ou 1’étudiant écrit simplement la définition de N puis écrit le
résultat attendu. Ce n’est pas convaincant pour le correcteur. Une alternative est de détailler 1’égalité en rouge
comme ci-dessous.

Erreur classique 2. L' utilisation du max ou du sup est souvent tres mal rédigée. Par exemple on souhaite démontrer
que I’application N : R? — R définie pour z = (x1,72) € R? par N(z) = max(3|z1], |z2|) vérifie I'inégalité
triangulaire. Dans une copie, on peut lire :

Une telle copie laisse au correcteur I’impression que 1’étudiante ou 1’étudiant essaye d’obtenir le résultat demandé,
sans savoir faire proprement un passage au max. C’est d’ailleurs le cas pour la premiere puis la second inégalité.
Une alternative pourrait-&tre

1.2 Convergence des suites dans un espace vectoriel normé

L’ objectif de cette section est d’étendre la notion de convergence pour les suites a valeurs réelles a des suites
a valeurs dans un espace vectoriel (des suites de R, des suites de matrices, des suites d’applications linéaires, des
suites de fonctions...).

Avant toute chose, rappelons la définition suivante.

Définition 3. Soit (u,),en € RY, c’est-a-dire une suite a valeurs réelles. On dit que la suite (u, ),en converge
vers ¢ € R, et on note lim,,_, | o u,, = £ lorsque

Ve>0,3ng € N,Vn>ng, |u, — ¢ <e.
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1.2.1 Convergence des suites vectorielles

Définition 4. Soit (F, N) un espace vectoriel normé et (u,)nen € EY, ¢’est-a-dire une suite d’éléments de E.
On dit que (uy, )nen converge vers £ € E et on note lim,,, 4 o u, = £ lorsque

Ve>0,3ng e N,Vn>ng, Nu,—¥¢)<e

Remarque 13. La Déﬁnitionest équivalente a dire que la suite a valeurs réelles (vy, ), n définie pour tout n € N
par v, = N(u, — ¢) converge vers 0. En effet, si lim,, 4 o u, = ¢, d’aprés la Définition 4} (v,,),en converge
vers 0 car alors

Ve>0,dnp € N,Vn >ng, v, <e. (1.16)

Or v,, > 0 car N est a valeurs dans R et donc v, = |v,| et (I.16) se ré-écrit
Ve>0,3ng € N,Vn >ng, v, <e.
Ce qui d’apres la Définition 3] signifie que lim,,_, 4 o v,, = 0. Réciproquement, si lim,,_, o v;, = 0, 0n a
Ve>0,3ng e N,Vn >ng, v, <e
ce qui se ré-écrit, comme [NV est a valeurs dans R :
Ve>0,IngeN,Vn>ng, Nu, —¥¢) <e

ce qui est précisément la Définition 4]

Exemple 4. On considere la suite d’éléments de R? définie pour n > 1 par

1+4
Up = 2.
2n34+7n2+2

()

lorsque R? est munit de la norme || - ||2. Pour n € N*, on a

1+41
it — €2 = H( )
2n3+7n2+2

On va montrer que (,, ),en+ CONverge vers

2
1
n,
n“+1
2n3+7n2+2>
n2 +1
=5+ s
n? 2n3’ + T2 42
1

lim — =0
n—+oco N

n3—1 2n +7n? +2)
2n3+7n2+2

2

On remarque que

etpour n € N*

n?+1 7 2 2 1 1 7 1+
B LT s ) ) ss\ T o) T T a & o
2ns + ™2 + 2 2 ™ 2n 1+ 5-+ 73 4n1+%+$n—>+00

Comme la fonction racine est continue en 0, on en déduit que
hm lun, —£ljl2 =0
ey

et donc que lim,, | o u, = £ dans (R?, | - [|2)

Exemple 5. On considere (f,,)nen € €(]0,1))Y la suite de fonctions continues sur [0, 1] définie pour tout n € N
ettoutt € [0, 1]

fu(t) =1t"
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e On commence par munir ([0, 1]) de 1a norme || - |1. On va montrer que ( f,,)nen converge vers 0. Pour tout
n € N,ona

1
1
1fo = Ol = [[fullx /O i A

On en déduit que (f,,)nen converge vers 0 dans €([0, 1]) munit de la norme || - ||;.

e On munit maintenant € ([0, 1]) de la norme || - ||o. Dans ce cas (f,,)nen n’admet pas de limite ! En effet,
supposons que (fp,)nen ait une limite f € €([0, 1]) pour la norme || - ||oo. On remarque que par définition
de lanorme || - ||, f est limite uniforme de la suite de fonctions ( f,,),cn. Par conséquent, f est aussi limite
simple de la suite de fonctions ( f,,)nen, or pour tout ¢ € [0, 1], on a

0 si te[0,1],
Fa(t) n—>—+>oo { 1 sinon.

Nécessairement, on en déduit que pour tout ¢ € [0, 1], on a

f(t):{o si. telo1],

1 sinon.
Mais cette fonction f n’est pas continue en ¢ = 1 ce qui est absurde car f € %(]0,1]). En conclusion,
(fn)nen n’admet pas de limite dans €’([0, 1]) munit de la norme || - || oo-

Remarque 14. L’Exemple [3] illustre une propriété implicite de la Définition [ : la notion de convergence dépend
de la norme choisie. Parfois, pour clarifier la norme que 1’on utilise, au lieu de noter lim,,_, o u,, = ¢, on choisit
d’écrire
N
Uy — £
n—-4oo
pour insister sur la norme considérée.

Exemple 6. On considere la suite de matrices de .#> 2(R), définie pour n € N, par

1
== 1
A, = (3 - )
2n2+4+1

0 1
A:<_1 ;>

lorsque .#» 5(IR) est munit de la norme ||| - ||| co,00- S0it 7 = (1, 22) " € R? tel que = # Ogz, on a
1 1
on O on
(An — A)z = (20 1 ) <x1) _ ( 2771 )
T 2(2n241) Z2 72(2n2+1)x2

zo| <

On va montrer que (A, ),cn converge vers

Or, on a

HAIRS
2(2n% +1)

|21 < oo | !
REN
2n = gn 2(2n2 + 1)

et donc

1 1
— < B — )
I(An Mm_m4ymw+ﬁwm

En passant au sup en x, on en déduit que

1 1
A, — Alllco,c0 < max ( ) .

277 2(2n2 4+ 1)
On remarque que par croissance comparées, on a
2(2n2 +1)

2n n—+00

0

et donc que pour n suffisamment grand
1 1

<.
2n T 2(2n%2 4+ 1)
En particulier, pour n suffisamment grand on a

1 1 1
— = — 0
e <2n’ 2(2n? + 1)) 2(2n% + 1) noteo

On en déduit que (A, )nen converge vers A dans .45 2(R) pour la norme ||| - ||| so,c0-
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Comme pour une suite d’éléments de R, on a la proposition suivante qui discute de I’unicité de la limite.

Proposition 7. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C. Soit (u,)nen € EY une suite d’éléments
de E. Si (un)nen admet une limite dans (E, N) alors cette limite est unique.

Preuve de la Proposition[]] Soit (u,)nen € EY une suite d’éléments de E qui admet deux limites ¢4, (> € E.
Alors, par définition de la limite, pour tout € > 0, on a

Iny € N,Vn >ny, N(u, —¥4;) <g
et
Ine € N,Vn >ny, N(u, —¥41) < %
Soit ng = max(n1,ng), pour tout n > ng, on a
Nl — €)= N(fy — up +tp — ) < N(fy — un) + N(ls — un) < %+g:€.

On en déduit que pour tout e > 0, on a N(¢; — ¢3) < ¢ et donc que N(¢; — ¢3) = 0. Comme N est une norme
donc définie, on a nécessairement /1 — {5 = Qg et donc £ = /5, ce qui démontre 1’unicité de la limite. O

1.2.2 Normes équivalentes

On a vu au en Définition que la notion de convergence dans un espace vectoriel (E, N) dépend de la
norme N (voir également 1’Exemple[3). Il se trouve que s’il y a deux normes N; et N, sur un espace vectoriel F,
il y a une notion qui permet de dire que les suites convergentes pour /V; sont les mémes que les suites convergentes
pour Ns : c’est la notion de normes équivalentes.

Définition 5. Soit £ un K-espace vectoriel (K = R ou C). Soient NV; : E — Ret Ny : E — R deux normes sur
E. On dit que N; et N3 sont équivalentes s’il existe m, M € R tels que tout z € F on a

mNi(x) < Na(z) < MN;y(z).

Remarque 15. La notion de normes équivalentes est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur F.
En effet, si NV et [N, sont deux normes sur E et que I’on dit que N7 ~ N si N7 et Ny sont équivalentes alors on
a les propriétés suivantes.

e ~ est réflexive : soit N : £ — R une norme sur E. En choisissant m = M = 1 on a bien que pour tout

z € FE,ona
N(z) < N(z) < N(z)

etdonc N ~ N.

e ~ estréflexive : soient NV : E — Ret Ny : ' — R deux normes sur E telles que N1 ~ Ns. Alors, il existe
m, M € R telles que pour tout x € F ona

On remarque donc que pour tout x € Eona
Ni(z) <
et donc qu’en particulier, pour tout x € E, on a

SNo() < Nie) < - Nofa).

1
m
En particulier Ny ~ N; et ~ est réflexive.

e ~ est transitive : soient N; : £ — R, j = 1,2, 3, trois normes sur E telles que N; ~ Ny et Ny ~ Nj.
Comme Ny ~ Na, il existe m,, M, € R} telles que pour tout z € £ on a

meN1(z) < Na(z) < My Ni(z).

22



De méme, comme No ~ N3, il existe my,, M;, € R? telles que pour toutz € E'on a
mpNo(z) < N3(z) < MyNy(z).
On en déduit que pour tout x € F on a
mempN1(z) < mpNa(z) < N3(x), Niz(x) < MpNa(x) < MyM,N;(z).
En particulier, pour tout z € F on a
mempN1(z) < N3(z) < MyM,N;(z)

et donc N1 ~ N3. En particulier ~ est transitive.
Exemple 7. On considére dans R? les normes || - ||; et || - ||o. On va montrer qu’elles sont équivalentes. Soit
x = (71,72) ER% ona
[l = 2] + [z2] < f[#lloo + [|2]cc = 2[2 -
Par ailleurs, on a
1] <an]+ |wo| = [lefla,  foa] < o]+ |2o| = [l2]
donc
[#]loc = max ([z1], [z2]) < |21

On en déduit que pour tout 2 € R?, on a
1
Sllally < 1zl < 1zl

etdonc || - ||1 et || - || sont deux normes équivalentes sur R2.

Exemple 8. On va montrer que || - ||1 et || - || ne sont pas équivalentes sur € ([0, 1]). Il est facile de voir que si

f € %(]0,1)) alors on a
111 = [ 15k < <t2}?ﬁ] f(t)> ( / dt) = 1l

Toutefois, I’autre inégalit€ n’est pas vérifi€e. En effet, supposons qu’il existe M € R telle que pour toute fonction
f € %€([0,1]) on ait

[ flloe < M| f]1- (1.17)
Alors, en reprenant la suite de fonctions ( f,,),en de ’Exemple [5{on obtient
Il = [ = Wl = s =1
nll1 ; nr 1 nlloo te[ol,ou .

En particulier, (I.T7) donne pour tout n € N

1= [ fulle < Mfll1 =

n+1

En choisissant n > M — 1 on aboutit 2 1 < 1 ce qui est absurde et donc les normes || - ||1 et || - || ne sont pas
équivalentes.

Proposition 8. Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C). Soient N1 : E — Ry et Ny : E — R deux normes
équivalentes sur E. Toute suite (uy,)nen € EY qui converge vers { € E pour la norme Ny converge également
pour la norme No.

Preuve de la Proposition@ Soit (un)nen € EN qui converge vers £ € E pour la norme N;. Comme N; et N
sont deux normes équivalentes, il existe M € R* telle que pour tout z € £ on a

En particulier, pour x = u,, — £, on obtient

0 S Ng(un — ﬂ) S Nl(un — ﬂ)

N .
Comme u,, —j_> £ alors limy, 4 oo N1(u, — £) = 0 et par encadrement
n—+0o0

lm  Na(un, —£) =0

n—-+00

et donc (uy, )nen converge également vers £ en norme No. O
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Un théoréme trés important est qu’en dimension finie toute les normes sont équivalentes.

Théoreme 1. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C). Toutes les normes sur E sont
équivalentes.

Dans ce cours, nous admettrons le Théoréme [T}
Remarque 16. A A : I’hypothése de la dimension finie est nécessaire comme vu dans I’Exemple [§]

Exercice 9. Démontrer que pour tout A € .#; ,(R), (I.9) est vérifiée.

1.2.3 Equivalence des normes et norme d’applications linéaires

Soient N1, N : E' — R deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel. En particulier, on sait qu’il existe
C1,2,02,1 € R telles que pour tout z € F on a

Nl(iL‘) S CLQNQ(.T) NQ(.’L‘) S Cg’lNl(x). (118)
En particulier, pour tout x € F tel que x # Og, on obtient

Nl(IE
Ng(x

5
—
B

< 01,27

~

En passant au sup sur z € F, x # O, on obtient

N
sup 1)

N-
< (i, sup 2(2) < Cy;.
R RALIC) |

cee Naiz) | -

Ni(z)
Nz(w)

) est la meilleure constante C' > possible et (sup ©€E N (@) ) la meilleure constante
w7

En particulier, (sup o E N, (2)
C>,1 possible.

Afin de faire le lien avec les normes d’applications linéaires vues en §I.1.6 on peut considérer les applications
identités

. (E,Nl) — E,NQ) . (E,NQ) — E,Nl)
Pr2:9 4 — R A —

On remarque que

Howall = [ sup 2280} gl = [ sup 22
’ z€EE Nl(x) ’ z€EE NQ({E)

2#£0 z#£0

En particulier, les meilleures constantes C 2 et C'5 1 possibles dans (I.I8) sont données par |||¢1 2||| et |[|¢2.1

[
Exercice 10 ( 25 min). On considere 1’application

N { R? - R

. d . .
(1, wa) = Dl

(i) Montrer que N est une norme sur R?,

(ii) Justifier qu’il existe m, M € R} telles que

m|z|leo < N(z) < M7 - (1.19)

(iii) Trouver les meilleures constamtesE]m7 M € R que I’on peut choisir dans (I.T9).

1.2.4 Convergence de suites a valeurs dans R?

Nous allons nous concentrer sur le cas particulier des suites vectorielles dans R%. Le but de la prochaine
proposition est de démontrer que la convergence d’une suite R? (pour n’importe quelle norme puisqu’elles sont
équivalentes), est équivalente a la convergence de chacune des coordonnées de la suite vers la coordonnées corres-
pondante de la limite..

3. Par meilleure constante, cela veut dire qu’on cherche le plus grand m possible et le plus petit M possible.
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Proposition 9. Soit (z,,)nen € (RN une suite d’éléments de R?. Pour tout n € N, on écrit les composantes de
Xy, cOMmme

Tp = (xn,la Tpn2y ... 7mn,d)-
Soit 0 = (l1,4a,...,04) € RY. Les deux assertions suivantes sont équivalentes
(i) (n)nen converge vers ¥,
(ii) Pourtoutj € {1,...,d}, ona nll)riloo Ty = L.

Preuve de la Proposition[9]

:S0it (2 )nen € (RN qui converge vers ¢ € R?. On peut supposer que la convergence a lieu en norme
| - [loo puisque toute les normes sont équivalentes en dimension finie (voir Théoréme [I). Soit ¢ > 0, il existe
no € N tel que pour tout n > ng on a

— |00 = =l <e.
|z lloo je?lla.).(,d} |m7w J‘ €

3

En particulier, comme pour tout j € {1,...,d} ona
[0, = 4] < llzn —Lloo <
On a bien démontré que pour tout j € {1,...,d}
Ve>0,3ng € N,Vn > ngla,; — 4] <e

etdonc lim =z, ; =4,;.
n—-+oo ™ J

((D={@)]: Soite > 0etj € {1,...,d}. Comme lim x,; =¢;, 3no(j) € N tel que pour tout n > ngy(4)

n——+oo
ona
|xn,j — £J| < E.
En posant ng = (max;e(1, .4} 70(j)), on obtient que pour tout n > ng et tout j € {1,...,d} ona
|n,; = 4] <e.
Par passage au max sur j € {1,...,d}, on aboutit au fait que pour tout n > ng on a

|z — £]o < e.

On a donc démontré que
Ve>0,3ng € N,Vn>ngllz, — e <e,

ce qui est précisément la définition de (,,),en converge vers ¢ dans R pour la norme || - || . O

Exemple 9. Nous avons démontré dans l’Exemple@que la suite (uy, )nen+ définie pour n > 1 par

1+41
Up = n3 :
2n3+7n2+2

converge vers

Maintenant, on remarque que

—14 1= - n Loy
Unit = +nn—>—+>oo b u7b’2_2n3+7n2+2 n—>_+)002_ >

ou la deuxieme limite s’obtient a la comparant a celle du quotient des mondmes de plus haut degré. On aurait pu

donc déduire directement, a I’aide de la Propositionﬂ que lirf Uy = L.
n—-+0oo
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1.2.5 Convergence des suites dans un espace vectoriel de dimension finie

L’ objectif de ce paragraphe est de démontrer que le Proposition [J] est également vraie dans n’importe quel
espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie d (ici K = R ou C). Soit (e, ..., eq) une base
de E. Soit (xp)neN € EN une suite d’éléments de E. Pour tout n € N on peut décomposer x,, et {dans la base

(e1,...,€q):
d d
Tpn = E Tn, ;€5 s {= E fjej.
j=1 j=1

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) (n)nen converge vers L.

(ii) Pourtout j € {1,...,d} (xp j)nen € K\ converge vers ¢;.

Afin de démontrer la Proposition [I0|nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie d (K = R ou C), ¢ : E — K% un isomorphisme et
N : K¢ — R une norme norme sur K% L’application . définie comme

JE — R
v {x - N(p(x))

est une norme sur E.

Preuve du Lemme|[2] 11 suffit de démontrer que .4~ est une norme sur E.
(i) Onremarque que .4 = N o ¢ et est donc a valeurs dans R .

(i) Soitz € E tel que A (x) = 0. Cela signifie que N (p(z)) = 0 et comme N est une norme ¢(x) = Oga. Or
 étant un isomorphisme, il est en particulier injectif et donc z = Og.

(iii) Soitz € B, A € K.Ona
N (Az) = N(p(Az)) = N(Ap(x)) = AN (p(2)) = [A[A(2)

car ¢ est un isomorphisme donc linéaire et N est une norme sur K?. En particulier, .4~ est homogéne.

(iv) Soient z,y € F alorsona
N (@ +y) = N(p(@+y)) = N(e(x) + ¢(y) < N(p(x)) + N(e(y) = A (z) + A (y)

ou on a utilisé le fait que ¢ soit linéaire et que /N est une norme donc vérifie I’inégalité triangulaire. On en
déduit que .4 vérifie I’inégalité triangulaire.

A est donc une norme sur E. O

Remarque 17. Reprenons les normes .4, définies en (I.7) sur ’espace .#, 4(R). On sait que .#, 4(R) est un
espace vectoriel de dimension D = p X d et qu’une base est donnée par les matrices (Ejk) Jje{l,....p}
ke{1

_J1 si r=jets=gq
(Ejt)r.s = { 0 sinon

Ainsi, toute matrice A = (a; ) jeq1,....py 8 écrit

ke{l,...,d}
d
A= E aj,kEj’k.
j=1k=1
On considere (e1, ..., ep) la base canonique de RP. Si on considére I’isomorphisme

p:E—=RY o(Bjx) = ejn
on remarque A (A) = N,(¢(A)) ou N, est la norme sur R” définie en (T.2).
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Preuve de la Proposition[I0, On peut supposer que K = R puisque tout C-espace vectoriel peut-étre vu comme
un R-espace vectoriel (de dimension doublée). Soit ¢ : E — K¢ un isomorphisme. On considére I’application

définie sur E par
s { E - R
= le@)lle

D’apres le Lemme 2] on sait que .45, est une norme sur £. Comme F est de dimension finie, toutes les normes
y sont équivalentes d’apres le Théoreme (1| et donc la convergence d’une suite d’éléments de I peut étre compris
comme la convergence au sens de la norme .45.

[DF=[G1): Soit (2,)nen € EN qui converge vers £ € E. On a pour tout n € N

Neo(Tn =) = [[p(Tn — Olloo = | Xn — Alloo
ol on a introduit les vecteurs X,,, A € K? définis par
Xn:($n71,...,$n7d), A:(gl,...,gd).

Comme A5 (2, — £) —+> 0alors X,, — A in K% et donc d’apres la Propositionﬂ on sait que pour tout
n——+0oo

n—+00
je{l,...,d}ona

T, j — gj-
n——+oo

ce qui démontre le point
[GDE={®)]: Supposons que pour tout j € {1,...,d} ona

Tnj — Ej. (1.20)

n—-4oo

Alors, on a
f/Voo(xn - e) = ||90(xn - é)”OO = ”X” - AHO@

et comme on a (I.20), on en déduit d’apres la Proposition [9] que

[Xn = Ao —

n—-+o0o

et donc A5 (x, — ) —+> 0 et (z,)nen converge vers ¢ dans E. O
n—-+0oo

Exemple 10. Reprenons I’Exemple E] dans lequel on a démontré que la suite de matrices (A, )nen € ///272(R)N
définie pour n € N par

converge vers

Nous aurions pu démontrer ce résultat en étudiant la convergence de chaque coefficient de la suite de matrices
(An)nen. En effet, on a
1 n? 1
I noee  IE A1 norreo 2
ou dans la deuxieme limite on a utilisé que la limite était la méme que celle du quotient des mondmes de plus hauts
degrés. Cela permet de conclure que lim,, —, o, 4, = A.

1.2.6 Ce qu’il faut retenir sur le paragraphe (1.2

11 s’agit de ce que vous devez savoir faire a minima et qui concerne le paragraphe[I.2] Bien évidemment, plus
vous en savez, mieux c’est !

Ce que vous devez connaitre de téte
e La définition de la convergence d’une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé (voir Définition [4).

e La définition de deux normes équivalentes (voir Définition [5) et le théoréme d’équivalence des normes
en dimension finie, le Théoreme E}
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Les démonstrations théoriques que vous devez savoir faire
e La démonstration de la Proposition[7]
e La démonstration de la Proposition [§]

e La démonstration de la Proposition 9]

Les outils qu’il faut maitriser

e Démontrer qu’un élément ¢ € F est la limite d’une suite (z,,),en pour une norme N donnée sur E. 1l faut
pouvoir le faire des deux facons suivantes :

* 2 ’aide de la Définition [4]
* ou alors en étudiant chacune des coordonnées comme le permet la Proposition[I0]

e Trouver la limite { € E d’une suite d’éléments de E en se ramenant au cas réel ou complexe en étudiant
chacune des coordonnées de cette suite.

1.3 Vocabulaire de la topologie

Le but de ce paragraphe est d’introduire des concepts qui vont nous permettre de généraliser a un espace
vectoriel normé les notions d’intervalles de R qui sont ouverts, fermés...

1.3.1 Boules
Les boules sont les briques de bases de la topologie. Elles généralisent les notions d’intervalles dans R.

Définition 6. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Pour a € E et r > 0, on définit la boule
ouverte de centre a et de rayon 7 comme :

B(a,r):={x € E:N(x—a)<r}.
On définit la boule fermée de centre a et de rayon 7 comme :

Bf(a,r) :={z € E: N(z —a) <r}.
Lorsque a = Og et = 1, on parle de boule unité (ouverte ou fermée).

Remarque 18. Lorsqu’un espace vectoriel F est munit de plusieurs normes, il est courant de préciser pour quelle
norme on considere la boule de centre a € F et de rayon r > 0. Ainsi, si /V est une norme sur F, on note parfois

By(a,r) := B(a,r), Bjn(a,r):= By(a,r).
Exemple 11. On se place dans 1’espace vectoriel normé (R, | - |). On fixe a € Retr > 0 et alors on a

Ba,r)={zeR:|z—a|/<r}={zeR:—r<z—a<r}={zeR:—r+a<z<r+a}

=la—r,a+7[.
insi, un interv. uv u’u iculi ule ouverte. éme,
Ainsi, un intervalle ouvert de R n’est qu’un cas particulier de boule ouverte. De méme, on a

Bla,r)={zeR:|z—a|<r}={zeR:—r<z—a<r}={zeR:—r+a<z<r+a}

=la—r,a+r].

Ainsi, un intervalle fermé de R n’est qu’un cas particulier de boule fermée.

Un des objectifs de ce chapitre est, étant donné une norme sur R? (généralement d = 2 ou 3), d’étre capable
de dessiner la boule unité. L’intérét est, qu’étant donné la boule unité, on peut récupérer toute autre boule par
translation et homothétie. C’est le but de la proposition suivante.

Proposition 11. Soir (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C), a € E et r > 0. On a égalité entre les
ensembles suivants
B(a,r) =a+1rB(0g,1), By(a,r)=a+rB;(0g,1).
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Preuve de la Proposition[I1] On ne va démontrer que le résultat pour les boules ouvertes. La démonstration pour
les boules fermées est similaire.
B(a,r) Ca+rB(0g,1) : Soitx € B(a,r),ona

,
—_——
=y
Montrons que y € B(0g,1).On a
N = NG —a) = Nz —a) < 1r =1
=N(=(x—a))==-N(x—a) < -r=
Y r r r

puisque N(z — a) < r comme x € B(a,r). On en déduit que y € B(0g, 1) et donc que
r=a+ry€a+rB(0g,1),

ce qui démontre la premiere inclusion.
a+rB(0g,1) C B(a,r):Soitx € a+ rB(0g,1). Cela veut dire qu’il existe y € B(0g, 1) tel que

r=a+ry.
Montrons que « € B(a,r). On a
N(x—a)=N(a+ry—a)=N(ry) =rN(y) <r

ot on autilisé que y € B(0g, 1) etdonc que N(y) < 1. On en déduit que 2z € B(a,r) etdonc que a+rB(0g, 1) C
B(a,r).

‘Conclusion :Onaa+rB(0g,1) = B(a,r). ‘

O

L’ objectif maintenant est de visualiser, dans R?, les boules unités pour les normes || - ||1, || - ||2 €t || - [|oo. Cest
un exercice classique qui vous sera demandé pour différents types de normes dans R2. Vous trouverez en Figure
E] ces boules unités. L’ objectif est de justifier leur tracé.

Exemple 12. On considere I’espace vectoriel normé (R2, || - ||1). On cherche a tracer la boule unité ouverte
B(0g2,1). Soit x = (x1,z2) € B(Og2,1), 0ona

|z1] 4 |z2| < 1. (1.21)

Nous allons procéder par disjonction de cas selon les signes de z; et 2 (méme si on pourrait faire plus simpleE[).
Sizy > 0etxy > 0: (1.21I) devient

T+ T <1, T9<1—124.

En particulier, dans le quart de plan {(z1, z2) : 1 > 0,22 > 0} la boule unité est délimitée par la droite d’équation
g9 = 1 — 1z, ¢’est a dire la droite reliant les points (0, 1) et (1,0). Les éléments de la boule unité se trouvent sous
cette droite (strictement car on étudie la boule ouverte).

Sizy > 0etaxy <0: (1.21) devient

T —T2 <1, x1—1<ms.

En particulier, dans le quart de plan {(z1, x2) : 1 > 0,22 < 0} laboule unité est délimitée par la droite d’équation
x9 = 21 — 1, c’est & dire la droite reliant les points (0, —1) et (1, 0). Les éléments de la boule unité se trouvent au
dessus de cette droite (strictement car on étudie la boule ouverte).

Sizy <0etazy <0: (1.2T) devient

—x1—x2 <1, —1-—21 <.

4. En effet, si z = (z1,22) € B(0g2,1) alors (z1, —x2), (—z1,x2) et (—x1, —x2) sont également des éléments de B(Op2, 1). En
partantde z = (x1, z2), le premier élément s’obtient & 1’aide d’une symétrie par rapport & I’axe des abscisses, le second a 1’aide d’une symétrie
par rapport a I’axe des ordonnées et le dernier a 1’aide d’une symétrie centrale par rapport a 1’origine. On pourrait donc ne regarder que le cas
x1 > Oetxa > 0 et compléter le dessin par symétrie.
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En particulier, dans le quart de plan {(z1, z2) : 1 < 0,22 < 0} la boule unité est délimitée par la droite d’équation
9 = —x1 — 1, ¢’est a dire la droite reliant les points (—1,0) et (0, —1). Les éléments de la boule unité se trouvent
au dessus de cette droite (strictement car on étudie la boule ouverte).

Siz; <0etxy > 0: (1.21I) devient

—r1+ 22 <1, my<1+ux.

En particulier, dans le quart de plan { (21, x2) : 1 < 0,22 > 0} laboule unité est délimitée par la droite d’équation
x9 = 1+ 21, c’est & dire la droite reliant les points (—1,0) et (0, 1). Les éléments de la boule unité se trouvent au
dessous de cette droite (strictement car on étudie la boule ouverte).

Exemple 13. On consideére 1’espace vectoriel normé (R?, || - |l2). On cherche a tracer la boule unité ouverte

B(0g2,1). Soit x = (x1,22) € B(Ogz2,1), 0ona
\J 3+ 23 < 1. (1.22)

Comme la fonction (t — t2) est strictement croissante sur R, cela donne :
r+ a3 < 1.
On sait que 22 + 2 = 1 est I’équation du cercle de centre Og: et de rayon 1. Ainsi, B(Ogz, 1) est le disque de
centre Og2 et de rayon 1 (sans le bord).
Exemple 14. On considére I’espace vectoriel normé (R?,|| - [|»). On cherche a tracer la boule unité ouverte
B(Ogez,1). Soit z = (x1,22) € B(Ogz,1),0na
B(Ogz, 1) = {z = (21, 72) € R? : max(|z1], |22]) < 1} = {z = (21,22) € R?: |zy] < Let |z < 1}
={z = (z1,22) €R? : |z1| < 1} N {x = (z1,22) €ER? : |zo| < 1}
= (= L1[xR) x (Rx] = 1,1])
=] —-1,1[x] = 1,1].
On en déduit que B(Oge, 1) est le carré de c6té 2 avec pour sommets les points (—1, —1), (1, —1), (1,1), (-1, 1).
Exercice 11 (3 20 min). Soit I'application N; : R? — R définie pour # = (x1,25) € R? par Ny(z) =
20| + |xal.
(i) Montrer que N, est une norme sur R2.
(i1) Tracer la boule unité ouverte associée a N1. On justifiera le dessin.
L’exercice suivant est un peu difficile, il mobilise des connaissances mathématiques telles que la notion de

matrice associée a un produit scalaire et de diagonalisation des matrices symétriques réelles. N'hésitez pas a y
réfléchir et a étudier la correction.

Exercice 12 ( 40 min). Soit I’application Ny : R? — R définie pour x = (21, 22) € R? par

Na(x) = \/x% — 2wy29 + 223,
(i) Montrer que N est une norme sur R?.
(i1) Tracer la boule unité ouverte associée a IN. On justifiera le dessin.

Exercice 13 (€3 20 min). Soit I'application N : R?2 — R définie pour z = (21,25) € R2 par N(z) =
max (N1 (z), Na(z)) o Ny et N sont définies aux Exercices[11]et[12]

(i) Montrer que N est une norme sur R?.

(i1) Tracer la boule unité ouverte associée a /N. On justifiera le dessin.

1.3.2 Parties ouvertes

Définition 7. Soit (£, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C) et & C E une partie de E. On dit que &
est ouverte dans E pour la norme N lorsque

Ve e 0,3r >0,B(x,r) C 0.
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Remarque 19. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on dit simplement que & est ouvert dans E.

Proposition 12. Soit (E, N1) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C) et & C E une partie ouverte E pour
la norme Ny. Si Ny est une autre norme sur E, alors les parties ouvertes pour N1 sont les mémes que les parties
ouvertes pour No.

Un corollaire important de la Proposition [12]est que grace a I’équivalence des normes en dimension finie (voir
le Théoréme [T)) la notion de partie ouverte ne dépend pas de la norme en dimension finie.

Corollaire 1. Soit F un espace vectoriel de dimension finie. La notion de partie ouverte ne dépend pas de la norme
choisie sur F.

Preuve de la Proposition[I12] Soit (E, N1) un K-espace vectoriel normé et ¢ C E une partie ouverte E pour la
norme Np. Soit z € F, comme ¢ C FE une partie ouverte ' pour la norme Nj on sait qu’il existe » > 0 tel que

By, (z,r) C 0.
Comme les normes N7 et Ny sont équivalentes, il existe M > 0 tel que pour tout y € E on ait
Ni(y) < MN:(y).
Soit p = 47 > 0, 0ona By, (z, p) C By, (x,7). Eneffet, si z € By, (x, p) alors
Ni(z—2) < MNy(z—z) < Mp=r
etdonc z € By, (x,r). On en déduit que pour ce choix de p > 0, on a
Bn,(z,p) C By, (z,7) C O
et donc que & est aussi une partie ouverte pour Ns. O

Proposition 13. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soient a € E et R > 0 alors la boule
ouverte B(a, R) est une partie ouverte de E pour la norme N.

Le terme boule ouverte est cohérent avec la définition de partie ouverte.

Preuve de la Proposition[I3} Soit x € B(a, R), on cherche r > 0 tel que B(z,r) C B(a, R). Gréce a la Figure
on est amenés a poser r = W. Tout d’abord, comme = € B(a, R), N(x — a) < R donc r > 0. De
plus, on a bien B(z,r) C B(a, R). Eneffet, si y € B(x,r), d’aprés I'inégalité triangulaire on a

Ny—a)=N@y—xz+x—a)<Ny—z)+ N@x—a)<r+N(z—a)

R—N(z—a)
—f—FN(:L‘—a)
R+ N(zx—a)
=
<R

et donc y € B(a, R). On en déduit que pour tout x € B(a, R), il existe > 0 tel que B(x,r) C B(a, R) et donc
que B(a, R) est une partie ouverte de F pour la norme N. O

Exemple 15. L’ensemble vide () est une partie ouverte d’un espace vectoriel normé (F, N). De méme, E est une
partie ouverte d’un espace vectoriel normé (E, N). En effet, si € E alors B(x,1) C E et donc E est une partie
ouverte de (E, N).

Exemple 16. On se place dans I’espace vectoriel normé (R, | - |). Les intervalles de la forme ]a, b[ (avec a < b)
sont des parties ouvertes de (R, | - |). En effet, on a

b—a b+a ba}
<x— <

L’intervalle ]a, b[ est donc la boule ouverte de centre HT“ et de rayon b_Ta > (. D’apres la Proposition c’estun
ouvert de (R, |- |).
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Exemple 17. Pour a € R, les intervalles de la forme | — oo, a[ sont des ouverts de 1’espace vectoriel normé
(R, [ - ]). En effet soit 2 €] — o0o,a[, on pose 7 = 9% et on remarque que 7 > 0 car x €] — 0o, a[. Soit

y € B(x,r) =]z — r,x + r[, montrons que y €] — 00, al. On a

< + +a—x X a a
r+r==x =—
4 2 272532 7)

etdonc y €] — 0o, afet]z — r,x + r[C] — 00, a[. On en déduit que I'intervalle | — 0o, a[ est un ouvert de R.

Exemple 18. On se place dans R? et on considére la boule unité fermée pour la norme 2 notée ici By.jj5,£(Or2, 1).
Alors Bj.||,,f(Or2, 1) n’est pas un ouvert de R2. Pour démontrer cela, il suffit de montrer

Jx € B”.”%f(o, 1),vr >0, (B”.HZ(x,’I“) N BH'HZJ(ORQ’ 1)) # 0.

Dit autrement, il suffit de trouver un élément de Bj.|,, r(Og2, 1) tel que pour toute boule centrée en cet élément
(c’est-a-dire de n’importe quel rayon), une partie de cette boule sorte de By, £(0, 1). Guidés par la Figure on
pose = (1,0), on fixe r > 0 et on considere le point y = (1+ 5, 0). Tout d’abord, on remarque que y € B(z,).
En effet, on a

r r
—ylo=4/(1-1-2)2402=1 <
= —yll2 \/( 2) T0E=5<r

Par ailleurs, y ¢ Bj.|,,7(Og2,1) car

,
lyll3 = 1+§ > 1.

Comme la fonction racine est strictement croissante sur R, on en déduit que ||yl > 1 et donc que y ¢
B.|1,,#(Ogz,1). On en déduit que By, s (Orz, 1) n’est pas une partie ouverte de R?.

Exemple 19. Dans R?, on considere I’ensemble A = {(z1,72) € R?: 0 < |1 — 1| < 1}. On cherche 2 démontrer
que A est un ouvert. Tout d’abord, on remarque que

A ER?*:0< |vg —1]et]|zy — 1] <1}

{ ER?:0< |z — 1} N {(z1,20) €R?: |2y — 1] < 1}
{ eER? iz #1}N{(v1,m2) €ER*: ~1 <z, — 1< 1}
={(z1,12) €ER?*: 2y A1} N {(z1,22) ER*:0 < 2y < 2}

= (]0,1[U]1,2[) x R.

= {(x1, 22

(
(1131,352
(

T1,22

~— — ~— ~—

On peut maintenant représenter aisément 1’ensemble A (voir Figure[I.5). Nous allons maintenant démontrer que A
est ouvert a I’aide de la Définition[7] Soit 2 = (1, 22) € A, alors z1 # 1 etay €]0,2[. Sizy €0, 1[, comme ]0, 1]
est ouvert dans (R, | - |), il existe » > 0 tel que |z1 — r, z1 +7[C]0, 1[C]0, 1[U]1, 2[. Si 21 €]1,2[, comme |1, 2[ est
ouvert dans (R, |-]), il existe r > 0 tel que |x1 —7, z1 +7[C]1,2[C]0, 1{U]1, 2[. On considere alors la boule ouverte
pour la norme infinie B _(z,7) (cette norme est géométriquement plus adaptée aux produits d’intervalles). On
avu que
By (@, r) =|zy — ryxy + r[x]zy — 720 +r[C (J0,1[U]1,2]) x R = A.

On en déduit que A est ouvert dans R2.

Exemple 20. On considere I’ensemble B = {(z1,x2) € R? : 25— > 0}. Nous allons montrer que cet ensemble
n’est pas ouvert dans R?. On remarque que B est le demi-plan au dessus de la droite d’équation x5 = x; (voir

Figure[1.6).

Pour cela, on consideére le vecteur z = (0,0) € B et on fixe r > 0. Soit y = (0, —%), on remarque que
y € By (z,r) car

Iy = zlloe = max(l0 =0}, 0 = 5|) = max(0,5) = 5 <

etcomme —5 < 0,y ¢ B. On en déduit que B n’est pas ouvert dans R2.

Apres plusieurs exemples, revenons a quelques résultats généraux.

Proposition 14. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K =R ouC). Ona :

(i) Toute réunion d’une famille quelconque (possiblement infinie, et méme non-dénombrable) d’ouverts est un
ouvert.

(ii) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

32



Preuve de la Proposition

Preuve du point [()]: Soit 7 un ensemble d’indices et (&;);c; une famille d’ouverts. On considere & = U O},
i€l
et x € 0. Par définition de 1’union ensembliste, il existe i9 € [ tel que x € &;,. Comme 0, il existe r > 0 tel
que B(x,r) C 0;, C U 0; = 0. On vient donc de démontrer que & est un ouvert de (£, N).
iel

J
Preuve du point[(iD)] : Soit j € N* et (Oi)iequ,....;) une famille finie d’ouverts. On considere & = ﬂ O; et
i=1
x € O. En particulier, pour tout ¢ € {1,...,j}, par définition de I’intersection ensembliste, z € €; qui est un
ouvert donc il existe r; > 0 tel que B(z, ;) C ;. Soit le plus petit de ces rayons r = min;eq, . ;3(r;) > 0. Pour

j
touti € {1,...,5},ona B(z,r) C B(z,r;) C 0;, ce qui veut dire que B(z,r) C ﬂ 0; = O etdonc O est

ouvert. = O
Exercice 14 ( 10 min). Montrer que la famille (&} )x>1 définie par
O =]0,1+ 1[
k
est une famille d’ouverts de R et que & := (") O} n’est pas un ouvert de R.
Proposition 15. Soient O, ..., 0, des ouverts de R. Alors Oy x - -- x O est un ouvert de R%.
Preuve de la Proposition[I5] Nous renvoyons a I’exercice 6 du TD 3 pour une démonstration. O

1.3.3 Parties fermées

Définition 8. Soit (F, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Une partie & C E est dite fermée si son
complémentaire % ¢ = E'\ .% est une partie ouverte de F.

Ainsi, une stratégie pour démontrer qu’une partie .7 est fermée est simplement de déterminer son complémen-
taire .7 ¢ et de démontrer que la Définition[7]d’une partie ouverte s’applique a ce-dernier.
Exemple 21. Soit a € R et I'intervalle I = [a, +00o[. On va montrer qu’il s’agit d’un fermé dans R. On a I =
R\ I =] — 00, a[. Or d’apres I'Exemple[17] I° est un ouvert de R et donc par définition, I est un fermé de R.
Exemple 22. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Les boules fermées de (E, N) sont des fermés. Soit © € E
etr > 0. On pose & = By(x,r)° il s’agit de montrer que ¢ est un ouvert. Soit y € &, on posep = %
et on remarque que B(y, p) C 0. En effet, pour z € B(y, p), en utilisant I’inégalité triangulaire, on a

Ny—z)—r r+N(y—2x)

N(y—-z=Ny-az+y—2)>Ny—az)—Ny—2)>Ny—z)— 5 - : -

ot on a utilisé que z € B(y, p) ety € O = By(x,r)°. On en déduit que z € By (z,r)¢ et donc que B(y,p) C 0 :
O estun ouvert de (E, N) et donc B(z, r) est un fermé de (E, N).

Exemple 23. Si (E, N) est un espace vectoriel normé alors () et £ sont des fermés. C’est une conséquence de
I’Exemple [I5]

L’analogue de la Proposition[T4] pour des fermés s’écrit comme suit.

Proposition 16. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K=RouC). Ona :

(i) Toute intersection d’une famille quelconque (possiblement infinie, et méme non-dénombrable) de fermés est
un fermé.

(ii) Toute union finie de fermés est un fermé.

Preuve de la Proposition[16]

Preuve du point[(D)]: Soit I un ensemble d’indices et (.%;);c une famille de fermés. On consideére .7 = ﬂ Z.
i€l

On a alors

Fe = (ﬂ fi) = J&)".

i€l i€l

5. Pour comprendre comment choisir p, il convient de faire un dessin. Voir la Figure
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Comme pour tout ¢ € I, .%; est fermé cela veut dire que (.%;)€ est un ouvert. Ainsi, % ¢ est une réunion quelconque
d’ouverts et d’apres la Proposition [[4] c’est un ouvert. On en conclut que .% est un fermé ce qui démontre le point

@)

J
Preuve du point[(ii)]: Soit j € N* et (%;);eq1,....;} une famille finie d’ouverts. On considere .7 = U Z;.On
i=1

a
J € J
Fe=(JF| =(F)"
i=1 i=1
Comme pour tout i € {1,...,j}, %, est fermé cela veut dire que (F%;)¢ est un ouvert. Ainsi, #° est une intersec-
tion finie d’ouverts et d’apres la Proposition[I4] ¢’est un ouvert. On en conclut que .% est un fermé ce qui démontre
le point[(iD} O
Par analogie avec la Proposition[I3] on a la proposition suivante. Sa démonstration est laissée en exercice.

Proposition 17. Soient 7, ..., des fermés de R. Alors F\ X --- x Fq est un fermé de R%.

Il se trouve que les parties fermées d’un espace vectoriel normé admettent peuvent-étre caractérisées a I’aide
de suites : c’est ce que I’on appelle une caractérisation séquentielle et c’est 1’objectif de la proposition suivante.

Proposition 18. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Les deux assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) A C E est une partie fermée de (E, N).

(ii) Toute suite d’éléments de A qui converge dans E a sa limite dans A.

Preuve de la Proposition Nous allons le démontrer par double implication.

= [(i)]: Soit A une partie fermée de (E, N). Soit (z,,)nen € AN une suité d’éléments de A qui converge
vers ¢ € E. Il nous faut montrer que ¢ € A. Supposons par ’absurde que ¢ ¢ A ce qui veut dire que ¢ € A°.
Comme A est fermé alors A€ est ouvert donc il existe > 0 tel que B(¢,r) C A°€. Par ailleurs, comme (2,,)nen
converge vers /, en choisissant ¢ = r dans la définition de la limite, on sait qu’il existe ng € N tel que pour tout
n > ng on a N(x, — 1) < r. En particulier, pour tout n > ng, , € B({,r) C A°. Or (z,)neN est une suite
d’éléments de A : ses éléments ne peuvent pas appartenir au complémentaire de A a partir d’un certain rang donc
c’est absurde et £ € A.

= [(D)]: Supossons que toute suite d’éléments de A qui converge dans (E, N) a sa limite dans A. Suppo-
sons par I’absurde que A n’est pas fermé, c’est-a-dire que A€ n’est pas ouvert. D’apres la définition d’un ouvert,
cela veut dire qu’il existe z € A€ tel que pour tout 7 > 0 on a B(x,7) N A # 0. On choisit de poser pour chaque
n € Nlerayon r = L_ et on construit alors une suite d’éléments (n)nen € AN telle que x,, € B(x

n+1
Ainsi construite, (xn)neN converge vers T car

1
7T+1)

1
n+1

N(z, —xz) <

et donc par encadrement, on a nécessairement lim,,_, 1 o, N(z, — ) = 0 et donc lir}rl Tp = . (Tp)nen est
n—-+0o0
donc une suite d’éléments de A qui converge dans (E, N) et par hypothése, sa limite z € A. Or par construction,
x € A°: c’est absurder donc nécessairement A est fermé. O
La Proposition [I8] offre donc une nouvelle stratégie possible pour démontrer qu’un ensemble est fermé, sans
utiliser son complémentaire.

Exemple 24. Reprenons I’exemple d’une boule fermée dans (E, N). Soit z € E et r > 0, on veut démontrer que
By(x,r) est un fermé de E. Pour cela, on choisit une suite (y,,),ecn d’éléments de By(x,r) qui converge dans
(E,N) vers ¢ € E.11 suffit de montrer qu’en fait, { € By(x,r). Pour toutn € Nona:

Nl —2)=N{l—yn+yn—2) <Nl —yn) + Nyn —2) < Nl —yp) +7

ol on a utilisé I'inégalité triangulaire et le fait que y,, € By(x,r). En passant a la limite dans cette inégalité, on
obtient N (¢ — ) < r car £ est la limite de la suite (y,)nen. On en déduit que £ € By(x,r) et donc que By(z,r)
est fermé dans (E, N).

Remarque 20. Attention, il existe des parties de (E, N) qui ne sont ni ouvertes, ni fermées. Par exemple, dans
(R, ]| -]) les intervalles de la forme [a, b[, ]a, b] ne sont ni ouverts, ni fermés (avec a < b).

Exercice 15 ( 20 min). Démontrer 1’affirmation de la remarque
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1.3.4 Voisinage, adhérence et intérieur

Définition 9. Soit (£, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit z € E, on dit que ¥ C E est un
voisinage de z s’il existe un ouvert & C E tel que z € & et & C ¥. Onnote ¥ (x) I’ensemble des voisinages de
x dans E.

Exemple 25. On considére I’espace vectoriel normé (R, | - |). Soit z € Reta < x < b. Alors les intervalles
la, b], [a,b], [a, b] et ]a, b sont des voisinages de x car ils contiennent tous 1’ouvert de R défini par & =]a, b[ et
rx€O.

Exemple 26. On considere un espace vectoriel normé (E, N). Soit € E alors les boules ouvertes de centre x et
de n’importe quel rayon sont des voisinages de x.

Exercice 16 ( 5 min). On considére un espace vectoriel normé (E, N). Pour € E, montrer que les boules
fermés de centre = et de n’importe quel rayon sont des voisinages de x.

Définition 10. Soit (£, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit A C F, on définit 'intérieur de A,
noté A comme .
A={ze€A:3r >0telque B(x,r) C A}.

Exemple 27. Soit a < b. On considere 'intervalle I = [a, b[. On a

°

I =la, b|.

Démontrons le par double inclusion.

I Cla, b : Soit € I. Par définition, = € [a, b[ et il existe » > 0 tel que B(z,r) C [a,b]. Or ici, B(x,r) =
e —r,z+7r[Cla,bldonca <z —r<z<zx+r<betdoncx €la,b|.

Ja,b[C I : Soit x €]a, b[, comme ]a, b[C [a, b[= I alors € I. De plus, si on pose r = %‘M >0ona
B(z,r) C |a,b[. En effet, poury € B(x,r) =]z —r,z +r[,ona

T+a T—a b—ux
<z-— <z—-—r<y<z+r<az+ 5 =

a <

En particulier, y €]a, b[C I et donc ]a, b[C I.

Exemple 28. Soit (E, N') un espace vectoriel normé, x € E et r > 0. Alors on a
éf(x,r) = B(z,r).

La encore, la démonstration se fait par double inclusion.

By(z,r) C B(x,r): Soity € By(x,r). Alors y € By(z,r) et il existe p > 0 tel que B(y, p) C By(z,r).
y ¢ B(x,r)alors N(z—y) = r, enregardant la Figure on est amenés a considérer le vecteur z = y+4-(x—
Sur la figure, on remarque que z € B(y, p) mais z ¢ By (x,r) ce qui est impossible puisque B(y, p) C By(z,
On le vérifie analytiquement

Si
Y).
).

p p
N(y—z):;N(y—x):§<r

donc z € B(y, p) C By(x,r). Mais on a

N(z—m):N((1+£)(x—y):r+B >
2r 2
donc z ¢ By(z, ) ce qui est absurde. Par conséquent, N(z —y) < retx € B(zx,r).
B(z,r) C By(x,r) : Soity € B(x,r), onabieny € By (x,r) eten s’aidant de la Figure on est amenés
poser p = r — N(z — y) > 0 car on voit alors que B(y, p) C Bf(z,r). Il convient maintenant de le démontrer.
Soit z € B(y, p), alors

N(z—a)= N(z—y+y—2) < N(z—y) + Nly—2) < p+ Nz —y) =
etdonc z € B(z,r) C By(x,r). On en déduit que B(y, p) C By(z,r) et donc que B(z,r) C By(x,r).

Proposition 19. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit A C E, ona
(i) A C Aet A est un ouvert.
(ii) Aestle plus grand ouvert contenu dans A (au sens de l'inclusion).

(iii) A est ouvert si et seulement si A = A.
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Preuve de la Proposition[I9) Démontrons chaque point.

(i) Soitz € fi, par définition, il existe 7 > 0 tel que B(z,7) C A. Orz € B(z,r) donc x € A et donc Ac A
De plus, A est ouvert. En effet, si € A, il existe r > 0 tel que B(z,7) C A. Il faut montrer, qu’en fait,
B(x,r) C A.Soity € B(z,r),onpose d =1 — N(xz —y) etona B(y,d) C Acarpour z € B(y,d),ona

Nxz—-2)=N@x-y+y—2)<N@-y)+Ny—2)<N@x—-y)+d=r

donc z € B(z,r) C Aetdonc B(y,8) C Aetainsiy € A etdonc B(z,r) C A.

(i1) Soit & C A un ouvert. Il convient de montrer que & C A. Soitz € 0 , O estun ouvert donc par définition,
il existe 7 > 0 tel que B(z,r) C €. Mais ¢ C A donc B(z,r) C Aetdoncx € A.

(iii) Si A est ouvert, il est le plus grand ouvert contenant lui méme : A = A.
O

Remarque 21. A peut aussi étre caractérisé comme la réunion de tous les ouverts contenus dans A. En effet, si

(0;)jes estI’ensemble des ouverts contenus dans A, on pose & = | J; ; 0. € est un ouvert en tant que réunion
d’ouverts. De plus pour tout j € J,ona &; C Aetdonc & C A et par suite, comme & est un ouvert, & C A.

Maintenant, A étant un ouvert inclus dans A, c’est’'un des &; donc Aco.

Exercice 17 €375 min). Soit I"ensemble de R? définie par A = {(z1,72) € R? : 2y < wget 2L + r3 <1}
(i) Représenter I’ensemble A.
(i) A est-il ouvert? Est-il fermé ?
(>iii) Déterminer A.
Définition 11. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit A C E, on définit I’adhérence de A,

noté A comme B
A={z e E:Vr>0, B(x,r)NA#0}.

Remarque 22. On dit parfois fermeture de A pour A i la place d’adhérence de A.
Exemple 29. Dans (R, |- |), on a Ja, b = [a, b]. Démontrons le par double inclusion.

la,b] C [a, b] : Soit x € |a, b| alors pour tout r > 0, B(z,r)N A # () ou, autrement dit, |z —r, x +r[N]a, b[# 0.
Pour n € N, on pose r, = #, on construit ainsi une suite (2, )nen d’éléments de |x — 7, & + 1, [N]a, b qui
converge vers x car |z, — x| < r,. De plus, pour tout n € N, on az,, €]a, b[ donc

a<xp,<b

et en passant a la limite, on obtient a < z < b et ainsi = € [a, b].
[a,b] C a,b]: Soitx € [a,b]. Siz €]a, b[ alors pour tout r > 0, z € B(x,r)N]a, b] et donc B(z, r)N]a, b[# 0.
Siz = a alors pour tout r > 0 onaa + min(%, >5%) € B(z,7)N]a, b[. De méme, si z = b, on considere pour tout

3
r>0b—min(%,%5%) € B(z,r)N]a,bl.

En fait, on peut aussi caractériser I’adhérence d’une partie comme 1’ensemble des limites possibles des suites
de cette partie. C’est le but de la prochaine proposition.

Proposition 20. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K =R ou C). Soit AC E, ona

r €A 3 (x,)nen € A telle que lim z, = .

n—-+oo
Autrement dit, x € A si et seulement si il existe une suite d’éléments de A donc x est la limite.

Preuve de la Proposition[20} La démonstration se falt par double implication.
— : Soit z € A, pour n € N, on pose §,, = ﬁ > 0. Par définition de A, il existe ,, € B(x, ,) tel que
Zn € A. En particulier, la suite (z,,),ecn est une suite d’éléments de A et on a
1
—
n+1 n—+oo

N(z, —x) <6, =

et donc x = lim,,_, o, =, et x est bien limite d’une suite d’éléments de A.
< : Supposons que x € E soit tel qu’il existe une suite (z,,)nen Vérifiant ¢ = lim,,_, 4 o . Par définition
de la limite, pour tout § > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on ait

N(z, —x) < 0.
En particulier, N (z,, — x) < d et z,,, € B(x,5) N A. On en déduit que = € A. O
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Exemple 30. Pour tout x € Eetr > 0,ona B(z,r) = By(x,r). Démontrons le par double inclusion.
B(z,r) C By(z,r): Soity € B(z,r). D’apres la caractérisation séquentielle de I’adhérence (Proposition ,

il existe (yn)nen € B(z, )N telle que y = lim,,_, o ¥». On a donc
Ny—2)=NU—Yatyn—2) <NWn—y) + N —2) <N(yn—y) +1
Comme y = limy,— 4 o0 Yn 0N @ lim,,—, oo N(y, — y) = 0 et par passage a la limite on obtient
N(y—x) <r.

By(z,r) C B(z,r):Soity € B(z,r).Siy € B(x,r)iln’y arien a démontrer. Supposons que N (z—y) = .

Pour n € N, on pose 4, = y — ﬁ(y—x). Ona

1
n+1

N(yn — ) = N((1 - Ny —x)) =(1-

r<r
n+1)

donc (yn)nen € B(x,r)N. De plus, on a

N(yn —y) =

r ;
n+ 1 n—o+c

On en déduit que y = lim,,—, + o0 Yn et donc que y est limite d’une suite d’éléments de B(xz,r) : y € B(z, 7).

Proposition 21. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K =R ou C). Soit AC E, ona:
(i) Ona A C A et de plus A est fermé,
(ii) A est le plus petit fermé qui contient A,

(iii) A est fermé si et seulement si A = A.

Preuve de la Proposition[21) Démontrons chaque point.

(1) Soitz € A, la suite constante définie pour tout n € N par x,, = x est une suite d’éléments de A qui converge
vers x et donc = € A. Utilisons la caractérisation séquentielle des fermés (Proposition pour montrer que
A est fermé. Soit (z,),en une suite d’éléments de A qui converge vers = € E. Il faut montrer que = € A.
Si (z,)nen était une suite d’éléments de A la démonstration serait terminée. Nous allons donc fabriquer
une suite (y,) € AN qui converge vers x. Comme (z,,)nen, d’aprés la définition de I’adhérence, il existe
Yn € B(xp, %ﬂ) N A. La suite (yn, )nen est une suite d’éléments de A et on a

1
N(yn—l‘)ZN(yn—l‘n‘Fl‘n—l‘)SN(yn—l‘n)‘FN(ﬂfn—ﬂf)S?—FN(%—@-
n

En passant a la limite dans cette inégalité, en utilisant que lim,,_, 4 o ,, = x, on obtient

lim y, =2
n—-+o0o

et donc x est limite d’une suite d’éléments de A : = € A et donc A est fermé.

(ii) Soit .# C E un fermé qui contient A. On démontre que A C .%. Soit 2 € A, alors il existe une suite
d’éléments de A, notée (z,)nen telle que lim,,, 4 o @, = . Mais A C .Z donc (z,,)nen est aussi une suite
d’éléments de .7 qui converge. D’apres la caractérisation séquentielle des fermés (Proposition [I8)), comme
F est fermé, on a nécessairement x € .% et donc A C .Z.

(iii) == : Supposons que A soit fermé alors comme A C A, il suffit de démontrer I’inclusion réciproque. Si
x € A, il existe (Zn)nen € AN telle que lim,,_, 1 o , = x. Or, A est fermé donc d’apres la caractérisation
séquentielle des fermés (Proposition , x € Aetdonc A = A.
<= : Supposons que A = A. Montrons que A est fermé 4 I’aide de la caractérisation séquentielle des fermés
(Proposition . Soit (2, )nen une suite d’éléments de A qui converge vers # € E. Par définition, x € A.
Or A= Adoncz € A: Aest fermé.

O
Exercice 18 €310 min). Soit a € R, Déterminer I’adhérence de A = R¢ \ {a}.
Proposition 22. Si A C Balors AC Bet AC B.
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Preuve de la Proposition@ Soit A C B. Montrons d’abord que A C B.Soitx € A alors il existe r > 0 tel que
B(z,r) C A.Or A C Bdonc B(z,r) C B:z € Betdonc A C B.

Montrons maintenant que A C B. Soit z € A, d’aprés la caractérisation séquentielle de 1’adhérence (Propo-
sition , il existe (2, )nen € AN telle que lim, 4 o0 2, = 2. Or comme A C B, (z,,)nen est aussi une suite
d’éléments de B et donc 2 € B. On vient de démontrer que A C B. O

Définition 12. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit A C E. La frontiere de A, notée A
est définie par
0A = A\ A.

Exemple 31. On considere dans I'espace vectoriel (E, | - |) U'intervalle I =|a, b[. D’apres les exemples [16]et 29]
on sait que I =Ja, b (car I est ouvert) et I = [a, b]. On en déduit que

I =T\ I={a}U{b}.
Exemple 32. Soitz € E etr > 0. On va montrer que
OB(z,r)={y€e E:N(y—z)=r}.
D’apres la Propositionon sait que B(x,r) est un ouvert et d’apres l’Exempleque B(z,r) = Bf(z,r). Ainsi,
0B(z,r) = By(z,7)\ B(z,r) ={y € E: N(y —z) =r}.
Proposition 23. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). Soit A C E. A est fermé dans E.

Preuve de la Proposition[23] On a
0A=A\A=An (A"

Comme A est ouvert, (A)“ est fermé. Comme A est fermé, on en déduit que GA est une intersection finie de
fermés : c’est un fermé. O

1.3.5 Ce qu’il faut retenir sur le paragraphe[1.3|

11 s’agit de ce que vous devez savoir faire a minima et qui concerne le paragraphe [I.3] Bien évidemment, plus
vous en savez, mieux c’est !

Ce que vous devez connaitre de téte
e La définition d’une boule ouverte ou fermée (Définition[6).
e La définition d’une partie ouverte (Définition[7).
e La définition d’une partie fermée (Définition [§).
e Les définitions d’intérieur et d’adhérence (Définitions [I8]et[TT).

e La caractérisation séquentielle de I’adhérence (Proposition [20).

Les démonstrations théoriques que vous devez savoir faire
e La démonstration de la Proposition T3]

e La démonstration de la Proposition [T§]

Les outils pratiques qu’il faut maitriser
e Savoir dessiner une boule unité dans R? pour une norme donnée (Exercices et[13).

e Savoir utiliser les Proposition [T4]et[I6]dans une étude pratique de partie d’un espace vectoriel.

1.4 Fonction d’une variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel normé

Soit I C R unintervalle. On s’intéresse dans ce paragraphe a des fonctions a valeurs dans un K-espace vectoriel
normé (E, N) (ici K = R ou C).
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1.4.1 Continuité et dérivabilité
Définition 13. Soit (F, N) un K-espace vectoriel normé (ici K=Rou C). Soit I C R un intervalle de R. Soit
f:I— Eetle E. Onditque f admet ¢ pour limite en a € I et on note }gn f(t) = £lorsque

a

Ve > 0,3n >0, Vt €la —n,a+n[NI, N(f(t) —¥) <e. (1.23)

Remarque 23. Vous remarquerez que la seule différence par rapport a la limite d’une fonction a valeurs réelles est
que I’on utilise la norme au lieu de la valeur absolue pour controler I’écart entre f(t) et ¢ dans I’espace d’arrivé.

Remarque 24. Comme a € I, ]a — 1, a + n[NI # 0 : la définition n’est pas vide de sens.

Remargque 25. Une fagon de réécrire la quantification (T.24) a I’aide de voisinages dans la notion de limite est :
Ve > 0,37 € ¥(a),Vte ¥V NI, N(f(t) —¥) <e. (1.24)

Proposition 24. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (ici K = R ou C). Soit I C R un intervalle de R. Soit
f:I— E,a¢€l Sifadmetune limite en a alors cette limite est unique.

Preuve de la Proposition Supposons que ¢; et {5 soient deux limites de f en a. Alors, pour tout € > 0, il existe
1 > 0 tel que pour tout t €la — 1y, a + n1[NI on ait

€
N(ft) —t) <35
et il existe 72 > 0 tel que pour tout ¢ €]a — 12, a + 12[NI on ait
€
N((t) — ) < 5.

En particulier, si on pose 7 = min(ny,n2) > 0, pour tout t €]a — 1,a 4+ n[NI on a

N(f(t)=t) <5 et N(f(t)—t) <

N ™

Soitt €la —n,a + n[NI, on a
Ny —Lla) = N(ly — f(t) + f(t) = la) S Ny — f(t)) + N(f(t) —l2) <e.
Comme c’est vrai pour tout € > 0, on en déduit que N (¢; — ¢2) = 0 et donc que ¢1 = {s. O

Proposition 25. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (ici K = R ou C). Soit I C R un intervalle de R. Soit
f:I— E, a¢€l Sifadmetune limite en a alors cette limite est unique.

Preuve de la Proposition[23] Soit ¢ > 0, il existe n > 0, tel que pour tout ¢ €]a — 1, a + n[NI on ait
N(f(t)—0) <e. (1.25)

On remarque que comme a € I alors a €)a — 1, a + n[NI. On peut donc choisir ¢ = a dans (T.23)) ce qui donne
N(f(a)—¢) < e.Comme c’est vrai pour tout € > 0, on en déduit que N(f(a) —¥¢) = Oetdonc que ¢ = f(a). O

Définition 14. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (ici K = R ou C). Soit I C R un intervalle de R. Soit
f I — E.Onditque f est continue en a € [ si f admet une limite en a. On dit que f est continue sur I si f est
continue en tout point de I.

Remarque 26. D’aprés la Proposition la Définition [14] est équivalente a dire que f est continue en a si
lim /() = /().

On définit le taux d’accroissement de f en a € I comme

Tai{l\{a} - E

; N GEY ()

Définition 15. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (ici K = R ou C). Soit I C R un intervalle de R. Soit
f: I — E.Onditque f estdérivable en a € I s’il existe £ € F tel que

tlgr(ll To(t) =4 (1.26)
£ est la dérivée de f en a notée f/(a). On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.
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Remarque 27. Notez que a € (I \ {a}) et donc la limite en a de 7,, le taux d’accroissement de f en a, est bien
définie.

Plus généralement, on peut étendre la notion de classe €.
Définition 16. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (ici K = R ou C). Soit I C R un intervalle de R et

f: I — E.Pourk € N, on dit que f est de classe ¥ (I, E) sur I si f est k-fois dérivable sur I et de dérivée
k-ieme continue. On dit que f € €>°(I, E) sipourtoutk € N, f € €*(I, E).

Un cas particulier qui va nous intéresser est celui ol I’espace vectoriel considéré est R%. Dans ce cas, on
considere définie sur un intervalle de I C R I’application

f.{l - R4
Lt f() = (A1), fa(2), .., fa(t))

Il se trouve que dans ce cas particulier, les notions de dérivabilités, continuités voire de classe A pour la fonction
f, revient a dire que pour tout j € {1,...,d} les applications f; : I — R sont de classe €k,

Proposition 26. Soit I C R un intervalle de R et I’application

f.{l — R4
’ t = f(t):(fl(t)va(t)v"-afd(t))

(i) f est continue en a si pour tout j € {1,...,d} les applications f; : I — R sont continues en a.
(ii) f est dérivable en a si pour tout j € {1,...,d} les applications f; : I — R sont dérivables en a. De plus,
f'(a) = (fi(a),..., fo(a)).
(iii) f € €*(I, E) si pour tout j € {1,...,d} les applications f; : I — R sont de classe €*(I,R). De plus,
pourtoutp € {1,...,k}yona f*F(a) = ( fk)(a), e G(lk)(a)).

Preuve de la Proposition[26] Démontrons chacun des points, en munissant R¢ de la norme infinie.

(i) = : Supposons que f est continue a € I. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe > 0 tel que pour tout
t €la—n,a+n[NIonalf(t)— f(a)|s < &, c’est-a-dire pour tout j € {1,...,d}onalf;(t)— f;(a)] <e.
On a donc bien démontré que f; admet une limite en a qui est f;(a).
<= Supposons que pour tout j € {1,...,d}, f; soit continue en a. Soit ¢ > 0 pour tout j € {1,...,d}, il
existe n; > 0 tel que pour tout ¢ €Ja—n;, a+n;[NIona|f;(t)— fj(a)| < e.Soitn := minjeqi . 4375 > 0.
Comme pour tout j € {1,...,d} onala—n,a+n[NI Cla—n;,a+n;[NI ona pourtoutt €la—mn,a+n[NI
ettoutj € {1,...,d}

[£i(t) = fia)] <e.

Par passage au max sur j € {1,...,d} on obtient que pour tout t €Ja — 7, a + n[NI

1F(t) = fa)]leo <

et donc f est continue en a.

(i) = : Supposons que f est dérivable en a de nombre dérivé £ = ({1, ...,¢;). Alors pour tout j € {1,...,d}

ettoutt € I\ {a}ona
LO-S@ | Hf(t) — fla) _ gH

t—a t—a

oo

Soit e > 0, il existe n > 0 tel que pour tout t €]la — n,a + n[N(I \ {a}) ona

[fa=se

t—a

<e.

oo

On en déduit que pour tout ¢ €]a —n,a +n[N(I \ {a}) on apour tout j € {1,...,d}

- f@ |,
t—a
En particulier, pour tout j € {1,...,d}, f; est dérivable en a et £; = f}(a).
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<= : Supposons que pour tout j € {1,...,d}, f; est dérivable en a. Alors, pour tout j € {1,...,d}, il
existe 7); > 0 tel que pour tout ¢ €]la —n;,a +n;[N(I \ {a})ona

fi(t) = f(a)

s
t—a J

<e.

Pour 77 = min(7n;) > 0, on a pour tout j € {1,...,d} Ja —n,a + n[Cla — n;,a + n;[ et donc pour tout
t €la—n,a+nN(I\{a})

fi(t) — f(a)
ﬁ - f]/(a) <e€.
Par passage au max sur j € {1,...,d} on obtient que pour tout t €Ja — 1, a + n[NI
[7a(f) = lloo <&
et donc f est dérivable en a de dérivée ¢ = (f1(a),..., fi(a)).

(iii) Si k¥ = 0, il n’y a rien a démontrer : c’est le point Supposons que k > 1 et posons g = f*~1 et

9i = f;k_l). D’apres le point

g est dérivable sur I si et seulement si g; est dérivable sur [
et dans ce cas ¢'(t) = (g1 (t), ..., g}(t)) pour tout t € I. De plus, d’apres le point|(i)
g’ est continue sur I si et seulement si g; est continue sur [.
On en déduit que
g € €'(I, E) si et seulement si g} € €' (I, R).

et dans ce cas ¢'(t) = (g1 (t), ..., g}(t)) pour tout t € I.

Cela conclut la démonstration en se remémorant que g = f (k=1) et gj = f;k_l) On le démontre en démon-
trant chaque implication.

O

Exemple 33. Soit f : [0, 27] — R? définie pour ¢ € [0, 2] par

f(t) = (cos(t),sin(t)).
f € €>([0,27],[R?) car les applications cos, sin € € ([0, 27, R).

1.4.2 Courbes paramétrées du plan ou de I’espace

Dans ce paragraphe, on se concentre sur des fonctions de I C R dans R? pour d = 2, 3. On les note
I — R¢
RSO

I:=~(I) c R%

On s’intéresse ici a la courbe

On parle de courbe paramétrée car ~y est un paramétrage de la courbe I'.

Remarque 28. Notez que les courbes paramétrées sont plus générales que les fonctions d’une variable réelle. En
effet, si I C R estun intervalle et f : I — R, on peut définir

.{I - R?
Tt = (4 f).

D =~(t) = {(t.f(t) : t € I}

On remarque que

et donc I est précisément le graphe de f.

Exercice 19 (315 min). Soit ~ : [0, 27r] — R? définie pour ¢ € [0, 27] par y(¢) = (cos(t), sin(t)).
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(i) Dessiner les points (t) pourt € {0, &, 7,5, 5,7}

(i) Montrer que
7([0,27]) = {(w1,72) € R* : 2% + 23 = 1}.

(iii) Dessiner I' = ([0, 27]).

Exercice 20 €3 15 min). Soit v : R — R? définie pour t € R par y(t) = (¢, 3t).
(i) Dessiner les points v(¢) pour t € {—1,0,1}.

(i1) Montrer que
Y(R) = {(z1,72) € R? : 29 = 32, }.

(iii) Dessiner I' = v(R).

Exercice 21 €315 min). Soit 7 : [0, 27] — R2 définie pour ¢ € R par v(t) = (2 cos(t), 3sin(t)).

T T

(i) Dessiner les points y(t) pour t € {—1, %, 5,7}

(i) Montrer que

l'2 332
e i}

’Y(R) = {(.’L‘l,mg) S R?: 1 9

(iii) Dessiner I' = v(R).

Exercice 22 (3 15 min). Soit v : R — R? définie pour ¢t € R par y(t) = (2cos(t), 3sin(t), t)
(i) Dessiner les points (t) pour t € {0, , 5, 7}.
(ii) Saurez-vous dessiner I' = v(R)?

1l est parfois plus difficile d’étudier les courbes paramétrées. Pour cela, nous allons introduire quelques notions
puis proposer une stratégie générale.

Définition 17. Soit I C R un intervalle et v : I — R? de classe €°(I,R?). Pour ¢y € I, on dit que I' = ~([)
admet une tangente en ¢y € I sipour toutt € I\ {to} la droite qui passe par v(t) et y(to) admet une droite limite
lorsque t — .

Remarque 29. Lorsque d = 2, si y(t) # ~(to), la droite qui passe par y(t) et y(¢o) a pour équation

(2 = 72(t0)) (11 (t) — 71(t0)) — (21 — 71(t0)) (12(t) — 72(t0)) = 0.

En particulier, si les quantités (¢ € I — ~;(¢t) — 7;(fo)) ont des limites finis non nulles on obtient I’équation de la

droite tangente. De la méme fagon, méme si ces deux limites sont nulles, on remarque que tant que %0

I’équation de droite se ré-écrit

Y2(t) — v2(to)

(m2 =72(00)) = 20 = (ao)

(1 —(t0)) = 0.

72(t)=v2(to)
71 (8) =71 (to)
tangente a I" en (o). Si cette limite est nulle on obtient une tangente horizontale.
71 () =71 (to)
¥2(t)—v2(to)

et si la quantité admet une limite lorsque t — ¢, cette quantité est le coefficient directeur de la droite

De méme, si la quantité admet une limite nulle lorsque ¢ — t(, on obtient une tangente verticale.

Définition 18. Soit / C R un intervalle et v : I — R? dérivable sur I. Soit ¢ € I, le vecteur tangent a I' = ~([)
au point y(t) est donnée par 7/ (t).

On peut regarder la Figure[I.10| pour comprendre pourquoi la dérivée de -y en un point donne la direction de la
tangente a la courbe.
Définition 19. Soit I C R, tp € Tety: I — R<.

e Siy est dérivable en ty, on dit que to € I est régulier si v (to) # 0. Dans le cas contraire, on parle de point
singulier.

e Si~y est deux fois dérivable en tg, on dit que ¢y € I est bi-régulier si (v'(to),~" (to)) est une famille libre de
RY.
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Exemple 34. Soit v : [0,27] — R? définie pour ¢ € [0,27] par y(t) = (cos(t),sin(¢)). On a déja vu que
v € €°°(I,R?) dans I'Exemple 33} Soit ¢ € [0,27], on a

v (t) = (—sin(t), cos(t)), ~"(t) = —(cos(t),sin(t)).

En particulier, on a

17/ (#)ll2 = v/ (= sin(8))? + (cos(1))? = V/sin(t)? + cos(t)? = 1
donc ¢ est un point régulier. De plus,

det(y/().7"(0) = | ot oot = -1 20

donc la famille (v/(t),"(t)) est une famille libre de R?. ¢ est donc un point bi-régulier.

Exemple 35. Soit v : R — R? définie pour ¢ € R par (¢) = (¢, 3t). Les applications (¢ — t) et (¢ — 3t) sont de
classe €°°(R, R) en tant que fonctions polynomiales donc v € €*°(R,R?). Soit ¢ € R, on a

Y () =(1,3), "(t)=1(0,0).

Donc +/(t) # 0 et t est un point régulier. En revanche, (7'(¢), " (¢)) n’est pas une famille libre, ce n’est donc pas
un point bi-régulier.

Proposition 27. Soit I C R, v : I — R? définie pour tout t € R par y(t) = (71(t),y2(t)). Si to € I est un
point régulier, alors v'(to) est un vecteur directeur de la tangente tangente a T’ = v(I) en v(to) et son équation
cartésienne est donnée par

Yo (to)(z1 — 71 (ko)) — 71 (to) (22 — Y2(to)) = 0.

Preuve de la Proposition[27} D’apres la Remarque on sait que pour ¢t € I\ {0}, I’équation de la corde est
donnée par

(w2 = 72(t0)) (71.(t) =71 (t0)) — (21 = 71(t0)) (2(t) — 72(t0)) = 0
Pourt € I\ {0}, on adonc

))71(0 - 'Yl(tO) _ (xl _ 71(t0))’y2(t) - WQ(tO)

=0
t—to t—to

(x2 — 72(to

et comme ~y est dérivable en ¢t = ¢y, 1 et 2 le sont aussi (voir Point [(il)] Proposition [26). En passant a la limite
lorsque t — tg, on obtient

(22 —72(t0))71(to) — (21 — 71(t0))12(to) = 0.

Pour qu’il s’agisse d’une équation de droite, il faut et il suffit que soit vy} (t9) soit 4 (o) soit non nul et c’est le cas
car v/ (to) = (74 (to), ¥4 (to)) # Ogz puisque par hypothese ¢, est un point régulier. On obtient donc I’équation de
la tangente annoncée dans la Proposition

Maintenant, on sait que si on a une droite d’équation az + bxs + ¢ = 0 (avec a, b, ¢ € R), un vecteur directeur
de cette droite est donné par (b, —a). Pour la tangente, on a ici

a=—7(to), w2 ="(to)

et donc un vecteur directeur de la tangente a T' en y(tg) est v/ (to) = (71 (t0), ¥4 (to)) ce qui est précisément ce
qu’il fallait démontrer. O

Exercice 23 ( 5 min). Reprenons le cas particulier de la Remarque On se donne une fonction f : I — R ou
I est un intervalle de R. On suppose que f est dérivable sur ¢y, € I et on considére v : I — R? définie pour ¢t € I
par y(t) = (t, f(£))-

(i) Démontrer que £, est un point régulier pour .

(ii) Retrouver I’équation de la tangente a la courbe représentative de f en f(to) a I’aide de la Proposition

Définition 20. Soita < bety : [a,b] — R? de classe ¢’} (I,R?). On définit la longueur de I’arc ¥([a, b]) comme

b
L= [ 1@l
4
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Remarque 30. On renvoie vers I’exercice 7 du TD 4 pour une compréhension géométrique de cette définition.

Définition 21. Soit a < bet vy : [a,b] — R? de classe ¢ (I,R?). On dit que vy est une paramétrisation par
longueur d’arc de I" = +([a, b)) si pour tout t € [a,b] ona ||y (¢)||2 =1

Remarque 31. Si~ : [a,b] — R? est une paramétrisation par longueur d’arc, on a

b
L= / 17/ (t)]|2dt = b — a.
C’est pour cela que 1’on parle de paramétrisation par longueur d’arc : quand ¢ parcours 'intervalle [a, b] de longueur
b — a, v(t) parcours un arc de la méme longueur.

Proposition 28. Soita < bet~ : [a,b] — R? de classe €*(I,R?). Si pour tout t € [a,b] on a~'(t) # 0 alors il
existe une paramétrisation de T = y([a, b]) par longueur d’arc v([a, ]).

Preuve de la Proposition[28] On renvoie a I’exercice 8 du TD 4. O

Afin de pouvoir étudier de facon générale les courbes paramétrées, nous allons classifier les points ¢ € [ afin
de comprendre I’allure des courbes prés de ces points et de pouvoir, ensuite, représenter les courbes I' = (I) en
pratique.

Définition 22. Soit I C R, k > 2 ety : I — R? de classe €% (I, R?). Soit ty € I. On suppose qu’il existe deux
vecteurs (") (tq) et v(9)(¢y) qui sont linéairement indépendants. Soit

r=min{p € {1,...,k},y® (to) £ 0}, s=min{ge {r+1,...,k}: 4D () #0}.

Si r est impair et ¢ est pair on dit que ¢y est un point ordinaire.

Si r est impair et g est impair on dit que £ est un point d’inflexion.

e Si r est pair et g est impair on dit que ¢y est un point de rebroussement de premiére espece.

Si r est pair et g est pair on dit que t( est un point de rebroussement de deuxiéme espece.

Remarque 32. Un point bi-régulier est en particulier un point ordinaire.

Ce qu’il faut savoir, c’est quelle allure a la courbe pres de chacun de ces points. Le but des exemples suivants
est d’illustrer ces allures sur des exemples.

Exemple 36. Reprenons -y de I’'Exemple[34] 0 est un point bi-régulier donc r = 1 et s = 2, ¢’est donc en particulier
un point ordinaire. On illustre en Figure[1.11] I"allure de la courbe I' = ([0, 27]) prés de ¢ = 0. On remarque que
dans la base (7/(0),+”(0)) la courbe T" pres de (0,0) ressemble a la courbe d’une fonction J C R — R. Cette
courbe reste du méme coté de la tangente dans un voisinage de 0.

Exemple 37. Soit v : R — R? définie pour ¢t € R par y(t) = (,t3). 7y est de classe €>° (R, R?) car (t > t) et
(t — t3) sont de classe ¥ (R, R) en tant que fonctions polyndmiales. On a

7 (1) = (1,3%), ~"(t)=(0,6t), +(t)=(0,6)

et donc
'7/(0) = (170)7 7/,(0) = (070)7 ’7(3)(0) = (076)'

Icir = 1ets = 3 c’est donc un point d’inflexion. En étudiant la Figure [I.I2] on remarque que dans la base
(7'(0),73)(0)) la courbe T pres de (0,0) ressemble a la courbe d’une fonction J C R — R. Cette courbe change
de demi-plan en traversant (0, 0).

Exemple 38. Soit v : R — R? définie pour t € R par v(t) = (t2,t3). v est de classe €>° (R, R?) car (t — t2) et
(t — t3) sont de classe > (R, R) en tant que fonctions polyndmiales. Pour ¢ € R, on a

V() = (2t,3t%), '(t) = (2,6t), ¥ (t)=(0,6)

et donc
7 (0) = (0,0), ~"(0) =(2,0), +¥P(0)=(0,6).

On en déduit que r = 2 et s = 3. C’est donc un point de rebroussement de premiere espece. Afin de représenter I
pres du point (0,0) On va remarque que lorsque ¢ < 0, on a

() = (2, —[tf).
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En particulier, on a
3
(] = 00,0)) = {([t2, —|t) : t < 0} = {(r, —r%) : 7 > 0}.

Donc (] — 00, 0]) est le graphe de (7 +— —72) sur R, .
Demémesit > 0,0ona
() = (2, ~[t]).

En particulier, on a
3
([0, +oo) = {(|t*, |t*) : £ <0} = {(r,72) : 7 > 0}
Donc ([0, +-00]) est le graphe de (7 — 72 ) sur R.. On en déduit le graphe suivant. Cela permet de tracer I’allure
de I' pres de (0,0) en Figure La courbe fait "demi-tour" en (0) en traversant 7"/ (0).
Exemple 39. Soity : R — R? définie pour ¢t € R par y(t) = (t2,t* +1°). vy est de classe > (R, R?) car (¢ — t?)
et (t — t* 4 t°) sont de classe ¢ (R, R) en tant que fonctions polyndmiales. Pour ¢ € R, on a

N(t) = (26,483 + 5t4), (1) = (2,1262 + 20%), O (t) = (0,24t + 60£2), 4P (0) = (0,24 + 120¢)

et donc
7(0)=(0,0), ~"(t)=(2,0, +®(0)=(0,0), 7" (0)=1(0,24).

On en déduit que » = 2 et s = 4 donc 0 est un point de rebroussement de second espece. On a
(] = 00,0)) = {(2 4 — |tP) : £ < 0} = {(r,7 75 : 7 > 0}
et donc (] — 00, 0]) est le graphe de I"application (7 +— 72 — 73 ) sur R,. On a
([0, +00]) = {(2,t  + ) 1 t > 0} = {(r, 72+ 72 : 7 > 0}

et donc ([0, +00[) est le graphe de I'application (7 ~— 72 + 73) sur R,. On en déduit la Figure et on
remarque que la courbe fait "demi-tour” en restant du méme c6té que sa tangente.

Exemple 40 (Etude de 1’astroide). Dans cet exemple, nous allons voir comment étudier une courbe paramétrée.
Soit v : R — R? définie pour t € R par y(¢) = (cos(t)3, sin(¢)?). On cherche a tracer la courbe I" définie par

I'=~(R).
Etape 1 : On cherche a simplifier le domaine d’étude. Pour cela, on commence par remarquer que

Y(R) = y([=m,7])

a cause de la 27-périodicité de (1 : t — cos(t)?) et (72 : t + sin(¢)3). On remarque aussi que pour t € [—7, 7],
ona
Y(—t) = (cos(—t)?, sin(~1)?) = (cos(t)?, — sin(t)?)

donc la courbe I' est symétrique par rapport a I’axe des abscisses. On peut donc réduire le domaine d’étude a
un intervalle de longueur 7, par exemple [0, 7] et on complétera le dessin par symétrie par rapport a ’axe des
abscisses. On remarque également que pour ¢ € [0, 7], on a

y(m —t) = (cos(m — t)3,sin(m — £)%) = ((— cos(t))?,sin()?) = (— cos(t)?, sin(t)?).

On en déduit que I' est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées. On peut donc réduire le domaine d’étude a
un intervalle de longueur 7, on choisit [0, 7]. Maintenant, pour ¢ € [0, 7], on remarque que

7(% —t) = (cos(g - t)3,sin(g - t)3) = (sin(t)*, cos(t)?)

donc I' est symétrique par rapport a la droite d’équation x1 = x5. On réduit le domaine d’étude a un intervalle de
longueur 7 et on choisit [0, 7].

Etape 2 : On étudie les fonctions (71 : ¢ + cos(t)®) et (y2 : ¢ ~ sin(t)?). Tout d’abord, les fonctions cos et
sin sont de classe €>°([0, Z],R) (elles sont et a valeurs dans R). Ensuite, on pose h : ¢ — t* qui est de classe
€ (R, R) en tant que fonction polynomiale. On remarque que x; = h o cos et zo = h o sin. Par conséquent, 1
et x5 sont de classe ([0, 7], R) en tant que composée de fonctions de classe ¢'>°. De plus, pour tout ¢ € [0, §],
ona

Y1 (t) = =3sin(t) cos(t)?, ~5(t) = 3cos(t)sin(t)?.
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On en déduit que pour tout ¢ € [0, 7] on a

M) <0, () >0.

On obtient donc le tableau de signe et de variation de la Figure[T.15]
Etape 3 : On étudie la nature de quelques points particuliers ¢ € [0, §] pour s’aider dans le tracé de la courbe
I'. Pour cela, on essaie de trouver les vecteurs directeurs des tangentes en, par exemple t = Oett = 7.
1l se trouve que 7/(0) = (0,0) donc on utilise la Remarque 29] Pour tout ¢ # 0, on a

2(t) = 72(0) _  sin(t)®

y1(t) =71(0)  cos(t)3 —1°

De plus, on se souvient que

2
cos(t) =1— 3 + 0", sin(t)=t+O(t?), lorsque t—0

et donc

cos(t)* =1 — th oY), sin(t)® = £ + O@).

On en déduit que lorsque ¢ — 0, on a

Y2(t) —72(0) _ 2t° 2
n(t)—n(0) 32 O

Et donc
i 22 (t) —72(0)

0 71 (£) — 11 (0) 0

et v admet une tangente horizontale en ~y(0).
A ™ Ty 3 3 _ _3
De méme, on 7, onay/'(§) = (—2—\/57 2—\/5) = m(—l7 1).
On trace alors en premier lieu des vecteurs directeurs pour les tangentes a I' pour ¢ = O et ¢ = 7§ c’est-a-dire

aux points y(0) = (1,0) et y(§) = ﬁ(l, 1) (voir Figure.

On continue en tragant la courbe en respectant le tableau de variation[I.15]: 71, qui se lit sur I’axe des abscisses,
est décroissant et o, qui se lit sur I’axe des ordonnées, est croissant (voir Figure .

On continue en utilisant la symétrie par rapport a la droite d’équation o = .

Enfin, on finit le tracé en utilisant les symétries par rapport aux axes des abscisses et des ordonnées (voir Figure

[L.T%

Exemple 41 (Etude de la cycloide). Soit v : R — R? définie pour ¢ € R par

V() = (7 (), 72(8)) = (¢ = sin(t), 1 — cos(t)).

On cherche a tracer la courbe I' définie par
I =~(R).

Etape1: Oncherche 2 simplifier le domaine d’étude. Pour cela, on se rend compte que pour toutt € Retk € Z,
ona

~v(t 4 2km) = (t + 2kw — sin(t), 1 — cos(t)) = (2kn,0) + v(1).

Ainsi, on peut restreindre I’intervalle d’étude a un intervalle de longueur 27, par exemple [—, 7] et compléter le
dessin par translation de vecteur (2km, 0). Pour tout t € [—, 7], on remarque que

V(=t) = (=t —sin(—t), 1 — cos(—t)) = (=(t +sin(t), 1 — cos(t)) = (=7(t),72(2))-

Ainsi, on peut se restreindre a un intervalle de longueur 7, par exemple [0, 7], et compléter par symétrie par rapport
a I’axe des ordonnées.
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Etape 2 :  On étudie les fonctions (v, : ¢ +— t —sin(t)) et (y1 : t = 1 — cos(t)) sur I'intervalle [0, 7]. Tout
d’abord, on pose vy : ¢ — tet as : ¢ — 1 qui sont des fonctions de classe ¥°°([0, 7], R) en tant que fonctions
polynomiales. De plus, les fonctions f; : t — cos(t) et B2 : t — sin(t) sont de classe €>°([0, 7], R) en tant que
fonctions trigonométriques élémentaires. On remarque que y; = a3 + 1 et 2 = ag + [2 donc 1 et 7, sont de
classe €>°([0, 7], R) en tant que somme de fonctions ([0, 7], R). De plus, pour tout ¢ € [0, 7], on a

71 (t) =1 —cos(t), ~4(t) =sin(t).
On en déduit que pour tout ¢ € [0, 7], on a
Nt =20, () =0.

On obtient donc le tableau de signe et de variation de la Figure[1.20]

Etape 3 : On étudie, pour s’aider dans le tracé, les vecteurs directeurs des tangentes a I' en v(0) et (7). Il se
trouve que 7/(0) = (0, 0) donc on utilise la Remarque [29] Pour tout ¢ €]0, 7], on a

~v2(t) — v2(0) _ 1 — cos(t)
() =7 (0)  t—sin(t)

On sait que lorsque ¢ — 0, on a

t2 t3
cos(t) =1 — 7+ O(t"), sin(t) =t — 5+ O(t%).

On en déduit que lorsque ¢t — 0, on a

12(t) = 72000 5 +01Y

5 — +00
N =m0) T +O®5) t=0

I admet donc une tangente verticale en (0). Par ailleurs, on a 7/(w) = (2,0) et donc I" admet une tangente
horizontale en v(7) = (7, 2). On en déduit la premiére étape du tracé en Figure

On continue le tracé en utilisant la symétrie par rapport a I’axe des ordonnées, voir Figure|1.22]

On complete enfin le tracé par translations par les vecteurs de la forme (2k, 0), voir Figure

1.4.3 Ce qu’il faut retenir sur le paragraphe 1.4

11 s’agit de ce que vous devez savoir faire a minima et qui concerne le paragraphe [I.4] Bien évidemment, plus
vous en savez, mieux c’est!

Ce que vous devez connaitre de téte
e La définition de la limite (voir Définition[T3).
e La définition de la continuité (voir Définition [T4).
e La définition de la dérivabilité et de la notion de classe €% (voir Définitions et.

Les démonstrations théoriques que vous devez savoir faire
e La démonstration de la Proposition [24]
e La démonstration de la Proposition 23]

Les outils pratiques qu’il faut maitriser

e Utiliser en pratique la Proposition en justifiant la continuité, dérivabilité, classe €*... En étudiant les
composantes.

e Reconnaitre une paramétrisation de cercle, de droite ou d’ellipse (Exercices 21).

e Savoir faire 1’étude pratique d’une courbe paramétrée, en suivant les étapes présentées dans les Exemples[40]

etld1l
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boule unité pour la norme || - ||;.

)
(0,1)

boule unité pour la norme || - ||2.

Y
(0,1)

(1,0)

boule unité pour la norme || - ||oo.

FIGURE 1.2 — Boules unités pour les normes || - ||1, || - |2 et || - || dans R.
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FIGURE 1.3 — Illustration du choix de r = W pour que B(x,r) C B(a, R).

FIGURE 1.4 — La boule unité fermée B),, f(ORz, 1) (en bleu) et une boule de centre (1,0) et de rayon r > 0 (en
rouge). Le point (1 + £, 0) est marqué d’un point rouge.

T2
5131:1

T

FIGURE 1.5 — L’ensemble A est I’ensemble en bleu, sans la droite en pointillés rouge (et sans les bords).
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T2

o, r
(=7, 0) (r,0)
1
©,-%
(0, —r)

FIGURE 1.6 — L’ensemble B est en bleu et contient la droite d’équation 2 = z;. Le point rouge est le point
(07 _i)'
2

FIGURE 1.7 — La longueur du segment en pointillés (entre y et le bord de la boule) est N(y — ) — r > 0. C’est
pourquoi on choisit p comme la moitié de cette longueur.

G
z

FIGURE 1.8 —Illustration du choix z = y + £(y — «) dans la démonstration de I’inclusion By (:U7 r) C B(x,r).

FIGURE 1.9 — Illustration du choix p = r — N(x — y) dans la démonstration de I'inclusion B(x,r) C By (a:, T).
La longueur du segment en pointillé est N (z — y).
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/' (to) Y (to)
v(t)
to) v(to) "\ 7(%o)

FIGURE 1.10 — Illustration de la direction de la tangente en un point v(¢o) a I’aide des cordes () — (o).
y /

7'(0)
N |

FIGURE 1.11 — On remarque que v(0) = (1,0), v/(0) = (0,1) ety (0) = (—1,0).

IO

FIGURE 1.12 — Un exemple de point d’inflexion
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Y
| /o )
W\

FIGURE 1.13 — Un exemple de point de rebroussement de premiere espece.

Y
|
0 )
©.0)

FIGURE 1.14 — Un exemple de point de rebroussement de deuxiéme espece.

t 0 1
71(¢) 0 - _%
71 b NG
Ya(t) 0 + %
Y2 0o ——— ﬁ

FIGURE 1.15 — Tableau de signes et de variations de 7y, et o



< > T

(1,0)

FIGURE 1.16 — Etape 1 du tracé : on dessine v(0) = (1,0) et v(%) = ﬁ(l, 1) ainsi que les vecteurs directeurs
des tangentes a I" en ces points la.

FIGURE 1.17 - Etape 2 du tracé : on dessine ~(t) pour ¢ € [0, Z].

FIGURE 1.18 — Etape 3 du tracé : on dessine ~(t) pour t € [0, 7] en utilisant la symétrie par rapport a la droite
d’équation x5 = 1
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FIGURE 1.19 — Etape 4 du tracé : Représentation de la courbe T".

FIGURE 1.20 — Tableau de signes et de variations de y; et o

(0,0) |

FIGURE 1.21 — Etape 1 du tracé : Représentation de ([0, 7]).
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m,2

(0,0) |

FIGURE 1.22 — Etape 2 du tracé : Représentation de y([—, 71]).

(0,0)"

FIGURE 1.23 — Etape 3 du tracé : Représentation de T".
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Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés. Soit A C F une partie de E. L’objectif de ce
chapitre est d’étudier des fonctions f : A C E — F et de pouvoir définir la continuité, et d’étendre la notion de
dérivabilité pour les fonctions d’une variable réelle. L’ objectif final est trés souvent de considérer A = E = R% et
F = R* voir tout simplement F' = R. On parle alors de f comme d’une fonction & plusieurs variables. En fait,
f est une fonction d’une seule variable vectorielle 2 € R¢. Lorsque I’on utilise le terme de fonction & plusieurs
variables, on sous-entend que x = (1, T2, ..., 24) est on considere la fonction f comme dépendant de chacune
des variables réelles z; (j € {1,...,d}).

2.1 La notion de continuité

2.1.1 Limite et continuité : définitions et premieres propriétés

Définition 23. Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit A C E,
f:A— Fetle F.Onditque f admet ¢ pour limite en a € A, et on note lim,_,, f(z) = ¢ lorsque

Ve > 0,3r >0 tel que Vo € AN By, (a,7), Np(f(z) —{) <e
On peut aussi le ré-écrire comme suit

Ve > 0,3r > 0 tel que Vo € AN By, (a,r), f(x) € By, (¢, ¢).

Remarque 33. Dans le cas ol A C R est un intervalle, on retrouve la méme définition que la Définition

Remarque 34. La Définition 23| dépend a priori de la norme choisie sur E et de celle choisie sur F'. Dans cas
particulier de la dimension finie E = R? et F' = R¥, cette définition ne dépend pas de la norme choisie. En effet,
en utilisant 1’équivalence des normes en dimension finie (Théoréeme E]), il est possible de démontrer ce résultat.
C’est I’objectif de I’Exercice

Exercice 24 ( 20 min). Soient (F, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit
ACE,f:A— Fetf e F.Onsuppose que lim,_,, f(z) = £. Soient A% et A% deux normes équivalentes a
Ng et Np, respectivement. Démontrer que la définition de la limite ne dépend pas des normes choisies.

Remarque 35. Lorsque f : A C RY — R¥, on utilisera pour x = (1, 29, . ..,24) € R? la notation suivante, qui
un abus de notation :

f(.’l?) = f((xh...,xd)) = f(:cl,...,xd).

Exemple 42. On considere la fonction

;. {R2\{(OO)} - R
' (5(’1,%‘2) — 7%1:6_;2

f est définie sur A = R?\ {(0,0)} car son dénominateur ne s’annule que lorsque z; = z2 = 0 (car il s’agit de
la racine d’une somme de termes positifs). Remarquons qu’ici £ = R? et F' = R. Nous n’avons pas besoin de
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préciser de normes car nous sommes en dimension finie et que toutes les normes sont équivalentes (voir Remarque
. On remarque que A = R2. En effet, A C A et la suite vectorielle (x,,),en définie pour tout n € N par

71 0
Tn = ’
1+n

est une suite d’éléments de A et converge vers (0,0) car

n—(0,0)]]2 = —
len = .02 = 1 <

En particulier, (0,0) € A et on peut tAcher de trouver si f admet une limite en (0, 0). Il se trouve que cette limite
est 0. En effet, on remarque que pour tout (z1,x2) € R?\ {(0,0)},ona:

2|x1||zo 2 + 23
Fon o) = 2ol o AAB i a)a
Vai+ad T af + a3

Ici, on a utilisé I’identité remarquable

0 < (J1] = |x2])? = aF + 3 — 2|a1] |2
qui donne
2|y | |72 < 2% + 3.

Fixons ¢ > 0. Si on choisit 7 = ¢, on a pour tout (21, x2) € Bj.,((0,0),7)
[f (@1, 22)| < [(z1,22) ]2 <€
ce qui prouve que lim;, »,)—(0,0) f (21, 72) = 0.

Proposition 29. Soit (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés. Soit AC Eeta€ A.Sif: A— F
admet une limite en a alors cette limite est unique.

Preuve de la Proposition[29) Supposons que {1, (> € F soient deux limites de f en a. Alors, pour tout £ > 0, il
existe 71 > 0 tel que pour tout x € AN B(a,r1) ona f(x) € B({1,5). De méme, il existe r, > 0 tel que pour
tout z € AN B(a,rz) ona f(x) € B({2,5). On pose r = min(ry,72) > 0 et on a pour tout z € AN B(a,r)
f(z) € B(¢1,5) N B(ls, 5). Donc, pour tout z € AN B(a,r),ona

Nr(tr =) = Ne(t = () + f(z) = £2) < Ne(fy = (@) + Np(la = f(2) < 5 + 5 ==

Comme c’est vrai pour tout £ > 0, on en déduit que Nr(¢; — ¢3) = 0 et donc, comme N est une norme, que
by = s, O

Nous allons maintenant énoncer la caractérisation séquentielle de la continuité.
Proposition 30. Soit (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (ici K = RouC). Soit f : AC E —
F. Soita € Aetl € F. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f admet £ comme limite en a.
(ii) Pour toute suite (., )nen d’éléments de A qui converge vers a, on a :

lim f(z,) ="

n—-+oo

Preuve de la Proposition 30}
== : Supposons que f admette £ comme limite en a. Soit £ > 0, alors, il existe > 0 tel que pour tout
x € Byg(a,r)N A ona
f(x) € B(4,¢).

Soit (2, )nen une suite d’éléments de A qui converge vers a. Par définition de la limite d’une suite, il existe ng € N

tel que pour tout n > ng, on a x,, € By, (a,r). En particulier, pour tout n > ng, on a f(x,) € B({,&). On a

donc bien démontré que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que f(z,) € B(¥,¢) : c’est précisément dire que
lim Tn) ={.

n—-+4o0o f( n)
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=[] : Supposons que pour toute suite (z,,),cn d’éléments de A qui converge vers a, on a :

lim f(x,) =¢.

n—-+o0o

Supposons par 1’absurde que f n’admet pas ¢ comme limite en a. Par définition, il existe € > 0 tel que pour
tout » > 0, il existe z € By, (a,r) N A et Np(f(z) — £) > e. En particulier, pour tout n € N, il existe

zpn, € Bny(a, n%rl) N Atel que Np(f(x,) —£) > €. Or (2, )nen est une suite d’éléments de A et
Ng( ) < !
Tn —a
L n+1

donc lim Ng(z, —a)=0,c’est-a-dire, lim x, = a.D’aprés I’hypothese, on en déduit que lim f(x,) =
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo

¢, c’est-a-dire, hr—? Np(f(xn)—¢)=0o0rona
n—-+0oo

N(f(xn)—4€) >e>0

et donc par passage a la limite
0= lim Np(f(zn,) —0) >e>0.

n——+oo

ce qui est absurde car alors 0 > 0. On en déduit que nécessairement, lim f(z) = £. O
Tr—ra

Proposition 31. Soit (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (ici K = RouC). Soit f : AC E —
Feta e A. Si f admet une limite en a alors cette limite est unique et dans ce cas lim f(z) = f(a).
r—a

Preuve de la Proposition[31] Supposons que lim,_,, f(x) = ¢ € F. Soite > 0, il existe > 0 tel que pour tout
x € B(a,r) N A onait

Np(f(z) —0) <e.

On remarque que comme a € B(a,r) N A, on a en particulier Ng(f(a) — £) < €. Comme ceci est vrai pour tout
€ > 0, on en déduit que Np(f(a) — ¢) = 0 et donc que f(a) = £ puisque N est une norme. O

Définition 24. Soit (F, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (ici K = RouC). Soit f : AC E —
F. On dit que f est continue en a € A si f admet un limite en a. On dit que f est continue sur A, et on note
f€F(A,F),si f estcontinue en tout point de A.

Remarque 36. Grace a la Proposition [31] la Définition 24] est équivalente a dire que f est continue en a € A si et
seulement si lim,_,, f(z) = f(a).

Exemple 43. Soit N : E — R une norme sur E. Alors N est continue sur E. Démontrons-le : soient a € E et
€ > 0.0npose r = ¢ et pour tout x € By(a,e),ona

|IN(z) — N(zg)| < N(z — ) < e.

Exemple 44. Soit f : R? — R? définie pour tout (z1,z2) par f(x1,72) = (22,1 + x1). Montrons que f est
continue en (0, 0). II suffit de montrer que f admet une limite en (0, 0). On sait d’aprés la Proposition [31| que, si
elle existe, cette limite est f(0,0) = (0, 1). Soit € > 0, pour tout (z1,72) € R?, ona

(@1, 22) = (0,D)loc = [[(z2,21)lloc = [(z1, 72)|o0-
On en déduit que pour 7 = ¢, si (x1,22) € B ((0,0),7) alors f(z1,22) € B((0,0),¢) ce qui est précisément
dire que hm(ml,mg)%(o,o) f(x) = f(O, 0).
Une conséquence directe des Propositions [30]et[3T]est la caractérisation séquentielle de la continuité énconcée

dans la proposition ci-dessous.

Proposition 32. Soit (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (ici K = R ou C). Soit f : A C
E — F. f est continue en a € A si et seulement si pour toute suite (Zp,)nen € AN qui converge vers a alors
(f(xn))nen € FN converge vers f(a).
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2.1.2 Opérations sur les fonctions continues

Nous allons maintenant démontrer des résultats que vous connaissez déja tres certainement dans le cas de
fonctions de la variable réelle. Ils sont tres utiles en pratique pour justifier qu’une fonction donnée est continue.

Proposition 33. Soient (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit A C E,
fiA—> Fetg: A— F.Sif etgsontcontinues en a € A alors la fonction f + g est aussi continue en a € A.

Preuve de la Proposition@ Soit ¢ > 0, comme f est continue en a € A, il existe 7; > 0 tel que pour tout
x € B(a,r1)NAona f(x) € B(f(a),5). De méme, comme g est continue en a € A, il existe r, > 0 tel que
pour tout z € B(a,r2),ona f(x) € B(g(a), 5). En posant r = min(r1,r2) > 0, pour tout z € B(a,r), on a
Np(f(x) +g(z) = (f(a) + g(a))) = Np(f(2) = f(a) + 9(x) — g(a)) < Np(f(x) — f(a)) + Nr(g(z) — 9(a))

<£+§*s
2 2

On en déduit que f + g est continue en a. O
Exercice 25 ( 20 min). Soit N € N*, pour j € {1,...,N} on considere f; : A C E — F, N fonctions
N

continues en a € A. Montrer que f = Z fj estcontinueen a € A.
j=1

Proposition 34. Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit A C E,
f:A—> FetA: A— K Sifet)sontcontinues en a € A alors la fonction \f est aussi continue en a € A.

Preuve de la Proposition[34] Soita € Aetxz € A.Ona

(
= F((/\(w) (a))f(w)Jr)\(a)(f(ff)*f(a))
< Np((A(z) = Ma)f(2)) + Ne(Ma)(f () = f(a))
[A(z) = Ma)[NE(f(2)) + M) INF(f(2) = f(a))

Comme f est continue en a, il existe r > 0 tel que pour tout x € AN By (z,7) ona f(z) € By,(f(a),1). En
particulier, pour tout z € AN B(x,r) ona

Ne(f(2)) = Ne(f(2) = f(a) + f(a)) < Ne(f(z) - f(a)) + Nr(f(a)) <14 Np(f(a)).
Donc, pour tout z € AN B(x,r) ona
Ne(A(2) f(z) = Aa) f(a)) < [AM@) = Ma)[ (1 + Ne(f(a))) + [AM(a) [Nk (f(2) = f(a))-
Soit € > 0, comme A est continue en a, il existe 71 > 0 tel que pour tout z € By, (a,71) N Aona

€

2(1+ Np(f(a))

De méme, comme | est continue en a, il existe 7o > 0 tel que pour tout z € By, (a,r2) N A, ona

[A(x) = Aa)] <

€
Nr(f(z) = f(a) < 20+ M a)])
Soit p = min(r,ry,r2) > 0, pour tout x € By, (a, p),on a
Ne(N@)f (@) = Mol (@) < 5=y V@) + 5 @)
=+ g M)l
“2 2+ @)
<fif_g
2 2
ol on a utilisé que pour tout o > 0, on a IJ%Q < 1. On en déduit le résultat. O

Proposition 35. Soient (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit A C E,
fiA—=Fetd: A— K Sifet)sontcontinues en a € A et que A(a) # 0 alors il existe 6 > 0 tel que
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(i) pourtout x € B(a,0) N Aona \(zx) #0,

(ii) application quotient

! f(z)

est bien définie sur B(a,0) N A et est continue en a.

Preuve de la Proposition[57]
Preuve du Point[(i)] : Supposons que A(a) # 0. Comme X est continue en a, il existe & > 0 tel que pour tout

z € By,(a,6) N Aonal|A(z) — A(a)| < £|A(a)|. On en déduit que pour tout 2 € By, (a,5) N Aona

M) = IM@)-M@)+M@)] = [IM@)] ~ IMz) ~ Aa)]| 2 [Aa)|- M) -A@)] > [A(a) -2 = XD

On en déduit le Point[(D)]

Preuve du Point[(i1)]: Par construction, % est bien définie sur B(a,d) N A. Commengons par démontrer que %,
définie sur B(a, d) N A, est continue en a. On se souvient que 1’on peut choisir 6 > 0 de telle sorte a ce que pour
tout z € B(a,6) N A, ona|A(z)| > $|\(a)|. Pour tout 2 € B(a,6) N A, ona

’ L1 | =Ma)| _ [Az) — Aa)|
= = 1

Az)  Aa) AMa)A@)] ~ [Ma)l(5]A(a)])

_ @) =A@l

[Aa)?
Soit e > 0, comme A est continue en a, il existe 7 > 0 tel que pour tout x € By, (a,7) N Aona
by 2
@) = Aa)| < | (;‘” .

En posant p = min(d,7) > 0, pour tout z € By, (a,p) N Aona

1 1 Alx) — A 2 Aa)|?
B I Ey A
A(x)  Ma) [Aa)l [Aa)] 2
On en déduit que % est continue en a. D’apres la Proposition comme f et % sont continues en a, on en déduit
que { est continue en a. O

Proposition 36. Soient (E, Ng), (F,Np) et (G, Ng) trois K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit
ftACE —F,g:BCF — G. Onsuppose que f(A) C B. Si f est continue en a € A et que g est continue
en f(a) € B alors 'application g o f : A — G définie pour x € A par (go f)(x) = g(f(x)) est continue en a.

Preuve de la Proposition[58] Soit ¢ > 0, comme g est continue en f(a) € B, il existe > 0 tel que pour tout
y € Bn.(f(a),r) N Aonag(y) € Bn,(9(f(a),e). Par ailleurs, comme f est continue en a € A, il existe
0 > 0 tel que pour tout x € By, (x,0), ona f(x) € By, (f(a),r). En particulier, pour tout z € By, (z, ),
f(z) € By, (f(a),r)etdonc g(f(x)) € Bng(g(f(a)),e) ce qui termine la démonstration. O

2.1.3 Un exemple de fonctions continues : les fonctions polynomiales

Les fonctions polynomiales, de plusieurs variables, sont les briques de base de beaucoup de fonctions que vous
allez devoir étudier. Il s’agit de les définir correctement. Pour cela, on considére o = (aq,...,aq) € N et on
définit la longueur de o comme

d
L(a) = Zad.

Par exemple la longueur de o = (1,2,0,0,4) € Noest L(a) =1+2+0+0+4="T.

Définition 25. Une fonction polynomiale & d-variables et de degré inférieur ou égal 4 N € N est une fonction de

la forme
R¢ - R

d
P (xl,...,xd) — Z Ca Hx7J



Exemple 45. Dans R2, les applications suivantes sont des fonctions polynomiales (2 deux variables). Elles sont
définies pour (z1,22) € R? par :

Q) Pi(z1,29) = zimo,
(i) Py(z1,72) =1+ x1 + 23,

(iii) Ps(w1,z2) = 3.
Proposition 37. Les fonctions polynomiales sont continues sur R%.
Pour démontrer la Proposition nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 3. Soit ¢ € R. L’application constante f : R — R définie pour tout x € R? par f(z) = c est continue.

Preuve du Lemme[3l Soita € R%, ¢ > 0etr = 1. Pour tout = € B(a,r), on a
|f(@) = fla)| =lc—c|=0<e.
On en déduit que f est continue en a € R? pour tout a € R¢ : f est continue sur R?. O

Preuve de la Proposition La preuve se décompose en quatre étapes. La premiere étape étudie la continuité des
applications coordonnées. La deuxieme étape se consacre a la continuité des compositions de ces applications
coordonnées avec la fonction puissance n-ieéme. La troisieme étape consiste a démontrer par récurrence que les
produits de plusieurs telles fonctions sont continue. Enfin, la derniére étape consiste a remarquer que toute fonction
polynomiale est une somme de tels produits.

Etape1 :Pourj e {1,...,d}, on considere 7; : RY — R définie pour x = (z1,...,24) € R? par
ﬂ'j(xl,...,a:d):xj.

Cette application est dite application coordonnée car a chaque vecteur de R? elle associe sa j-éme coordonnée. 11
se trouve que 7; est continue sur R<. En effet, soit a = (a1,...,aq) € R4, pour tout = € R% ona

i (2) — mj(a)| = |z — a4.
Soit ¢ > 0, on pose r = ¢ et on remarque que si z € By (a,7), ona
[mj(2) —mj(a)| = |z; —aj| < |l —alle <r=ec.

On en déduit que 7, est continue en a € R? pour tout a € R? : 7; est continue sur R%.

Etape 2 : Maintenant, pour tout n € N, on remarque que les applications 77’ : R? — R définies pour
(w1,72,...,24) € R? par 7 (x) = x} sont continues. Pour cela, on considere ’application p, : R — R dé-
finie pour ¢t € R par p,,(t) = t". D’apres le cours de L1 et L2 sur les fonctions d’une variable réelle, on sait que
Pn est continue sur R en tant que fonction polynomiale. On remarque que 7' = p;, o ;. 7; est continue sur R% 3
valeurs dans R et p,, étant continue sur R, on en déduit que 77" est continue sur R? par composition de fonctions

continues (Proposition [58).

Etape 3 :Soita = (ai,...,aq) € N Nous démontrons maintenant par récurrence finie sur k € {1,....,d},
les fonctions de la forme H?Zl ﬂ?j sont continues sur R?

Initialisation : Pour £k = 1,0n a H§:1 TF?j = 7. D’aprés I’étape 2, cette application est continue sur RY.
N £ . . k a; . d

Hypothése de récurrence : Soit k € {1,...,d — 1}, on suppose que [[;_, 7;” est continue sur R<.
Hérédité : On pose g = H§=1 w?j et on remarque que

k+1

Qg (03
[[77 =g xmii
j=1

g est continue sur R¢ d’apres I’hypothése de récurrence et Tr,’:f{l est continue sur R? d’apres I’étape 2. On en

déduit que [T 77 est continue sur R? en tant que produit d’applications continues sur R?.

i=1
d ;i .
79 sont continues sur R¥.

En particulier, on vient de démontrer que les applications de la forme [ =1
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N d
Etape4 : Soit une fonction polynomiale P(z) = Z Ca H 5’ | . Pour v € N tel que L(a) < N,
j=1

on sait que les applications
d
(x1,...,1q) € R = ¢, ija](x)
j=1

sont continues sur R? en tant que produit d’applications continues sur R¢ (voir Proposition . En effet, I’appli-
cation

(x1,...,24) € R? — ¢,
d
est continue sur R? (d’apres le Lemme ) et les applications H ;7 sont continues sur R? d’apres I'étape 3. On
j=1
remarque alors que ’on a
N d
P = Z Co, H 71';1’
a=(ag,.--, ag)end Jj=1

P est donc une somme de fonctions continues sur R? : ¢’est donc une fonction continue sur R? (voir Proposition

B3] et Exercice 23). O

2.1.4 Les applications linéaires

Un cas important d’applications que 1’on peut considérer sont les applications linéaires. Nous les avons déja

rencontrés au §1.1.6]

Proposition 38. Soit (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit u € £ (E, F)
une application linéaire alors on a I’équivalence entre les assertions suivantes.

(i) w est continue sur E.
(ii) Il existe C' > 0 tel que pour tout x € E, on a Np(u(z)) < CNg(z).

Preuve de la Proposition |38

(1) — : u est en particulier continue en 0 et comme wu est linéaire, on a u(0g) = 0 donc pour ¢ = 1, il
existe § > 0 tel que pour tout 2z € By, (0g, ), onau(x) € By, (0p,1).Soitz € E \ {Og}, on considere

b
YT 9 Ng(a)
Ona
5
Ng(y) = 3 < )
donc y € By, (0g,0) et par suite u(y) € By, (0, 1), c’est-a-dire que
6
MNF(U(Z)) = Nr(u(y)) <1
et donc 5
Nr(u(z)) < SNp(z)

Si x = O cette inégalité est automatique vérifiée et on en déduit le point en posant C' = %.
[(D)]=[(1)]: Soitz € Fete > 0. Pourtouty € E ona

Np(u(z) = u(y)) = Nr(u(z — y)) < ONp(z - y).

En particulier, en choisissant § = &, on a pour tout y € By, (y,6) que

Np(u(z) —u(y)) < CNg(x —y) < C%e =c

et donc u est continue en x. O
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Remarque 37. On comprend mieux maintenant la définition de I’espace .Z.(E, F') en (I.13) : il s’agit de I’en-
semble des applications linéaires continues de E vers F'. En particulier, il s’agit bien d’un espace vectoriel puisque
la somme d’applications continues est toujours une application continue et qu’une fonction continue multipliée par
un scalaire est également continue.

Une proposition trés importante est qu’en dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues.

Proposition 39. Soit (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). On suppose que
dim(E) < +o0. Soit u € L (E, F) une application linéaire alors u est continue sur E.

Preuve de la Proposition[39 On suppose que dim(E) = d € N* et on considere (eq, .. ., e4) une base de E. Pour
T = 2?21 zje; € E, on définit I'application Noo () := max;e(1,.. 4y |2;|. On peut démontrer que N est une
norme sur E[H Comme les normes sont équivalents en dimension finie, on sait qu’il existe M/ > 0 tel que pour tout

re Fona

Maintenant, on a

d d d
Ni(u(@) = Ne (3 ayes) = 3 [y |Ne(u(e;) € Noola) | 3 Nre(uley)

=C>0

On en déduit d’apres la Proposition [38]que u est continue sur E. O

2.1.5 Continuité et topologie

Nous avons vu au Chapitre[T] §1.3.2]et §1.3.3] les notions de parties ouvertes et de parties fermées. Nous avons
également étudié en pratique certains ensembles de R? et démontré qu’ils étaient ouverts ou fermés. En fait, il
existe un lien entre ces notions et la notion de continuité.

Proposition 40. Soient (E, Ng) et (F, Np) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit O un ouvert
de Eet f: 0 — F. Alors on a équivalence entre les deux points suivants.

(i) f est continue sur O.

(ii) Pour tout ouvert % C F alors f~Y(%) est un ouvert de E.

Preuve de la Proposition
[(D]=[G1)] : Soit % un ouvert de F. On raisonne par ’absurde et on suppose que f~'(%/) n’est pas ouvert.

Cela veut dire qu’il existe € f~1(%) tel que pour tout § > 0, By, (x,8) N (f_l(%))C # (. Comme O est

ouvert, il existe > 0 tel que By, (x,r) C & En particulier, pour n € N, en choisissant § = sFpona
By, (a,—2 N(f %) #0, Bngla —* ) cBy (a,) C O.
E 7n+ 1 I E 7n+ 1 E )

On peut donc choisir z,, € By, (a, WLH) N (f*l(%))c tel que x,, € O. En particulier f(x,) ¢ %, ¢’est-a-dire
f(xy,) € %¢. Lasuite (f(x,))nen est donc une suite d’éléments de % © qui est fermé. Par ailleurs, par construction

«
n+1

Ng(x, —a) <

et donc lirf T, = a € E.Par continuité de fena € 0, la Propositionnous dit que lim,,—, 1 oo f(zn) = f(a).
n—-—+oo

C’est absurde : 7 ¢ étant fermé, toute suite d’éléments de % © qui converge converge dans % €. Hors, (f(25))ne n
est une suite d’éléments de % ¢ qui converge vers f(a) ¢ % cara € f~1(%) donc il existe y € % tel que
fla)=yeu.

[(D)]=[@)]: Soita € & ete > 0. On considere Z = Bn,.(f(a),e). Comme % est une boule ouverte, c’est
un ouvert de F'. Par hypothése, f~1(% ) est un ouvert de E et il contient a car f(a) € % . Par conséquent, il existe
§ > 0tel By, (a,8) C f~Y(%) C O. En particulier, pour tout € By, (a,d),onaz € f~1(%), c’est-a-dire
que f(x) € % etdonc f(z) € By, (f(a),e). On vient bien de démontrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
que pour tout © € By, (a,d) N O, ona f(z) € By, (f(a),e) : f est continue en a € ¢. Comme c’est vrai pour
touta € O, f est continue sur O O

1. Tl suffit d’utiliser les mémes arguments que pour démontrer que £°° (R?) est une norme.
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Exemple 46. Reprenons I'ensemble A = {(z1,72) € R? : 0 < |z; — 1] < 1} de l’Exemple On pose
I’application f : R? — R définie pour (21, x2) € R? par

f(z1,22) = |21 — 1].

On remarque que f = g2 0 g1 ol g1 : R? — R est définie pour (71,22) € R? par g;(x1,72) = 21 — 1 et
g2 : R — R est définie pour ¢ € R par go(t) = |t|. g1 est continue sur R? a valeurs dans R en tant que fonction
polynomiale. De plus g, est continue sur R car la valeur absolue est continue sur R (c’est une norme). On en déduit
que f = go o g; est continue sur R? en tant que composée de fonctions continues. Par ailleurs, on remarque que

A= {(1’1,1’2) € ]Rz 0 < f(.’L‘l,CL'Q) < 1} = f’l(]O, ].D
Or, on sait que |0, 1] est un ouvert de R en tant qu’intervalle ouvert. Ainsi A est un ouvert de R? en tant qu’image

réciproque d’un ouvert par une fonction continue.
Exemple 47. Soit A = {(z1,72) € R? : z94/22 +1 > 0}. On pose I’application f : R? — R définie pour

(71,22) € R? par
(a1, m2) = z24/2% + 1.

On remarque que f = (hog)) X g ot g1 : R2 — Ret gy : R? — R sont définies pour (z1,72) € R?
par g1 (21, 22) = 2?2 + 1, go(w1,22) = zp etou b : Ry — R est définie pour ¢ € R par h(t) = +/t. Pour
J € {1,2}, les applications g; sont continues en tant que fonctions polynomiales a deux variables. De plus, comme
g1(R) C [1,+00[C R, on sait que h o g; est continue sur R? en tant que composée de fonctions continues. Ainsi,
f est continue sur R? en tant que produit de fonctions continues. Par ailleurs, on remarque que

A= 710, +o0]).
et donc, comme 0, +00| est un ouvert de R en tant qu’intervalle ouvert, A est un ouvert de R? en tant qu’image

réciproque d’un ouvert par une application continue.

Exemple 48. On considére 1’ensemble des matrices inversibles de taille d x d définie par GL4(R) := {M €
Maxa(R) : det(M) # 0}. 11 se trouve que cet ensemble est ouvert dans .#;x 4(R). En effet, on considere

Maxd(R) - R

d
PN M= my)inen g = det) = 3 (o) [ o)
ceS, j=1

oll &, est le groupe des permutations de 1’ensemble a d-éléments et €(o) la signature de 0 € &,. f est continue
en tant que fonction polynomiale de d? variables. On remarque alors que

GLa(R) = fH(R\ {0})
et comme R\ {0} est un ouvert de R car c’est le complémentaire du singleton {0} qui est fermé alors GL4(R) est
ouvert en tant qu’image réciproque d’un ouvert par une application continue.
Il se trouve que la Proposition 0] posseéde un analogue pour les ensembles fermés. C’est le propos de la
prochaine proposition.
Proposition 41. Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soit & un fermé
de Eet f : F — F. Alors on a équivalence entre les deux points suivants.

(i) f est continue sur % .
(ii) Pour tout fermé A C F alors f~1(A) est un fermé de E.

La preuve de la Proposition 1] est similaire a celle de la Proposition [40] elle est donc omise.

Remarque 38. La différence dans les Propositions 40| et 1] est que dans le premier cas, la fonction f est définie
sur un ouvert de E et dans le deuxieme cas sur un fermé de E. Tres souvent, on s’intéressera au cas plus simple
E=Rlavec0=FEou.¥ =E.

Exemple 49. Soit ’ensemble A = {(z1,72) € R? : 71 < e®2}. On montre que A est un fermé de R2. Pour ce
faire, on considere I’application
I3 { R? - R

(x1,22) — €2 —u1y
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On remarque que f = h o gs — g1 ot pour j € {1,2} on a posé g; : R? — R avec pour (z1,73) € R
gj(z1,22) = z;. De plus, on a h : R — R qui est la fonction exponentielle. Ainsi, pour tout j € {1,2}, g; est
continue sur R? en tant que fonction polynomiale (de deux variables) et k est continue sur R en tant que fonction
exponentielle. Comme g»(R?) C R, on obtient que / o g est continue sur R? en tant que fonction continue et que
f est continue sur R? en tant que somme de fonctions continues. Par ailleurs, on remarque que

A= f7(0,+ocl)

et [0, +oo[ est un intervalle fermé de R donc est un fermé de R. On en déduit que A est fermé en tant qu’image
réciproque d’un fermé par une application continues.

2.1.6 Prolongement par continuité

Jusqu’a présent, pour E, F' deux K-espaces vectoriels (K = R ou C), nous avons pu définir puis étudier la
limites de fonctions f : A C E — F en des points a € A. Notre objectif est, si on suppose la fonction f continue,
de voir si on peut la prolonger a un sous ensemble de A (voire a A tout entier) en une fonction continue.

Proposition 42. Soient (E, Ng), (F, Nr) deux K-espaces vectoriels normés (K = R ou C). Soient A et B deux
parties de E telles que A C B C A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe une fonction f : B — F continue sur B telle que f\A =f
(ii) fadmet une limite en tout point de B.

Preuve de la Proposition

— [(i)): Soit a € B C A. Par définition de la continuité pour f, on sait que :
Ve > 0,30 > 0,Vz € By, (a,8) N B, f(z) € By, (f(a),e).
En particulier, en restreignant notre choix de x a I’ensemble (B, (a,0) N A) C By, (a,d) N B, on obtient
Ve > 0,36 > 0,Va € B, (a,6) N A, f(z) = f(z) € By, (f(a), ),

ce qui est précisément dire que lim f(x) = f(a) donc f admet une limite en tout point de B.
r—a

=—[(D)]: Supposons que f admette une limite en tout point de B. Pour = € B, on définit

. - flx) si x €A,
f:B—=F, f(x):{;ig;f(x) si zeB

Soita € Bete > 0.

e Sia € A. Comme f est continue sur A, il existe § > 0 tel que pour tout z € A, ||z — al]| < ¢, on ait
| f(z) — f(a)|| < &, ouencore || f(z) — f(a)|| < e, par définition du prolongement .

e Sia € B\ A. Comme f(a) est la limite de [ ena, il existe d > 0 tel que pour tout z € A, ||z — al| < §, on
ait || f(x) — f(a)|| < &, ouencore || f(z) — f(a)|| < &, par définition du prolongement f.

En résumé, dans tous les cas on a obtenu
Vo € A, |z —a| <5 =|f(z) - fla)] <e.

Pour démontrer la continuité de f sur B il faut montrer que cette propriété est encore vraie pour tout x € B et pas
seulement dans A. Il reste donc a étudier la situation dans B\ A.

Soit donc z € B\ A tel que ||z — al| < §/2. Comme f(z) est la limite de f en z, il existe &' > 0 tel que
Yy e A, |ly —z|| <& = ||f(x) — f(y)|| < e. De plus, on peut toujours choisir &’ < §/2 (quitte & remplacer &’
par min(d’, §/2)). .

Ainsi, comme x est dans A, il existe un y € A tel que ||y — z|| < &’ < §/2etdonc tel que || f(z) — f(y)| <e.

Mais alors on a ~ ~ ~
1f(z) = fa)ll < [If (@) = FW) + [ f(y) = fla)],

<e <e

cette derniere inégalité étant due au fait que

ly —all <lly —zll + |z —al <6/2+6/2=0.
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Remarque 39. Une conséquence de 1'unicité de la limite (voir Proposition 29) est que si un tel prolongement
continu existe, il est unique.

Exemple 50. Reprenons 1'Exemple[d2]avec

R2\ {(0,0 R
f.{ \ {( ))}

2z

/2 2
ri+xs

Ici, A = R?\ {(0,0)}. Une question classique est de savoir si f admet un prolongement continu a R?. Cette
question fait sens car A = R2. Pour y répondre, d’aprés la Proposition . 11 faut et il suffit que f admette une
limite en (0, 0). Or, d’apres I’ Exemple on sait que lim 0 f(x1,x2) = 0. En particulier, si on pose

_>
(.%17.’172 —

(z1,22)—(0,

- - 281%2 & (z,29) €A
f:RP =R, f(x):=< Veited (@1, 22)
0 S1 (Z‘l, 332) = (0, 0)
alors f est (I’unique) prolongement continu de f 2 R2.
Exercice 26 €325 min). Soit A = R? \ (R x {0}). On s’intéresse a la fonction
A — R
f : 1+zf+m§

x=(x1,22) +> 2 sin(z2)

(i) Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
(ii) Déterminer 1’adhérence de R? \ (R x {0}) dans R2.
(iii) Montrer que f admet une limite en tout point a = (a1, as) € A et donner cette limite.

(iv) En déduire I’expression d’un prolongement par continuité de f.

2.1.7 Les applications partielles

On s’intéresse maintenant au cas trés spécifique ot £ = R% et F' = RP. Nous allons définir ce que I’on nomme
les applications partielles

Définition 26. Soit f : A C R — RPeta = (ay,...,aq) € A. Pour j € {1,...,d}, on appelle j-eme
application partielle de f au point a, I’application f, ; définie par

t = fai(t) = flai,...,a5-1,t,a41,...aq) € RP.

C’est une fonction d’une seule variable réelle ¢ € R. Elle est bien définie des lors que ¢ € R est tel que
(al, ey aj_l,t, Ajt1y--- ad) € A.

Remarque 40. L’idée est que 1’on peut fixer toutes les variables en un point, sauf une que I’on continue de regarder.
On n’étude alors que la dépendance a une seule variable, représentant une direction fixe de I’espace.

f:{RQ - R

(v1,22) +— 23+ a100+4

Exemple 51. Soit I’application

Les applications partielles de f en a = (1, 1) sont définies pour tout ¢ € R par

far@) = fani() =2 +t+4,  fa2(t) = fan(t) =1+t+4=1t+5.

Exemple 52. Soit I’application

f [ RxRL o R
N\ (w1,m2) = (22, €213 In(2g))

Les applications partielles de f en a = (1, 1) sont définies par

far®) = fana@®) = (,€%,0),  fa2(t) = fa1).2(t) = (1,3, In(t)).

On remarque que f, ; est bien définie pour tout ¢t € R et f, 5 seulement pour ¢ > 0.
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Proposition 43. Soit f : A CR? = RP eta = (ay,...,aq) € A. Si f admet une limite { € RP en a, alors, pour
tout j € {1,...,d} les applications f; , admettent £ comme limite en a;.

Remarque 41. Une conséquence de la Proposition estque si f : A C R? — RP est continue en a =
(a1,...,aq) € Aalors, pour tout j € {1,...,d} les applications f; , sont continues en a;.
Remarque 42. Attention, la réciproque a la Proposition [d3]est fausse. En effet, on peut considérer la fonction

f:{ R\ {(0,0)} —~ R

(1‘1,1‘2) — ;%f;%

et regarder ses applications partielles en (0, 0), définies pour tout ¢ € R* par

tx0 0xt
= m =0, f(o,o),2(t)

f0,00,1(t) T2 e

Les applications partielles sont donc constante a 0 et par conséquent admettent 0 pour limite lorsque ¢ — 0.
Toutefois, f n’admet pas de limite en (0, 0). En effet, si elle admettait { € R comme limite, alors

Ve > 0,30 > 0,V(x1,22) € Bra(Oga,d) \ {0}, |f(z1,22) =4 < ¢
En particulier, en choisissant pour tout (x1,0) € Bra(Oga,d) \ {0} ona f(z1,0) = 0et
] < e.

Comme c’est vrai pour tout € > 0 nécessairement £ = 0. De méme, pour tout (¢,¢) € Bga(Oga,d) \ {0} on a
f(t,t) = 5 et donc
1 |1 o <
2~ 12 :

ce qui est absurde donc f n’admet pas de limite finie en (0, 0).

Remarque 43. En fait, 1a Proposition[d3]s’utilise essentiellement pour dire qu’une fonction f n’admet pas de limite
en un point, en utilisant des applications partielles qui n’ont, par exemple, pas la méme limite.

Preuve de la Proposition3] Soit j € {1,...,d}, montrons que f, ; admet ¢/ € RP comme limite en a;. Soit
€ > 0, comme f est continue en a, il existe § > 0 tel que pour tout z € B __(a,d) N Aona f(x) € By (£, ¢).
En particulier, pour ¢t € R tel que (a1, ...,a;-1,t,a;41,...,aq) € B _(a,6)N A, ona

fayj(t) = f(al, - ,aj_l,t,aj+1, .. .,ad) S BHHoc(a’é) NA.

On a donc démontré que f, ; admettait £ pour limite en a;. O

2.1.8 Méthodologie
En fait, il existe un généralisation de la Proposition[43] que nous ne démontrerons pas.

Proposition 44 (Continuité le long de chemins). Supposons que f : A C R? — RP admette une limite £ € RP en
a € A. Soit v une fonction continue définie sur I, un voisinage de 0 dans R, telle que v : I C R — A, v(0) = q,
~(I'\ {0}) C A. Alors la composée f o~y : I\ {0} — F admet une limite £ en 0.

Remarque 44. L application y est une courbe paramétrée (souvent appelée chemin) dans R et on dit alors que f
admet une limite le long des chemins.

Cette proposition est une généralisation de la Proposition En effet, poura € Aetj € {1,...,d}, sion
choisit comme chemin 1’application

y:I =R () = (@1,...,a5-1,a; +t,aj41,...,04q),

le fait que f o~ admette une limite en 0 est équivalent au fait que f, ; admette une limite en a; (ici / = {t € R :
(al, e @i—1,05 a4, ,ad) € A} U {O}

Notez que la Proposition est souvent utilisée pour démontrer qu’une fonction f n’est pas continue ou
n’admet pas de limite, ou encore pour intuiter la valeur d’une limite si on ne la connait pas a priori.

L’idée est que I’on est plus a I’aise pour manipuler des fonctions de R dans R et qu’il ne faut pas se priver de
s’y ramener si on le peut.
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Les droites passant par le point ou I’on étudie la continuité sont des chemins simples, souvent utilisés en
pratique. Par exemple, étudier la continuité de f selon les droites passant par (0, 0) revient a étudier la continuité
de fonctions de la forme « — f(z,ax) ou x — f(bx,x), ol a et b sont des réels. (En fait il suffit de prendre tout
les a € Ret b = 0 pour avoir toutes les droites, ou bien tous les b € R et a = 0 ce qui revient au méme). On notera
que regarder la continuité des applications partielles revient a regarder la continuité selon des droites particulieres :
les droites horizontales et verticales passant par le point dans le cas d’une fonction définie sur R? (cela correspond
au cas ou I’on prend @ = 0 et b = 0 avec la notation ci-dessus).

1l faut remarquer qu’il existe des fonctions qui sont continues le long de toute droite passant par un point mais
qui ne sont pas continues en ce point.

Exemple 53. Considérons par exemple la fonction

2
TiT2

.2 _ :zz‘f zg si (1?1,332)75(0,0)
FEmR f(xl’”)_{f S (w1,32) = (0,0)

e f est continue le long de toute droite passant par (0,0). En effet, pour tout @ € R* et ¢ € R* non nul

f(t,at) = t4jf;t2 = a5z pour ¢t non nul et f(0,a x 0) = 0, et donc f(t,at) — 0 = f(0,a x 0).
t—0
Si a = 0 (ce qui revient a regarder 1’application partielle selon la premiere coordonnée), on a de maniere

immédiate f(¢,0) =0 Y 0 = f(0,0). De méme pour toutb € Rona f(bt,t) = b411)£itjt2 =’ b2t§+1 pour

t non nul et f(b x 0,0) = 0, et donc f(bt,?) — 0 = f(0,a x 0). (Le cas b = 0, qui est inclus dans le
xT—r

raisonnement ci-dessus revient a regarder I’application partielle selon la seconde coordonnée.) On en déduit

donc que f est continue le long de toute droite passant par (0, 0).

Toutefois, f n’est pas continue en (0, 0). En effet, on peut considérer v : R — R? définie pour ¢ € R par
v(t) = (t,t?). v est continue sur R car chacune de ses composantes est une application polynomiale. Pour
t#0,7(t) # (0,0) eton a

t?xt? 1
) =—" =,
FO0) = s = 5
1
Or, si f était continue en v(0) = (0, 0), on devrait avoir thrr(l) f(x(t)) = f(0,0) =0or onatlin% f(y(@) = 7
— —

En conclusion, f n’est pas continue en (0, 0).

Pour terminer ce paragraph, voici une “méthode” pour un exercice du type : la fonction f : R¢ — R admet-elle
une limite en a ?

Etape 1 :

Etape 2 :

Etape 3 :

On commence par regarder si les applications coordonnées ont des limites. Si ce n’est pas le cas ou si les
limites ne sont pas égales, f n’admet pas de limite. Si elles existent et sont égales on peut éventuellement
regarder le long d’autres chemins (droites, paraboles...).

Si ces limites existent et sont égales (a £), on peut essayer de monter que f admet pour limite ¢ en a. Pour
cela il faut majorer | f(z) — £|.

Si on n’y arrive pas, c’est peut-€tre que la fonction n’admet en fait pas de limite, on peut essayer d’autres
chemins.

Les chemins permettent de montrer que la fonction n’a pas de limite ou de trouver un candidat pour la limite.
En revanche pour montrer qu’il y a bien une limite il faut utiliser la définition.
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2.2 Différentielle, dérivées directionnelles, dérivées partielles

Le but de cette section est d’étendre la notion de dérivée que vous connaissez pour des fonctions f : R — R.
On se place dans le cas simpliﬁé ott & C R? est un ouvert et

f:0cCcR—RP,
Nous commencons par introduire la notion de différentielle.

Définition 27. Soit & C R un ouvert et a € €. On dit que f est différentiable en a € ¢ ’il existe L, €
Z(R%, RP) telle que pour tout h € R% tels que a + h € &, on a lorsque h — 0

fla+h) = f(a) + La(h) + o(||]).
On note souvent D, f = L, et on dit que D, f est la différentielle de f en a.

Remarque 45. On rappelle que si g : & — RP, alors la notation, dite de Landau, g(h) = o(]|k||) signifie que

lg(R)l

|h]]  h—0

En particulier, dans la Définition 27} ce que 1’on veut dire est que

Iflat+h) = fla) = La(W)I|
Hh” h—0ga .

Ici, aucune norme n’est précisée car il s’agit d’'une norme quelconque sur RP et qu’elles sont toutes équivalentes.

Remarque 46. 1l est facile de voir que si f est différentiable en a € & alors f est continue en a. En effet, pour tout
r€Otelquex —a € O,ona

f(@) = f(z+a—a) = f(a) + La(x — a) + o[|x — a])-
Or, on sait d’apres la Proposition qu’il existe C' > 0 tel que pour tout y € R? on a

[ La()Il < Clly
et donc en particulier, on a
1f(2) = f(a)l| < Cllz = al| + of||z — al|)
etdonc lim f(x) = f(a). On en déduit que f est continueen a € 0.
r—a

Exemple 54. Soit I un intervalle ouvert de R et a € I. Soit f : I C R — R, alors les deux points suivants sont
équivalents

(i) f est dérivable en a,

(ii) f est différentiable en a.
De plus, lorsqu’elle existe, la différentielle de f en a est I’application linéaire de R dans R donnée par

R — R
D“f:{h = f'(a)h

—[(i)]: Supposons que f est dérivable en a. Alors, par définition, on a

_flath)=fla)
fi S =)

Ce qui peut se ré-écrire comme

L Ufat ) = f(a) ~ hf'(a)]

h—0 |h| =0

Cela nous dit que pour tout h € Rtelquea+h € T ona

fla+h) = f(a)+hf'(a) + o(h).

2. On pourrait traiter, presque de la méme facon, le cas d’une fonction f : £ — F ou E et F' sont des espaces vectoriels normés.
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Comme 1’application L, : R — R définie pour h € R? par L,(h) = f'(a)h est linéaire de R dans R, on a bien
démontré que f est différentiable en a et que D, f(h) = f'(a)h.

—[@)]: Supposons que f soit différentiable en a. Alors, il existe L, € .2 (R, R) telle que pour tout h € R
telquea+h € lona

fla+h) = f(a)+ La(h) + o(h).
Or, Lo(h) = Ly(h x 1) = hL,(1) car L, € Z(R,R). On en déduit que

fla+h) = f(a) + hLy(1) + o(h).

Par suite, on aboutit a
flath) = Jla) h})l — 1@ )+ o(1).

On obtient

lim £ M) = /(@) h})l et AR

h—0
etdonc L,(1) = f'(a).

Remarque 47. Dans le cas d’une fonction f de I C R a valeurs dans R, comme mentionné dans 1'Exemple [54]on
identifie la différentielle en un point @ € I avec un nombre réel, son nombre dérivé en a. Il faut bien remarquer
qu’il s’agit d’un abus de notation. Par définition I’objet D, f est une application linéaire de .Z(R, R) et f'(a) € R
mais comme les espaces vectoriels .2 (R, R) et R sont isomorphes, on commet parfois cet abus. Pour trouver cet
isomorphisme, il suffit de démontrer

[ ZR,R) — R
‘P'{ L - L(1)

est un isomorphisme.

Exemple 55. On considere la fonction

f:{ ]éi»@)

Soita = (a1, az) € R? et h = (hy,h2) € R%, ona

11

f(a + h) = (a1 + h1)2(a2 + hg) = (a% + 2a1h1 + h%)(ag + hg)
= a%ag + (2a1a2h1 + a%hg) + 2a1h1h2 + agh% + h%hg
= f(a) + Lq(h) + 2a1h1hy + ash? + h2hy

ol on a posé

I R? - R
@ (hl, hg) —> 2a1a2h1 + a%hz

On remarque que L, est une application linéaire et que de plus, on a
2a1hiho + agh% + h%hg‘ < 2|a1||h1| |h2| + a2|h1|2 + |h1|2|h2|
< 2fa|[[Pl1% + laz[lIRll3 + 1]
En particulier, on remarque que

2a1h1h2 + agh% + h%h2|
172/l oo

< (| + a1l + I, — 0
R

et donc que
fla+h) = f(a) + La(h) + o([|hl[0)-

On en déduit que f est différentiable en tout point a = (a1, as) € R? et que pour tout h = (hy, hs) on a
D, f(h) = 2a1ashy + a2hy.
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Exemple 56. On considere la fonction

R2 — R?
I 2

(l‘17$2) — (Txg’xlelé)

Soita = (ay,az) € R%, h = (h1,hy) € R%, ona

(an+h)* af
1+(a2+h2)2 1—|—a%’

fa+ )~ s = (

(a1 + h1)6“2+h2 - ale‘”) .

On remarque que 1’on a

(a1 + h1)? B a? _ a? +2hia; + h? B a?
1+(a2—|—h2)2 1+a% 1+a§+2a2h2+h§ 1+a%

_ 1 (L% + 2hiaq + h% 2
1+a3 \1+2asha(1+a3)"1+h3(1+4+a2)-t

_ 1 a? +2hya; + h? — a? — 2a%asha (14 a3)~! — a2h3(1+a3)~ !
1+ a3 14 2a2he(1+a3)~ '+ h3(1+a3)?!

_ 1 2ha - 2a0a3ha(1 +a3)™ ' + h? — h3a?(1 +a3)~!
1+ a3 1+ 2ashe(1+a3)~' + h3(1+a3)~?!

1 _
- 2@ (h1ay — hoaza(1 + a2) 1)

1 2hia1 — 2asa3ho(1 + a3)™' + h?2 — h2a?(1 +a3)~!
1+ a3 1+ 2asho(1+a3)~' + h3(1+a3)~?!
1 T a% (thLl — hQCLQCL%(l —+ a%)fl)

1 A
T a3 1+ 2axh2(1+a3)~t + h3(1 +ad)~!

— 2hyay — 2hsagad(1 + a%)l)

=2

ol on a posé

A =2hia1 — 2aza3ho(1 4+ a2)™' 4+ k2 — h2a3(1 +a3)~!
— (2h1ay + 2haa}(1 4+ a3) (1 + 2a0he(1 4+ a3) " + A3 (1 +a3) ™))
= hi — h3ai(1+a3) ™" — (2hiar + 2haai(1+a3) ") (202h2(1 + a3) ™ + h3(1 +a3) ™)
= h3 4 (4aas(1+a3) ™% —a?(1 4 a2) " Nh3 + 4araz(1 + a3) thihe 4+ 2a1(1 + a3) " hih3 + daza® (1 + a3) " 2h3.

On en déduit qu’il existe C7 > 0 tel que
Al < Cil|hl3.

De plus, on a

114 2a9ho(1 +a3) ™' + h3(1 4+ a2) 71 > 1 — 2|az|(1 + a2) " ha| — (1 + a2) " he|?
> 1 —2az|(1+a3) Ao — (1+ a3) [|All

Soit § > 0, si h € By (Og2,d) ona
|1+ 2a2ha(1+a2) "+ h3(1+a2) ™ > 1 —2lag|(1 +a3) 16 — (14 a3)~1o%.

On choisit alors § suffisamment petit pour que le membre de droite soit strictement positif et on aboutit & 1’existence
d’une constante C2 > 0 telle que

1
< (Cs.
|1+ 2a2ho(1+ )"+ A3(1+af) 1] = 2

Par conséquent, si on pose

1 A
R a3 1+ 2ash2(1+a2)~' +h3(1+a2)!
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il existe K > 0 tel que pour tout h € By (Orz, §) on ait
1] < K[lR]1%
On a également
(a1 + h1)e®h2 — 1692 = (a) + h1)e™ — a1e?? + (a1 + hy)(e®Th2 — ¢2)
= h1e® + (a1 + hl)ea"‘(eh2 -1)
= h1e®? (a1 + h1)€a2 (hg + (€h2 —1- hg))

=e"hy + (a1 + hl)e“"’hg + (a1 + h1)€a2 (€h2 —1- hg)
=e"hy +ar1e®hy + €*?hihy + (a1 + h1)€a2 (€h2 —1- hg)

+
+

Comme la fonction exponentielle est dérivable sur R d’apres la formule de Taylor-Lagrange, il existe ¢ €]0, ha| tel
que

eh :1+h2+%h§
En particulier, comme la fonction exponentielle est croissante sur R, on a
1 1
leh2 —1 — hy| < Ze2h3 < Zelltlle=||n2
=9 2 = 2 00"
Pour 0 > 0,si h € By (Og2,0) ona
h L 52
e — 1= ol < 52
Ainsi, pour i € B _(Or2,6), ona
1
€% hihy + (a1 + ha)e® (" — 1 — hy)| < e®|[h||2, + (Jas| + IIhlloo)565||h||<2>o
En particulier, on a

€2 e (- hes2(eh — 1= o)

-0
h—(0,0) 1]l 0o

et on en déduit que
ro 1= eazhth + ((11 + h1)6a2(€h2 -1- hQ) = O(HhHOO)

Ainsi, on a

1
f(CL + h) = f(CL) + <2H—CI,2 (h1a1 — hQGQCL%(l + a%)fl) ,6a2h1 + a1€a2h2> + (7’1,7’2).
2

Soit

R? - R?
L, : o o asa? u
@ (hl,hg) — (2@,6 2) hl + (—2@,@16 2) hg

On remarque que L, € .Z(R? R?) et que
(r1,7m2) = o(||h[|o0)-

On en déduit que f est différentiable en tout point a € R? et que D, f = L.

Exemple 57. Soit u : R? — RP une application linéaire. Alors u est différentiable en tout point a € RY de
différentielle D,u = u. En effet, soita € R et h € R%, on a

u(a+ h) =u(a) + u(h).
On remarque que 0 = o(h) et donc que
u(a+ h) = u(a) + u(h) + o(h).
Ainsi, u étant linéaire, on en déduit que D,u(h) = u(h) qui est ce qu’il fallait démontrer.
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Exemple 58. Soit M € .#y(R) et f : R — R définie pour z € R? par
f(z) = (M=, z)
ot (-, -) est le produit scalaire Euclidien usuel sur R?. Fixons a € R?, pour tout h € R%, on a

fla+h)=(M(a+h),a+h) ={(Ma,a) + (Mh,a) + (Ma,h) + (Mh, h)
= f(a) + (h, M"a) + (h, Ma) + (Mh, h)
= f(a) + (h, (M + M)a) + (Mh,h).

On définit L, : RY — R pour h € R? par L,(h) = (h,(M T 4+ M)a). On vérifie aisément que h € .Z(R%,R) et
on aimerait alors poser D, f = L. Pour s’assurer que f est différentiable en a € R?, il convient tout de méme de
montrer que
h) — — Ly(h
flath) —f@) = La®)]
Hh” h—0gd

Ici, on en prenant comme norme la norme 2, I’'inégalité de Cauchy-Schwartz nous livre :
[f(a+h) = f(a) = La(h)| = [(Mh, 1)| < R MA] < [ M]][]|]].

En particulier, on a
|f(a+h) — f(a) — La(h)]
Al

< [[[M]l[{|2] o,
et donc

fla+h) = f(a) + La(h) + o([|A]]).
On en déduit que pour tout h € R%, ona D, f(h) = (h, (M + M)a).

2.2.1 Les dérivées directionnelles et les dérivées partielles

On a vu dans I’Exemple 56| qu’il pouvait étre difficile de calculer explicitement une différentielle. Nous allons
développer une méthode pour que cela soit plus aisé.

Définition 28. Soit & C R% unouvertet f : & C R* — RP. Soita € & et v € R, Comme & est ouvert, il
existe 6 > 0 tel que pour tout ¢ €] — §,4[ on a a + tv € € et on peut définir

[ ]-60 — Rr
9'{t = fla+tv) "

Si g est dérivable en 0, de dérivée ¢’(0) € RP, on dit que f admet une dérivée directionnelle dans la direction
v € R?% en a et on note

(0uf)(a) = g'(0).

Exemple 59. Soit
R? - R
[ 2
(z1,22) — 2+ a2
On va montrer que f admet une dérivée directionnelle dans la direction (1,1) en (1, 2). Pour toutt € R, on a

fA+t2+8) =1 +t)2+2+t=1+2t+t>+2+t=3+3t+ 1> = f(1,2) + 3t + .

En particulier, pour ¢t # 0, on a

fA+t2+8)-f02) 5,

t t—0

On en déduit que f admet une dérivée directionnelle dans la direction (1, 1) en (1, 2) et que
(0fa,1))(1,2) =2.
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Exemple 60. Soit
I3 { R? - R

(z1,m2) > w1 cos(wa) + 2™

Soit € [0, 27|, on pose v = (cos(6),sin(f)) et on souhaite voir si f admet une dérivée directionnelle dans la
direction v en (0,0). Pour t € R, on a

f(tcos(0),tsin(h)) = tcos(0) cos(tsin(0)) + ¢ sin(h)e’ 5.
Comme f(0,0) =0, 0na

1 (¢ cos(6), ¢sin()) = cos(f) cos(t sin(0)) + sin(#)e* <@ — cos() + sin(f).

t t—0

On en déduit que f admet une dérivée directionnelle dans la direction v en (0, 0) et que
(0v£)(0,0) = cos(f) + sin().

Un cas trés particulier de choix de direction est le choix v = e; ot pour j € {1,...,d}, le vecteur e; est le
j-eme vecteur de la base canonique de R,

Définition 29. Soit & C R? un ouvertet f : & C R? — RP. Soita € O et j € {1,...,d}. Si f admet une
dérivée directionnelle en a dans la direction e; on note

(0;f)(a) = (9, f)(a)-

On dit alors que (9; f)(a) est la dérivée partielle de f en a par rapport 4 la variable x;.

Remarque 48. Selon les autrices ou les auteurs, pour j € {1,...,d}, il arrive de noter les dérivées partielles de la
facon suivante
of
(9;f)(a) = ach(a)-
Remarque 49. Fixons a = (aq,...,aq) € O et considérons I’application g introduite dans la Définition dans

lecasov =e; (pourj € {1,...,d}). Pourt €] —4,d[,ona

gj(t) = f(as,. .. yaj—1,a5 +t,a541,.. S, aq)-
On remarque alors que g;(t) = fa j(a; + t) et donc que g; n’est, a translation pres, rien d’autre que I’application
partielle en a de f.

En pratique, si on souhaite calculer une dérivées partielles dans la direction j (j € {1,...,d}), il suffit de
justifier que la fonction est dérivable de la variable réelles x;, les autres variables z,, (pour p € {1,...,d}\ {j})
étant considérée comme fixées.

Exemple 61. Soit
Iy R3 — R?
(1,22,23) — (21 cos(waz3), v3In(1l + 22 + 23))

On va montrer que f admet une dérivée partielle par rapport & x1. Soient (2, 23) € R? fixés. On pose

(R - R (R - R
T 2 x1 cos(xoxz) P50 2 e r3In(l + 22 + 23)

et on remarque que pour tout 1 € R, on a

f(z1,m2,23) = (g91(21), g2(1)).

g1 est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et go est la composition In, dérivable sur R* , avec la
fonction polynomiale 21 — 1+ z7 4+ x5 qui est dérivable sur R et a valeurs dans [1, +o0o[C R*.. On en déduit que
g2 est dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables. Par conséquent, on a

21’1$3
! _ ! —
91(21) = cos(wazs),  ga(21) = 5 o+l

et donc on sait que f admet une dérivée partielle par rapport a x; et pour tout (1,72, z3) € R3, ona

(01 ) @1, w2,25) = (91 (21), 5 @1)) = ((x) 1ff3+) .
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Le résultat suivant est un résultat théorique qui permet de relier la notion de différentielle a la notion de dérivées
directionnelles et donc de dérivées partielles.

Proposition 45. Soit 0 C R® un ouvertet f : 0 C R? — RP. Supposons que f est différentiable en a € O alors,
pour tout vecteur v € R?, f admet une dérivée directionnelle en a selon v et on a

(0uf)(a) = Daf(v).

Preuve de la Proposition Soitv € RY, pour ¢t € R suffisamment petit a+tv € & et comme f est différentiable
en a, en appliquant la définition de la différentielle avec i = tv, on obtient

Fla+tv) = f(a) + (Duf) (o) + of||t0])) = £(a) + (D f)(v) + o(|t]).

en particulier, pour ¢t # 0, on a
fla+tv) — f(a
Hax ) =1 _ (D, )(w) + o)
et donc en passant a la limite lorsque ¢ — 0, on obtient que f admet une dérivée directionnelle dans la direction v
et que
(0vf)(a) = (Daf)(v).
O

Une conséquence importante de la Proposition 5] est que si f est différentiable en a € ¢ alors f admet des
dérivées partielles selon chacune de ses variables z; (j € {1,...,d}). Pour le voir, il suffit de choisir v = e; o
pour j € {1,...,d}, e; est le j-eme vecteur de la base canonique de R?. Toutefois, la réciproque est fausse : ce
n’est pas parce que 1’on admet des dérivées partielles selon toutes les variables en un point que f est différentiable
en ce point. C’est le but de I’Exemple ci-dessous.

Exemple 62. On considere la fonction f : R? — R définie pour z = (1, 22) € R? par

_ é‘ﬂ;g st (z1,22) # (0,0),
flzy,m0) = { ; T e

On remarque que f n’est pas différentiable en (0, 0). En effet, on va démontrer que f n’est pas continue en (0, 0)
et donc ne peut pas y étre différentiable (voir la Remarque #6). Pour cela on considere le chemin

[ R — R?
R A

~y est continu sur R car ses composantes sont des fonctions polynomiales donc continues sur R et y(0) = (0, 0).
Par ailleurs, pour tout ¢ # 0, on a
t2 1
t)= —— = —.
(FoN®) = 577 = 5

1
En particulier, thné(f oy)(t) = 3 # 0 et donc f n’est pas continue en (0, 0).
—
Toutefois, f admet des dérivées partielles par rapport a chacune de ses variables en (0, 0). En effet, pour ¢ # 0,
ona

= =0—0
t t t—0

et donc f admet une dérivée partielle selon x; en (0,0) et (01 f)(0,0) = 0. De méme, pour ¢ # 0, on a

f0.t) = f(0,0) _0-0 _
£ t t—0

et donc f admet une dérivée partielle selon x5 en (0,0) et (02 f)(0,0) = 0.
f n’est pas différentiable en (0, 0) mais elle y admet bien des dérivées partielles.

Proposition 46. Soit & C R un ouvertet f : ¢ C R? — RP. Supposons que f est différentiable en a € O, alors
pourtouth = (hy,..., hq) €ER% ona

d

(Daf)(h) = hy (1) (a)

Jj=1
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d
Preuve de la Proposition[#6] On écrit h = Z hjej ol (e1,...,eq) est la base canonique de R%. On a
Jj=1

d
(Do f)(R) = (Dqof) Zhej = hi(Daf)(e))

J

)
-

d
= _hi(9,)(a)
j=1
d
=Y h;(9;)(a)
j=1
om on a utilisé la Proposition pour simplifier (D, f)(e;) puis la définition de la dérivée partielle. O

Remarque 50. D’autres autrices ou auteurs écriront la Proposition 6] sous la forme suivante :

D.f = Zax a)dz; 2.1)

ce qui nécessite quelques explications. Premierement, la notation %(a) correspond a (0, f)(a). Deuxiémement,
3
il s’agit d’une égalité entre applications linéaires, et non entre vecteurs, comme dans 1’énoncé de la Proposition

@ I1 faut comprendre la notation dx; comme une forme linéairelﬂ définie pour j € {1,...,d} par les applications
coordonnées :
R? - R
dx -
(Jf 1 , L d) = 7

On a donc, pour tout b = (hy, ..., hg) € R?:

d d 8f
(D)) = S @@y =3 S a,
j=1 j=1 "7
d
=3 )z (1

Comme c’est vrai pour tout i € R%, on obtient I’égalité entre applications linéaires énoncée en (2.1).

Exemple 63. Reprenons le fastidieux Exemple [56| pour lequel nous avions démontré que pour z = (z1, z2),h =
(hl, hg) S R2, on a

22, Tox3 N
Dl N0 = (1o e ) ot (220 e )

En fait, si on fixe 2 € R, on pose

R — R R — R
flz{ ﬂf% ) f2:{

T2
xr1 1142 r1 +— x1€

on a pour tout 1 € R, f(z1,22) = (fi(x1), f2(x1)) et f1 et fo sont dérivables sur R en tant que fonctions
polynomiales. Par ailleurs, pour 1 € R, on a

21‘1

1+ 22 folz1) = ™.

filz1) =

On en déduit que f admet une dérivée partielle par rapport a x; et que

(01 f)(x1,22) = <1ixlm§,612) .

3. Pour rappel, une forme linéaire sur R? est une application linéaire & valeurs dans R.
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Maintenant, on fixe z; € R, on pose

{R - R R — R
g1 Ef ) g2 : T
x — x —  x1et?
2 Tta2 2 1

on a pour tout 5 € R, f(z1,22) = (g1(x2), g2(x2)). g1 est dérivable sur R en tant que fraction rationnelle dont le
dénominateur ne s’annule pas et go est dérivable sur R car la fonction exponentielle I’est. Par ailleurs, pour xo € R,
on a

1T
91(w2) = —2 — f3(x1) = z1e™.

1+ 23)%’
On en déduit que f admet une dérivée partielle par rapport a x2 et que

(0af) (1, 2) = (—2(19;”’)@«) |

On retrouve donc bien, pour h = (hy, hy) € R2, que

(Daf)(h) = (01 f)(x1,22)h1 + (02 f) (21, T2) h2.

2.2.2 Les fonctions de classe %'

Nous avons vu qu’un outil agréable pour calculer une différentielle était la notion de dérivées partielles. En
effet, la Proposition 46| nous dit que si f est différentiable, il suffit de calculer ses dérivées partielles pour avoir une
expression de la différentielle.

En pratique, il peut étre délicat voire fastidieux de démontrer qu’une fonction est différentiable. Nous allons
introduire une notion plus forte, celle de fonction de classe €1,

Définition 30. Soit & C R? un ouvertet f : & C RY — RP. On dit que f est de classe sur & et on note €1 (&) si
f est différentiable en tout point a € & et de plus ’application

0 — Z(RYRP)
z — D,f

est continue.

Remarque 51. La continuité est donc 4 comprendre 2 ’aide de normes sur R? et sur I’espace vectoriel des ap-
plications linéaires de R? dans R”. En pratique, pour montrer une telle continuité en a € ¢, il faut démontrer
que

Ve > 0,30 > 0,Vx € Bra(a,0) N O, D, f € B,‘K(R,R)(Daf: g).

Autrement dit, il faut naturellement considérer une boule centrée en D, f € .Z(R?, RP) et de rayon ¢. Pour cela,
on utilise trés souvent une norme triple comme introduite au ~ L’assertion D, f € B 3(R7R)(Da f,€) peut
donc se ré-écrire comme 3C > 0 telle que pour tout y € R%, on a

[(Daf)(y) = (D2 f)(W)llre <ellyl

Rd-

Le résultat qui va nous aider en pratique est le suivant : il relie, sous certaines hypotheses, 1’existence des
dérivées partielles a la notion de classe €.

Proposition 47. Soit © C R% un ouvert et f : ¢ C R? — RP. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f €€ (0).

(ii) f admet des dérivées partielles dans toutes les directions sur O et ces dérivées partielles sont continues.

Remarque 52. Tres souvent, en pratique, il suffit donc d’étudier I’existence de dérivées partielles et de justifier leur
continuité sur & pour établir que f est de classe €' (et donc en particulier différentiable).

Exemple 64. Reprenons le fastidieux Exemple Nous allons montrer que f est de classe €' (R?), et donc en
particulier différentiable, en utilisant les outils précédemment vus dans I"Exemple [63] On rappelle que

{R2 - R?
f:

2
x
(z1,22) = (mlﬁxgﬂlexz)
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On a vu dans I’'Exemple [63|que f admettait des dérivées partielles dans chaque variable

(OLf) (21, 22) = ( e) L (Bof) (@1, 22) = (—2(”“9”2)2,x16w2> .

2
14+ 27
On considere les applications

R? - R R2 — R R? - R
gi: — 2z, y 92 ze o 93: —  —Q2_TiT2 s
R2

2331
1+a3’

(w1, 22) T+a2 (x1,22) +— e (w1, 22) Ttal?
) - R
g4 - (x1,22) +— x1€™2

g1 et g3 sont continues sur R? en tant que fraction rationnelles dont le dénominateur ne s’annule pas sur R?. On
remarque que go = h o m; ou 7y est ’application deuxieéme coordonée continue sur R et a valeurs dans R et
h : R — R est la fonction exponentielle continue sur R. Par conséquent, g, est continue sur R? en tant que
composée d’applications continues. On remarque que g4 = 7 X g ou 7 est I’application premiere coordonée
(donc continue sur R?). On en déduit que g4 est continue sur R? en tant que produit d’applications continues.
D’apres la Proposition f est de classe €1 (R?) et est donc en particulier différentiable. Maintenant, en utilisant
la Proposition on peut obtenir I’expression de la différentielle de f en tout point a € R?!

Preuve de la Proposition

= [(ii)]: Supposons que f € €*(&). Comme f est en particulier différentiable, les dérivées partielles selon
toutes les variables existent. Il faut alors montrer que ces dérivées partielles sont continues sur &. Soita € 0, & > 0
etj e {l,...,d}. Comme (x — D, f) est continue en a € &, il existe § > 0 tel que pour tout x € Bga(a,d) N O
ettouty € R4 ona

[(Daf)(y) = (Daf)(W)llrr < ellyllra-
En particulier, en choisissant y = e; (ol ¢; est le j-€me vecteur de la base canonique de R%), on obtient
[(Daf)(e;) — (Daf)(€;)llrr < ellyllra-
Or, on sait d’apres la Proposition 45| que
(Daf)(ej) = (9;f)(a), (Daf)(e;) = (0;f)().
En particulier, pour tout x € Bga(a,d) N &, on a
10;./)(a) = (0;f)(x)|ler <&

et donc les dérivées partielles sont continues en a pour tout a € 0.

d
[(D] =[(@)]: Soit h = Z hje; € R, on remarque que
j=1
d d—1 d d
fla+h)=fla)=fla+h)—fla+d hje; |+ | D _fla+d hjes | —fla+ D hje;
j=2 p=2 j=p j=p+1

+ fla+ hgeq) — f(a).

En particulier, comme les dérivées partielles existent et sont continues en a, on a :

d h1
flath) = fla+) hje;) = /0 (Gu)a+ ter + (h = haer) )t
j=2

— /1 (0u1) @+ thies + (b — hoey) ) dr.

0

De la méme fagon, pour k € {2,...,d — 1} on remarque que
d d h d
fla+ Zhjej) — fla+ Z hjej) =/ ((8k.f) (a + ter + Z hj@j))dt
=k j=k+1 0 j=k+1

hk/ol ((akf)(a+thkek.+ i hj@j))dt

j=k+1
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et finalement
ha
fla+ hgeq) — f(a) :/0 E(adf)(a + ted)dt
= hq /0 ((ad fla+ thded))dt.
Maintenant, on considére le reste :
R(h) := f(a+h) = f(a) = Y h;(9;f)(a)
et on obtient

Szd: hk\/ H Ok f)(a+ threy + Z hje;) — (Okf)(a )Hdet
k=1

j=k+1
h @ th hes) = @Oe)a)|| dt
< max (] Z/ ot thert 3" hyey) - 01)(@) N
j=k+1
Soite > 0etk € {1,...,d}. Comme les dérivées partielles sont continues, il existe 7y > 0 tel que si on choisit
t € (0,1) tel que ||threr + E;’l:kJrl hjej||ga < ny alors on a
d
|@u @+ thier+ 3 hiey) = @) <e.
j=k+1
Posons 7 = mingeqy,... 4 (M%), on obtient
R(h) < d||h]|oce.

En particulier, R(h) = o(]|h||) et on obtient que f est différentiable en a avec

d
Do f(h) = Zhj(ajf)(a)-

Il reste a démontrer que (z — D, f) est continue sur €. Soit a € €, ¢ > 0. Comme les dérivées partielles sont
continues, pour tout j € {1,...,d}, il existe §; > 0 tel que pour tout € Bga(a,d;) N & ona

19 £)(a) = (9;f)(x)|lga < ™"

On pose 0 = minjeqq,... ay(6;) et pour tout b = (ha, ..., hq) € R% etz € Bga(a,5) N O ona

d d
1(Daf)(h)=(Dzf)(h)|lrr = | Zhj((ajf)(a)—(ajf)(x))HRP < |Bllse Y 103 (@) =05 ) (@)llrr < dllh]locd ™"

j=1
On en déduit que pour tout € Bra(a,d) N & ona

1Daf — Dafll < e
et donc x — D, f est continue sur & : D, f est de classe €1 (0). O

Remarque 53. En particulier, si f est de classe €*(©), f est différentiable et donc, pour a € & et h € R? tel que
a+h€O,ona

fla+h)= Zh 9;1)(a) | + o(||h||ga)-

On obtient donc automatiquement un développement limité de f en a.
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Exemple 65. Considérons I’application

R3 - R?
f! 1n(1+m§) )

3 mz—l-:c
(@1, 22,75) = (96361 * Tra? o343

On va montrer que f est de classe ¢! (R?). Pour cela, on regarde les applications partielles. On fixe (29, 73) € R?
et on définit

R — R2 3 224 In(1+ 2%)
. — xT+as — )
UR { rr = (fii(x), fa(z1)) Fia(ea) = wse o (@) 1+22 + 23+ 23

On remarque que fi1 = x% expoP ol P(xy) := :z:% + x4 est une fonction polynomiale et donc dérivable sur
R (a valeurs dans R). On en déduit que f; ; est dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables et

multipliée par une constante. fo ; est une fraction rationnelle donc le dénominateur ne s’annule pas sur R : f5 ; est
dérivable sur R. On en déduit que f admet une dérivée partielle selon x; et pour tout (21, z2,23) on a

z1 In(1 + 23)
(1+af+a3+a23)?)

(01 f)(z) = (23&‘15(}3633%4'_%2, -2

On fixe (71, 23) € R? et on définit

R — R? 5 22 In(1 + 23)
: , To) = xzet1TT2 To) := .
f2 { vy = (foa(z2), f2,2(2)) faa(w2) K fap(@2) 1+ 2f + 23 + 23

On remarque que f> 1 = 3 exp oP ol la fonction polynomiale P est définie pour x5 € R par P(z2) = 2% + a.
P est une fonction polynomiale donc dérivable sur R (a valeurs dans R) et donc expoP est dérivable sur R
par composition de fonctions dérivables (la fonction exponentielle étant dérivable sur R). La multiplication par
la constante x3 étant une opération continue, on en déduit que f5; est dérivable sur R. f5 5 est une fraction
rationnelle donc le dénominateur ne s’annule pas sur R : f; o est dérivable sur R. On en déduit que f admet une
dérivée partielle selon x5 et pour tout (x1, 2, z3) on a

5 2
(82f)(l‘1,332,l‘3) — <x§€xl+m27_ xTo 111(1 +I3) ) )

(1+ 27 + 23 + 23)?

On fixe (71, z2) € R? et on définit

R — R? 3 al+a In(1 + 3)
: , T3) 1= x5 "2, r3) = .
fs { 3 = (f3.1(x3), f32(x3)) faa(ws) s faa(wa) 1+ 2] + 23 + 23
On remarque que f3 1 est une fonction polynomiale donc dérivable sur R. De plus, on remarque que f3 o = %

o, pour x3 € R, on aposé P(z3) = 1 + 2% et Q(z3) = 1 + 27 + 23 + 22. P et Q sont dérivables sur R en tant
que fonctions polynomiales. De plus, on a P(R), Q(R) C [1, 4+o0[ donc en particulier In o P est dérivable sur R
par composition de fonctions dérivables (In est dérivable sur R* ) et () ne s’annulant pas sur R, on en déduit que
f3,2 est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. Ainsi,
f admet une dérivée partielle selon x3 et pour tout (21, xa,23) € R3, ona

2 1 In(1 + 23)
3 ) = ((3g2e5% e o 73 - 5
(0af)(w1, 22, 72) <x36 1talta+ad \1+a3 1427 +a3+23

Il convient maintenant de montrer que, pour j € {1,2, 3}, les applications (9; f) sont continues sur R3.
Commencons par étudier 0 f. On remarque que

O1f = (P1 x expoPs, @ X InoPs)
ot pour (71, T2, 23) € R3, on a posé

2$1

Pi(z1, 19, x3) := 22123,  Po(xq,x9,23) := 22+ Py(z1, 19, x3) := 1422 T1,To,T3) = — .
1( 1,42, 3) 143, 2( 1,42, 3) 1 29 3( 142, 3) 3 Q( 142 3) 1+l‘%+$g+$§

Py, P, et P3 sont continus sur R? en tant que fonctions polynomiales (de plusieurs variables). () est une frac-
tion rationnelle (de plusieurs variables) dont le dénominateur ne s’annule pas : ) est bien continue. Par ailleurs,
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P>(R?) C R et exp est continue sur R, on en déduit que exp o P, est continue sur R? par composition de fonctions
continues et par suite que P; x exp o P, est continue sur R? en tant que produit de fonctions continues. Par ailleurs,
P;(IR*) C [1,4o00[ et In est continue sur R¥ donc In o P; est continue sur R? en tant que composée de fonctions
continues et par suite ) x InoP; est continue sur R3 en tant que produit de fonctions continues sur R3. On en
déduit que 9 f est continue sur R3,

Continuons par I’étude de 02 f. On remarque que

Oaf = (P1 x expoPs, @ x InoP3)
ot pour (71, T2, z3) € R3, on a posé

2%2
1+a2?+ 23 +a23

Pi(z1,29,23) := a3, Pa(w1,72,23) := 23 +x0, P3(21,72,73) := 1423, Q(w1,72,73) :=

Py, P, et P3 sont continus sur R en tant que fonctions polynomiales (de plusieurs variables). @ est une frac-
tion rationnelle (de plusieurs variables) dont le dénominateur ne s’annule pas : ) est bien continue. Par ailleurs,
P5(R3) C R et exp est continue sur R, on en déduit que exp o P est continue sur R? par composition de fonctions
continues et par suite que P; x exp o P, est continue sur R? en tant que produit de fonctions continues. Par ailleurs,
P;3(R?) C [1,400] et In est continue sur R* donc In oP; est continue sur R? en tant que composée de fonctions
continues et par suite (Q x InoP; est continue sur R? en tant que produit de fonctions continues sur R?. On en
déduit que 95 f est continue sur R3.
Enfin, concentrons nous sur J3 f. On a

93f = (P1 x expoP,, Q1 — Q2 X InoP)

ou pour (21,2, 23) € R3, on a posé

Pi(x1,x9,x3) 1= 3:0?,), Py(x1,x9,x3) := x% + xo, Ps(x1,20,23) :=1 +o:§,
2%‘3
1+ a3 + a3 + 23)>

21‘3
L+ o] + a3 +a3)(1 +23)

Q1(w1, 72, 73) = ( Q2(71, 72, 73) = (
Py, P, et P; sont continus sur R? en tant que fonctions polynomiales (de plusieurs variables). Q;, Q- sont des
fractions rationnelles (de plusieurs variables) dont le dénominateur ne s’annule pas : Q; et (2 sont continues
sur R3. Par ailleurs, P,(R3) C R et exp est continue sur R, on en déduit que exp oP» est continue sur R?® par
composition de fonctions continues et par suite que P; x expoP, est continue sur R? en tant que produit de
fonctions continues. Par ailleurs, P3(R?) C [1,+oo et In est continue sur R*. donc InoP; est continue sur R?
en tant que composée de fonctions continues et par suite —(@Qz x InoP; est continue sur R? en tant que produit
de fonctions continues sur R3. De plus, Q1 — Q2 X InoP; est continue sur R? en tant que somme de fonctions
continues. On en déduit que Js f est continue sur R3.

Nous venons bien de démontrer que les dérivées partielles de f existent dans toutes les directions et sont
continues sur R? : f € €*(R?). Une conséquence directe est que f est différentiable en tout point (z1, T2, z3) €
R3 et que pour tout A = (hy, ha, h3) ona

(D2 0,05)f)(R) = h1(O1f) + h2(02f) + h3(03f).

2.2.3 Opération sur les fonctions de classe %'

Nous allons maintenant énoncer des propriétés de régularités des sommes de fonctions de classe %!, de pro-
duits, de quotient et de composition.

Attention : on pourrait remplacer I’hypothése ¢! par différentiable en un point et ces résultats resteraient
valides, avec la conclusion que les fonctions sont aussi différentiables en ce point.

Proposition 48. Soit ¢ C R un ouvertet f,g: 0 C R — RP telles que f,g € €*(0). Alors f + g € €1(0)
et pour tout a € O

(Da(f + g)) = (Daf) + (Dag)

Preuve de la Proposition @8] Supposons que f,g € €*(0). Alors, en particulier f, g sont différentiables et pour
tout a € ﬁethERdtelsqueaJrhe O,ona

(f+9)a+h)=(f+9)a) = fla+h) = fla) + g(a+h) —g(a) = (Daf)(h) + (Dag)(h) + o([]]).
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On en déduit que f + g est différentiable en a et que D, (f +¢g) = (Do f) + (D,g). Maintenant, comme = +— D,, f
et x — D,g sont continues sur &, on en déduit que x — (D, f) + (Dzg) est continue sur & en tant que somme
de fonctions continues. En particulier f + g € €1(0). O

Proposition 49. Soit ¢ C R un ouvertet f : 0 C R* = RP et A : € C R? — R. Alors \f € €*(0) et pour
touta € O eth € R%:

(Da(Af))(h) = (Da A)(h) f(a) + Ma)(Daf)(h).

Preuve de la Proposition 9] Soit a € ¢, pour tout h € R telque a +h € €, ona

(Af)a+h) = (Af)(a) = Aa + h)fla+h) = Aa) f(a)
Aa+h) = Xa)) fla+h) +Aa)(f(a+h) - f(a))

= (
((DaA)(R) + o([[B]])) (f(a) + o(1)) + Ma)(Daf)(R) + o([|1]])
= (DaA)(h) f(a) + Aa)(Da f)(h) + of[|A]))-

On en déduit que \f est différentiable en a et sa différentielle vérifie
Da(Af) = (DaX) f(a) + Aa)(Daf).

De plus, comme ) et f sont de classe 6”1 (&) les applications (x — D, \) et (z + D, f) sont continues sur &. On
en déduit que (z — D, (A\f)) est continue sur & en tant que somme de fonctions continues sur &. O

+
+

Proposition 50. Soit © C R un ouvertet f : 0 C R* = RP et A : 0 C R? — R*. Alors € €1(0) et pour

touta € O :
Dy 1
Da (i) = _A(a)zf(a’) + )\(a) (Daf)

Preuve de la Proposition[50} 11 suffit de démontrer que si A ne s’annule pas sur & alors % est différentiable sur &

et de différentielle
1 D)\
D, =) =- .
(3) =567

Ensuite, on applique la Proposition Pour ce faire, on remarque que pour a € & et pour tout b € R? tel que
a+heRY ona

1 1 Ma+h)—Xa)
Ma+h) AMa)  Aa+h)A(a)
~ (DaA)(h) + o([|A])
Aa)? +o(1)
(DaA)(h)
Aa)?

On en déduit que % est différentiable en a et de différentielle

1 Dy
D, (<) =--"5.
A Aa)?
Par ailleurs x — Dx(ﬁ) est continue sur & en tant que quotient de fonctions continues sur & dont le dénominateur
ne s’annule pas. O

+ o([[Al])-

Proposition 51. Soit © C R? et % C RP des ouverts. Soient f : O — U etg: % — R*. Alors go f € €*(0)
etona

Da(f og) = (Df(a)g) © (Daf)'
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Preuve de la Proposition[51) Soita € O et h € R tel que a + h € €. Comme f est différentiable en a, on a

g9(f(a+h)) —g(f(a)) = g(f(a) + (Daf)(h) + o[[h]lra)) — g(f(a))-
On pose 1 = (Do f)(h) + o(||h||ga) € RP et comme g est différentiable en f(a), on a

g9(f(a+h)) —g(f(a)) = g(f(a) +n) — g(f(a)) = (Ds@9)(n) + o(l[nle-)
= (Ds()9)(Daf)(h)) + (Dy(a)9)(0([[2llra)) + o[ n][r»)

On a

e )I(hITi:le))”Rk = 1(Ds@9)0M)llrr , —o> 0.

et on en déduit que (D (4)9)(0(||A]|ga)) = o(||h||ga). A REPRENDRE ICL.De méme, on a

lim (Dgf)(h) + o([|h]lr) = Oge

}L_>0Rd

et donc 17 = o(||h||ge). On en conclut que g o f est différentiable en a € & et de différentielle

Da(g © f) = (Df(a)g) © (Daf)
Maintenant, on considére la fonction de classe ¢! (%) définie par

v_{@/ — RF
Ly = Dyg

et on remarque que (x € 0 Dyy) g) est en en fait v o f et donc est une application continue sur ¢ en tant que
composée d’applications continues (on a bien f(&) C % ). Par ailleurs, on sait que  — D, f est continue sur &
et donc z — D, (g o f) est continue sur & en tant que composée d’applications continues sur & (D, f)(R%) C
RP). O

Un corollaire important de la Proposition [5T]est I’expression des dérivées partielles de fonctions composées.

Corollaire 2. Soit ¢ C R? et % C RP des ouverts. Soit f : @ — % etg: % — R* des fonctions de classe ¢!
sur leur domaine de définition. Si on note f = (f1,..., fp) les composantes de f dans la base canonique de RP,
pour tout @ € &, on a

D
(939 = _(0,£4)(a)(949)((a)-
q=1
Preuve du Corollaire[Zl On remarque que pour a € O, si on note (ey,...,eq) la base canonique de R? et
(€1,...,&p) labase canonique de R, on a pour tout j € {1,...,d}:

(g0 f)(a) = Dalg o f)(e;) = (Ds(9)(Daf)(e;)) = (Dsa)9)((9;f)(a))
= (Ds@9)(D_(91f4)(a)=y)

q=1

(05 f)(a Df(a)g)(gq)

M@

Q
I
-

(0;£4)(a)(9q9)(f(a))

|
M=

=)
Il
-

O

Exemple 66. La propositionnous permet de calculer des différentielles de composées. Soit & C R? un ouvert
et f € €1(0). Soity : I C R — O une fonction de classe 1 (I) ot I est un intervalle ouvert de R. Tout d’abord,
on remarque que f o 7 est de classe €’} (I) car +y est de classe (1) a valeurs dans €. comme f € ¢1(), on en
déduit que f o est de classe €1 (I) en tant que composition de fonctions de classe 4. Soit ¢ € I, on souhaite
une expression de (f o y)’(¢). Pour ce faire, on se souvient que pour ¢t € I eth € R, ona (Dyy)(h) = +'(t)h et
donc, on a

Dyi(f o) = (Dy)f) o (Dry)
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et donc pour tout heR,ona
Di(foy)= h(Dy(t)f)('Yl(t))~

D’apres la Proposition@ pour touta € Oetv = (v1,...,v4) € R% ona

d
=Y (0,0

Donc si on écrit v(t) = (71(t),...,va(t)), on a pour tout h € R

d
Di(fov) =hY_ 7B)0:)((1)).
j=1
et donc, on en déduit que
d
") =D F)(v(1)).
j=1
Exemple 67. On va (re)démontrer que cos?(t) + sin?(t) = 1 pour tout ¢ € R. On considere la fonction

R2 - R
H{ (.6) = €+a7

Soity : R — R? définie par (¢) = (cos(t),sin(¢)). On va montrer que pour tout ¢ € R, on a(H o~)(t) = 1. Pour
ce faire, on remarque que -y est de classe €' (IR, R?) car ses composantes sont les fonctions cosinus et sinus qui
sont € (R, R). Par ailleurs, H € ¢ (R?) en tant qu’application polynomiale (de deux variables) et on a pour tout
(z,8) e R?:
(0:H)(x,§) =2z, (0:H)(x,§) = 2¢.
On en déduit que comme y(R) C R2, I’application H o +y est de classe €’} (R). Par ailleurs, pour ¢ € R, si on pose
Y1(t) = cos(t) et y2(t) = sin(t) on a d’apres I’Exemple [66]
(H o v)'(t) = (1) (0 H)((t)) + v2(t) (0 H) (7(t)
= —2sin(¢) cos(t) + 2 cos(t) sin(¢)
= 0.

On en déduit que H o v est une fonction constante et donc que pour tout t € R, on a
(H o7)(t) = (Ho7)(0) = 1.
Mais par ailleurs, pour tout t € R, on a
1= (H o7)(t) = cos®(t) + sin?(t).

Exemple 68. Soit f : R? — R définie pour z € R? par f(x) = ||z||2. On va montrer que f est de classe €’ sur
R? \ {Oga} mais n’est pas différentiable en Oga. Pour ce faire, on remarque que f = g o h ot on a posé

[ Ry = R S RY 5 Ry
IVt = Vi z = |lz)2

On montre d’abord que A est de classe ! (R?). En effet, soit a € R?, pour tout v € R%, on a
h(a +v) = h(a) = la+[3 — [lall3 = lall3 + [[v]3 + 2{a,v) — [lal3 = 2(a,v) + [[v]3 = La(v) + o[[v]|2),
ol on a remarqué que |[v]|3 = o(||v||2) et définit ’application linéaire L,(v) := 2(a,v). On en déduit que

(Dgh)(v) = 2(a,v). Par ailleurs, g est de classe ¢ sur R et de différentielle en ¢ € RY donnée par la multi-
plication par 1 . On remarque que h(R? \ {Oga} C R%. Comme f = goh onen dedult que f est de classe

EHRE\ {ORd} par composition. De plus, pour @ € R? \ {Oga}, on a pour tout v € R¢

(Daf)(®) = (Duiayg © Dah)(v) = (Di(a)) (Dah(v) = <“};2) — el - ||a|\2 Zawa
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On remarque que f n’est pas différentiable en Ora. En effet, on considere le chemin définit pour ¢ € R par
y(t) = (¢,0,...,0) € RZ. Onapourtoutt € R\ {0}

f(y(t) = f(r(0)) 1 It] {1 si t>0
1

; =3Il = = G 1<0

En particulier t € R\ {0} — w n’admet pas de limite en 0. Or, si f était différentiable en Oga, comme
~y est dérivable sur R et y(0) = Oga alors f o v devrait étre dérivable en 0 : ce n’est pas le cas donc f n’est pas
différentiable en Oga.

Exemple 69. Soit f € €*(R?,R). On considere
0. [ RExl0.27[ — R2\ (R} x {0})
(r,0) —  (rcos(),rsin(6)).

On cherche a exprimer la différentielle de f o ® en fonction de celles de f et de ®. Tout d’abord, on montre que ®
estde classe €’ sur I’ouvert R% x]0, 27[. On remarque que ® admet des dérivées partielles selon r car, a 6 €]0, 27|
fixé, I’ application partielle

r e R — @(r,0)

est la multiplication du vecteur constant (cos(#),sin(6)) € R? par I’application identité r — 7 qui est dérivable.
On en déduit que ¢ admet une dérivée partielle selon r et que pour tout (r,#) € R* x]0,27[ona

(0, ®@)(r, 0) = (cos(0),sin(0)).
Par ailleurs, I’application 0, ® est continue sur R* x]0, 27| car on a
(0,®) = (cos oma, sin omrg)

ol 7y est Iapplication deuxiéme coordonnée continue sur I’ouvert R* x]0, 27| et a valeurs dans R. Comme les
fonctions cos et sin sont continues sur R, on en déduit que (0, ®) est continue sur I’ouvert R* x]0, 27r[. Maintenant,
on fixe 7 > 0 et on considere I’application partielle

0 €]0, 27 [— ®(r,0).

Cette application est dérivable sur ]0, 27| car les fonctions cos et sin le sont. On obtient donc pour tout (r,6) €
x10, 27|
(0g®)(r,0) = r(—sin(0), cos(h)).

On remarque que
(0p®) = (—P x sinomg, P X cosoms)

ol 7y est I’application deuxiéme coordonnée et P : R x]0, 27[— R est1’application polynomiale a deux variables
(donc continue sur R’ x]0, 27[) définie par P(r,#) = r. Comme on vient de le voir, on sait que sin oy et cos omy
sont continues sur R* x]0, 27| et on en déduit que (Jp®) est continue sur R’ x]0, 2| en tant que produit d’applica-
tions continues. On vient donc de démontrer que ® € ¢! (R x]0, 27[). Par conséquent, f o ® € € (R% x]0, 27)
par composition d’applications de classe 4™ et on a pour tout (r,0) € R} x]0, 27 et tout h = (h,., hg) € R? tel
que (7,6) + h € R% x]0, 27r[ I’expression suivante

(Do) (f 0 @) () := (Da(r0)f) © (Dir,0)®))(h) = (Dar0) f) (Do) @) (R)).
Or pour tout 7 = (71, 72) € R%, etv € R?:
(Do f)(v) = v1(91f)(x) + v2(02.f) ()
et pour tout i = (h,, hg) € R? tel que (r,0) + h € R% x]0, 27|
(Drg)®)(h) = "y (0, @) (1, 0) + ho(Fp®)(r,0) = (hy cos(0) — hgrsin(0), hy sin(6) + hgr cos(0)) .
Et donc pour tout h € R?, on a

(D0 fo(I)))(h) = (h cos(0) — horsin(6)) (1. f)(B(r, 0)) + (hy sin(0) + hor cos(6)) () ((r, 0))
hr (cos(6)(01f)(2(r,0)) + sin(0)(021)(®(r, 6)))
+ hor (—=sin(6)(01f)(®(r, ) + cos(60)(021)(2(7,6))) -
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Comme par ailleurs, on sait que pour tout i € R?

(D(r,ﬁ)(f © (b))(h) = hr(ar<f o @))(T, 9) + h@(a.g(f © (I)))(Ta 9)

on aboutit a
(Or(f 0 ®))(r,0) = (cos(0)(ILf)(®(r,0)) + sin(0)(D2f)(®(r, 0)))
et
(0o (f o @))(r,0) =7 (=sin(0)(I1f)(D(r,0)) + cos(0)(D2f)((r,0))) -
On aurait aussi pu, pour gagner du temps, calculer directement les dérivées partielles a 1’aide du Corollaire [2]

Exemple 70. Soit v : R — R? une application injective de classe €%(R) et on note v = (71, Y2) ses composantes
dans la base canonique de R2. On suppose de plus que pour tout s € R on a ||[y/(s)||z = 1. On considére
I’application
5 Rx]—1,1[ — R2
1 (s,0) = y(s) +tw(s)
ou le vecteur v(s) = (—~4(s), 71 (s)). Soit f : R? — R de classe €"*. On remarque que pour (s,t) € Rx] —1,1],
ona
O(s,t) = (11(5) = tv3(s),72(s) + 171 (s))-
En particulier, a t €] — 1, 1[ fixé, I'application partielle s € R +— ®(s,?) est dérivable sur R car ~; et 7} le sont
(j € {1,2} eton a pour tout (s,t) € R x] —1,1]

(0s@)(s,t) = (71(s) — t73 (s),72(s) + 77 (s))-
Par ailleurs, on a
(0sP) = (y; o — T2 X Y4 0wy, yp 0 M + 7o X Y{ 07y

ol 71, o sont les applications premieres et deuxiémes coordonneés (continues sur Rx] — 1,1[). Comme pour
Jj € {1,2}, on a par hypothese que v} et 77 sont continues sur R et que les applications coordonnées sont continues
sur Rx] — 1, 1], on en déduit que v o w1, ¥4 o 71, y4 o 71 et 4 oy sont continues sur Rx] — 1, 1[ par composition
d’applications continues. De plus, w3 X 74 o 71 et w2 X ¥} o 7y sont continues sur Rx] — 1,1[ en tant que
multiplication d’applications continues et par suite, s P est continue sur Rx]—1, 1] car chacune de ses composante
est une somme d’applications continues.

De plus, a s € R fixé, I'application partielle ¢ €] — 1,1[— ®(s,t) est dérivable sur | — 1,1[ car chaque
composante est une application polynomiale en ¢. De plus, on on a pour tout (s,t) € R x] —1,1]

(0:®)(s,1) = (=72(5), M (s)).
On remarque que
(0:®) = (=3 0 m1,7) 0 71)

Comme pour (9;P), on utilise un théoréme de composition d’applications continues pour justifier que 9;® est
continue sur Rx] —1,1].

On en déduit que ® € €1 (Rx] — 1, 1]). Par conséquent, f o ® est de classe €' (Rx] — 1, 1[) par composition.
Maintenant, on cherche a exprimer les dérivées partielles de f o« par rapport a celles de f et 7. Pour (s,t) €
Rx] — 1, 1[, on note ®(s, t) = (P1(s,t), P2(s,t)) et le Corollaire[2] donne

(as(f © (I)))(Svt) = (asq)l)(sat)(alf)(q)(s’t» + (8sq)2)(57t)(82f)(q)(57t))
= (11(5) = 7 ())(O1f)(R(s, 1)) + (v3(s) + 177 (5)) (92 ) (D (s, 1))
et
(0i(f 0 ®))(s,1) = (0:@1)(s,1)(01f)(D(s,1)) + (9rP2)(s,£)(D2f ) ((s, 1))
= —73(8)(O11) (2 (s, 1)) + 71()(02f)(®(s,1)).

Pour votre culture de géométrie différentielle, on remarque que pour tout s € R, on a (7/(s), v(s)) qui est un
repere orthonormé direct de R?, oil on a posé

v(s) = (=75(5),71(s))-
On le voit en remarquant que

7' ($)ll2 = /71 ()% +73(5)* = [[w(s)ll2

87



et que comme on a
L=l ()5 = 71(5)” +75(5)

en dérivant par rapport a s € R, on obtient

0 =21 ()7 (s) +7(s)75 (5)) = 2('(5), 7" (s))-

En particulier, en décomposant " (s) dans la base (v/(s), v(s)), on sait que

7"(s) = K(s)v(s), avec r(s) = (v"(s),v(s)).

On peut donc ré-écrire pour tout s € R que 71 (s) = —k(s)74(s) et ¥4 (s) = k(s ) 1(s) K s’appelle la courbure de
K et si on reprend 1’expression de O, (f o @) on obtient pour tout (s,t) € Rx | — 1,1]:

0s(f 0 @)(s,1) = (1 = tr(s))71(8)(OLf) (R (s, 1)) + (1 — t(s))75(5) (D) ((s, 1))
= (1= t5(5)) (M (s)(01F)(®(s,1)) + 72(5)(02f)(D(5,1)) -

2.2.4 La matrice Jacobienne

Un outil que I’on utilise parfois en pratique est la matrice Jacobienne. C’est le but de la définition ci-dessous.

Définition 31. Soit & C R?et f : & — RP. Onnote (f1,..., fp) les composantes de f. Si f admet des dérivées
partielles selon toutes ses variables, on définit la matrice jacobienne de f en a € €, que I’on note J¢(a), par

(O1f1)(a) (02f1)(a) - (Oaf1)(a)

O N A e

@ufo)@) (Baf)(@) - (Bafy)(a)

Remarque 54. En fait, si f est différentiableena € 0, Jy (a) n’est rien d’autre que la matrice de la différentielle
D, f dans les bases canoniques de R? et RP. Plus précisément, si (ej,...,eq) est la base canonique de R et
(€1,...,&p) est la base canonique de IR?, si on note M la matrice de D, f dans ces bases, on a, par définition M =
(M;, k)]e{{ll ,,,,, n ol pourtout j € {1,...,p}etk € {1,...,d} M, estla composante selon ¢; de (D, f)(ex).

Pour k € {1,...,d},ona

p
(Daf)(er) = (Of)(@) =Y (Orfi)a
=1

On en déduit que .J;(a) est bien la matrice de ’application linéaire D, f dans les bases canoniques de R? et R”.

Exemple 71. On considere 1’application

A
: (7",9) — (TCOS(G),rSin(G))'

Onadéjavua l’Exempleque P € ¢ (R% x]0, 27[) et en particulier admet des dérivées partielles selon 7 et 6.
Par ailleurs, pour (r,0) € R% x]0,27[, ona

= () 2

En particulier, si on reprend I’Exemple[69] on remarque que

O(f 0 ®)(r,0)\ (@, )(®(r,0))
(ae<fo<1>><r, e>> =Ja(r0) ((alfx@(r, 0>>>

Proposition 52. Soient ¢ C R%, % C RP deux ouverts. Soient f : € — U et g : % — RY deux fonctions de
classe €. Alors, on a

Jgor(a) = (Jy@)9)(Jaf)-
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Preuve de la Proposition[52] Onapour j € {1,...,p}etk e {1,...,d}

(Jaf)jk = Ok fj)(a)

etpourr € {1,...,k},se{l,...,q}

(Jf(a)g)s.,r = (0rgs)(f(a)).

On en déduit que le pour s € {1,...,q}etj € {1,...,d}, on ad apres la formule du produit des matrices
k k
(Jr@9Tah)), ;= D (Tr@9sir(Jaf)rg = D (8r95)(£(a))(D5f:)(a) = (9j(g 0 f)s)(a)
r=1 r=1

ce qui est précisément (Jyo7(a))s ;. On en déduit que

Jgo(@) = (Jy(@)9)(Jaf)-

2.3 Différentielles d’ordre deux

Dans le cadre de 1I’étude d’extrema, nous aurons besoin de la notion de différentielle seconde.

Définition 32. Soit ¢ C R un ouvert et f : & — RP une application différentiable sur ¢. On dit que f est
deux-fois différentiable en a € & si I’application

Df - 0 — ZL(R4RP)
Mz — D,f
est différentiable en @ € & et onnote D2 f € £ (£ (R4, RP), RP).

Remarque 55. Soit & C R% un ouvert et f : & — RP une application différentiable sur . Si f est deux fois
différentiable en @ € &, on a pour tout h, € R? tel que a + h € O :

1
fla+h) = f(a) + Daf(h) + 5 D3 f (s h) +of[]]*).
En effet, comme & est ouvert, il existe > 0 tel que B(a,d) C O. Soit v € R? tel que ||v|[ga = 1, on pose

gv 3] — 9, 6[— RP définie pour ¢ €] — §, 6[ par g,(t) = f(a + tv). On remarque que ’application (¢ — a + tv) €
€>(] — 4,9[, O) et comme f est différentiable sur & on obtient que g, est dérivable sur | — 4, d[ et on a

gq/; (t) = Daytof(v).

Par ailleurs, comme D f est différentiable en a, on a

Daynf = Daf + (Def)(n,7) + 1 22)
avec r, € £ (R% RP) vérifiant
il _
=0 7|

Par définition de la norme triple, cela signifie qu’uniformément pour v € R? tel que ||v||ge« = 1 ona

o @l

=0.
=0 [l

En évaluant (2.2)) en v avec 1 = tv, on obtient
(Da+t1))f(v) = (D!Jf)(v) + (Dif)(tv, 1)) + Ttv(v) = (Daf)(v) + t(Dgf)(rUa U) + Tt1)(v)~
En particulier, pour ¢ # 0, on a

9 (t) — 9,(0)
t

(Da—&-tv)f(v) — (Daf)(v)

n - (DZf)(va) = Ttv(”)

— (Daf)(w,v) =

&9



orona
70 ()R < llrew[ll0llre = lllreol

et donc limy_,q |7 (v)|lre = O et on vient donc de démontrer que g,, est deux fois dérivable en a et de dérivée
seconde vérifiant

9,(0) = (DZf)(v,v).

D’apres le théoreme de Taylor-Young, on a alors

0u(t) = 90(0) + 1) (0) + g7/ (0) + o(t?).

2
C’est a dire 2
fla+tv) = f(a) + t(Daf)(v) + 5(D§f)(v, v) + o(t?).

Maintenant, on considére & € R? tel que a + h € € et on suppose que h # Oga. On pose v = Hhﬁ —ett = ||h[|ga.
R
Ona

Flat 1) = Fa+10) = Fa) + {DL 1)) + = (D2 0.0) +o()
= (@) + (Du)(t0) + %(D?f)(m ) + o)
= Fa) + (Daf ) + S(D2F) () + (3.

Exemple 72. Lorsque f : I C R — R est deux fois dérivable, cela correspond au développement de Taylor-Young.

Définition 33. Soit & C R? un ouvert et f : & — RP qui admet des dérivées partielles dans toutes les directions
en tout point de . Si pour tout j € {1,...,d} les applications partielles 9; f : & — RP admettent des dérivées
partielles dans toutes les directions en a € €, pour tout k € {1,...,d} onnote J_; f(a) := Ox(9; f)(a) la dérivée
partielle de 0; f dans selon la k-iéme variable.

Remarque 56. Comme mentionné en Remarque 48] certaines personnes notent

0
0,5(a) = 2L (a)
J
De la méme fagon on peut noter
0 f
ak,jf(a) = 61’k8$ ] (a’)
J
Exemple 73. Soit
Iy R? - R
N\ (z1,72) = 2iam

f est de classe 41 (R?) en tant qu’application polynomiale et en particulier admet des dérivées partielles dans
toutes les directions. Pour (21, z2) € R? on a

O f(z1,22) = 23120, Oaf(w1,22) = 7.

On remarque que 0, f et d f sont également de classe ¢! (R?) et donc admettent des dérivées partielles dans toutes
les directions. Pour (21, 72) € R?, ona

O f(xr,22) = 01(O1 f)(x1,22) = 2x2, O f = 02(01f)(21,22) = 221,
O 2f(x1,22) = 01(0af)(z1, 22) = 22102 2 f (1, T2) = 02(02f)(z1,22) = 0.

Proposition 53. Soit ¢ C R? un ouvert et f : € — RP une application différentiable sur O et deux-fois
différentiable en a € O alors on a

(D2 = 2 @) @hsh



Preuve de la Proposition[53] Soit (e1, ..., eq) la base canonique de R?. Comme O est ouvert, il existe § > 0 tel
que B(a,d) C O.Pourtoutt €] — §,d[ettoutk € {1,...,d}, onaa + te, € B(a,0) C O et comme f est deux
fois différentiable en a, pour j, k € {1,...,d}, on a pour tout t €] — 4, J| :

Dayie, f(ej) = Daf(ej) + (D f)(ex, e5) + oft). (23)
D’apres la Proposition 5] comme f est différentiable sur &, on a
(Datte,, f)(ej) = (95 f)(a+tex), (Daf)(e;) = (9;f)(a).
En particulier (2.3) se ré-écrit pour tout ¢ €] — §,6[\{0} comme

Daye, f(ej) — Daf(e))
t

(9 f)(a + tex) = (9;f)(a)
t

(Dif)(ex,ej) = +o(l) = +o(1).

Comme par hypothése 9; f admet une dérivée partielle dans la direction %, on obtient en passant a la limite ¢ — 0
que

(D2f)(ers e5) = 0r(9;f)(a) = (9% ;f)(a).

. d
Maintenant, on remarque que pour b = > j—1 hje; ona

d d
(D2 (h,h) = (DE)(D - hyes D hwer) =Y hihi(Daf)(hy, he) =Y hihi(07 ;1) a).
j=1 k=1 gk

Jik
ot on a utilisé la linéairité de D? f par rapport & chacune de ses variables. O

Définition 34. Soit & C R? un ouvert. On dit que f : & C R? — RP est de classe €%(0,RP) si f est deux fois
différentiable sur & et I’application

0 — ZL(ZLR4RP)RP)
x — D:Af

est continue.

Exactement comme dans le cas de fonctions de classe €, cette définition est peu utile en pratique (mais
0 combien efficace lorsque 1’on étudie des différentielle en théorie). Dans les études de fonctions de plusieurs
variables, on préférera la caractérisation suivante.
Proposition 54. Soit & C R% un ouvert et f : © C R? — RP. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. f estde classe €*(O,RP).

2. f admet des dérivées partielles secondes dans toutes les variables en tout point de O et ces dernieres sont

toutes continues sur O

La Proposition 7] est admise. Elle s’obtient de maniére similaire a la Proposition 47}

Un résultat crucial est le Théoreme de Schwarz que 1’on admettra.
Théoréme 2. Soit & C R% un ouvert et f € €?(0,R%). Pour tout j, k € {1,...,d} ettoutz € &,ona

(Ok,5/) (@) = (05xf) ().

Remarque 57. Tl est aisé de démontrer que les fonctions polynomiales sont de classe ¢?(R¢, R). En effet, pour
N € N, on considere

R¢ - R
N
Fry (@, ma) = Z canglx;“P
L(a)=0

a=(ay,...,aqg)eNd

ot pour a € N9 tel que L(a) € {0,...,N}, co € R. f est une application polynomiale donc elle admet des

dérivées partielles dans toutes les directions et pour j € {1,...,d} etz = (x1,...,74) € R?ona
N
-1 ,
(0;)(x) = S canya H%;I.xgp.
PFJ
L(a)=0



Par conséquent 9; f est également une application polynomiale donc est de classe %! (R?, R). Par ailleurs pour
toutk € {1,...,d} onapourz € R?

N
—1 a;j—1 . .
E CaOjoTR" lij e, " si j#k
p#i,k
L(a)=0
2 _ a=(ag,..., ag)eNd
ak,jf(x) - N
X —2 .
E catj(a; — 1):5;’ m_, x,”  sinon
PF#J
L(a)=0
a=(ay,..., ag)eNd

Les applications dérivées partielles seconde étant toutes polynomiale, elles sont donc continues et donc f €
¢*(0,RY).

2.3.1 Opérations sur les fonctions de classe €* pour k = 1,2

Nous ne démontrerons pas les énoncés de ce paragraphe suivants. N’ hésitez pas a essayer de le faire chez vous,
il s’agit de bons exercices.
Dans tout ce paragraphe ¢ C R? est un ouvert.

Proposition 55. Soit k € {1,2}. Si f,g € €*(0,RP) alors f + g € €* (0, RP).

Proposition 56. Soit k € {1,2}. Si f € €%(O,RP) et A € €% (0, R) alors la fonction \f € €*(0,RP).
Proposition 57. Soit k € {1,2}. Si f € €*(O,RP) et A € €*(O,R) et que pour tout a € 0, \(a) # 0 alors
L egk(o,Rp).

Proposition 58. Soit k € {1,2}. Soit © C R® et % C RP deux ouverts. Soit f : 0 — RP, g : % — R4 On
suppose que f(O) C U.Si f € €%(O,RP) et g € €%(%,R7) alors go f € €(0,RY).

2.4 Le cas particulier des fonctions a valeurs réelles : ’optimisation

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas particulier des fonctions a valeurs réelles, c’est-a-dire que I’on consi-
dere des fonctions
f:ACR! SR

ot A est une partie de R%. L objectif final de ce paragraphe est de pouvoir étudier les quantités

sup f(z) :=sup{f(x):x € A}, 1I€1£f(x) =inf{f(z): z € A}.
z€A T

Ces quantités ne sont bien évidemment définis qu’a condition que f soit a valeurs dans R. En effet, dans ce cas, on

a{f(z):x € A} C Ret,si A # ) on peut considérer le supremum ou bien I’infimum de ces parties de R (quitte

a ce qu’ils soient o0 !).

2.4.1 Ecxistence d’extrema : compacité

La plupart des outils mentionnés dans ce paragraph ne sont pas au programme de 1’UE. Ils sont rappelés ici pour
que, si vous souhaitez poursuivre des études en mathématiques, vous puissiez vous familiariser avec ces notions.
En pratique, il faut retenir la Définition [35]et la Proposition 59}

Définition 35. On dit qu’une partie A C R? est bornée s’il existe p > 0 tel que A C Bga(Oga, p).

Définition 36. On dit que A C R est compact si pour toute suite (z,,)nen € AY, il existe  : N — N, strictement
croissante, telle que la suite (2, () )nen converge dans A.

Remarque 58. Certaines autrices et certains auteurs disent que la Définition 36| est celle de la compacité séquen-
tielle car il s’agit d’une définition qui met en jeu des suites. Comme il n’y aura pas d’ambigiiité dans ce cours, nous
dirons simplement que A est compact s’il satisfait cette propriété.

Exemple 74. Pour a < b, les intervalles de la forme [a,b] sont des compacts de R : c’est le théoreme de
Bolzano-Weirstrass. Redémontrons-le ! La démonstration se fait en trois étapes. La premiere consiste & prouver
que (2 )ne n admet ce que I’on appelle une limite inférieure. La deuxiéme consiste a fabriquer une extractrice ¢
adaptée a la suite (,),en et la derniére étape permet de vérifier que (2, () )nen converge vers la limite inférieure
introduite dans 1’étape 1.
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Etape1: Soit (,,),ey une suite d’éléments de [a, b]. On construit la suite définie pour k € N par

Yk 1= SUp Tn.
n>k
Ce supremum existe et est fini pour tout & € N car ’ensemble {x,, : n > k} C R est non vide (il y a au moins
x), dans cet ensemble) et il est majoré car pour tout n € N, et donc a fortiori pour tout n > k, on a x,, < b.
On remarque que par construction, comme pour tout n € Nonaa < z, < b, on a également pour tout k¥ € N,
a<yp<b
On remarque que pour tout k € N,ona {z, : n >k + 1} C {z,, : n > k} etdonc

Yk+1 = SUp T, < Sup T, = Yk
n>k+1 n>k

(yx ) ken est donc une suite décroissante minorée qui converge vers sa borne inférieure notée ¢ € [a, b] :

{ = inf y, = inf sup z,,.
ien” keang "

Etape 2 : Construisons maintenant I’application ¢ : N — N par récurrence. On a

! < yg = sup x,. 2.4)
neN

Initialisation : On utilise la caractérisation de la bomeﬂ sup pour yg = sup x,, avec € = 1 : il existe ng € N tel

neN
que

Tpg >Yo—1>0—1

ol on a utilisé (2.4) dans la seconde inégalité. On pose ©(0) = ng.

Hypothese de récurrence : Soitm > 0 supposons que pour toutp € {0, ..., m} onaconstruit o(0) < p(1) < ---

tels que
1
VkE{O,,m}, Iw(k)zgfm
Hérédité : Par définition, on a ¢ < Yo(m)+1 = sup  x, et donc par caractérisation de la borne sup avec
n>p(m)+1
€= —mil, il existe npm11 > @(m) +1 > ¢(m) tel que
1

xnm#—l > yg&(m)-l-l - m + 1 Z - m + 1'

On pose p(m + 1) = n,,41 et cela conclut la construction par récurrence.

Etape 3 : Il reste maintenant 2 démontrer que la suite (T (n))nen converge dans [a, b]. Par construction, on sait
que pour toutn € N, on a

Tp(n) >0 — nrl

Par ailleurs, pour tout n € N, on a également

Ton) S SUD Tk = Yo(n)-
k>p(n)

On en déduit que pour tout n € N on a

1
b= o7 < Tet) < Vo)

Les deux quantités qui encadrent x,(,,) convergent vers ¢, ce qui prouve le résultat attendu a I’aide du théoreme
des gendarmesf’}

4. On rappelle que pour une partie F' de R, un nombre réel M vérifie M = sup F si et seulement si les deux assertions suivantes sont
vérifiées :
e pourtoutz € Fonax < M,
e pourtoute > 0,ilexistex € F'telque x > M — €.
5. Ici, on a utilisé le fait que si (yn)nen converge vers £ alors pour toute application ¢ : N — N strictement croissante, on a (ygp(n))neN
qui converge vers £. En effet, fixons € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n. > ng on ait |y, — £| < €. On remarque que nécessairement
pour tout n > ng, ona p(n) > n > ng et donc pour tout n > np, on a \yMH) -l <e.
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Théoréme 3. Soit.# C R%. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Z est compact.

(ii) .# est fermé et borné.

Preuve du Théoréeme

2' Supposons que % soit compact. Montrons que % est fermé en montrant que % Z. Soit
¢ € 7, par caractérisation séquentielle de 1’adhérence, il existe (2, )neny € F 1 telle que hIJIrl x, = L. Par
n——+00

ailleurs, comme .# est compact, il existe ¢ : N — N telle que (2, (n))nen € F N admette une limite { € .#

Comme (,,)nen converge vers £ € R, il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait ||z, — £||gs < £. Comme

@(n) > n, on apour tout n > ng, [T, — £||ge < €. On en déduit que lim ) = £ et par unicité de la
n——+oo

limite ¢ = { € . etdonc .Z C .F et .F est fermé.
Montrons maintenant que .% est borné. Si ce n’était pas le cas, pour tout n > 1, il existe z,, € % telle que

|allps > n.

Or, par construction (z,),en € -Z " et .F est compact donc il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que
(% (n))nen converge vers £ € .%. C’est absurde car alors on a

thp(n) H]Rd > gp(n)

et, lorsque n — +o00, le membre de gauche converge vers ||{||ga < 400 alors que le membre de droite diverge
Vers +00.
On en déduit que .7 est également borné.

[()] = [()]: Comme .Z estborné, il existe p > 0 tel que .# C By (Oga, p) = [—p, p]*. Soit (z)nen € FV
Pour tout n € N, on note :cn = (1, Tdn)-

D’apres I’ Exemple L [—p, p] estun compact de R donc il existe (1 : N — N strictement croissante telle que
(71,4, (n) Jnen converge vers él cR.

Soit kK € {1,...,d — 1}, supposons qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout
j€{l,...,;k}ona(z;,, (n))nen qui converge vers £; € R.

On considere alors la suite (Z41,p, (n))nen d’éléments de [—p, p]. Comme [—p, p] est compact, il existe ¢ :
N — N, strictement croissante telle que (mkﬂ,w(@(n)))neN converge vers un certain {541 € R. On pose alors
Pk+1 := PEOP.

On vient donc de construire une extractrice ® := ¢ telle que lim,,_, | :z:@(n) =0 := ({1,0s,.. éd) € R4,
De plus, comme .# est fermé et que (Zg(,))nen est une suite d’éléments de .% on en déduit que ¢ € .% et donc
Z est compact. O

Proposition 59. Soit # C R? un ensemble fermé et borné. Soit f : .F — R une fonction continue, alors f est
bornée et atteint ses bornes. C’est-a-dire il existe m, M € R et x,,, xpr tels que

f@m) =m= inf f(z)=min f(z), [f(zm)=M = sup f(r) = max f(z).

rEF rEF reF rEF

Remarque 59. Soit f : A C R — R. S’il existe z,,, € A tel que f(z,,) = infzca f(x) on parle de minimum
global de f. De méme, s’il existe zp; € A tel que f(xar) = sup,c4 f(z) on parle de maximum global. La
Proposition 59| nous permet de dire que si A est fermé et borné alors f admet un maximum global et un minimum
global.

Preuve de la Proposition[59] On ne va le démontrer que pour la borne sup, I’autre démonstration étant similaire.

Soit n € N, par caractérisation de la borne sup avec € = %ﬂ, il existe =, € .Z tel que
Flan) > sup (@) ~ —
x su x)) — .
" 1:6}9) n+ 1

La suite (7,(,))nen est une suite d’éléments de .% qui est compact donc il existe £ € .# et une extractrice
¢ : N — N strictement croissante telle que lir+n Ty (n) = L. Par ailleurs, pour tout n € N, on a
n—-—+0o0

sup (f(2)) 2 f(zpm)) > sup (f(2)) —

TEF zEF o(n) + iy
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Comme f est continue, on a lirf J(xyn)) = f(£) et donc en passant a la limite dans I’inégalité ci-dessus, on
n—-+0o0

aboutit a
f(£) = sup (f(z)).
reF
Comme ¢ € .Z, le supremum est donc un maximum, ce qui termine la démonstration. O

Remarque 60. Vous connaissez déja la Proposition [59] dans le cas ol d = 1 et pour .# étant un intervalle de la
forme [a, b]. Vous 1’avez déja rencontré dans votre cours d’analyse d’une fonction d’une variable réelle.

Exemple 75. On munit R? de la norme 2 et on souhaite montrer que 1’application

f' Bf(ORz,l) - R
1 (z1,22) = 2?4 17

est bornée et atteint ses bornes. Pour cela, on remarque que By (Ogz, 1) est fermée dans R? en tant que boule fermée
et que c’est également une partie bornée puisque pour tout z € Bj(Og2,1), on a ||z]|2 < 1. On en déduit que
By (0Oge, 1) est un compact de R?. Par ailleurs, f est une application continue sur B¢ (0Ogz, 1) en tant qu’application
polynomiale : d’apres la Proposition[59) elle y est bornée et atteint ses bornes.

Exercice 27. Soit ’ensemble
2 1’% 2
ﬁ::{(xl,xz)GR :Z+$2életxl_2$220}

1. (i) Représenter I’ensemble .%.
(ii) Montrer que .# est un fermé borné de R?.

2. Soit I’application

1T
2 2
ri+xs

{ FZ\{(0,00} - R

($1,$2) — i Tg

(i) Justifier que f est continue sur son domaine de définition.
(ii) Montrer que f est prolongeable par continuité sur .% en une application f que I’on précisera.
(iii) Justifier que f est bornée et atteint ses bornes.

2.4.2 Gradient d’une fonction

Le paragraphe §2.4.T|nous donne un outil pour I’existence d’extrema pour une fonction définie sur une partie
fermée .# C R 1l se trouve que les outils de calcul différentiel nous permettent, quand a eux, de caractériser,
sous certaines conditions, ces extremas. Pour cela, nous devons introduire la notion de gradient.

Définition 37. Soit & est un ouvert de R%. Soit f : & — Reta € 0. Lorsque f admet des dérivées partielles
selon toutes ses variables, on définit le gradient de f en a, noté (V f)(a) comme le vecteur colonne

(01f)(a)
(Vf)(a) = :
(0af)(a)

Remarque 61. On remarque que le gradient et la Jacobienne sont reliés par la relation (V f)(a) = J;(a)".

Remarque 62. Si on suppose f € €*(0), alors f est différentiable et en particulier, on a pour tout 2 € R¢ tel que
a+hedl:
fla+h) = f(a) + (Daf)(h) + of[|h]])

On remarque donc, que si I’on écrit le vecteur h € R< en colonne, on a

d
(Daf)(h) =D (95f)(@)h; = ((Vf)(a), ).

j=1

Nous allons essayer de donner une interprétation géométrique au gradient.
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Définition 38. Soit A une partie de R?. Soit f : A — R et A € R. On définit la ligne de niveau )\ de f comme
La(f) == {(z1,22) € R?: f(w1,22) = A}.

Proposition 60. Soit & une partie ouverte de R?. Soit f : & — R de classe €1 (0) et A € R. Soit (x1,13) €
L(f), alors (Vf)(x1,22) est perpendiculaire a la tangente & Ly(f) en (x1,22). Le gradient pointe dans la
direction de plus grande croissance de f.

Preuve de la Proposition[60, On suppose pour simplifier qu’il existe une paramétrisation
y:ICR—=R? ~e@()

telle que y(I) = Lx(f) (ici, I est un intervalle de R) et telle que pour tout ¢ € I ¢ est un point régulier. Pour tout
tel,ona(foy)(t) = \et foyestdeclasse € (I) par composition de fonctions de classes . On a donc pour
toutt € R

0 =71 (1O (V) + 72 () (02 (v(1))
={(VHO1). YT

On en déduit que (V f)(y(t)) est orthogonal a la droite tangente & L (f) en (¢) puisque un vecteur directeur de
cette droite est /() (qui est non nul puisque ¢ est supposé régulier).
Fixons (z1,72) € RZ Pour v € RY fixé, comme & est ouvert, il existe § > 0 tel que pour tout t €] — §, ],
(z1,22) + tv € 0. Lapplication
g:tel =460 f(x1,x2) + tv)

est dérivable en 0 par composition de fonctions de classe €’ : en effet, ’application
t €] —0,0[— (x1,22) + tv

est de classe 41 (] — 4, 0[) car chacune de ses composantes sont des fonctions polynomiales. Par ailleurs, 1'image
de cette application est incluse dans &.
De plus, on a

g'(0) = (V) (1, 22),v) < (V) (1, 22)[2]v]]2

Si on souhaite maximiser ¢’(0), c’est-a-dire choisir la direction de plus grande variation pour f, il faut choisir v
colinéaire a (V f)(z1, z2) et de méme sens afin que I’inégalité ci-dessus soit une égalité. O

Exemple 76. Soient a, b, ¢ € R tels que (a, b) # (0,0), on considere la droite
P = {(x1,22) € R? : azy + bag +c = 0}.
On sait que le vecteur (—b, a) est un vecteur directeur de la droite et est donc tangent & en tout point (z1, z2) € Z.

Soit I’application
Iy R? - R
| (z1,22) = ax;+bxa+c

f est de classe ¢! (R?) en tant qu’application polynomiale de deux variables et pour tout (x1,z2) € R on a

) = (7).

On remarque en particulier que pour tout (z1,z2) € R? on a
(Vf)(x1,22), (=b,a) ") = —ba + ab = 0.

On en déduit que comme (a, b) # (0,0), (V f)(x1,z2) est un vecteur directeur de la droite orthogonale a la droite
Z en tout point (z1,x2) € Z.

Exemple 77. Soient a,b > 0, on considere 1’ellipse

2 13
& = {(Il,zg)ERz:a;+b§1}.
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De la méme facon que dans I’Exercice [21] on peut montrer que

{ [0,27r] — R2
ot —  (acos(t),bsin(t))

est une paramétrisation de classe ¢’ de I’ellipse &. On définit

s R? - R
: 2 2
(-’171,332) = % + %

f € €1(R?) en tant qu’application polynomiale. On remarque que pour tout (z1,z2) € R?, ona

En particulier, pour tout (z1, z3) € &, on remarque que (V f)(z1, x2) # Oge.

Par ailleurs, pour tout t € R, on a+/(t) = (—asin(t), bcos(t)) # (0,0) et donc ' (t) est un vecteur tangent a
I’ellipse & au point y(t) € &.

De plus, pour tout t € Rona (f ov)(t) = 1 et donc, en dérivant pour tout ¢t € R, ona:

= 1O (1) + 75 ()(025) (7(1))
={(VH(O®).~'®7)

On en déduit que (V f)(7(t)) est orthogonal au vecteur tangent a la courbe représentative de & en +(t). Autrement
dit, si f(z1,22) = 1, (Vf)(x1, x2) est un vecteur normal & la courbe & au point (21, z2).

0

2.4.3 Les Extrema et leur caractérisation
Caractérisation d’ordre 1

Définition 39. Soit & est un ouvert de R?. Soit f : & C R? — R une application de différentiable sur ¢. On dit
que a € O est un point critique pour f lorsque (V f)(a) = 0.

s R2 - R
. (3;‘17{[,'2) — H%iarm%

Exemple 78. Soit

f est de classe € (R?) en tant que quotient de fonctions polynomiales (a deux variables) dont le dénominateur ne
s’annule pas. Par ailleurs, pour tout (x1,x2) € R2, ona

2z19 1 222 1+a2?— a3
0 T1,T9) = —————5—, (O T1,x2) = — = .
ONlnw) =~y g () 1+x%+x%( Lt+a?+a3)  (1+a%+a3)?
On en déduit que pour (x1,x2) c€R? ona
1 —2x1T9
\V4 - -
(V)@ 22) (1+ 2% +22)? (1-‘1-.%‘%—.7;%)

Cherchons maintenant les potentiels points critiques pour f. Cela revient a trouver 1’ensemble des (1, 22) € R?
tels que (V f) (21, z2) = Ogz. On doit donc résoudre le systeme

—2.’,81.1‘2 = 0
1+23—23 = 0.

La premiere équation nous donne que x1 = 0 ou z = 0. Si 5 = 0, comme 1+ 2% — 23 = 1+ 2? > 0, I’équation
1 + 2% — 23 = 0 n’a pas de solution.

Si 21 = 0, la deuxieéme équation devient 2 = 1 et donc 2o = 1. On en déduit que ’ensemble des points
critiques de f est donné par

{(07 _1)7 (07 1)}

Définition 40. Soit & est un ouvert de R% et f : & C R — R. On dit que a € O est
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t —00 ~75 0 7 400
2t - 0 +
22 — 1 + 0 - 0 +
f(@) - 0 + 0 - 0 +
f +o0o _— T 0 —_— T +0oo
1 1

FIGURE 2.1 — Tableau de variations de f

(i) un maximum local pour f s’il existe § > 0 tel que pour tout © € B(a,d) N & on a
fla) = f(x).

(if) un minimum local pour f s’il existe § > 0 tel que pour tout € B(a,d) N & on a
f(@) = f(a).

Remarque 63. Tout extrema global est en particulier un extrema local. La réciproque est bien évidemment fausse.
En effet, la fonction f : t € R ~— t2(t? — 1) est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et pour tout
t € Rona f/'(t) = 2¢(2t*> — 1). En particulier, les points critiques de f sont 0, i%. En étudiant le signe de la
dérivée, et les limites de f en oo, on obtient le tableau de variation présent en Figure [2.1| pour f. On remarque
alors qu’en 0, f admet un maximum local mais qu’il n’est pas global.

La proposition suivante est cruciale dans la recherche d’extrema.

Proposition 61. Soit O est un ouvert de R%. Soit f : € C R — R une application de différentiable sur 0. Si f
admet un maximum ou un minimum local en a € O alors a est un point critique de f.

Preuve de la Proposition[61} Supposons que f admette un maximum ou un minimum local en @ € ¢. Comme &
est ouvert, il existe 6 > 0 tel que B(a, ) C 0. Soit v € R? tel que ||v||ga = 1. On définit 1’application

J1-466 — R
g”'{ t —  gla+tv).

Tout d’abord, g, est bien définie car si t €] — 4,d], on a ||(a + tv) — al|ge = |t]||v]|r, < J et donc a + tv €
B(a,0) C 0. Par ailleurs, g, est dérivable sur | — §, §[. En effet, on remarque que g, = f o p, ol

[ ]=-066 — ©
Pu t —  a-+to.

Comme p, est une application polynomiale elle est de classe €>°(] — 4, d[, €) et elle est a valeurs dans &. Par

ailleurs, f est différentiable sur & et donc g, est différentiable sur | — 4, §[ en tant que composée de fonctions
différentiables. Comme | — 4, §[C R, cela revient a dire que g,, est dérivable sur | — 4, §[. Par ailleurs, on a

9:(0) = (Daf)(v) = {(Vf)(a),v)ra.

Maintenant, on remarque que ¢, admet un maximum local ou un minimum local en 0. En effet, comme en a € &
f admet un minimum local ou un maximum local, quitte & diminuer § > 0, on a pour tout t €] — §, [

90(0) = f(a) < f(a+tv) = g,(t) oubien g,(0) = f(a) > f(a+tv) = g,(t)
selon si en a f est minimale ou maximale. Comme g, est une fonction de la variable réelle, dérivable sur son
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domaine de définition et maximale ou minimale en 0, on a nécessairementlﬂ g.(0) = 0. Donc pour tout v € R? tel
que ||v||ge =1 ona
9,(0) = ((Vf)(a), v)ps = 0.

Si (Vf)(a) # Oga alors on choisit v = H((vf)(“

)
V(). ctona

(V/f)(a)
(V) (a)||ra

et donc nécessairement (V f)(a) = 0 et a est un point critique de f. O

0= {(V/)(a),v)rs = {(VS)(a), Jra = [|(VF)(a)]|pa

Remarque 64. Attention, ce n’est pas parce que a est un point critique que f admet un minimum ou un maximum
global en a. On pensera au contre-exemple suivant qui concerne déja les fonctions d’une variable réelle :

La fonction f : t € R ~ t3 est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et pour tout t € R on a
f'(t) = 3t2. En particulier f'(0) = 0 donc 0 est un point critique pour f. Toutefois, f n’admet ni minimum ni
maximum en 0.

Caractérisation d’ordre 2

Pour une fonction f : I € R — R d’une variable réelle (I est un intervalle ouvert), si elle est deux fois
dérivable alors pour a € I un point critique, on a

h? h?
fla+h) = f(a) +hf'(a) + gf”(a) +o(h?) = f(a) + 7f”(a) +o(h?).
En particulier, on a lorsque h — 0

h2

flath) = fla) =%

(f"(a) +o(1)).

En particulier, si f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0) il existe § > 0 tel que pour tout h €] — §,6[ ona f"(a) + o(1) > 0
(resp. f(a)+0(1) < 0) ce qui signifie que f admet un minimum local (resp. un maximum local) en a. Il se trouve
qu’il existe une version générale de ce résultat lorsque f : & C R% — RP. Tout repose sur le développement de
Taylor suivant.

Proposition 62. Soit 0 C R? un ouvert. Soit f : € — R une application deux fois différentiable sur ©. Pour tout
ac€OethecRltelquea+hec Oona

fla+h) = fla) +{(Vf)(a), h)ps + %((Hf)(a)f% h)ga + o(||hl[za)
ot on a définit la matrice Hessienne de f par (H f)(a) := ((Ok,;f)(@))jkef1,....ay € Aa(R). Autrement dit, on a

(@1 )(a) (D3,f)(a) - (95,f)(a)
(Hf)(a) = : :
(0% 4)(a) . o (03.40)(a)

Remarque 65. Si f € €2(0,R) elle est en particulier deux fois différentiable. Sa matrice Hessienne est symétrique
d’apres le théoréme de Schwarz 2]

6. Quitte a diminuer § > 0, on peut supposer que a est un point de maximum global pour g, (si @ est un point de minimum la preuve
fonctionne de la méme fagon). Comme g, :] — J, 5[— R est dérivable en 0, elle vérifie

gu(t) = g0(0) + g, (0) + o(t).
Or, pour tout t €] — 4, ona
9v(0) > gu(t) = g0(0) + tg;,(0) + o(t).

Par conséquent, pour tout t €] — §, 5[ on a

0 > tg, (0) + o(t).
Sit > 0 cela se ré-écrit

02> g,(0) +o(1)
et lorsque ¢ — 0 on obtient 0 > g/, (0). Lorsque ¢ < 0, I’inégalité change de sens et on a

0 < ,(0) +0(1)
et lorsque ¢ — 0 on obtient 0 > g/ (0) et donc g/, (0) = 0.
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Preuve de la Proposition[62) Comme f est deux fois différentiable, d’apres la Remarque[53] on a pour tout a € &
ethcRitelquea+h € O

1
flath) = f(a) + (Daf)(h) + 5 (DZF)(h, h) + o([|][za)-
Sih=(h1,...,ha)" € RY, ceci se ré-écrit a I'aide de la Remarqueet de la Propositioncomme
1 d
Flath) = fa) + (V@) hra + 5 | D 0Fchihn | + o([h]ze).
k=1
Or le coefficient numéro k € {1,...,d} du vecteur (H f)(a)h est donné par
d d
(Hf)(@h)i =D ((HF) @)k s =305 @)h;
j=1 j=1
ce qui donne

d
fla+h) = fla) +{(Vf)(a), h)ra + % (Z((Hf)(a)x)khk> +o([[hlza)

=1

= f(a) +{(Vf)(a), h)ra + %<(Hf)(a)h, h)ga + o(||hl|za)

Exemple 79. Soit I’application

On remarque que f = g X (hg o hy) ol

[ R? - R o | R - R h.d B = R
g: (x1,22) ﬁ ’ YU (@yae) = oatdan 0 TPt = €

f est de classe €?(R?,R) car c’est I'inverse d’une application polynomiale qui ne s’annule pas sur R2. De plus,
hy est de classe €’?(IR?,R) en tant que fonction polynomiale. Comme la fonction h; est la fonction exponentielle,
elle est de classe €2 (R, R) et comme h;(R?) C R on en déduit que hy o by € €?(R?, R) par composition. Enfin,
f € €*(R?,R) en tant que multiplication de fonctions de ¥%(R?, R). Pour (z1,22) € R?, ona

(O f)(z1,22) =

211 2400 1 2, 2x9
Ly TT 6 = x1+12 1— .
$§+1e ; ( 2f)($1,$2) 1’%+1e fE%-l—].

On calcule maintenant ses dérivées partielles seconde. Pour (271, 72) € R% ona

2 2 2x 2 2x
2 2\ x7+x 2 2 1 i+ 2
(011 F) (w1, 02) = 01(O1 f) (21, 72) = %(17%171)6 vhe (951 ) (w1, 22) = me Lo <1 - J:%—H) )

211 2, 215
2 _ 2 2 _ i+ _
@R alorn) = @B eren) = et (10 220,

eﬁb’f-i-lz

2

(83,2f)($1’ xQ) =

ol on a utilisé le Théoreme de Schwarz (Théoréme vu que f € €%(R?,R). On en déduit que

2 2\ 22+ 2x 224z 2x
341 (1 + 21‘1)6 e z%ile D m%fl
H)wnw) =\ L0 ey, 1 202 ) etite2 1) (23 — 323 4+ 5x0 + 1
211¢ ) (22+1)3 (z2 — 1)(23 — 325 + a2 + 1)

Proposition 63. Soit 0 C R% un ouvert et f : ¢ — R une application de classe €*(0,R).
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(i) Si f admet un minimum local en a € O alors (V f)(a) = 0 et pour tout h € R?¢
((H f)(a)h, h)gs = 0.
(ii) Si f admet un maximum local en a € O alors (V f)(a) = 0 et pour tout h € R?
(H f)(@)h, h)za < 0.
Preuve de la Proposition[63] Soit f € ¢2(0,R) et a € ¢ un point de minimum local (le cas ot f admet un

maximum local en a se montre de fagon similaire). En particulier, d’aprés la Proposition (Vf)(a) = 0et
d’apres la Proposition on a pour tout b € R tel que a + h € R?

fla+h) = fa) + {(Hf)(@)h, h)ga + o(|[h]za)-

S’il existe h € R4\ {0} tel que ((H f)(a)h, h)ga < 0 alors en posant v = Hhﬁ —, comme & est ouvert il existe
R
0 > 0 tel que pour tout t €] — 4,5[tv € O etona

fla+tv) = fla) = ((Hf)(a)v,v)ra + o(|t]*) = ¢* ({(H f)(a)v, v)ra + 0(1))
est strictement négatif. En effet, lorsque £ — O on a

lim ((H f)(a)v, v)ra + o(1) = ((H f)(a)v,v)ps <0

t—0

donc quitte a diminuer la taille de § > 0, on a pour tout ¢t €] — §, d|
((Hf)(a)v,v)ra +o(1)) <O
et donc pour tout t €] — 6,4
fla+tv) — fla) <0< f(a+tv) < f(a).

Cela contredit I’hypothése que f admet un minimum local en a et donc pour tout & € R% on a ((H f)(a)h, h)ga >
0. O

Remarque 66. Malheureusement, la réciproque de la Proposition[63|n’est pas vraie. Il suffit de penser a la fonction
(f :t € R~ t3) qui est de classe €(R) en tant que fonction polynomiale. Pour tout ¢ € R on a f’(t) = 3t2 et
f"(t) = 6t. Donc t = 0 et f”(0) = 0 mais 0 n’est ni un maximum local ni un minimum local.

Si on demande un peu plus sur la matrice Hessienne, on peut obtenir la Proposition suivante.

Proposition 64. Soit 0 C R un ouvert et f : 0 — R une application de classe ¢*(0,R). Soit a € O un point
critique de f.

(i) Si pour tout h € R?\ {0} ona ((Hf)(a)h,h)ra < 0 alors f admet un maximum local en a.
(ii) Si pour tout h € R\ {0} ona ((H f)(a)h, h)ge > 0 alors f admet un minimum local en a.

Preuve de la Proposition[64, Nous allons démontrer le deuxiéme point, le premier se démontrant de fagon simi-
laire. Soit & C R? un ouvert et f : ¢ — R une application de classe €2(¢&,R). Soit a € ¢ un point critique de
f.D’apres la Proposition on apourtout h € R telque a +h € &

1
fla+h) = f(a) + S{HF)(@)h, Bpa + o[|Pl|5a). (2.5)
On remarque tout d’abord que 1’application

{ R¢xR? — R
@) = ((H)(a)z,y)ra

est un produit scalaire. En effet ® est a valeurs dans R et
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(i) ® est symétrique : pour tout 2,y € R? on a

®(z,y) = (Hf)(@)z,y)ra = (2, (Hf)(a)) y)pa

Ou T désigne la transposée. Par définition de la transposée ((H f)(a))" = ((af)kf)(a))j ke{l,....dy- Or

s

comme f € €%(0,R),le Théorémeafﬁrme que pour tout j, k € {1,...,d} ona (9%, f)(a) = (7 ;f)(a)
et donc que ((Hf)(a))" = ((a,‘g’,jf)(a))j,ke{17___7d} = (H f)(a). On en déduit que

®(z,y) = (z. (Hf)(a) "yras = (z, (Hf)(a)y)re = (H[)(a))y, 2)ps = ©(y, z)

ol dans I’avant-derniére égalité on a utilisé le fait que le produit scalaire standard (-, -)ra est symétrique.

(ii) @ est bilinéaire : soient 2,7,z € R?et A € R, ona

P(z + Ay, z) = (Hf)(a)(x + Ay), 2)re = (Hf)(a
= ((Hf)(a)z, z)ra + M(H f)(a)y, 2)ra
= ®(z,2) + A\0(y, 2)

(a)x + A(H f)(a)y, z)ra

ol on a utilisé le fait que le produit scalaire standard (-, -)ga« est linéaire par rapport & sa premiére variable.
® est linéaire par rapport a sa premiere variable et symétrique : ® est donc bilinéaire.

(iii) @ est définie positive : Par hypothése sur H f(a) on a pour tout z € R%\ {0}

O(z,x) = (Hf)(a)z,z)ga >0

et donc nécessairement ®(x, x) = 0 si et seulement si © = Oga.

Notons N la norme Euclidienne sur R? associée 2 ®. Comme toute les normes sont équivalents sur R%, on peut
ré-écrire (2.3)) comme

Flath) — () = SN(B) +o(N()?) = IN(R)(1+ o(N(R).

Par définition de o(N (h)), il existe § > 0 tel que pour tout b € By (Oga,d) on ait (1 4+ o(N(h))) > % et donc
pour tout A # Oga on a
fasm - @ ="y
En particulier pour tout i € By (Oga 5) \ {Oga} on a
fla+h)> f(a)
et donc f admet un minimum local en a. O

Remarque 67. Pour vérifier les hypotheses [1)| ou de la Proposition [64] on utilise trés souvent de 1’algebre
linéaire. En effet, lorsque f € ¢?(0,R), la matrice (H f)(a) € .74(R) ou

Fa(R) ={M € My(R): M" = M}.

Il se trouve que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable en base orthonormée. Cela veut dire que si
S € .Z4(R), il existe O € GLg4(R) vérifiant OT = O et une matrice diagonale D telle que

S =0"DO.

Appliquons-le a notre matrice Hessienne (H f)(a) qui, grice au Théoreme 2 vérifie (H f)(a) € Z4(R). Par
conséquent, il existe O € G'L4(R) vérifiant OT = O et une matrice diagonale D = diag(\1, ..., \q) telle que

(Hf)(a) = 0T DO.
En particulier, pour tout & € R%, on a
((Hf)(a)h, h)ga = (OT DOh, h)ga = (DOh, Oh)ga.

Si on pose z = Oh, on a
d

() (@) hygo = 37223,

Jj=1
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En particulier si pour tout j € {1,...,d}, A\; > 0 alors pour tout h € R%\ {Oga} ona ((Hf)(a)h, h)ga > 0 etsi
pour tout j € {1,...,d}, A\; < 0 alors pour tout h € R?\ {Oga} ona ((H f)(a)h, h)ga < 0.

Une autre possibilité est qu’il existe j_ € {1,...,d} telque \;_ < Oetj. € {1,...,d}telque \;, > 0. Soit
u;, des vecteurs propres normalisés associés. Dans ce cas, on sait qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout ¢ €] — §, d[
a+tu;, € Oetona

2 2

flattu,) = fla) + 5 (HF)(@)uje, ujhre + o(t?) = fa) + 5 Mg + o(t?).

On a donc
2

fla+tuy,) - fla) = 5

()\j:t + 0(1))

donc par définition de o(1), il existe ;. > 0 tel que pour tout ¢ €] — 74,74 [onait A;, +o(1) > /\’; et donc

2
f(a + tuj'+) — f(a) > Z)\j+ > 0. (2.6)
De méme, il existe — < 0 tel que pour toutt €] —n_,n_[onait A\;  + o(1) < /\’; et donc
2
f(a + tu];) — f(a) < Z)\]; < 0. 2.7

2:6) et 2.7) empéche que f admette un minimum ou un maximum local en a. On parle alors de point selle car il
y a une direction, a savoir u;_, dans laquelle f est maximale en a et une direction, a savoir u;, , dans laquelle f
est minimale en a.

Gréce a la Remarque [67] on obtient le corollaire suivant de la Proposition [64]
Corollaire 3. Soit & C R? un ouvert et f : & — R une application de classe €%(¢, R). Soit @ € ¢ un point
critique de f.
(i) Si les valeurs propres de (H f)(a) sont toutes strictement négatives alors f admet un maximum local en a.
(i) Si les valeurs propres de (H f)(a) sont toutes strictement positives alors f admet un minimum local en a.

(iii) Si (H f)(a) admet au moins une valeurs propre strictement positives et une valeur propres strictement néga-
tives alors f n’admet ni maximum ni minimum local en a. On parle de point-selle.

(iv) Dans tous les autres cas, on ne peut conclure.

Exemple 80. Soit I’application

R? - R
f: 134y 2
(r1,2) +— e sTITTITT
On cherche a déterminer les points critiques de f est leur nature. Tout d’abord, on remarque que f = exp op ol
[ R? - R
p (z1,m2) — —3x3+ 21 — 3.

pestde classe %(R?, R) en tant qu’application polynomiale. exp est de classe ¢ (R, R) et comme p(R?) C R on
en déduit que f = exp op est de classe €*(R?, R) en tant que composée d’application de classe €. En particulier,
pour (21,72) € RZona

(Ouf) (1, w) = (—af + 1)e 852 () (wr,w) = —2wpe™ 5T,
Les points critiques de f sont les points (z1,22) € R tels que (V f)(x1,z2) = Og2 c’est-a-dire :

(O1f)(x1,22) = O 2241 = 0 z = =1
e IR A AP

Pour étudier la nature de ces points critiques, nous allons calculer la matrice Hessienne de f en ces points. Pour
tout (z1,22) € R?ona

(02, ) (w1, w2) = (=221 + (—a? + 1)) e 3775 (32 F)(w1, 9) = —2w9(—a? 4 1) 371 H01 722
(02, 0) (@1, @) = (831 ) (w1, 22),  (O24f) (w1, m0) = 2203 — 1)e~ 5o+ =73,
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Par conséquent, on a

(% 1/)(-1.0) <a§,1f><—1,0>> _ (2603 _20_3)

1
(Hf)((=1,0)) = ((3%7210)(1, ) (9320)(—1,0) s

(Hf)((—1,0)) étant diagonale, ses valeurs propres sont 2¢~ 3 et —2e~ 3. Elles sont de signes opposés et donc
(—1,0) est un point selle pour f. De méme, on a Par conséquent, on a

(@010 (@B, _ (~2F 0
o= (e ) = (o i)

(Hf)((1,0)) est diagonale, sa seule valeur propre est double et est —2¢~ 3. Toutes ses valeurs propres sont de
signe strictement négatif et doncet donc (1, 0) est un maximum local pour f.

Exemple 81. Soit I’application

Iy R? - R
\ (w1,m2) = 2%+ a1m0 + 23 — 331 — 629

f est une application polynomiale donc de classe ¢?(R?, R). Par ailleurs, pour tout (x1,z2) € R?, ona
(31f)(x1,x2) =2x7 + 19 — 3, (82f)(;1:1,x2) =21 + 2x9 — 6.

Les points critiques de f sont les (z1,z2) € R? tels que (V f)(z1,x2) = Oz, c’est-a-dire tels que

201 +x2—3 = 0 201 +x2—3 = 0
{x1—|—2x2—6 = 0 LW‘E’_LI{?@—g — 0
PN {2x1+a:2—3 =0
xT9 = 3

— o= 0

T2 = 3

On en déduit que le seul point critique de f est (0, 3). Calculons la Hessienne de f en ce point critique afin d’en
déterminer sa nature. Pour tout (z1,72) € R? ona

(0 1) (w1, 2) = 01(01 f) (w1, m2) =2, (05, f)(z1,m2) =1, (03of)(w1,m2) = 2.

Comme f € 2(R% R), le Théorémenous ditque 93, f = 0f of etona

@.0)0,3) (@2.0(0.3)\ (2 1
(H)0.3) = ((a;lf)(o,:z) <a§,2f><o,3>) = (1 2) '

Il reste donc a déterminer le signe des valeurs propres de (H f)(0,3). On a deux possibilités : soit on trouve ses
valeurs propres a I’aide du polyndme caractéristique (voir [(i)] ci-dessous), soit on utilise que le déterminant et la
trace sont invariants par changement de base (voir[(iD)|ci-dessous). Nous allons faire chacune de ces deux stratégies.

(i) Soit A € R,ona

2—-A 1

det((H f)(0,3) — A\2) = ’ 12—\

‘:(2—)\)2—1:(2—/\—1)(2—>\+1):(1—)\)(3—)\).

Les racines de ce polyndme sont 1 et 3 et les valeurs propres de (H f)(0,3) sont donc 1 et 3. Comme ces
deux valeurs propres sont strictement positives, on en déduit qu’en (0, 3), f admet un minimum local.
(i) On sait que (H f)(0, 3) est diagonalisable car (H f)(0,3) € .#4(R). Notons A1, Az ses valeurs propres. On
a d’une part
det((Hf)(0,3)) = A1A2, Tr((Hf)(0,3)) = A1 + Az,

et d’autre part
det((H f)(0,3)) =3, Tr((Hf)(0,3)) = 4.

On en déduit que A1 A2 = 3 ce qui nous dit que A\; # 0 et Ay # 0 et A1 et A2 sont de méme signe. De plus
A1+ A2 =4 > 0donc A\; > 0et Ay > 0. On en déduit que f admet un minimum local en (0, 3).
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Exercice 28. Soit )
& = {(.’L‘l,l‘g) e R?: % +l‘§ < 1}.

& - R
f: 44222 +8x2 420
(z1,22) TraTial

On considere I’application

(i) Montrer que f est bornée et atteint ses bornes sur &.
(i) On va maintenant ticher de déterminer si son minimum est atteint dans & ou bien sur &
(a) Déterminer .
(b) Montrer que
08 = {(2cos(t),sin(t)) : t € [0, 27]}.
(c) Montrer que si f admet un minimum dans & alors nécessairement cet extrema vaut %(3 — \/i)
(d) Montrer que le minimum de & est atteint dans .

(iii) Qu’en est-il du maximum de f sur & ?
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Chapitre 3

Equations différentielles

Dans ce chapitre, on souhaite étudier des solutions d’équations dites différentielles. Ici, I’inconnue est une
fonction qui va vérifier une équation mettant en jeu ses dérivées.
I est un intervalle ouvert de R et & C R est un intervalle de R. On considére une application

f:Ix0—R.

3.1 Premieres définitions et premiers exemples

Commencons par définir la notion de solutions d’une équation différentielle.

Définition 41. On appelle solution de 1’équation différentielle

y/ = f(tvy)

tout couple (J, ¢) o J C I est un intervalle et ¢ est une fonction définie et dérivable sur J a valeurs dans & telle
que pour tout ¢ € J on ait

¢ (t) = f(t, (1))
Définition 42. Soit (.J, ¢) une solution de I’équation différentielle

y = f(t,y). (3.1

(i) On dit que la solution (J, ) est globale lorsque J = 1.
(i) On dit que la solution (.J, ¢) est maximale si elle n’admet pas de prolongement, ¢’est-a-dire que pour toute
autre solution (.J, ¢) de B.1)), si J C J et ¢ = @|yalors (J,¢) = (J,¢).

Exemple 82. On considere I’équation différentielle
Y =y. (3.2)

Ici, on reconnait que si ’on choisit f : R x R — R telle que pour tout (¢,z) € R x R on ait f(¢,2) = z alors
I’équation différentielle (3.2) se met sous la forme

y = f(t,y).

Maintenant, on remarque que la fonction ¢ : R — R définie pour t € R par ¢(t) = e’ est dérivable sur R et vérifie
pour toutt € R

(1) =" = p(t) = f(t, (1)
et donc (IR, ) est solution de 1’équation différentielle (3.2).
Exemple 83. On considere 1’équation différentielle

Y = i (3.3)

Ici, on reconnait que si I’on choisit f : R x Ry — R, telle que pour tout (¢,z) € R x Ry on ait f(¢,2) = /x
alors 1’équation différentielle (3.3)) se met sous la forme

y/ = f(tvy)'
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On remarque que la fonction ¢ : R, — R définie pour ¢ € R, par ¢(t) = % est dérivable sur R en tant que
fonction polynomiale et vérifie pour tout ¢ € R

#(1) = 5 = VoD = [t (1)

et donc ([0, +o00[, ) est solution de 1’équation différentielle (3.3). Cette solution ne peut pas étre étendue a un
domaine plus grand que R .

Définition 43. Soittg € I,yo € 0. On appelle solution du probleme de Cauchy

{y/ = f(tvy)
y(to) = o

Toute solution (J, ) de I’équation différentielle y' = f(¢, y) qui telle que o € J vérifie p(to) = yo.

Remarque 68. Bien souvent ¢ty = 0 et correspond a une condition initiale du systeme étudié. Par exemple, si
I’équation différentielle apparait dans un modele de dynamique des populations il peut s’agir du nombre de initial
de personne dans cette population. En physique, il peut s’agir de la position d’une particule au temps ¢ = 0...

Exemple 84. Si on considere le probleme de Cauchy

{10 21

On remarque que la fonction ¢ : R — R définie pour ¢ € R par (t) = e est solution de I’équation différentielle
y =yetquelonap(0) =€’ = 1.

Exemple 85. Si on considere le probléme de Cauchy

(o 2 &

y(0) = 0

On remarque que ([0, +00[, ¢) ou la fonction ¢ : Ry — R est définie pour ¢t € R, par p(t) = % est solution
de I’équation différentielle y' = |/ et vérifie ¢(0) = 0. On remarque également que I’application (R, ) définie
pour tout ¢ € R par ¢(t) = 0 est solution de y' = /y et vérifie $(0) = 0.

Exemple 86. On considere le probleme de Cauchy

{ho =7

Si on définit f : R x R — R pour tout (¢, z) € R par f(t,x) = 22 ce probléme de Cauchy se met sous la forme

{y/ = f(tvy)
y(0) = 1

On remarque que (] — 00, 1[,¢) ol ¢ :] — 00, 1[— R est définie pour ¢ €] — oo, 1] par ¢(t) = 1 est solution de
I’équation différentielle car ¢ est dérivable sur son domaine de définition en tant que fraction rationnelle dont le
dénominateur ne s’annule pas et pour tout ¢ €] — oo, 1[on a

De plus on vérifie que ¢(0) = 1 et donc ¢ est solution du probleéme de Cauchy.
Les questions auxquelles nous allons tenter de répondre dans ce cours sont les suivantes :
(i) Etant donné un probleme de Cauchy, existe-t-il une solution ?
(i) Si oui, est-elle unique ?
(ii1) Si oui, est-elle définie sur I tout entier ?

Nous aurons trés bientdt les outils pour répondre a ces questions. Notez tout de méme que 1’unicité n’est pas
toujours garantie, il suffit de penser a I’'Exemple[85] De méme, on remarque que dans I’Exemple[86que la solution
obtenue n’est pas solution de 1’équation différentielle si elle est définie pour tout ¢ € R mais seulement sur |—oo, 1].
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3.2 Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2

3.2.1 Les équations différentielles linéaires d’ordre 1

Dans ce paragraphe, on considere des fonctions a,b : I — R continues et on s’intéresse aux équations diffé-
rentielles de la forme

y +ay =b. (3.4)

Notons qu’en posant f : I x R — R définie pour (¢,z) € I x R par f(t,z) = —a(t)x — b(t), résoudre (3.4)
revient a résoudre

y' = f(t,y)
f étant affine par rapport a sa deuxiéme variable, on parle d’équation différentielle linéaire. Elle est dite du premier

ordre car elle ne fait intervenir que des dérivées premieres de I’inconnue .

Proposition 65. L’équation différentielle linéaire y' + ay = b admet des solutions. Elles vérifient pour tout t € R

o(t) = op(t) + Apn(t), AeR

ol

(i) (I,¢pn) est solution de I’équation différentielle y' + ay = 0. Cette équation différentielle est dite homogeéne
carb = 0.

(ii) (I,p) est une solution particuliére de I’équation différentielle y' + ay = b.

Preuve de la Proposition Si ¢ est de la forme annoncée, alors elle est solution. En effet, elle est dérivable sur
Tetpourtoutt € Tona

@' (t) = @, (1) + MA@y (t) = —a(t)pp(t) +b(t) — a(t)\pn(t) = —a(t) (wp(t) + Apn(t)) + (1)
= —a(t)e(t) + b(t).

Nous allons maintenant démontrer qu’il existe des solutions. Pour ce faire, nous allons démontrer dans une pre-
miere étape qu’il existe des solutions a 1’équation homogene. Dans une deuxieéme étape qu’il existe une solution
particuliere et dans une troisieme étape que toute solution est nécessairement de la forme annoncée.

Etape 1 : On considere I’équation différentielle homogene

Y +ay=0 (3.5)

Nous allons faire un raisonnement par analyse et synthese afin de démontrer que (3.5) admet des solutions (7, ¢p,)
et que toute ses solutions sont de la forme

on(t) =Xe 2O XNeR

ou A est une primitive de a.

Analyse : Supposons que (I, ¢p,) soit solution de (3-3). Comme « est continue sur 7, elle y admet des primitives de
classe €1 (I,R). Notons A : I — R une telle primitive. On considere alors I’application

f I - R
Lt A1)

On remarque que f = (expoA) X ¢p. Comme (I, ) est solution de (3.3)) alors ¢y, est dérivable sur I.
Par construction, A est dérivable sur [ et a valeurs dans R précisément la ou la fonction exponentielle est
dérivable. On en déduit que exp oA est dérivable sur I en tant que composée de fonctions dérivables et que
f est dérivable sur I en tant que produit de fonctions dérivables sur I. De plus, pour tout ¢t € I, on a

F1(t) = A (e pn(t) + eVl () = a(t)e D (t) — a(t)eDpn(t) = 0

ol on a utilisé le fait que (I, p,) soit solution de (3.5)). On en déduit que f est constante sur I, autrement dit,
il existe A € R tel que f(¢) = A ce qui se ré-écrit

on(t) = Ae™ A0, (3.6)

109



Syntheése : Maintenant, on vérifie que toute fonction de la forme donnée en (3.6) est bien solution de (3.5). Soit donc
A € R et I’application
I = R
Ph { t = e A®

p, est dérivable sur I car exp o(—A) est dérivable sur I en tant que composée de fonctions dérivables (la
justification est similaire a celle de la partie Analyse du raisonnement). On remarque par ailleurs que pour
toutt € I,ona

Pn(t) = M—a(t)e™ ) = —a(t)pn(t)
et donc (I, py,) est solution de (3.3).

Etape 2 : On cherche maintenant a montrer 1’existence d’une solution particuliere de (3.4). Pour se faire, on va la
chercher de la forme
©p(t) = A(t)e™ 40, (3.7)

C’est ce que I’on nomme méthode de variation de la constante ou on va chercher une fonction A : I — R dérivable.
Supposons donc que (I, ¢,,) soit solution de (3.4) avec ¢, de la forme (3.7). Comme X est supposée dérivable sur
I on en déduit que pour tout ¢t € [ on a

P, (t) = N (t)e 2 —a®)A(t)e™ W = N (t)e™ ) — a(t)p, (t).
Comme (I, ¢,) est supposée solution de (3.4) on a pour tout ¢ € I
b(t) = @, (t) + a(t)py(t) = N (H)e 0.

On en déduit que pour tout ¢ € I, X' (t) = eA()b(t). Or I'application t € T +— eA()b(t) est continue sur I en tant
que produit d’applications continues sur I, elle y admet donc des primitives de classe ¢ (I, R) et on choisit pour
A une telle primitiveﬂ I suffit de vérifier que ), ainsi construite est bien solution de (3.4). Tout d’abord, si A est
une primitive de t € I — e“(®)b(t), X est dérivable sur I et donc @p est dérivable sur I en tant que produit de
fonctions dérivables et pour toutt € I on a

pp(t) = N (e —a(O)A(t)e™ O = b(t) — a(t)py(t).

En particulier (I, ¢,) est bien solution de (3.4).

Etape 3 : Montrons maintenant que toute solution (I, ) de (34) est de la forme annoncée. Soit (I, ;)
une solution particuligre (qui existe grice a I’Etape 2). On remarque que (I, ¢ — ©p) est solution de 1’équation
homogene (3.3)). En effet, pour tout ¢ € I, on a

@' (t) = (1) = —a(t)p(t) + b(t) — (—a(t)pp(t) + b(t) = —a(t)((t) — ¢p(t))-
D’apres I’Etape 1, on sait qu’il existe A € R tel que pour toutt € I on a
(1) = pp(t) = Ae™ 0.

et donc
o(t) = pp(t) + Ae= A0

ou (t — e*A(t)) est une solution de I’équation homogene, ce qui termine la démonstration. O

Ce qu’il faut savoir en pratique : Voila les étapes a suivre lorsque 1’on cherche a résoudre une équation
différentielle linéaire du premier ordre de la forme

y +ay=>

ol a,b: I — R sont des fonctions continues sur /.

(i) Les solutions (I, ¢,) de I’équation homogene ¢’ + ay = 0 sont de la forme
on(t) = Ae AW

ol A € Ret A est une primitive de a sur 1.

1. En pratique, si tg € I, on peut choisir

At) = /tt e p(s)ds.

0
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(i) Pour trouver une solution particuli¢re, on cherche une solution (I, ¢,) qui pour tout ¢ € I est de la forme
p(t) = A(t)e

avec A : I — R dérivable sur I a trouver explicitement en regardant I’équation que vérifie ¢,,. Cette méthode
porte le nom de méthode de variation des constantes.

(iii) On utilise la Proposition 65| pour dire que toute solution (I, ) est de la forme
¢ =pp+ At

ou ¢, est la solution particuli¢re trouvée a I’étape d’avant.

Exemple 87. On s’intéresse a I’équation différentielle

y +ty =t. (3.8)
Ici

J R = R b R — R
R =S
sont des fonctions continues sur R en tant que fonctions polynomiales.
On résout dans un premier temps I’équation homogene

Y +ay=0

et on sait d’apres le cours que les solutions (R, ¢y, ) sont, pour tout ¢ € R, de la forme
on(t) =Xe 2O NeR
1

ol A est une primitive de a. Pour ¢ € R, on choisit A(t) := 5152 et donc

12
en(t)=Xe" 7, XeR

On cherche maintenant (R, ¢,,) une solution particuliere de (3.8) telle que pour tout ¢t € R

avec X\ : R — R dérivable. Pour tout ¢t € R, on a
t2 t2
@ (t) = N(t)e™ = —tA(t)e =.
Et donc, pour toutt € R, on a
2 12 2
b(t) =t = @ (t) + toy(t) = N (t)e™ T — tA(t)e™ T +tA(t)e T = N (t)e 7.

On en déduit que pour toutt € Ron a
2

N(t) =te7.
2
La fonction (¢ — te%) est continue sur R (pourquoi ?) donc elle y admet des primitives. On choisit

At) = /t Segds = [e§r = eg —1.

0

On en déduit que la fonction ¢, définie pour ¢ € R par

Pp(t) =1—e€"7
est solutionﬂ On en déduit que les solutions générales (R, ¢) de (3.8)) sont pour tout ¢ € R de la forme

t2 +2
o) =@p(t) + AW =14 (A-1)e™7 =1+ae" 7, areR

2. Ici la méthode fonctionne, mais cela parait un peu absurde de I’utiliser : on aurait des le début pu remarque que la fonction constante a 1
était solution particuliere.
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Trés souvent en pratique, la résolution de 1’équation différentielle y’ + ay = b est assortie d’une condition dite
initiale. C’est ce que I’on nomme un probleme de Cauchy et c’est le but de la Proposition suivante.

Proposition 66. Soittg € R, yo € R. Le probleme de Cauchy
{ y+ay = b
y(to) = wo
admet une unique solution (I, p).

Preuve de la Proposition[66] On sait que les solutions (I, ¢) de ' 4+ ay = b sont, pour tout ¢ € I, de la forme
(1) = pp(t) + Ae O

oll A € R et A est une primitive de a. En particulier, p(ty) = ¢, (to) + Ae =) donc

yo = p(to) <= A = (yo — pp(to)) e,
ce qui termine la démonstration. O

Exemple 88. Reprenons I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 de I’Exemple [87]et considérons le probleme de
Cauchy suivant

{y’+ty = t2
y@) =0

On sait que si (R, ¢) est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre 3’ + ty = t2 alors pour tout
tecRona

12

pt)=14+Xe"7, XeR
On souhaite de plus a ce que ¢(0) = 0, c’est-a-dire
0=¢p0)=1+ A

Si on choisit A = —1 on a donc pour tout ¢t € R

plt)=1—e"=

qui est 'unique solution du probléme de Cauchy.

3.2.2 Quelques applications dans d’autres disciplines

Dans ce paragraphe, on étudie des applications des équations différentielles linéaires d’ordre 1 a d’autres
disciplines.

Exemple 89. On considere un circuit électrique dans lequel une résistance et un condensateur en série sont soumis
a une tension en entrée. Il se trouve que la tension w aux bornes du condensateur vérifie I’équation différentielle

1
'+ —u=F .
u + Cu 3.9

ou R > 0 est la résistance électrique de la résistance et C' > 0 la capacité du condensateur et £ : R — R la tension
en entrée que 1’on suppose de la forme :
E(t) = Ey cos(wt)

ol £y € Retw > 0. On suppose qu’au temps ¢t = 0 la tension au borne du condensateur est nulle. On doit donc
étudier le probleéme de Cauchy
/ 1 —
{ Wt pow = B (3.10)

u(0) =0
On sait que les solutions (R, ¢y) de I’équation homogeéne v’ + Rl—cu = 0 sont de la forme
on(t) =Ae" e, AeER.

On cherche maintenant une solution particuliere (R, ¢, ) de (3.9) a I’aide de la méthode de variation des constantes.
Soit A : R — R dérivable, on suppose que pour tout ¢ € R on a

Pp(t) = A(t)e™7e
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alors on obtient

P(t) = N (e T — = A(t)e e
et comme (R, ¢,,) est solution de (3.9) on a
Fo cos(wt) = ¢ (£) + ——o(t) = N(£)e~ o — ——A(t)e~ e + = A(t)e~ 7 = N(t)e~ e
’ P T RCTY RC RC '
On en déduit que pour tout ¢ € R, on a
N(t) = Eg cos(wt)e RS
La fonction (t — Egcos(wt)e® ) est continue sur R donc elle y admet des primitives. Soit A celle qui s’annule

en 0, on a pour tout ¢ € R
t . . S
/\(t) = Eo/ Cos(ws)eﬁds = FEgR </ ezwseRcds)
0

/ s(iw+ o) S)
0

W —I— RC
W —|— RC
— E zwt+R _
o® (szC +1 ‘ ))
1-— . ¢
= EpR <RC’ iwho (WHW - 1)) .

1+ w?R?C?

On remarque que le nombre complexe

_ 1—iwRC
T 1+ w?R20?
vérifie
2] =1

donc il existe 6 € [0, 27| tel que z = €%’ et on obtient donc pour tout t € R

ZMRC dwot+ -t
= EgRCR (ezoe“"HW - ew)
= FEoRC (cos(wt +0)ero — cos(@))

et donc pour tout ¢ € Ron a
©p(t) = EoRC (cos(wt +6)— cos(ﬁ)eﬂ%> .
On en déduit que nécessairement les solutions (R, ¢) de (3.9) sont, pour tout ¢ € R, de la forme
©(t) = @p(t) + App(t) = EoRC (cos(wt +6)— 005(9)67%> + e~ e,
Comme on cherche la solution vérifiant ¢(0) = 0, on obtient
0= p(0) = EgRC(cos(f) — cos(f)) + A
donc X = 0 et la solution (R, ¢) du probléme de Cauchy (3.10) vérifie pour tout ¢ € R

o(t) = EgRC (cos(wt +6)— 008(9)6_%) .
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On remarque que
lim |p(t) — EgRC cos(wt + 6)| =0

t—+o00

On peut comprendre ce résultat de la facon suivante en temps long, la tension au borne du condensateur est donnée
par ¢(t) ~ EoRC cos(wt + ). D’un point de vue mathématique, pour tout € > 0, il existe ¢y > 0 tel que pour
tout ¢ > ty on ait

p(t) = EgRC cos(wt + 6) + r(t)

avec |r(t)| < e. L'intérét du circuit RC' est donc d’introduire un déphasage pour la tension aux bornes du conden-
sateur : il s’agit de 6. Bien évidemment, 6 est une fonctionE] de R etde C et donc on peut choisir R et C' de maniére
a obtenir le déphasage souhaité.

Exemple 90. Le modele de Malthus est un modele de dynamique des populations qui essaye d’étudier I’évolution
d’une population (de bactéries dans un boite de Petri, de lapins dans une forét ...). On suppose que la population
a un taux de naissance par unité de temps donné par n : R — [0, 1] et un taux de déces par unité de temps donné
pard : R — [0, 1]. Notez que ces taux peuvent varier au cours du temps. Alors, si pour ¢ € R I(t) est le nombre
d’individus dans la population étudiée, pour At > 0 on a

I(t+ At) = I(£) + (ADR()I(E) — (AD()I(E) = I(t) + (n — d)(£)(AD)I(E)

qui se comprend de la fagon suivante : le nombre d’individus au temps ¢ + At est le nombre d’individus au temps ¢
auxquels on ajoute ceux qui sont nés sur I’intervalle de temps At et on soustrait ceux qui sont morts sur I’intervalle
de temps (At). On obtient alors

I(t + At) — I(t)

— L =n-d))I(t

N (n— d)()I(1)
et en faisant tendre At — 0 on obtient le mode¢le dit de Malthus :
I'(t) = (n— d)(B)I(1).
Lorsque n et d sont constants, les solutions (R, ) de cette équation différentielle sont pour tout ¢ € R de la forme
o(t) = e~ Dt N eR.

Si on cherche maintenant la solution au probleme de Cauchy

I' = (mn—dIl
{1(0) = I

avec Iy > 0, on remarque plusieurs choses :
(i) pourtoutt € R, I(t) = Iye(®=D?,
(ii) pourtoutt € R, I(t) > 0,

(iii) sin —d > 0 alors I est croissante et lim;_, o, I(t) = 4o0. Cela s’interpréte comme suit : si le taux de
naissance est supérieur au taux de déces, la population croit.

(iv) sin —d < 0 alors I est décroissante et lim; , o, [(t) = 0. Cela s’interpréte comme suit : si le taux de
naissance est inférieur au taux de déces, la population décroit jusqu’a disparaitre.

3.2.3 Les équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

D’autres équations différentielles linéaires que vous avez certainement déja rencontrées sont celles de la forme
y" +ay + by = c(t) (3.11)

ol a,b € Retc € €(I,R) avec I C R un intervalle. Elles ne peuvent pas directement se mettre sous la forme
(BI) : elles sont d’ordre 2, c’est-a-dire qu’elles mettent en jeu une dérivée seconde. On peut toutefois le faire en

posant
v-(7)
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et en remarquant que (3:T1)) se ré-écrit comme

donc si on pose
Iy R x R? — R?
t,X) —=»MX+C(t)

on remarque que (3.11)) se ré-écrit comme
V' = f (ta Y)

ce qui ressemble 2 la forme (3:1)), & ceci pres que I’on autorise la deuxiéme variable de f a étre dans R? et non plus
dans R.

Un outil treés important dans la structure des solutions sont les solutions de I’équation polynomiale d’ordre deux
suivantes, dite équation caractéristique

P(A\) =0, ouP(\):=A4a\+b. (3.12)
La structure des solutions de (3.11)) est intimement liée a celles de (3:12). C’est I’objet de la proposition suivante.

Proposition 67. L’équation homogeéne y" +ay’ + by = 0 admet deux solutions (R, ¢y, 1) et (R, ¢y, 2) linéairement
indépendantes en suivant I’alternative suivante :

(i) Si P a deux racines réelles \1, Ao alors pour toutt € R on a

A1t

eni(t) =Mt ppa(t) = et

(ii) Si P a deux racines complexes elles sont de la forme )\, X et pour toutt € R on a
on1(t) ="M cos(S(A)E),  pna(t) = "V sin(S(M1).
(iii) Si P n’admet qu’une seule racine réelle A € R alors pour toutt € Ron a
on1(t) = e, Yna(t) = te.
Dans tous les cas, les solutions de I’équation homogéne y" + ay’ + by = 0 sont de la forme (R, ¢y,) avec pour
toutt € R
on(t) = a1pn1(t) + aopna(t), ai,az €R.
Preuve de la Proposition[67] Nous allons raisonner par analyse et synthese.
Analyse : Supposons que (R, ¢p,) est solution de 1’équation homogeéne y” + ay’ + y = 0. En particulier, on a

pour toutt € R
en(' _ ap (#100) _ (0 1
<90’h(t)> M (saw))’ avee M := (—b —a)' (3.13)

Le polyndme caractéristique de M est

A -1

XM()\)'b )\+a‘A2+aA+bP(/\).

Chercher les valeurs propres de M revient donc a résoudre I’équation caractéristique.

1. Si P a deux racines réelles notées A1, Ay € R, on peut diagonaliser M et il existe @ € GLo(R) telle que M

s’écrive
o1 (M0
M=q ( 0 Ao Q.

(e(50) =2 (5 = (5 w)e (3

(3.13) devient



On pose alors pour tout t € R
_(Yna(®) . o (D)
0= (i) =2 (o)

=4 )

Y a(t) = Mon1(t),  Pha(t) = Aathn 2(t).

Pour tout j € {1, 2} on a alors v, ; est solution de 1’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1

et comme pour tout £ € R

on en déduit que

y =Ny =0.

En utilisant la structure des solutions données en Proposition on obtient qu’il existe 5; € R tel que pour
toutt € R
Unj(t) = Bie".

()= () =a ()

Et donc pour toutt € R :

C m m T P
et donc si on écrit Q1 = 1.1 12 la premiere ligne de cette équation donne
ma1 M22
Art Aot
on(t) =my181e™" + ma2Bae”? (3.14)

qui, si on pose a1 = mq,101 et ag = mo 232 est précisément la structure des solutions annoncées.

. Si P a deux racines complexes (non-réelles), comme P est a coefficient réels, si A est une racine alors \ est
I’autre racine. On peut alors reproduire la démonstration du point précédent avec les particularités suivantes :

(a) @ € GL3(C) etnon plus GL2(R),

(b) On utilise le fait que 1’on sache résoudre 3’ — Ay = 0 avec A € C (et non simplement A € R) et que
les solutions sont définies pour ¢ € R et sont de la forme ﬁjeM avec 3; € C.

(3:14) devient donc
Pn(t) = et ype = RO (10N g pemOO))
avec 1 = a1 + ib1,v2 = az + iby € C. On cherche des solutions a valeurs réelles donc

en(t) = Rpn (1) = VIR (31BN 4 5pem 0O
= ROV (g1 cos(S(A)t) — by sin(S(A)E) + ag cos(—S(A)t) — by sin(—=S(A\)t))
= ROV (41 cos(S(A)t) — by sin(S(A)t) + ag cos(I(A)E) 4 by sin(S(A)t))
= (a1 + az) cos(S(N))e® N 4 (by — by) sin(S(A) 1),
En posant oy = a1 + as € Ret as = by — by € R on obtient le résultat annoncé.

. Supposons que P a une racine double A € R. Soit €1 un vecteur propre de la matrice M associé a A et ’on
complete le vecteur £ de telle sorte a ce que (£1, €2) soit une base de R?. Si on note

0= (<51761>]R2 <€2,e1>R2)

(€1,e2)m2 (€2, €2)m2

On remarque que

Qe =Q (é) = (g;:;;ii) = (e1,e1)gr2e1 + (€1, €2)R2€2 = €1

et de méme

Qex = Q <(1)) = (22:2;§2> = (g9, €1)Rr2€1 + (€2, €2)R2E2 = £2.
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Comme I’image d’une base par () est une base, cette matrice est inversible donc ) € GL2(R) eton a

_ A b 1
pour certaines constantes réelles 6, 65 € R. En effet
Q 'MQe1 = Q 'Mey = \Q 'er = Aey

et
Q_lMQ€2 = Q_lMEQ =01e1 + bOaeq € Rz.

Maintenant, on remarque que comme A est racine double on a
P(X)=(X =)= )\ -2\X + X2
Par ailleurs, on sait que le polyndome caractéristique vérifie
P(X)=X?4+aX +b=X%—Tr(M)X + det(M).
On en conclut que Tr(M) = Tr(Q 1 MQ) = X + 02 = 2\ et donc que 3 = \. On a alors pour tout ¢ € R
/
() = (Gio) =2 (o R)e (Go)

et donc

On pose donc pour tout ¢ € R
_ (Yra@)) _ -1 (n(t)
a0 = (i) =2 (50)

()= (3 %) (1)

En particulier, 15, o est solution de I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre un 3y’ — Ay = 0 et
donc il existe B2 € R tel que pour tout ¢ € R on ait

Yna(t) = Bae™.

et donc pour toutt € Ron a

L’équation sur v, ; devient donc
y' — Ay = 0152¢™.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre un avec second membre. Les solutions sont donc pour
tout ¢t € R de la forme

Un1(t) = Bre + 1y (t)

ol 1, est une solution particuliere. On la cherche a I’aide de la méthode de variation de la constante donc
on cherche v, de la forme v, (t) = C(t)eM et donc 9, (t) = C'(t)e* + My (t) et comme 1), est solution
dey — X\ =0,6eMona

C'(t)e = 0162

et donc on peut choisir C(t) = t6; 2 ce qui donne que pour tout ¢ € R 1y, 1 est de la forme
Un1(t) = (B + 0182t)eM.

mi1 M2

Maintenant, si on écrit Q! =
ma1 M232

) et on obtient pour tout ¢ € R

on(t) = my 1Ppa(t) +maitbna(t) = (m11B1 +ma101B2)e™ +my 161 Bate™

ce qui en posant vy := (my 151 + me,10152) € Ret ag :=my 10152 € R donne la forme annoncée.
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Synthese : On vérifie que les expressions trouvées pour j, sont solutions dans chacun des cas.

1. Supposons que A € R est racine de P. Alors si pour tout ¢ € R on définit oy, (t) := e* on a
On(t) + aph (t) + bpn(t) = M (A2 + aX +b) = eMP(X) =0

donc (R, ¢p,) est bien solution de 4" + ay + by = 0. On en déduit par linéarité de I’équation différentielle
que sipourtoutt € Rona ¢p(t) := oy eMt + aget avec A1, Ao deux racines réelles distinctes de P alors
(R, ¢p) est solution de " + ay + b = 0 et donc, dans ce cas, toutes les solutions de I’équation différentielle
y" + ay + b = 0 sont de cette forme.

2. Si P a deux racines complexes conjuguées \ et \, et pour tout ¢ € R, ¢y, 1(t) = e®Ntcos(I(N\)t) alors

ona(t) =1(eM+ ™) et donc

1 — 5 1 I
hal) = 50N 42N, g1 (1) = 5 (VM + (V)2
ainsi, pour tout ¢ € R, on obtient
1 1~ -
P A(0) + agh 1 (6) + biona (8) = 5PN + 5 POV

=0.

Par conséquent, (R, ¢y, 1) est solution de I’équation différentielle homogene linéaire d’ordre deux y” +ay’ +

b = 0. On démontrerait de méme que pour tout t € Rsi ona g 2(t) = XM tsin(F(N)) = £ (M — e M)

alors (R, ¢, 2) est solution de I’équation différentielle homogene linéaire d’ordre deux y” + ay’ + b = 0.
Par linéarité, on en conclut que toute solution de la forme ai¢p,1 + a2 est solution de 1’équation
différentielle homogene linéaire d’ordre deux 3" + ay’ + b = 0.

3. Maintenant, si on considére que P a une racine réelle double notée ) alors si pour toutt € Rona ¢, 1(t) =
e qui est solution d’apres le Point Maintenant, on considére pour tout ¢ € R la fonction ¢y, »(t) = te.
On remarque que pour toutt € Ron a

902,2(75) = (At + 1)6)\t7 S0Z,2(t) = ()‘zt + 2)‘) e
et donc
Oh o (t) + aph o (t) + bona(t) = M (X%t + 2X + aXt + a + bt)
=M (tP(\) + 2\ +a)
=M (tP(\) + P'(\))
=0

car A est racine double. Par linéarité, on en conclut que toute solution de la forme ay¢p 1 + qapp 2 est
solution de I’équation différentielle homogene linéaire d’ordre deux 3" + ay’ + by = 0.

O

Le but de la proposition suivante est de donner la forme générale des solutions de 1’équation différentielle
linéaire d’ordre deux y” + ay’ + by = ¢(t).

Proposition 68. Soit ¢ € €(I,R) oit I C R est un intervalle. Les solutions (I, ) de I’équation différentielle
linéaire d’ordre deux y" + ay’ + by = c(t) sont, pour tout t € R, de la forme

@(t) = on(t) + ¢p(t)
oit (R, ¢y,) est une solution de I’équation homogéne et (R, ¢,) une solution particuliére.

Preuve de la Proposition[68] On commence par démontrer I’existence d’une solution particuliere (R, ¢,,). Pour
cela, on utilise une méthode de variation de la constante et on la cherche sous la forme

op(t) = a1 (t)pn1(t) + aa(t)pna(t) (3.15)

oll ¢y, 1 et gy, 2 sont deux solutions linéairement indépendantes de I’ équation différentielle homogene " +ay’+b =
0 et a1, ao sont deux fonctions dérivables sur I. On a pour tout ¢ € R

(1) = At (O)pna(t) + o (H)pn2(t) + 01 (t)@h 1 (1) + az(t)p) o ().
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Et on suppose que la solution recherchée vérifie o} (t)pp.1(¢) + ab(t)on 2(t) = 0. Par ailleurs, on a

e (t) = a4 () 0h,1 () + a(t)¢h o (t) + a1 ()] 1 (1) + a2(t) @Y 4 (1)
Comme (I, ¢,) est solution de y”" + ay’ +b = c(t) ona

c(t) = o (£)h, 1 (1) + (1)) 5 (t) + () 4 ( ) + az( )¢ (t)

+a (ar(t)eh,1 (1) + a2 () @) 2 () + b (a1 (t)on,1(t) + az(t)pn2(t))
()1 (1) + o ()¢h, o (t) + o (t) (¢, 1( ) +agh, 1 (t) + ben, (1))

+aa(t) (¢ 2(t) + agh, o (t) + bena(t))
) ()1 (1) + a5 (t)gh o (8).
On en déduit pour tout £ € R le systéme suivant
{ a1 (t)en1(t) + on(t)ona(t) = 0
o (t)S";L,l(t) + a5(t) ), o (1)

que I’on peut ré-écrire pour tout ¢ € R par

(G o) () = (o)

On a pour tout ¢t € R

et

W (t) = @h,1 (1)@ 2 )+ 1) o(t) = 1 (E)pn2(t) = @l 1 (E)ph o(t)
= on,1(1) ¢ 2(t) — 1 (H)pn2(t)

= —pn(t) (W%,z + bon,a(t)) + (agh, 1 (t) + bpn,1 (t))en2(t)

= —app1 ()@ 2(t) + aph, 1 (t)pn,2(t)

=aW(t).

(3.16)

(3.17)

On en déduit que W vérifie sur R 1’équation différentielle linéaire homogene d’ordre un ¢’ — ay = 0 et donc pour

tout t € R, W vérifie
W(t) = W(0)e™.
On s’assure maintenant que W (0) # 0 selon qui sont ¢y, 1 et ¢y, o.

1. Si P adeux racines réelles distinctes A; et A2 alors pour tout ¢ € R

At

ona(t) =Mt ppa(t) = et

et donc
Pha(t) = MeMt gl o(t) = Ao,

Ainsi, on obtient

1 1

W(0) = ©n,1(0) @h,2(0)’ =n

B 90;1,1(0) ‘PIh,Q(O) B

2. Si P a deux racines complexes conjuguées (non-réelles) A et A alors pour tout £ € R

ona(t) = " Neos(I(AL),  pna(t) = XM sin(I(\)t)

’:)\1—)\27&0.

et donc

Ph1(t) = TV R(N) cos(S(N)E) — S(A) sin(S(A)1))

)

Ainsi, on obtient
©n1(0)  @n2 (0)‘
W0
O=1g110) @0



3. Si P aune racine réelle double A € R alors on a pour tout £ € R

on1(t) =eM, opa(t) = te

et donc
eha(t) = e, ) o(t) = (1+ At)e.

On en déduit alors que
1 0

wW(0) = ’/\ 1’ =1
et donc W (0) # 0.
On en déduit que dans chacun des trois cas possibles
W(0)#0 (3.18)

et donc W (t) = W (0)e® # 0. En particulier on peut inverser la matrice dans (3.16) et on obtient

(540) = (20 ) () = o (et

et donc pour tout ¢ € Ron a

Comme les applications (t el— —%}(ﬁ(”) et (t el— %’Et;m) sont des applications continues sur [

elles y admettent des primitives : on en déduit I’existence de fonctions dérivables sur I, a; et ag. On en déduit
I’existence de solutions particulieres de la forme (3.13).
On remarque par ailleurs que toute fonction ¢ de la forme

I — R
: 3.19
° {t o arpnalt) + aspnalt) + gyt G19

oll vy, ap € R est solution de y” 4 ay’ + by = ¢(¢) sur I. En effet, pour tout ¢ € I, on a

' (t) = arpn 1 (8) + o o () + (1), 9" (1) = argy 1 () + a2 (1) + @5 (1)

et donc

" (t) + a@! (t) + bp(t) = an (@1 () + a), 1 (8) + bpn,1 (1)) + az (@) 2(t) + a), () + bon 2(t))
+ @, (t) + apy(t) + bey(t)
= c(t)

car pour j € {1,2}, comme (I, ;) est solution de 1’équation de I’équation différentielle linéaire homogene
d’ordre deux y” + ay’ + by = 0 les deux premiers termes sont nuls et comme (I, ¢,,) est solution de 1’équation
différentielle linéaire d’ordre deux y” + ay’ + by = c(t) le dernier terme est égale a c(t).

On vient donc de montrer que toute fonction de la forme (3.19) est solution de I’équation différentielle linéaire
d’ordre deux y” + ay’ + by = c(t). 1l faut maintenant démontrer que toute solution est de cette forme. Soit une

deux solutions (I, ,) et (I,p,) de ¥ + ay’ + by = c(t). On remarque que ¢, = @, — ¢, est solution de
I’équation différentielle linéaire homogene vy + ay’ + by = 0 sur I. En effet, pour tout t € I, on a

Ph (1) + aph, (t) + bon(t) = (Bp(t) — p(1)” + a (Bp(t) — (1)) + b (Bp(t) — p(t))
=3 (8) +a@y () +b@p(t) — (¢, (1) + app(t) + byp(1))
= c(t) — c(t)
=0.

En particulier, d’apres la Proposition on sait que ¢y, = o Pp,1 + 0pp 2 avec ag, g € R et donc

Yp =a1pp1 + Q2Pp2 + Yp

et donc toute les solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre deux 3" + ay’ + by = c(t) sont de la forme
annoncée. O
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Un corollaire immédiat de la Proposition |67] est 1’existence d’une unique solution au probleme de Cauchy de
la forme

y' +ay +by = c(¥)
y(to) = % (3.20)
y'(to) = 20

outyg e l.
Corollaire 4. Soitc € €(I,R), ty € I etyp, 20 € R. Il existe une unique solution au probleme de Cauchy (3.20).

Preuve du Corollaire ] Supposons que (I, ¢) soit solution du probléme de Cauchy (3.20). En particulier, d’apres
la Proposition [68] on sait qu’il existe o1, a2 € R tels que pour tout ¢t € [ on a

o(t) = arpn1(t) + aapn2(t) + pp(t)

ot (1, ;) est une solution particuliere de 1’équation différentielle linéaire d’ordre deux y” + ay’ + by = c(t).
Comme (I, ¢) est solution du probleme de Cauchy (3.20) on a

Yo = »(0) = a1n,1(0) + a2 2(0) + ¢;,(0).

De méme, on a
20 = ¢'(0) = a1}, 1(0) + azp}, 5(0) + ¢,(0).

On obtient le systeme linéaire suivant
Yo ©n1(0) o 2(0)> (041)
= ' ’ 3.21
(ZO} (90;»1(0) ©h.2(0) ) \ a2 (3.21)

¢n,1(0) ‘Ph.2(0)‘
' ’ =W(0
EMORREAR0]
ol W est I'application définie en (3.17) et W(0) # 0 comme expliqué en (3.18). Par conséquent, le systeme
linéaire (3.2T) admet une unique solution ce qui conclut la démonstration. O

et comme

3.2.4 Quelques exemples

Exemple 91. On cherche a résoudre 1’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 donnée par
y' =3y +2y=0

munie des conditions initiales y(0) = 1,%’(0) = 0. On étudie 1’équation caractéristique
N =3XA+2=0

dont le discriminant est
A=9-8=1>0.
On trouve alors deux solutions a I’équation caractéristique données par
3-V1 3+V1
= = 17 AQ = =
2 2
D’apres la Proposition[67] on sait que les solutions (R, ¢) de y” — 3y’ 4+ 2y = 0 sont pour tout ¢ € R de la forme

A1 2.

o(t) = are’ + axe®, aj,ay €R.
Pour satisfaire la condition initiale, on a 1 = ¢(0) = a1 + a2 et comme pour tout ¢ € R
' (t) = aqel + 20

on a également 0 = ¢’(0) = a1 + 2az et donc

o+ as =1
a1 4+200 = 0
On en déduit que cvg = —1 et a; = 2 et donc que I’unique solution au probléme de Cauchy est donnée pour tout

t € R par
o(t) = 2et — 2¢%.
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Exemple 92. On cherche a résoudre le probleme de Cauchy

y'+y = 2cos?(t),
y(0) = 1, : (3.22)
y(©0) =0

On commence par résoudre 1’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 y” + y = 0. Pour cela on étudie
I’équation caractéristique
0=X+1=M\-i)(\+1)

qui admet deux racines complexes conjuguées : +i. D’apres la Proposition on sait que les solutions (R, ) de
y"" 4+ y = 0 sont, pour tout ¢ € R, de la forme

o(t) = aq cos(t) + agsin(t), ag,a2 € R.
Cherchons maintenant une solution particuliere de la forme
©p(t) = aq(t) cos(t) + aq(t) sin(t)
On souhaite que o/} (t) cos(t) + a(t) sin(t) = 0 et comme (R, ) doit étre solution de y”” +y = 2 cos?(t) on a
pour toutt € R
@, (t) = &) (t) cos(t) + ay(t) sin(t) — a1 (t) sin(t) + aa(t) cos(t) = —au () sin(t) + aa(t) cos(t)
et
@y (t) = —a/ (t) sin(t) + o (t) cos(t) — ay(t) cos(t) — aa(t) sin(t) + ai(t) cos(t) + az(t) sin(t)
donc
2cos’(t) = ¢ (t) + ¢(t)
—af (t)sin(t) + ab(t) cos(t) — ay(t) cos(t) — ao(t) sin(t) + a1 (t) cos(t) + az(t) sin(t)
—a (t)sin(t) + ah(t) cos(t).
On obtient alors pour tout ¢ € R le systeme d’équation

{ o (t)cos(t) + ah(t)sin(t) = 0
—a/ (t) sin(t) + ab(t) cos(t) 2 cos?(t).

On en déduit le systeme d’équation suivant
cos(t) sin(t)\ (o) (¢)) _ 0
—sin(t) cos(t)) \abh(t)) — \2cos?(t)

cos(t)  sin(t)
—sin(t) cos(t)

donc le systeme est inversible et on a

(50) = (ol ) () = (T2,

On cherche donc une primitive de (¢ — —2sin(¢) cos®(t)) et (¢ — 2cos(t)). Pour tout ¢ € R

' o s 5 B it — =it [ git 4 o—it 2
sin(t) cos®(t) = R(sin(t) cos*(t)) = RN < % ( 5 ) )

On remarque que

’ = cos?(t) +sin?(t) =1 #0

(1 ((e" —e ™) (e + e 2" + 2)))

I
=

81

§R (8 (BSZt 4 efzt + 2611& _ ezt _ 673” _ 2€zt)>
7

(811 (€Bit 1ot _ it _ e—3it))

(sin(3t) + sin(t) — sin(—t) — sin(—3t))

|
3

| = 00| =

(sin(3t) + sin(t)) .
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On peut donc choisir pour «; la primitive définie pour tout ¢t € R par

aq(t) = —% /0 (sin(37) + sin(7)) dr = % %COS(?)T) + cos(7)

1 1
=3 cos(3t) + 3 cos(t) —

On a également pour tout t € R

— §% (631t + e—?mf 4 Be—lt + 36“)
1

= §(2 cos(3t) + 6 cos(t))
1 3

=1 cos(3t) + 1 cos(t).

On peut donc, par exemple, choisir pour as la primitive définie pour tout ¢ € R par
b1 3
as(t) = / —cos(37) + = cos(T) | dr
0o \2 2

1 t
= {6 sin(37) + g sin(T)] »

- <é sin(3t) + 2Sin(t)) :

On en déduit qu’une solution particuliere est donnée par

op(t) = (é cos(3t) + %cos(t) - ;) cos(t) + <é sin(3t) + 2sin(t)> sin(t)

1 1 1 2
=3 cos(3t) cos(t) + 3 cos?(t) + 6 sin(3t) sin(t) + gsin2 (t) — 3 cos(t).

On en déduit que les solutions générales (R, ¢) de I’équation différentielle i + y = 2 cos?(t) sont de la forme

1 1 1
o(t) = ay cos(t) + ag sin(t) + 8 cos(3t) cos(t) + B cos?(t) + 5 sin(3t) sin(t) + gsin2(t)

ol on a remarqué que le terme —2 cos(t) présent dans ,,(t) peut en fait étre inclus dans le terme a; cos(t) venant

des solutions de 1’équation homogene.
En particulier, on a pour tout ¢ € R, on a

¢'(t) = —aq sin(t) + aq cos(t) — % (sin(3t) cos(t) + cos(3t) sin(t))
— cos(t) sin(t) + % (3 cos(3t) sin(t) + sin(3t) cos(t)) + 3sin(¢) cos(t).

Maintenant, si ¢ satisfait le probleme de Cauchy (3:22), on a

1 1 2
1: = — — = —
»(0) a1+6+2 a1+3
et
0=¢'(0) = as.

On en déduit que oy = % et ag = 0 et donc que I'unique solution du probleme de Cauchy vérifie pour tout ¢ € R

o(t) = écos(t) + %cos(?)t) cos(t) + %cos2 (t) + %sin(?)t) sin(t) + gsin2 (t).
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On remarque que pour toutt € R, on a

I N e N

3it | ,—3it it | it
cos(3t) cos(t) ¢ +2€ ) (e —;e )
(4t 4 e2it 4 o720t 4 o=4it)

(2 cos(4t) + 2 cos(2t))

(cos(4t) + cos(2t)) .

De méme, pour tout t € R, on a

‘ —it\ 2
cos?(t) +2€>

(62it +6—2it +2)

(2cos(2t) + 2)

Il
= Bl S B
9]
S

=3 (cos(2t) +1).

On a également pour tout ¢ € R

3it _ ,—3it it ,—it
sin(3t) sin(t) = (e 2; ) (e 2: )

(642'15 _ e2it _ e—2it 4 e—4it)

(2 cos(4t) — 2 cos(2t))

g R N

cos(2t) — cos(4t)) .

Il
DN | =
—

Enfin, comme pour tout ¢t € R on a sin®(¢) = 1 — cos?(t) on obtient sin®(t) = 1 — L cos(2t). On en déduit que
pour toutt € R

o(t) = %cos(t) + % (cos(4t) + cos(2t)) + i (cos(2t) +1) + 1—12 (cos(2t) — cos(4t)) + g - Zcos(?t)

(A L 3 st + Leos(t) + 2 4
“\1271"12 1) 3% 171

1 1
=-3 cos(2t) + 3 cos(t) + 1.

Exemple 93. On cherche a résoudre le probleme de Cauchy

y”*Ql/’er = et
y(0) = 2 (3.23)
y'(0) = -L

On commence par résoudre 1’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 y"” — 2y + y = 0. Pour cela, on
étudie I’équation caractéristique
0=A—-2\+1=(\-1)>2%

Elle admet une racine réelle double : 1. D’apres la Propositionon sait que les solutions (R, ¢p,) de y’ —2y+y =
0 sont, pour tout t € R, de la forme

on(t) = are’ +agte’, aj,as €R.
Cherchons maintenant une solution particuliere de la forme
©p(t) = a1 (t)e! + aa(t)te’.
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On souhaite que o} (t)e! + o (t)te’ = 0 et on a pour tout ¢ € R
@, (1) =y (t)e’ + ar(t)e’ + ah(t)te’ + aa(t)e’ + aa(t)te’ = ai(t)e’ + az(t)(t + 1)e
et
0y (t) = (el + ar(t)e! + ah(t)(t + 1)e! + az(t)e! + as(t)(t + 1)e.
Comme (R, ;) doit étre solution de y”/ — 2y + y = e on a pour tout t € R
e’ = ¢p(t) — 20, (t) + 9p(1)
= o (t)e' + ar(t)e’ + ag(t)(t + 1)e’ + aa(t)e’ + aa(t)(t + 1)e" — 2 (ar(t)e’ + as(t)(t + 1)e)
+ ay(t)e' + as(t)te!
= clay(t) + (t + 1)e'ay(t)

et donc on en déduit que pour tout ¢ € Ron a

() ) - 6)

De plus, pour tout ¢ € R, on a

donc le systeme est inversible et on obtient

(o) = (3" 2 )= (),

Par conséquent, on peut choisir pour tout £ € R

et on en déduit que (R, ¢,,) définie pour tout ¢ € R par
2

t 1
p(t) = —5et +t(te') = §t26t

est une solution particuliere de y” — 2y’ + y = e’. Par conséquent, les solutions générales (R, ¢) de I’équation
différentielle y"” — 2y’ + y = e’ sont pour tout t € R de la forme

1
o(t) = are’ + aste’ + §t2et, aq, 0o € R.

Maintenant, on cherche a vérifier les conditions initiales afin de satisfaire le probleme de Cauchy. Tout d’abord, on
apourtoutt € R

1
O'(t) = are’ + as(1 +t)e! +te' + §t2€t
et donc on souhaite que
2=0p0)=a, —-1=¢'(0)=a;+as.

On en déduit que a; = 2 et ; = —3 et donc que I’'unique solution au probléme de Cauchy (3.23) est donnée par
(R, ) ot pour toutt € Ron a

1
o(t) = 2e" — 3te' + §t2et.

3.2.5 Quelques applications dans d’autres disciplines

Exemple 94. Un pendule simple est une masse ponctuelle fixée a I’extrémité d’un fil de masse nulle est inexten-
sible, oscillant sous I’effet de la pesanteur. L’angle 6 que forme le fil avec 1’axe des ordonnées satisfait, pour 6
suffisamment petit, I’équation différentielle suivante

00" + g6 =0
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ou ¢ > 0 est la longueur du fil et ¢ > 0 est la constante gravitationnelle de pesanteur. Si on pose wy = \/% cette
équation différentielle se ré-écrit
0" + w26 = 0.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre deux et son équation caractéristique est donné par
0 =M +w?=(\—iwp)(\+iwp).

On en déduit que comme les deux racines sont complexes conjuguées que les solutions (R, ) de 0" + w20 = 0
sont pour tout ¢ € R de la forme

o(t) = ay cos(wot) + ag sin(wot), a1, as € R.

On remarque que
@(0) = a1, ¢'(0) = azwy
et donc que
o(t) = (0) cos(wot) + ¢’ (0)wg ' sin(wot).
En particulier, si ¢(0) = 0 et que ¢’ (0) = 0 alors pour tout ¢ € R on a ¢(t) = 0. C’est physiquement raisonnable :

si ¢(0) = 0 alors le pendule est au temps ¢ = 0 le long de I’axe des ordonnées et si ¢’ (0) = 0, cela veut dire qu’on
ne lui donne aucune impulsion pour qu’il commence a osciller, il reste donc au repos.

Exemple 95. On peut considérer 1’évolution du nombre d’individu d’une population au cours du temps. Cette
évolution dépend du taux de naissance b € [0, 1] et du taux de déces d € [0, 1]. On suppose que les individus qui
sont nés au temps ¢ € R ne pourront se reproduire qu’apres un certain temps 7 > 0, dite phase de maturation.
L’équation différentielle qui régit ce modele est

n'(t) = bn(t — 1) — dn(t).
C’est une équation différentielle qui ne ressemble a aucune de celles que nous avons étudiées a cause du terme de
retard ¢t — 7. Si 7 est suffisamment petit on fait I’approximation (formelle, non rigoureuse) suivante
72

n(t—7) ~=n(t) —mn'(t) + ?n”(t).

On doit donc étudier 1’équation différentielle linéaire d’ordre deux :
72
n' =bn—7mn + ?n”) —dn
qui se ré-écrit
2

7ébn” — (1 +br)n' + (b—d)n =0.
On suppose que b > d, c’est-a-dire que le taux de naissance est strictement supérieur a celui de décés. On a alors
I’équation caractéristique de cette équation différentielle qui est

72 72

0= ?/\2 —(1+b)A+(b—d), A= (1+b7')2—4?b(b—d) > 0.

On a donc deux racines réelles données par

1
A= = (14 br /(072 =272 —d))

On remarque que
)\4. >0, A_>0.
En effet, A\, est une somme de termes strictement positifs et

2 2
Al >0 (14br)2 > (14 br)? 74%b(b7d) 0> 74%b(b7d)

et la derniere assertion est vraie. Les solutions générales (R, ¢) de I’équation différentielle TQ—an’ "—(14+br)n' +
(b — d)n = 0 sont pour tout ¢ € R de la forme

o(t) = apet 4 aget -t

On remarque que
1 1

;) (¢'(0) = A_(0)), az=

R VI N — A
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Exemple 96. Le circuit RLC en électrocinétique est un circuit composé d’une résistance, d’une bobine et d’un
condensateur. L’équation différentielle qui régit 1I’évolution de la tension aux bornes de la résistance est

y'+ %y’ +wiy = e(t)
ol e € € (R, R) représente la tension apportée par une source extérieure au circuit, wg = \/% >0avec R >01la
résistance du circuit, L > 0 I'impédance de la bobine et C' > 0 la capacité du condensateur. On va faire le choix
pour t € R de e(t) = cos(wt) pour w € R et on suppose qu’a I’instant initial on a y(0) = 3’(0) = 0. On résout
dans un premier temps I’équation différentielle linéaire homogene du second ordre y” + %y/ + wdy = 0. Son
équation caractéristique est

R
0=\ + ZA + wd (3.24)
et son discriminant

2 2

A=y -t = ded (g —1) = aed (0 - ) =i (0*-1), =

R
L2 AL202 2

L

ok

Ainsi, selon le signe de a? — 1, on observe différents comportements. Concentrons-nous sur le cas a?—1>0.Si
a? — 1 > 0 alors I’équation caractéristique (3.24) admet deux racines réelles

B —RL™' —2wova?2 —1 _ —RL™ ' +2wyva2? -1

)\_I B) s A+;_ 5

les solutions (R, ¢y, ) de 1’équation différentielle linéaire homogene du second ordre y” + %y’ + wdy = 0 sont de

la forme

on(t) = areMt + ane™t, ap,as € R.

On cherche alors une solution particuliere a 1’équation différentielle linéaire homogene du second ordre 3" +
£y' + wdy = e(t) par la méthode de variation des constantes. On suppose que (R, ¢,) est solution de cette
équation différentielle et pour tout ¢ € R est de la forme

ep(t) = ar(t)e " + ag(t)e*

otl oy, ap sont des fonctions dérivables et vérifient pour tout £ € R o (t)e*~t + ab(t)e*+t = 0. On obtient pour
toutt € R

(1) = A (t)e " + Apag(t)er!

et
er(t) = (N2 ar(t) + A_af(t)) e+ (ALaa(t) + Apah(t)) et

Comme (R, ¢,,) est solution de y”" + £/ + w3y = e(t) on a pour tout ¢t € R

e(t) = (1) + gy (1) + whip(1)
= (ALai(t) + A_af(t)) eM '+ (Aaa(t) + Aiah(t)) e + % (A—ar(B)e " + Apas(t)er?)
+uwg (ar ()" + az(t)e)
= ()\2 - %A, - w§> o (t)ert + (Xi + %M - w§> ()Mt + A_a (t)ert + Apah(t)et!
= A_a(t)e Mt + Apah(t)er!

ol on a utilisé le fait que A_ et A, sont solutions de 1’équation caractéristique. On en déduit alors le systeme
er-t et af(t)y (0
Aert ApeMt ) \abh(t)) T \e(t))”

e>\_t 6)\+t
)\,e)‘*t )\+6A+t

Orona

=\ — )_)e(/\,+/\+)t — _RLleM—tAp)t £0.
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On en déduit que le systéme est inversible et donc que I’on a

() L [—Aje -t eA-t 0\ _ % (t)
/ =5 — A4t — A4t ' .
ab(t) R\ A_e ™Mt —e™M e(t) —5e(t)
Comme pour tout t € R, e(t) = cos(wt), on choisit donc comme primitive pour o et ag, pour toutt € R :

ay(t) = % sin(wt), «as(t) = —% sin(wt).

On a alors

L L
0p(t) = = sin(wt) (X! — A1) = = sin(wt)e™ o (efw()\/oﬂllt _ ewm/a211t)

L R
= —2—sin(wt)e 2" sinh 2 1)t).
T sin(wt)e sinh(wo (Vv « )t)
Les solutions générales (R, ¢) de y" + %y’ + w2y = e(t) sont pour tout t € R de la forme

L
At _ QR— sin(wt)ef%t sinh(wo(vVa? — 1)t), a1, €R.
w

Comme on cherche la solution de cette équation différentielle qui vérifie ©(0) = 0 et ¢’ (0) = 0 cherche a1, g €
R tels que

o(t) = a1t + aget

0=00)=a1+as

etpourtoutt € R,ona

At

L 1
O'(t) = Aaret + Apaget — QE cos(wt)e*%t sinh(wo(vVa? — 1)t) + — sin(wt)e*%t sinh(wg (v a2 — 1)t)
w

L
—2wo(Va?—1)— sin(wt)e_%t cosh(wo (v a? — 1))
Rw
et donc
0=¢(0) =A_a1 + A\ras.
Donc a3 = ap = 0 et par conséquent pour tout £ € R on a

o(t) = —2% sin(wt)e™ 3t Ysinh(wo (v a2 — 1)t).

3.3 Les équations différentielles ordinaires

Jusqu’a présent, nous avons étudié des équations différentielles linéaires pour lesquelles on peut calculer ex-
plicitement des solutions. Dans de nombreuses applications (dynamique des populations, propagation d’épidémie,
mécanique, électrocinétique, cinétique chimique...) les équations différentielles obtenues ne sont pas linéaires.
Lorsque c’est possible, on essaie alors de démontrer

(i) que le probleme de Cauchy est bien posé : on montre qu’il existe une unique solution maximale,
(i1) que la solution maximale est globale,

(iii) des propriétés qualitatives de la solution, sans pour autant avoir la capacité de la calculer explicitement
(limites, bornes etc...).

3.3.1 Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz et ses conséquences

Le résultat le plus important de ce chapitre est le Théoréme de Cauchy-Lipschitz. Afin de 1’énoncer, nous
rappelons la Définition 2]

Définition 44 (solution maximale, solution globale). Soient I C R un intervalle ouvert et & C R un ouvert. Soit
f:0 x% — Ret(J,¢) une solution de

y' = f(ty). (3.25)
On dit que (J, ) est une solution maximale de I’équation différentielle ordinaire (3.23)) si pour toute autre solution
(J,®) de I’équation différentielle ordinaire (3.23)) vérifiant J C J et ¢ = @|; alors (J, ) = (J, ). On parle de
solution globale lorsque J = I.
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Remarque 69. La notion de solution maximale s’interpréte comme suit : si (J, ¢) est une solution maximale de
I’équation différentielle ordinaire (3.23), elle ne peut pas étre la restriction d’une solution de 1’équation différen-
tielle ordinaire (3.23) définie sur un intervalle plus grand.

Théoreme 4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). Soient I C R un intervalle ouvert et ¢ C R un ouvert. Soit
f : I x 0 — R une application de classe ¢ (I x ¢, R). Soit (tg,y0) € I x O, on considere le probleme de

Cauchy
y = [ty
3.26

{ y(to) = o (326)
Alors il existe t,t_ € R} U {+oo} tels que |tg — t_,to + t[C I et un couple (Jtog —t_,to + t4[, @) qui est
I"unique solution maximale du probleme de Cauchy (3.26).

Le Théoreme de Cauchy-Lipschitz est admis. Pour le démontrer, il faut utiliser des outils de topologie que vous
n’avez pas a votre disposition. On se concentrera donc plutot sur son utilisation.

Remarque 70. On remarque que 1’unique solution maximale (Jtg —t_, to +t[, ¢) du probleme de Cauchy (3.26)
donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz est de classe 62 (|tg — t_,to + t[,R). En effet, par définition de la
notion de solution, ¢ est dérivable et pour tout ¢ €|tg — t_,to +t+[ona

¢ (t) = f(t, (1))

Pour ¢ €]ty — t_,to + t+[, on pose ¢ (t) = f(t,¢(t)) et on remarque que ¢ = fogoug :t €Jtg —t_,to +
ti]— (t,p(t)) € I x 0. g est dérivable sur son domaine de définition car chacune des deux composante 1’est
et g(Jto —t—,to +t4+[) C I x O donc v est dérivable sur |tg — {_,to + t4 [ en tant que composée de fonctions
dérivables. On en déduit que ¢ est deux fois dérivable sur |tg —t_, to +t, [ et que 'on apour t €Jtg —t_,to+t4|

" (t) = (0 f)(t, 0(t)) + &' (1) (0= f)(t, (1))

Maintenant, si on pose 6 :]tqg — t_, to + t[— R la fonction définie pour tout ¢ €|ty — t_, to + [ par

e(t) = (atf)(tv @(t)) + (P/(t)(aa:f)(t> @(t))

on remarque que = (9;f) o g+ ¢’ x (,f) o g. Comme f € €1(I x O,R) ses dérivées partielles sont continues
sur I x O et donc (O;t) o g et (0, f) o g sont continues sur |ty — t_, ¢ + ¢4 [ en tant que composée de fonctions
continues. Comme ¢’ est continue sur J¢tg — t_, o + t4[ alors ¢’ x (9, f) o g est continue sur Jtg — t_,to + ¢4
en tant que produit de fonctions continues et 6 est continue sur J¢g — t_, ¢y + t [ en tant que somme de fonctions
continues. On en déduit que ¢ € €2(Jtg — t_, to + t4).

Exemple 97. On considere le probleme de Cauchy
Yy =t+yly—1), y(0)=0. (3.27)

On pose ’application
I RxR —~ R
(t,x) +— t+z(xz—1)

et on remarque que (3.27) se ré-écrit sous la forme
y' = f(t.y), y(0)=0.

Par ailleurs, f € ¢'(R x R,R) en tant qu’application polynomiale a deux variables. D’aprés le Théoreme de
Cauchy-Lipschitz, il existe t,t— > 0et (|—t_, +t4[, ) tels que (]—t_, +t+[, ¢) soit I'unique solution maximale
du probleme de Cauchy (3.27).

Exemple 98. On considere le probleme de Cauchy
y' = arctan(ty), y(0)=1. (3.28)

On pose I’application
Iy RxR —~ R
(t,x) +— arctan(tx)

et on remarque que (3.28) se ré-écrit sous la forme

y/ = f(t7y)7 y(O) =0.

On remarque que f = arctanoP ou P : (t,r) € R? — tz € R. P € ¥*(R x R,R) en tant qu’application
polynomiale et arctan € ¢} (R,R). Comme P(R?) C R, f € (R x R, R) en tant que composée d’applications
de classe ¢’'. D’apres le Théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe ¢, ,t_ > 0 et (] — t_, +t, [, ¢) tels que (] —
t_,+t4[, ) soit 'unique solution maximale du probleme de Cauchy (3.28).
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Exemple 99. On considere le probleme de Cauchy
y = eYtan(t), y(0)=1. (3.29)

On doit alors faire attention au plus grand intervalle contenant 0 pour lequel le membre de droite est défini. Pour
cela, on pose

J1-%,5xR — R
f{ (t,z) —  e” tan(t)

et on remarque que (3.29) se ré-écrit sous la forme
y' = f(t,y), y(0)=0.

On observe que f = (expomy) X tanom ol 7 et 7o sont les applications premiere et deuxiérne coordonnées

respectivement. On sait que 71 est de classe € sur] — 5, Z[xR et que 1 (] — 5, 5[xR) C] — 5, 5[. Comme
tan € ¢1(] — %, g[,R) on en déduit que tano m; € €' (] — 5, 5[xR,R) par composition. De méme, on
sait que m € 61(] — 5, 5[xR,R) et que mo(] — 5, 5[xR) C R. Comme exp € %*(R,R), on en déduit
que expomy € €1(] — %, g[xR R) par composition. Finalement f € (] — 5, Z[xR,R) en tant que produit
de fonctions de classe €!(] — Z, Z[xR,R). D’apres le Théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe ¢4, > 0 et

(] —t—,+t+[, ) tels que (] — t—, +t+[, ) soit 'unique solution maximale du probleme de Cauchy ([3.29).
Une autre application du théoreme de Cauchy-Lispchitz est liée & la notion de trajectoire des solutions d’une
I’équation différentielle.

Définition 45. Soient I/ C R un intervalle ouvert et & C R un ouvert. Soit f : I X & — R une application de
classe €1 (I x €, R). Soit (.J, ¢) une solution de y' = f(t,) (avec J C I). L’ensemble

F(J,Lp) ={(t,0t)): t € J}

est la trajectoire de la solution (J, ¢).
Si (J, ) est une autre solution de y' = f(t,y), on dit que les trajectoires I'( ;) et [ 7 5 se croisent s’il existe

t, € JN Jtel que o(t,) = 3(t,).

Remarque T1. La trajectoire I' 5 ,y n’est rien d’autre que le graphe de la fonction ¢ : J — R. Le fait que deux
trajectoires se croisent revient simplement a dire que leurs graphes respectifs se croisent en un point.

Proposition 69. Soient I C R un intervalle ouvert et & C R un ouvert. Soit f : I X & — R une application de
classe € (I x O,R). Soient (J, ) et (J, p) deux solutions de y' = f(t,y). Si les trajectoires T (; ,) et L5z se

croisent alors ¢| ;7 = ¢| ;47

Remarque 72. Autrement dit, la Proposition [69] nous dit que si des trajectoires se coupent en un point, elles
coincident sur I'(j .y N I‘(j 7"

Preuve de la Proposition[69] Soient (J, ) et (J, ©) deux solutions de ' = f(¢,y), 0 uppose que les trajectoires
t

F(J#,) et F(j(ﬁ) se croisent. Par définition, il existe ¢, € J N J tel que p(tx) = P(t+) =: ¢x. On considere alors le
probléme de Cauchy
Yy = f(ty)
. (3.30)
{ yts) = o«

Comme f € €1(I x O), d’apres le Théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe t_,¢, > 0 et une unique solution
maximale (J¢t, — ¢, ¢, + t1[, @) & ce probleme de Cauchy. Or, comme (J, ) est solution de y' = f(¢,y) et que
©(ts) = @, le couple (J, ) est aussi solution du probleme de Cauchy (3.30). Comme (Jt, —t—, t, +t4 [, @) est
I’unique solution maximale du probléme de Cauchy (3.30) on en déduit que ¢.|; = . De méme, comme (j D)
est solution de y' = f(t,y) et que @(tx) = @, le couple (j, ©) est aussi solution du probleme de Cauchy (3.30).
Comme (Jt, — t_,t. + t4[, @) est I'unique solution maximale du probléeme de Cauchy on en déduit que
¢c|7 = @. En particulier, on obtient que

Pling = Pelins e @ljng = elsng
On en déduit que @[5 ; = ©|54;- O

Nous allons maintenant voir quelques exemples permettant de voir comment utiliser cette notion.
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Exemple 100. On considere le probleme de Cauchy

y =y(l—vy)

On va démontrer qu’il existe une unique solution maximale au probleme de Cauchy (B31) (] — t—,¢4[, ) avec
t_,t+ > 0 puis que cette solution vérifie pour tout t €] — t_, ¢ [:

0<p(t) <1

On commence par poser la fonction

[RxR — R
f'{(t,ﬂc) > a(l—2)

On remarque que 1’équation différentielle y' = y(1 — y) se ré-écrit y' = f(¢,y). Par ailleurs, on remarque que f
est une fonction polynomiale (des deux variables ¢ et z) et est donc de classe ¢ (R x R, R). D’aprés le Théoreme
de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale de la forme (] — ¢_,¢[, ) (avec t_,t; > 0) au
probleme de Cauchy (3.31).

On démontre maintenant que pour tout t €] —t_,t [, ona 0 < @(t) < 1. On le fait en deux temps en
démontrant d’abord la premiere inégalité 0 < ¢(t) puis ¢(t) < 1. La démonstration de chacune de ces inégalités
est treés similaire mais on la détaille dans les deux points ci-dessous.

(i) Supposons maintenant qu’il existe t; €] — t_,t4[ tel que p(t1) < 0. D’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, comme o € €*(] —t_,t, [, R), elle est en particulier continue sur | — ¢_, ¢, [ donc comme
©(0) = S et p(t1) < Oil existe t, €] — t_, ¢ [ tel que ¢(t,) = 0. On considere alors le nouveau probleme
de Cauchy

v =y(l-y)

{ ) = 0 . (3.32)
Comme f € €*(R x R R) d’apres le Théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maxi-
male de la forme (] — ¢, —t_,t, + 1, [, 0) (avec t_,%, > 0) au probléme de Cauchy (3.32). Cependant,
on remarque que la fonction constante a 0 sur tout R est solution du probleéme de Cauchy (3.32). On en
déduit que | — t, —t_,t, +t,[= R et que pour tout ¢ € R on a ¢y(t) = 0. Toutefois, (] —t_, ¢4 [, )
est également solution du probléme de Cauchy puisque (] — t_,¢4[, ) est solution de I’équation
différentielle y' = y(1 — y) et p(t,) = 0. Comme (R, @) est 'unique solution maximale du probleme de
Cauchy (3.32), on en déduit que pour tout ¢ €] — t_,t4[ on a @(t) = po(¢t) = 0. C’est absurde car pour
t=0onap(0) =1 # 0. On en déduit que pour tout t €] —t_, ¢, [onap(t) > 0.

(ii) Supposons maintenant qu’il existe ¢ €] — t_,t,[ tel que (t1) > 1. D’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, comme o € €*(] —t_,t, [, R), elle est en particulier continue sur | — ¢_, ¢, [ donc comme
©(0) = S et p(t1) > lilexiste t, €] — t_, ¢ [ tel que ¢(t,) = 1. On considere alors le nouveau probleme
de Cauchy

v =y(1—-y)

{ V=1 . (3.33)
Comme f € €*(R x R R) d’apres le Théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maxi-
male de la forme (] — ¢, —t_,t, + 1. [, 1) (avec t_, %, > 0) au probléme de Cauchy (3.33). Cependant,
on remarque que la fonction constante & 1 sur tout R est solution du probléme de Cauchy (3.33). On en
déduit que | — ¢, — t_,t, +t,[= R et que pour tout ¢ € R on a ¢;(t) = 1. Toutefois, (] —t_, ¢4 [, )
est également solution du probléme de Cauchy puisque (] — t_,¢4[, ) est solution de I’équation
différentielle ' = y(1 — y) et p(t,) = 1. Comme (R, 1) est I'unique solution maximale du probleme de
Cauchy (3.33), on en déduit que pour tout ¢ €] —t_,t;[ on a ¢(t) = p1(¢) = 1. C’est absurde car pour
t=0onap(0) =1 # 1. On en déduit que pour tout t €] —t_, ¢, [onap(t) < 1.

Exemple 101. On considere le probleme de Cauchy

{y(O) = 7 (339

On va montrer qu’il existe une unique solution maximale (] —¢_, ¢, [, ») & ce probleme de Cauchy et que pour tout
te]—t_,ty[onap(t) > 0.0ncommence par définir

J Rx] =%, 5[ = R
f'{ (t,x) —  ttan(z)
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et on remarque que le probleéme de Cauchy (3.34) se met sous la forme

{ y = fty)

y(0) = 7

On remarque que f = m X (tanoms) ou 7y et 7r2 sont les applications premiéres et deuxiémes coordonnées.
Orm € ¢'(Rx] — 2, Z[[R)etmy € €' (Rx] — 5, Z[,R) avec m(Rx] — £, %[) ] — % 7[ De plus tan €
(-5, %5, R) donc par composition de fonctions de classe ¢’ on a tan o7r2 6 ¢HR ] — 5,5, R) et donc

[ € ¢*(Rx]— %, %[, R) en tant que produit de fonctions de classe €. D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
il existe une unique solution maximale (] —t_, ¢, [, ¢) au probleme de Cauchy (3.34).

Montrons maintenant que pour tout ¢ €] —t_, ¢t [ona (t) > 0. S’il existe t; €] —t_,t [tel que p(t1) <0
alors, comme ¢ est continue sur [t1,0] ou [0,¢1], d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢, €
] —t_,t4[tel que ©(t.) = 0. On doit étudie alors le probleéme de Cauchy

(4 = 100

On remarque que 1’application définie pour tout ¢ € R par g (t) := 0 est solution sur R du probléme de Cauchy
(3:39). Or d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale a ce probleme et
comme (IR, ¢) est une solution globale, ¢’est en particulier la solution maximale du probléme de Cauchy (3.33).
On remarque cependant que (] —t_, ¢ [, ¢) est aussi solution du probleme de Cauchy (3.35) et par unicité dans le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que pour tout ¢t €] — ¢_,t;[ on a o(t) = po(t) = 0. C’est absurde
car ¢(0) = § # 0. Par conséquent, pour tout ¢t €] —¢_, ¢, [ona ¢(t) > 0.

3.3.2 Le théoreme d’explosion en temps fini

Une question que 1’on se pose naturellement est de savoir quelles sont les valeurs de ¢_ et ¢} qui apparaissent
dans I’énoncé du théoreme de Cauchy-Lipschitz, en particulier on voudrait savoir si la solution est globale, c’est-
a-dire si | —¢_,t[= I .C’est la réponse qu’apporte la proposition suivante.

Proposition 70 (Explosion en temps fini). Soient I C R un intervalle ouvert et ¢ C R un ouvert. Soit f :
I x 0 — R une application de classe €' (I x O,R). Soit (tg,y0) € I x O, et (Jto — t_,to + ti[,) l'unique
solution maximale du probleme de Cauchy

{y/ = f(t’y)
y(to) = o

donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Sity < supl alorslimy_ e, |p(t)] = +00, de méme sit_ > inf I alors limy_¢ s |p(t)| = +00.
La Proposition[70]a un corollaire crucial.

Corollaire 5. Soient I/ C R un intervalle ouvert et & C R un ouvert. Soit f : I X ¢ — R une application de
classe (I x O, R). Soit (to,yo) € I x O, et (Jtg —t_,to + t+[,») I'unique solution maximale du probleme de

Cauch
’ Y = f(t,y)
y(to) Yo

donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
S’il existe M € R tel que pour toutt €] —¢t_,ty[ona|p(t)] < M alors Jtg — t—, tg + t4[= 1.

Remarque 73. Le Corollaire[5|nous dit simplement que si on arrive a prouver que la solution obtenue par Cauchy-
Lipschitz est bornée alors c’est une solution globale. Dans I’Exemple[T00] on a étudié le probleme de Cauchy

{ v =y(l—-y)
y(0) =%

et on a montré qu’il existait une unique solution maximale (] — t_,¢,[, ¢) vérifiant pour tout ¢t €] — t_,¢ ],
0 < ¢(t) < 1. On en déduit que  est bornée et donc que | —t_, ¢ [= R.

Preuve du Corollaire[dl Supposons par ’absurde que to + ¢4 < sup, alors d’aprés la Proposition on a
d’une part limy_,; 4+, [¢(t)] = 400 donc grice a la définition de la limite, il existe § > 0 tel que pour tout
t €Jto—t_,to+t4[N]to+1ty — 0,0 +t4[onait |p(t)| > M + 1. Cependant, d’autre part, par hypothese, on sait
que pour tout ¢ €|tg —t_,tg + ty[ona|p(t)] < M et donc pour tout ¢t €] —t_, ¢t [N]tg + ¢+ — 0,9 +t1[ona
M +1 < |p(t)] < M ce qui donne 1 < 0 et est absurde donc nécessairement ¢ = sup I.

On démontrerait de la méme facon que tg — t_ = inf I. O
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On donne deux autres conséquences de la Proposition

Proposition 71. Soient I C R un intervalle ouvert et & C R un ouvert. Soit f : I x & — R une application de
classe €1 (I x O, R). Soit (to,yo) € I x O, et (Jto — t_, to + t4 [, p) unique solution maximale du probleme de
Cauchy

{ y = flty)

y(to) = o

donnée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Si [ est bornéeﬂ sur I x O alors |tg —t_,tg + t[= I et donc la
solution est globale.

Preuve de la Proposition[71} Supposons par 1’absurde que to + ¢ < supI. Alors, tg + t4 € R et comme ¢ est
solution du probléme de Cauchy on a pour tout ¢ €|tg — t_,tg + t4[:

@'(t) = f(t, 0(1))
et en intégrant entre ¢ et t €|tg — t_, %o + ¢t [ on obtient
t
o(t) =yo+ [ f(s,0(s))ds.

to

Maintenant, comme f est bornée sur I x &, il existe M € R tel que pour tout (¢,x) € I x Oonal|f(t,z)| < M.
Par conséquent, on a pour tout ¢ € [tg,to + t4+[C I

t
o(t)] < yo + |/ F(s.0(s)lds < [yol + Mt — to] < [yo| + Mt, < +oc.
to

Mais comme tq + ¢t < sup, on a d’aprés la Proposition [70 que lim;_44;, |¢(t)| = 4o0c. En utilisant la
définition de la limite limite, il existe § > O tel que pour tout ¢ €Jtg — t_, to + to[N]to + t4+ — J,tp + [ on ait
lo(t)] > |yo| + Mt4+ + 1. Et donc, pour tout t €]tg — t_,tg + t4[N]tg + t+ — d,t0 +t+[ona

lyol + Mty +1 < |p(t)] < [yo| + Mty
ce qui donne 1 < 0 etest absurde donc ¢y+¢; = sup I. On démontrerait de la méme fagon que to—¢t_ = inf I. [J

Un autre cas de figure est quand la fonction f est globalement Lipschitzienne uniformément par rapport a sa
premiere variable. Nous en donnons d’abord la définition.

Définition 46. Soit f : [ x ¢ — R de classe (I x ¢,R). On dit que f est globalement Lipschitzienne
uniformément par rapport & sa premiére variable s’il existe L > 0 tel que pour tout (x1,23) € O ettoutt € I ona

|f(t,21) = f(t, 22)| < L|z1 — 22].
La proposition suivante est souvent connue sous le nom de théoréme de Cauchy-Lipschitz globalﬂ

Proposition 72. Soient I C R un intervalle ouvert et ¢ C R un ouvert. Soit f : I X & — R une application de
classe €1 (I x O, R). Soit (to,yo) € I x O, et (Jtg —t_,to + t4 [, p) 'unique solution maximale du probleme de
Cauchy

{ y = flty)

y(to) = o

donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Si f est globalement Lipschitzienne uniformément par rapport a sa
premiére variable alors [tg —t_,tg +t[= 1.

Pour démontrer la Proposition [72]nous aurons besoin du lemme suivant.

4. On dit que f est bornée sur I x & s’il existe M € R tel que pour tout (¢, z) € I X & ona

|f(t,x)| < M.

5. En pratique, on n’est pas obligé de demander autant que la régularité €' pour notre fonction f. Toutefois, dans le cadre de ce cours, on
se limite a ce cas la.
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Lemme 4 (Lemme de Gronwall). Soient tg < t1 et K, L > 0. Soit ¢ : [to, t1]— Ry telle que pour tout t € [to,t1]
on ait

w(t) < K+L/f (s)ds

alors pour tout t € [to,t1[ona
Y(t) < Kelltimto),

Preuve du Lemmel4] On considere la fonction

[to, tl[ - R
Gy O (K +Lf! w(s)ds)

Comme 1) est continue sur [t, t1[, G est dérivable sur [¢o,?1[ et on a pour tout ¢ € [to, 1]

¢ ¢
G'(t) = Lt (K e ¢(5>d5> + LMDy (1) = ko= (wm - (K v w<s>d5>> =0
to to
On en déduit que G est décroissante sur [tg, 1| et donc que pour tout ¢ € [to,t1[ on a
t
elto—t) (K +L w(s)ds) = G(t) < G(ty) = K.
to
Ce qui pour tout ¢ € [to, t1] se ré-écrit
¢
K+ | (s)ds < Kttt < [geltti—to),

to

et donc comme par hypothese on a pour tout ¢ € [tg, 1] 'inégalité ¢(¢) < K + f; 1 (s)ds, on on obtient pour tout
t € [to, ta]
P(t) < Kellttizto),

Nous avons maintenant tous les outils a disposition pour démontrer la Proposition[72}

Preuve de la Proposition[72} Supposons par I’absurde que to + ¢4 < sup I. Alors, to + ¢4+ € R et comme ¢ est
solution du probléme de Cauchy on a pour tout ¢ €|tg —t_,t9 + ¢, :

¢'(t) = f(t o(t))

et en intégrant entre ¢( et t €]tg — t_,to + ¢ [ on obtient

@(t) = yo -I-/t f(s,0(s))ds.

Maintenant, comme f est globablement Lipschitzienne uniformément par rapport a sa deuxieme variable, il existe
L > 0 tel que pour tout s €]t —t_,to +t4[ona

[ (s,0(s)) = f(s,90)| < Llg(s) = wol

ce qui donne
|f(s, ()] < Llgp(s) = yol + 1£ (s, 90)l-
En particulier, pour tout ¢t € [tg, %o + t4[, ona

t t t to+ty
lp(t) —yol <L [ o(s) —wolds + [ |f(s,y0)lds < L [ |p(s) — yolds +/ | (s,50)ds
to to to to

Maintenant, comme f € ¢ (I x €, R) ’application s — f(s, o) est continue sur [to,to+t,] C I (carto+t, <
sup I). Cette application est donc continue sur un intervalle fermée bornée : elle y est bornée et atteint ses bornes.
Par conséquent, il existe M > 0 tel que pour tout s € [to,to + t+] | f(S,y0)| < M et donc

t t t
lo() —yol <L [ lo(s) —wolds+ [ |f(s,y0)lds < L | [p(s) —yolds + Mt,. (3.36)
to to to
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Maintenant, on pose

3 = [p(t) = yol

et on remarque que v est continue sur [to, to + ¢ [ car c’est la composée de ¢ — ygo qui est dérivable (donc continue)
sur [to, to + t4[ et & valeurs dans R avec la fonction valeur absolue qui est continue sur R. En posant K = Mt
I’équation (3:36) se ré-écrit donc pour tout ¢ € [tg, o + 4|

1/)3{ [to.to +t4] — Ry

Y(t) < K+ L tl/}(s)ds

to
et d’apres le Lemme de Gronwall 4] on obtient, pour tout ¢ € [to, to + ¢
Y(t) < Kelt+
ce qui implique que pour tout ¢ € [tg,to +t4[ona
lo()] < lyo| + Ke™™.
Comme ¢4 € R, on en déduit que ¢ est bornée et donc, d’apres le Corollaire [5 on en déduit que la solution est
globale c’est-a-dire que |tg — t_,tg + t4[= 1. O
3.3.3 Les solutions stationnaires

Un outil trés important pour étre capable d’utiliser le Corollaire [5 est la notion de solution stationnaire qui
permet, grice au fait que deux trajectoires différentes d’une équation différentielle ne peuvent se couper (voir la
Proposition [69) de donner des bornes a priori sur la solution maximale a une probléme de Cauchy.

Définition 47 (Solution stationnaire). Soient I C R un intervalle ouvert et & C R un ouvert. Soit f : [ X & — R
une application de classe €1 (I x ¢, R). On dit qu’une solution (J, ) de ¢/ = f(t,y) si ¢ est constante sur .J.

Exemple 102. On considere le probleme de Cauchy

y(0) = wo
ot Yo > 0. On remarque tout d’abord qu’en posant

[RxR — R
Pl ) = —2a@®—1)

on peut ré-écrire I’équation différentielle y' = —t2y(y> — 1) sous la forme ¢/ = f(¢,y). Par ailleurs, f € €1 (R x
R, R) en tant qu’application polynomiale (de deux variables). D’aprés le Théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe
une unique solution maximale (] — t_, ¢4.[, ») au probleéme de Cauchy (3.37).

On veut discuter selon les valeurs de y( de 1’existence de solutions pour tout temps ¢t > 0, c’est a dire essayer
de montrer que {4 = +4o00. Pour cela, on commence par rechercher des solutions stationnaires. Supposons donc

qu’il existe une solution (J, ¢..) constante a I’équation différentielle 3y’ = —t2y(y> — 1), c’est-a-dire que pour tout
t € J,onap.(t) = cpour un certain ¢ € R. Comme (J, ) est solution de y' = —t?y(y> — 1), on a pour tout
telJ

0=gu(t) = —t?pc(t) (gl — 1) = —t?c(c® — 1).

On en déduit que nécessairement, ¢ = 0 ou ¢ = 1. On a donc trouvé deux solutions stationnaires qui sont définies
sur R : (R, ¢p) et (R, ¢1). On va donc maintenant distinguer les cas :

(1) Siyo = 0ouyp =1, comme les solutions (R, ¢p) et (R, ¢1) sont globales (donc maximales) et vérifient le
probléme de Cauchy (3.37)), par unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz on sait que ce sont les seules
solutions qui vérifient ces problemes de Cauchy : les solutions sont donc globale.

(i) Si yo €]0,1[ alors on considere 1’unique solution maximale du probleme de Cauchy donnée par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz. On la note (] — t_, ¢ [, ¢). D’apres la Proposition [69] les trajectoires ne
peuvent pas se croiser ce qui va nous permettre de dire que pour toutt €] —t_, ¢, [ona0 < p(t) < 1, re-
détaillons ce raisonnement. Démontrons tout d’abord que pour tout ¢ €] —¢_, ¢, [ona ¢(t) > 0. Supposons
par I’absurde qu’il existe ¢t €] —t_, ¢ [ tel que ¢(t1) < 0. Alors, ¢ étant dérivable sur [¢1, 0] (si t; < 0) ou
sur [0, ¢1] (si 1 > 0), elle y est continue. Par ailleurs on a ¢(0) = yo > 0 et (t1) < 0. D’apres le Théoreme
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des valeurs intermédiaires, il existe ¢, € [¢t1,0] (sit1 < 0) ou ¢, € [0,%1] (si t1 > 0) tel que p(t.) = 0.
Notons que t, €] —t_,t4[. On considere alors le nouveau probleme de Cauchy

/ 42 3 _
{im - oty(y ! (3.38)

pour lequel on sait que (R, q) est solution globale (donc maximale). Par unicité dans le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, comme (] — t_,t[, ¢) est aussi solution du probleme de Cauchy (3.40) on a que pour
tout t €] —t_,t4[, p(t) = po(t) = 0. Or p(0) = yo > 0 ce qui est absurde donc pour tout ¢ €] —t_, ¢4 |
onap(t) > 0.

Démontrons tout d’abord que pour tout ¢ €] — ¢_, ¢, [on a ¢(t) < 1. Supposons par I’absurde qu’il existe
t1 €]—t_,t4[telque p(t1) > 1. Alors, ¢ étant dérivable sur [¢1,0] (sit; < 0)ousur [0,#1] (sit; > 0),elley
est continue. Par ailleurs on a ¢(0) = yo < 1 et p(t1) > 1. D’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ¢, € [t1,0] (sit; < 0)out, € [0,t1] (si t1 > 0) tel que p(t,) = 1. Notons que ¢, €] —t_,¢4[. On
considere alors le nouveau probleme de Cauchy

{ y —t?y(y* - 1) (3.39)

y(te) = 1

pour lequel on sait que (R, ) est solution globale (donc maximale). Par unicité dans le théoreme de
Cauchy-Lipschitz, comme (] — t_,t [, ¢) est aussi solution du probléeme de Cauchy (3.40) on a que pour
toutt €] —t_,t4[, p(t) = p1(t) = 1.0r (1) = yo < 1 ce qui est absurde donc pour tout t €] —¢_,t;[on
ap(t) > 0. ¢ estdonc bornée sur | —t_, ¢, [ et d’apres le Corollaire[5] | — ¢, ¢4 [= R et la solution obtenue
grice au Théoréme de Cauchy-Lipschitz est en fait globale.

(iii) Siyo > 0, on considere 1’'unique solution maximale du probleme de Cauchy donnée par le théoreme
de Cauchy-Lipschitz. On la note (] — ¢—, ¢ [, ¢). On va montrer que ¢{; = 400 (on ne pourra pas direﬁ que
t_ = —o0). Démontrons tout d’abord que pour tout t €] —¢_, ¢, [ona ¢(t) > 1. Supposons par I’absurde
quiil existe t; €] —t_,t [ tel que p(t1) < 1. Alors, ¢ étant dérivable sur [¢1, 0] (sit; < 0) ou sur [0, #1] (si
t; > 0), elle y est continue. Par ailleurs on a ¢(0) = yo > 1 et p(t1) < 1. D’apres le Théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe t, € [t1,0] (sit;1 < 0) ou t, € [0,¢1] (si t; > 0) tel que p(t+) = 1. Notons que
t, €] —t_,t4[. On considere alors le nouveau probleme de Cauchy

/ 42 3 _

pour lequel on sait que (R, ) est solution globale (donc maximale). Par unicité dans le théoreme de
Cauchy-Lipschitz, comme (] — t_, ¢ [, ¢) est aussi solution du probléeme de Cauchy on a que pour
toutt €] —t_,t4[, p(t) = v1(t) = 1. Or (1) = yo > 1 ce qui est absurde donc pour tout t €] —¢t_, ¢, |
ona p(t) > 1. De plus, ¢ est décroissante sur | — t_, ¢ [. En effet, pour toutt €] —¢t_, ¢t [ona

(1) = —tPp(t)(p(t)* = 1) <0

car ¢(t) > 1. On en déduit donc que pour tout ¢ € [0,¢4[ona

Yo = ¢(0) > (1)

et donc pour tout ¢ € [0, [onal < ¢(t) < yo. Sity € Ralors, d’ apres le théoreme d’explosion en temps
fini (Proposition[70), on a

Jim Jp(6)] = +oo
ce qui contredit le fait que pour tout ¢ € [0,¢;[onal < p(t) < yo. On en déduit que ¢t = +oo et donc
que ¢ est définie pour tout ¢t > 0.

Pour finir ce paragraphe, on va se concentre sur le cas particulier des équations différentielles dites autonomes
c’est a dire pour lesquelles I’équation différentielle est de la forme

Y =g(y) (3.41)

ou g : O — Ravec € un ouvert de R. L’équation est dite autonome car la fonction g ne dépend pas du temps.
Commencons par quelques remarques.

6. Tres souvent, ¢ est le temps et donc on ne s’intéresse pas nécessairement a ce qu’il se passe pour des temps négatifs mais plutdt a ce qu’il
se passe pour des temps ¢ > 0.
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Remarque 74. Un systeme autonome de la forme (3.41)) est bien de la forme

y/ = f(tvy)

1l suffit de poser f : I x & — R définie pour tout (t,z) € I x & par f(t,z) = g(z). En particulier, si g € €*(0,R)
alors f € €*(R x €,R). On le voit en remarquant que f = g o 7 ol 72 est I’application deuxiéme coordonnée.
On sait que 13 € €1 (R x O,R) et m(R x &) C 0. Comme g € € (0,R) alors f € €}(R x O,R) par
composition de fonctions de classe €.

Remarque 75. Chercher les solutions stationnaires pour un systéme autonome de la forme (3:41)) revient a trouver
les solutions x € & de g(z) = 0.

Proposition 73. Soit ¢ C R un ouvert et g € €*(0,R), yo,to € R. On considére le probléeme de Cauchy

y = g(y)
{y@o) S (342)

et on suppose que l'unique solution maximale a ce probléme de Cauchy soit de la forme (Jto — t_,+00[, @) et
vérifie lim;_, o ©(t) = £ € O. Alors (R, ) est solution stationnaire de y' = g(y) oii pour tout t € R on a posé

we(t) = L.

Remarque 76. Bien évidemment, dans la Propositionles roles de t_ et ¢, sont interchangeables : si (] — oo, to+
t4[, o) est solution du probleme de Cauchy et vérifie lim;_, _, ¢(t) = £ alors (R, ;) est solution stationnaire de
y'" = g(y) ol pour tout ¢ € R on a posé ¢y (t) = L.

Preuve de la Proposition[73] Soit (Jtg — t_, 400, ¢) 'unique solution maximale du probléme de Cauchy (3.42).
On suppose que lim;_, o ¢(t) = £ € O. Soitt > tg, comme ¢ est continue sur [t, ¢ + 1] et dérivable sur |¢, ¢ + 1],
d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢; €]¢,¢ + 1] tel que

: pt+1) — o)
= — L =p(t+1) —et).
¢'(ct) T ¢ e(t+1) = o(t)
Or (Jto — t—,40oc], ) est 'unique solution maximale du probleme de Cauchy (3:42) donc ¢'(c;) = g(¢(ct)).
Maintenant, par construction, on a ¢; > t donc ¢; — +o00 lorsque ¢ — 4o00. Par continuité de g en £ € & on a
donc d’une part

. / _
S @'(er) = g(0).
D’autre part, on a
lim ¢'(c;) = lim (p(t+1) =) =L—-L=0.

t——+oo [ee)

Par unicité de la limite, on en déduit que g(¢) = 0. O

Exemple 103. On considere pour yo €]0, 1] le probleme de Cauchy

Y o= hly+Dy-1)
{ y(0) = o (343)

On commence par poser
J1=140c[ = R
91 2 — In(l14+z)(xz—1)

et on remarque que le probleéme de Cauchy (3.43) se met sous la forme

{y’ = 9(y)
y(0) = wo

Il s’agit d’un systéme autonome et on remarque que g = (InoP;) x P, ol pour tout 2z €] — 1, +oo[ona Py (z) =
1+ xet Po(z) = o — 1. Py et P, sont de classe €*(] — 1,+o00[,R) en tant que fonctions polynomiales. De
plus Pi(] — 1,+o0[) C R% donc InoP; € €*(] — 1,400[,IR) par composition de fonctions de classes 4. On
en déduit que g € €*(] — 1, +oo[,R) en tant que produit d’applications de classe ¢’*. D’apres le théoreme de
Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale (] — ¢_, ¢ [, ) a ce probléeme de Cauchy avec t_,t, €
R U {+00}.
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Recherchons les solutions stationnaires de y' = g(y). Pour cela, on résout sur | — 1, +oo[ I’équation g(z) = 0

Inl4+2) = 0 x = 0
g(x) =0<=| ou < | ou
z—1 = 0 z =1

On en déduit I’existence de deux solutions stationnaires (R, i) et (R, ¢1) définies pour tout ¢ € R par

wo(t) =0, ¢i(t)=1.

En particulier, comme les trajectoires ne se croisent pas, la Proposition [69] nous permet de dire que comme on a
pour toutt €] —t_,t,.[0 < (t) < 1. Re-démontrons-le ici pour s’assurer d’avoir bien compris comment utiliser
le résultat d’unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
(i) Montrons que pour toutt €] —t_, ¢, [ ¢(t) > 0. Supposons par I’absurde qu’il existe t; €] —t_, ¢ [ tel que
©(t1) < 0. Comme ¢ est continue sur [¢t1,0] (sit; < 0)ou [0,¢1] (sity > 0) et o(0) =yo > 0etp(t;) <0
il existe ¢, € [t1,0] (sit; < 0)out, € [0,¢1] (sit; > 0) tel que ¢(t,) = 0. On considere alors le nouveau
probleme de Cauchy

y(te) 0

On sait qu’il existe une unique solution maximale a ce probleme de Cauchy et c’est nécessairement la
solution stationnaire (IR, ¢g) car elle est globale. On en déduit que pour tout ¢ €] —¢_,t;[on a (t) =
@o(t) = 0.0r ¢(0) = yo # 0 donc c’est absurde et pour tout ¢ €] — ¢t_, ¢ty [onap(t) > 0.

(ii) Montrons que pour tout t €] —t_,t4 [ ¢(t) < 1. Supposons par I’absurde qu’il existe t; €] —¢_, ¢ [ tel que
©(t1) > 1. Comme ¢ est continue sur [¢1,0] (sit; < 0)ou [0,¢1] (sity > 0)et(0) =yo < letp(t;) >1
il existe ¢, € [t1,0] (sit1 < 0) ou t, € [0,¢1] (sit1 > 0) tel que p(¢,) = 1. On considere alors le nouveau
probleme de Cauchy

y o= W+ -1)

{ yt) = 1 . (3.45)
On sait qu’il existe une unique solution maximale a ce probleme de Cauchy et c’est nécessairement la
solution stationnaire (IR, ¢7) car elle est globale. On en déduit que pour tout t €] — ¢_,t.[on a (t) =
v1(t) = 1. Or ¢(0) = yo # 1 donc c’est absurde et pour tout ¢ €] —¢t_, ¢, [ona ¢(t) < 1.

On en déduit que ¢ est bornée sur | — ¢_, ¢4 [ et donc que | — ¢_, ¢4 [= R d’apres le Corollaire[5] On peut donc

étudier les limites de o en 0o et on va montrer que lim;—, o ¢(t) = 1 et lim;_, o ©(t) = 0. Tout d’abord, on

remarque que @ est décroissante. En effet, pour tout ¢t € R, comme (R, () est solution de ona

¢() = In(p(t) + 1) (o(t) — 1) < 0 car (1) €]0, 1]

Ainsi, ¢ est strictement décroissante et minorée donc elle admet une limite finie notée /4 en +o0o. De méme,
elle est décroissante et majorée donc elle admet une limite finie notée /_ en —oo. D’apres la Proposition [73|on a
nécessairement /. € {0,1}. Or ¢(0) = yo €]0,1[ donc £_ > ygetyy > ¢4 donc £_ > {4 etdonc /_ = 1let
¢4 = 0. On dit qu’un telle solution connecte les deux solutions stationnaires (R, 1) et (R, o).

3.3.4 Les outils a maitriser pour étudier un probleme de Cauchy

Lorsque 1’on étudie un probleme de Cauchy, il faut respecter les étapes suivantes. Voila ce qui est attendu de
vous.

1. Etre capable d’identifier une fonction f : I x ¢ — R pour mettre une équation différentielle donnée sous la
forme théorique ' = f(¢,y). Attention : il faut trouver I’expression de f mais aussi la définir sur le produit
I x 0. I et O sont des intervalles ouverts de R que vous devez trouver.

2. Etre capable de justifier que la fonction f est de classe €' (I x ¢,R) afin d’appliquer le Théoréme de
Cauchy-Lipschitz. 11 suffit d’utiliser les outils vus dans le §2.2.2 du Chapitre 2] : on utilise des théoremes
généraux (somme, produit, quotient et/ou composition) sur les fonctions de classe 4!, ou alors on démontre
que les dérivées partielles existent et sont continues.

3. On essaie, lorsque c’est possible, d’utiliser le Corollaire [5| pour démontrer qu’une solution maximale est en
fait globale. Pour cela, un outil crucial est soit une approche un peu théorique comme les résultats fournis
par la Proposition [7T] et 1a Proposition [72 ou bien on cherche des solutions stationnaires pour avoir une ou
deux bornes sur nos solutions comme dans 1’Exemple [I00] et I'Exemple [[01} Lorsqu’a I’aide des solutions
stationnaires on n’obtient qu’une minoration (respectivement une majoration), pour montrer que t = -+00
on essaie de démontrer que la solution est décroissante (respectivement croissante) ce qui permet alors de la
borner.
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4. Si on arrive & démontrer que ¢t = +00, on peut essayer de voir si la solution (] — ¢_, +00], ) au probleme
de Cauchy admet une limite en +00. On y arrive bien souvent dans le cadre de systémes autonomes, c’est-
a-dire lorsque la fonction f n’est en fait qu’une fonction de la variable spatiale z. Dans ce cas 13, si on arrive
a4 démontrer que la solution (] — ¢_, +00[, ¢) admet une limite ﬁnieﬂ on montre que nécessairement cette
limite est donnée par la valeur que prend une solution stationnaire de I’équation différentielle.

3.3.5 Le cas des équations a variables séparées

Il existe un type d’équations différentielles ordinaires pour lesquelles on a une change de pouvoir calculer une
solution explicite. Ces équations différentielles ordinaires sont de la forme

on parle alors de variables séparées car on peut, sous réserve que 1’on ne divise pas par 0, ré-écrire cette équation
sous la forme

= h(t).

9(y)

On a donc "séparé les variables" : & gauche tout ne dépend plus que de y et a droite que de ¢. On peut alors tacher
d’intégrer en ¢. Nous allons illustrer sur quelques exemples la force de cette méthode.

Exemple 104. Soit le probleme de Cauchy

Pt
{y G (3.46)

On pose
I RxRY — R
(t,x) —

f et (Rx R* ,R) en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas. En particulier, d’aprés le
Théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale (] — ¢_, ¢ [, ¢) & ce probleéme de Cauchy.
Par conséquent, pour toutt €] —¢_,¢t [ona

p(t)*¢'(t) = t.
On integre cette identité entre O et ¢ €] — ¢t_, ¢ [, on a alors

t t2
/ P(s)*¢'(s)ds = 5. (3.47)
0

Dans I'intégrale a gauche, on remarque que ¢ € ¢*(] —t_,t.[,R). En effet, ¢ est dérivable par définition de la
notion de solution et on a pour tout ¢t €] — ¢_, ¢4 |

Ort — (t,p(t)) € R x RY est continue sur | — ¢_, ¢, [ car chacune des composantes est continue donc, comme f
est de classe ¢ (R x R* ,R) elle est en particulier continue sur R x R* et on obtient que ' € €'(] —t_,t[,R%)
par composition. On en déduit que ¢ € ¢*(] — t_,¢,[,R%). On peut alors poser le changement de variable

u=p(s),du=¢'(s)ds et devient

(1) (1) +2
/ uldu = / wldu = —.
#(0) 1 2

On aboutit pour tout t €] —t_, ¢ |

On obtient alors

1
3 1
Sp(t)g = th +1, o) = <gt2 + 1) — esm(3t+1)

7. Pour cela, on démontre que ¢ est croissante majorée ou décroissante minorée.
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On remarque que 1’expression obtenue est en fait définie pour tout ¢ € R et non seulement sur | — ¢_,¢.[. En

1
particulier, si @ : R — R est définie pour tout ¢ € R par ¢(t) = (%t2 + 1) %, @ est bien dérivable sur R car on a
- 1
p=expol| s X InoP

ol pourt € R, P(t) = 3¢+ 1 est une fonction polynomiale donc dérivable sur R et P(R) C [1,+oo[C R donc
% In o P est dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables. De plus, (% In oP) (R) C R donc & est
dérivable sur R en tant que composée de fonctions dérivables sur R. Par ailleurs

o LB, NTR ot
Qo(t) = 3 <2t +1) (3t) (%tQ—i—l)% ()2

De plus ¢(0) = 1 donc (R, ) est une solution globale (donc maximale) du probleéme de Cauchy (3.46) donc par
unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz on a (R, $) = (] —t_,t4[, ¢).

Exemple 105. Soit le probleme de Cauchy définie par

t(1—y?)

9 (3.48)

—N
@\
[

y(0)
On pose
J RxR — R
/ {(t,x) - 11— a?)

On remarque que le probleme de Cauchy (3.48) se ré-écrit comme

{y, = f(tvy)
y(0) = 2

et f € €*(R x R,R) en tant qu’application polynomiale & plusieurs variables. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, il existe une unique solution maximale (] —¢_, ¢ [, ¢) au probleme de Cauchy (3:48). On remarque que
pour tout t €] —t_,t,[ona ¢(t) > 1. En effet, (R, ;1) définie pour tout ¢ € R par ¢;(t) = 1 est une solution
stationnaire de I’équation différentielle 3/ = f(¢,y) donc, comme les trajectoires ne peuvent se croiser (voir la
Proposition [69) on sait que pour tout t €] —¢_, ¢, [ on ¢(t) > 1 car p(0) = 2 > 1. On en déduit que pour tout
teR,ona
¢'(1)
1—¢(t)?
On integre alors entre O et t €] — ¢_, ¢, [ cette identité et

L) P
Alfwwvd‘2'

On pose alors u = (s), du = ¢'(s)ds eton a

e 1 e(t) 1 2
[ e [ -t
@(0) 1 — U 2 ]. — U 2

1
) (ut1)

1 1 1

On décompose alors en éléments simples la fraction 1}u2 = i=a . On a pour tout v # +1 :

1—wu2  2u+1) 2(1—u)

et en particulier pour tout ¢t €] —t_, ¢, [ona

2 e 1
— :/ — du
2 Jy 20ut1) 2u-—1)

— 1) —m(u— 1))

DN = N

(In( (1) +1) ~In(p(t) 1)) ~ 3 In(3)
n p(t) +1
EEOE
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On en déduit alors que pour toutt €] —t_,t,[ona

(p(6) = 1) = 3(plt) + e’ = plt) = 3.

On considere alors ¢ : R — R définie pour tout ¢ € R par

_ 1+ 3¢’
)= ——.
QD( ) 3et2 _ 1

Cette application est bien définie car pour tout ¢t € R ona 3¢!” > 3 > 1. L’application ¢ — e’ est dérivable sur
R en tant que composée de 1’application polynomiale (* +— #2) qui est dérivable sur R et a valeurs dans R et de
I’application exp qui est dérivable sur R. Par ailleurs, pour tout ¢ € R, 3¢t — 1 # 0 donc @ est dérivable sur R en
tant que quotient d’applications dérivables sur R. Par ailleurs, on a pour tout ¢ € R

1) = 6tet”(3e” — 1) — (1+3et’)(6te”)  —12te”
7= (B3e? —1)2 T (B —1)2

ainsi que

2
1+ 3¢’ (3e” —1)2 — (3¢!” +1)2
=1 2 2
(et — 1)

(3e” —1—3e” —1)(3e”” — 1+ 3¢ +1)
(3¢ —1)2

=t

12tet”
(3e” —1)2

de plus ¢(0) = 2 donc (R, @) est une solution maximale (donc globale) du probléme de Cauchy (3.48). Par unicité
dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que (R, @) = (] —t—,t1[, ¢).

Exemple 106. Soit le probleme de Cauchy définie par

/ _ 2
{i(()) - ’iy (3.49)

On pose

2

J RxR —= R
I (t,z) — tx

On remarque que le probleme de Cauchy (3.49) se ré-écrit comme

{y/ = f(tvy)
y(0) = 1

et f € €1 (R x R, R) en tant qu’application polynomiale a plusieurs variables. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, il existe une unique solution maximale (] — t—, ¢ [, ¢) au probleme de Cauchy (3.49). Par ailleurs, on
remarque que (R, ) ol pour tout £ € R ¢g(t) = 0 est solution stationnaire de I’équation différentielle i’ = ty2.
Comme les trajectoires ne peuvent se croiser (voir la Proposition on sait que pour tout t €] — ¢t_, ¢, [ on
©(t) # 0 car p(0) = 1 # 0. On en déduit que pour tout ¢ €] —¢_,t4[ona

et en intégrant entre O et ¢ :

"l(s)
/o B

On pose u = (s), du = ¢'(s)ds eton a pour tout t €] —t_,t|

2 e() 1 e() 1
2 S0(0) U 1 U



On en déduit que pour tout ¢t €] —t_,t, [ona

Soit ¢ : ] V2,2 [ — ﬁ  est dérivable sur son domaine de définition en tant que fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas. Par ailleurs, pour tout ¢ € ] f\/ﬁ, V2 [ ona

¢ 1) = Gz = 1ol1)

et également
¢(0) = 1.
On en déduit que (} —V2, ﬂ[ , @) est solution du probleme de Cauchy (3.49). Par ailleurs on a

lim t)=+oc0 et lim ¢(t) =+oc0
Jim () Jim ()
donc @ n’est pas prolongeable en dehors de son domaine de définition en une fonction continue (donc méme pas
dérivable). On en déduit que (} —V2,4/2 [ ,©) est la solution maximale du probleéme de Cauchy (3.:49) et donc
par unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz on a (]—v/2,v2[,$) = (J, ¢). C’est un exemple de solution
maximale qui n’est pas globale.

3.3.6 Quelques applications dans d’autres disciplines

Exemple 107 (Chute libre avec frottement). On considere lache a vitesse un nulle un objet ponctuel de masse
m > 0 dans I’air a une certaine altitude donnée. Sa vitesse selon un axe qui représenterait 1’altitude est donnée, au
cours du temps, par 1’équation différentielle

k
U’Jr—vQ:g
m

ou g > 0 est la constante gravitationnelle de pesanteur et £ > 0 une constante liée aux frottements de 1’air. On
considere donc le probleme de Cauchy

v+ E? = g

{ o(0) — g (3.50)
Soit

RxR — R

[ 2

(t,l‘) g gfﬁx

On remarque que le probleme de Cauchy (3.50) se ré-écrit sous la forme

{0 2 06

Par ailleurs, f € €*(R x R, R) en tant qu’application polynomiale donc d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
il existe une unique solution maximale de la forme (] —t_,t,[,¢) (avec t_,t; € R} U {oo}). Soit A := /ZZ,
on remarque que (R, ¢4 ) définie pour tout ¢ € R par ¢4, (t) = £\ est solution stationnaire de v/ = g — %vQ.
Comme les trajectoires ne peuvent pas se croiser et que ¢(0) = 0 on a alors que pour tout t €] —t_,t [ on a
=X < @(t)A. ¢ est donc bornée et donc nécessairement | — t_, ¢4 [= Reet (R, ¢) est en fait solution globale.

On remarque aussi que pour toutt € R, on a

o'(t) = <\/§—<P(t)\/z> <\/§+go(t)\/z> =g <1_90(t)\/97m> (1_“0(75)\/97”1)
=g(1—¢f\t)> <1+W§t)>

Comme pour tout t € Rona —\ < p(t) < A alors /() > 0. En particulier ¢ est croissante sur R. On en déduit
que pour tout temps positif (c’est-a-dire ¢ > 0) on a p(t) € [0, A[. ¢ est croissante et majorée donc converge vers
une limite ¢ € [0, A\]. Toutefois, comme f ne dépend en réalité pas de la variable ¢, d’apres la Proposition
cette limite doit vérifier f(¢,£¢) = 0 c’est a dire / = £ . Comme ¢ € [0, A\] on en déduit que £ = X. L’objet en
chute libre a donc une vitesse qui augmente au cours du temps (I’objet accélere) mais il ne dépasse pas une vitesse
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limite donnée par A = \/? . On remarque d’ailleurs k > \/@ est une fonction décroissante sur R ce qui est
naturel : plus le parametre de frottement k& augmente, plus 1’objet est ralenti dans 1’air.

Il se trouve que ce probleme est a variables séparées et est en fait explicitement soluble! En effet, pour tout
teR,onag— %g@(t) # 0 donc

©'(t)

— % s = L
g — g%ﬁ(t)

En intégrant par rapport entre O et t € R, on a

LY(s) B
/0 g %w(S)zds -t

On pose u = ¢(s), du = ¢'(s)ds (changement de variable ¢! d’apres la Remarque etona

w(t) (1) 1
p(0) 99— U 0 g—u

m

w(t)
Sy (g ——
9 Jo 1— (%)

On pose alors o = uA~!, do = A~'du (changement de variable €’!) et on a

A AT N A e 1 1
t=2 — do== + do
g9 Jo 1—02 29 Jo 140 1-0
A —1
5 (11 + o)) = In(j1 = o)
A 1+ A1)
71n A7
2g 1— A 1p(t)

ol on a utilisé le fait que pour tout ¢ € R, ¢(t) €] — A, A[. On en déduit que pour tout ¢t € R :

L+ ALt > ¥t
1—XA"1p(t) ext+1

On retrouve les propriétés qualitatives que I’on a réussi a obtenir sans utiliser I’expression explicite que I’on vient
d’obtenir :

1. ¢ est croissante,

2. pour toutt € R, p(t) €] — \, A
Exemple 108 (Un modele a ressources limitées). Le modele de Malthus vu dans I’Exemple est un modele
tres simplifié de dynamique des populations ol I’on ne prend en compte que des taux de naissance et de mortalité
constants. Il se peut que le milieu dans lequel évolue la population soit limité (par exemple, la quantité de nourriture
est fixe donc si la population devient trop grande, il ne sera pas possible de nourrir tout le monde).

Un modele classique est le modele de Verhulst pour lequel on suppose que la différence entre le taux de

reproduction et le taux de déces depend de la population elle-méme. On modélise 1’évolution de la population au
cours du temps par le probleme de Cauchy

(g = o as1)

olt ng > 0 est la population au temps initial et » : R — R est de classe €' (R, R), strictement décroissante
sur R* et s’annule en un unique point n, €]0,+oc[. Un exemple de telle fonction 7 est donné pour z € R par
r(z) = M1 - ni*) avec A > 0 et n, > 0 deux parametres du modele. On commence par remarquer que si I’on
pose
J RxR = R
f { (t,z) +— r(x)z

le probleme de Cauchy (3.51)) se ré-écrit sous la forme

{Z/(O) _ {Lét’n)
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Par ailleurs, on a f € €1(R x R,R) car f = 75 x (r o m3) ol 7o est I'application deuxiéme coordonnée de
classe 41 (R x R, R) a valeurs dans R. Comme r € €1 (R,R), r o mp € €' (R x R,R) en tant que composée de
fonctions de classe € et f € €1 (R x R,R) en tant que produit de fonctions de classe ¢’1. D’apres le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale (] — ¢_,¢[, ») au probleéme de Cauchy (3.51). On
remarque que 1’équation différentielle n’ = r(n)n admet deux solutions stationnaires qui sont (R, o) et (R, ¢y )
qui sont définies pour tout ¢ € R par

@o(t) =0, @u(t) =n..

On en déduit que si ng €]0,n,[ alors pour tout ¢ €] — ¢_,t.[ on a ¢(t) €]0,n,[ sinon deux trajectoires se
croiseraient sans étre identique (voir la Proposition [69). En particulier ¢ est bornée donc d’aprés le Corollaire [5]
] — t_,t4+[= R. On remarque aussi que pour tout ¢t € R, on a on a

Comme r est décroissante et ne s’annule qu’en n,. on a 7(x) > 0 pour x €]0, ny[ et r(z) < 0 pour z €]n,, +0o0l.
Ici, pour tout t € R, (t) €]0,n,[ donc ¢'(¢) > 0. Ainsi, ¢ est croissante et majorée donc lim; 4 ©(t) = £
pour £ € [ng, 1]. D’apres la Proposition (I’équation différentielle est ici autonome), on a ¢ qui vérifie pour
toutt € R f(t, ¢) = 0 c’est-a-dire £r(¢) = 0 donc nécessairement £ = 0 ou £ = n,. Or £ € [ng, ny] donc £ = n,
et limy_ 4 oo (t) = Ny

Sing > 1, alors p(t) €]n.,, +oo[ sinon deux trajectoires se croiseraient sans étre identique (voir la Proposition
[69). De plus, pour tout ¢ € R, ona ¢’ (t) = ¢(t)r(¢(t)) < 0 donc ¢ est décroissante sur R. On en déduit que ¢ est
décroissante et minorée donc elle admet une limite finie £ > n, en +o00. La encore, d’apres la Proposition Y4
vérifie £r(¢) = 0 donc nécessairement £ = n, et lim;_, . o ©(t) = ny.

On peut interpréter n, comme un seuil critique de population dans le milieu. Si ny €]0, n.[, il y a suffisamment
de ressources pour toute la population, le taux de naissance est plus élevé que le taux de déces, et la population
croit vers le seuil critique n, qu’elle ne peut dépasser. Si ng €]n,, +oo[ il n’y a pas suffisamment de resources
pour toute la population, le taux de déces est plus élevé que le taux de naissance, et la population décroit vers le
seuil critique 7.

Exemple 109 (Les quotas de péche). On considere une population de poisson dans un lac. En I’absence de péche
cette population de poissons évolue au cours du temps selon le modele de Verhulst présenté dans 1’Exemple [T08]

K
"=An(l-—
n n( n*n)

ou K, \,n, > 0 sont des constantes du probleme.

1. On considere qu’a partir du temps ¢ = 0, des pécheurs commencent a exploiter le lac avec un taux de
poissons péchés par unité de temps constant noté p > 0. On est amené a considérer le probleme de Cauchy

{ n' = )\n(l—n—K*n)—p
TL(O) = Ny

(3.52)

oung > 0.

(i) On montre dans un premier temps qu’il existe une unique solution maximale au probleéme de Cauchy
(3:52). Pour cela, on remarque que 1’équation différentielle est autonome et on pose

[ R —- R
9"V 2 = (1 — L) —p

Mx

On remarque que le probleme de Cauchy (3.52)) se ré-écrit sous la forme

{1 2 o

Par ailleurs g € ¢'(R,R) car c’est une application polynomiale. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, il existe une unique solution maximale (] — t_, %[, ¢) au probléme de Cauchy avec
t_,t+ € R U{+o0}.

(ii) On cherche maintenant des solutions stationnaires a ’équation différentielle n’ = An(1 — n) — p.
Cela a revient a résoudre pour x € R I’équation g(x) = 0 c’est a dire

K K P KA\ n PNy
—a(l— ) —p=a(-? - P) = _ (274 )
0 x( n*x) P < n*x +x /\) ” T K:er 78}
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Nx

En posant o = 7, on doit donc €tudier les racines de I’équation de polynomiale du second degré

2 p
— +=-a=0
¢ — ax )\04

donc le discriminant est » »
A=a?—4a~ = —2).
! ay ala /\)
Il y a donc trois cas possible.

e Si Aa < p, il n’y a pas de racines réelles donc I’équations différentielle n’admet pas de solutions
stationnaires.

e Sip = A« il existe une solution stationnaire (R, () définie pour tout ¢ € R par

!
po(t) = 3
e Sip < A« alors il existe deux solutions stationnaires (R, ¢1) et (R, @) définies pour tout t € R
par
a— /ala—1) a+/ala—E)
o) = TYEETN gy = SV TN,
On remarque que pour toutt € Ron a ¢1(t) < 0et pa(t) > 0.
Dans le premier cas : Ao < p, on va montrer que lim;_,;, ¢(t) = —oc. En effet, pour tout ¢ €] —
t_,ty[,ona

¢ =xe(0) (1= 1-elt)) ~p <0
Ny
donc @ est strictement décroissante. Si ¢ est minorée alors il existe £ €]—o00, ng]| tel que lim,_,; (t) =
£. Nécessairement, d’aprés la Proposition ¢ est solution de g(¢) = 0 mais ce n’est pas possible
car g n’a pas de racine réelle. On en déduit que lim;_,;, ¢(t) = —oo : au bout d’un certain temps
la population de poisson devient nulle et les pécheurs ont péché tous les poissons dans le lac. C’est
normal, dans ce premier cas, le taux de péche p est trop grand.

Dans le deuxiéme cas, cela dépend de la valeur de ng. Sing €]0, §| alors pour tout ¢ €] —¢_, ¢, [ona

Ny

o (1) = Ag(t) (1 - Kso<t>) _p<0

et donc ¢ est strictement décroissante. Si ¢ est minorée alors il existe ¢ €]—00, ng| tel que limy_,;, ¢(t) =
{. Nécessairement, d’apres la Proposition £ est solution de g(¢) = 0 mais £ < ng < % et % étant
la seule racine réelle de g on en déduit que lim;_;, ((t) = —o0 : au bout d’un certain temps la popu-
lation de poisson devient nulle et les pécheurs ont péché tous les poissons dans le lac. Dans ce cas, le
taux de péche p est trop grand par rapport a la population initiale de poissons : cette derniere disparait.
Sing > § onsaitque pourtoutt €]—t_, ¢, [, p(t) > § carles trajectoires d’une équation différentielle
ne peuvent pas se croiser et (R, ¢p) est une solution stationnaire (voir la Proposition . Par ailleurs
pour tout t €] —t_,t[, ¢’ (t) < 0 donc  est décroissante et minorée. On en déduit que ¢ admet une
limite finie en ¢, et d’apres le théoréme d’explosion en temps fini de la Proposition [/0[ on en déduit
que t; = +-o00. Par conséquent il existe £ € [ng, §] tel que lim;_, o (t) = £. D’apres la Proposition
on a nécessairement g(¢) = 0 donc £/ = §. Dans ce cas, la population initiale de poissons est
suffisamment élevée pour que la population ne disparaisse pas, elle converge vers une valeur critique.

/ b
Dans le troisieéme cas sing € } 0, M—af(a*) [ alors, grace a la Proposition pourtoutt €] —t_, ¢4

ona
a+Jala—1E)
plt) € [0, VI A) [
et donc ¢ est bornée et d’apres le Corollaire[5|t = t_ = +oc. Par ailleurs, on remarque que pour tout
tcRona

¢ =xp(0) (1= 1oelt)) <9 >0
a+W:|

tel que limy—, o ©(t) = L.

/ol D)

4 . .. . N N [e]
Nécessairement, cette limite est une racine de g d’apres est donc comme ng > Oonaf = 5

donc ¢ est croissante sur R et majorée : il existe ¢ € [no,
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/ _p
Sing > (Haf(a*), on remarque que grace a la Proposition pourtoutt €] —t_,t;[ona

a+y/ala—1%)

p(t) > 3

Par ailleurs, pour tout t €] —¢_, ¢, [, ona

(1) = Nolt) (1 - K@@)) _p<0

Toy

et donc ¢ est décroissante sur | —¢_, ¢ [. Elle est donc décroissante et minorée donc converge vers une
/ _p
limite finie ¢ > ‘Haf(a*) en t4. D’apres le théoreme d’explosion en temps fini (Proposition ,

_ aty/ala—%)

2

on a nécessairement ¢ = +oco et d’apres la Proposition [3.42{lim;_, 1 - (%)
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Annexe A

Solutions du Chapitre 1

Solution (de I’exercice [I). Vous trouverez ces définitions dans vos cours d’analyse de L1 et L2. On les

rappelle ici.

(i) Soit (ty, )nen € RY une suite d’éléments de R. On dit (u,, ),en converge vers £ € R lorsque

Ve>0,3dnoeN,Vn>ng |u, —¥ <e.

(i) Soit I un intervalle de R et une fonction f : I C R — R. Soit @ € I, on dit que f(z) converge vers { € R
lorsque = — 0 et on note lim,_,, f(x) = £si

Ve>0,35>0,Va€la—d,a+d[N, |flzx)—{ <e.

Lorsquea € Retl = 0o :

VM >0,35>0,Vz€la—d,a+d[NI, f(x) > M.

Lorsquea € Ret{ = —o0:

VM >0,36>0,Vaz€la—0d,a+ [N, flz) < —M.

Lorsque a = +ooetf € R

Ve >0, 3x9 €R, Vz € IN]xg, +00[, |f(z) — ¢ <e.

Lorsque a = —ocoet £ € R

Ve >0, 3z €R, VaelIn —oo,x0, |f(z) -4 <e.

Lorsque a = +o0o et £ = 400

VM >0, 3zg € R, Va € IN|xg, +o0[, f(z) > M.

Lorsque a = +ooet £ = —oo

VM >0, 3z0 € R, Vo € IN] —oo,z0[, f(z) < —M.

Lorsque a = —oo et £ = +00

VM >0, 3zg €R, Vo € IN] — o0, z0], f(x) > M.

Lorsque a = —co et £ = —oo

VM >0, 3zg €R, Vo € IN]—o0,z0], flz) < —M.

(iii) Onditque f : I C R — Rest continue en a € I lorsque lim,_,, f(z) = f(a).

(iv) Ondit que f : I C R — R est dérivable en a € I s’il existe £ € R tel que lim,_,, 7,(x) = £ ol
To : T\ {a} — Rest le taux d’accroissement en a :

Ta(x) = 7]‘(3:) : i(a), x eI\ {a}.

T
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Solution (de I’exercice[2). Une suggestion d’espaces vectoriels :
(i) Les espaces vectoriels R? et C? (d € N*).
(i) L’espace vectoriel des matrices de taille d x p .#,(R) ou 4 ,(C).

(iii) L’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans R : R[X] ot Ry[X] (pour ceux de degré inférieur ou
égalad € N).

(iv) L’espace vectoriel des applications linéaires d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F': Z(E, F).
(v) L’espace vectoriel .7 (R, R) des applications de R dans R.
(vi) L’espace vectoriel .Z (N, R) des suites de N dans R.

(vii) ...

Solution (de ’exercice EI) Soit z = (1, 22)" € R?, 2 # Og2.Ona

a3 9) () ().

(IIAoch)2 _ o tdad _ adtad
]2 af+a3 ~ af+a3

(i) Ona

On en déduit que
| Azl

lzlla —

et par passage au sup en x que
I All2,2 < 2.

De plus, pour z = (0,1)" ona

A 24922 x 12
Al > 1Azl _ VOEF2Z X7,

lzlls V0212

| Conclusion : || A]],» = 2. |

(i) On a
|z1] < 21| + |z2| = [lzlly,  2)ae| < 2[2fs.

On en déduit que |||/ < 2||z||1 et donc que [[|All|o,1 < 2. En choisissant z = (0,1) 7, ona ||z, = 1 et

|Az||coc = 2. En particuli_er
el 2
1

lAllso,1 =

\m: [ Allloo,1 = 2~‘

Solution (de I’Exercice . Soit x = (w1, 2, 73) " € R3, tel que x # Ogs. On a
Z1
({1 0 1 _[(T1+x3
Ax_(o 2 0) 2 _< 21, )
T3

w1+ 2s? <2 (|21 ? + [a2l?) <2023, 2Jwa| < 2]z

Par passage au sup sur x, on en déduit que

(i) On a

[AZ (oo < 2[|2]2

et donc on obtient
I Aloc,2 < 2.
On choisit z = (0,1,0) eton a || Az||cc = 2 ¢t ||2]2 =1
[Az]lo 2 _

A > ==
||| |||00’2 = ”m”2 1

On en déduit que ||| A|||co,2 = 2.
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(ii)

On a
|Az|[1 = 21 + 23] + 2|z2| < [21] + 2|22| + [23] < 4|70

On en déduit par passage au sup en x que
Al1,00 < 4.
On choisit z = (1,1,1). On a ||z||sc = 1 et ||Ax||; = 4. Alors, on a

Al _ 4
=1 =42 1Al
E®

Par conséquent, on obtient ||| Al||cc,1 = 4.

Solution (de I"Exercice [6).

®

(ii)

Soient x = (x1,22),y = (y1,y2) € RZ, A€ R.Ona
D(z + Ay) = (z1 + Ay1)or + (2 + Ay2)oe = w101 + 2202 + A (y1 + Ay2) = T'(z) + AT(y).

On en déduit que I" est linéaire.

Soitz = (z1,72) € R%, ona

Ho) = ot = (1 0) I (z ol) N <x1 fio om> '

Soit z = (21, 29) T € C? tel que z # O¢2. On a

et
ID(z)2]13 = |(z1 + iz2)22|* + |(x1 — iw2) 21| = @1 — ima|?|20]* + |21 + iw2|? |21 = (2T + 23) | 25

On en déduit que
IT@)lll22 < (2 + 23).

En choisissant z = (1,1)T € C%,ona ||z]|s = v2et

_[T1 +Z.’E2 _ 2 2
ras = (21 12) @l = V2 e+ a3

2llzz > _ Y2y _Jaia
[E41P V2

IT@)lll22 = /% + 3.

Maintenant, on a pour z = (z1,22) € R? tel que = # Ogz, on a

IT@l22 _ vai+as

[E4P TR

En particulier,

On en déduit que

On en déduit que
T
[IT[]| == sup M - 1.

cerz |72
@£0,0

Solution (de I’Exercice[]).

®

Nous allons démontrer que N vérifie les axiomes de norme.
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(i) Soit P € Ry4[X], pour tout k € {0,...,d},ona
0<|PM(0)]

et en passant au max sur k € {0, ...,d} on aboutit a

< P® = N(P).
o(%g}?gdg <o>|) (P)

(i) Soit P € Ry[X], tel que

0= N(P) = P® (0
(P) <ker{%§_>_<,d}| <>)

On en déduit que chaque terme est nul ¢’est-a-dire que pour tout k& € {0,...,d}, ona P*)(0) = 0.
On va démontrer qu’il existe un polyndéme @ € R[X] tel que
P=X"Q.

La construction se fait par récurrence.
Initialisation. Comme P(0) = 0 il existe Qo € R[X] tel que P = X Q.

Hypothese de récurrence. Soit £ € {0,...,d — 1} supposons qu’il existe Q; € R[X] tel que
P = Xk+1Qk~

Hérédité. Soitk € {0,...,d — 1}. D’apres la formule de Leibniz, on a

K k41 k1
1 k+1—3 ] k+1—j
pl+1) — (Xk+1Qk)(k+1) _ Z < ; > (Xk+1)(J)QI(ﬂ +1-j) _ Z ( ; ) (XkJrl)(a)Qgc +1-j5)
j=0

j=0
Or on remarque que pour j € {0,...,k+ 1}
. . 1 si 7=0
E+1NG) — . k1= - , ’
(X*5) g X r AVECChy { I _,(k—p+2) sinon.
En particulier, on a

k

k+1 » -
pli+1) — }:( ; )%JX“4JQ$+1” + (k4 1)'Qy.
j=0

Comme P*+1)(0) = 0, on en déduit que Q1 (0) = 0 et donc qu’il existe un polyndme Q1 € R[X]
tel que Qr = X Qx41. Ainsi, on a
P=X""Qp = X"2Qpy1.

Pour k = d, on en déduit que P = X¥*1Q et donc si Qg # 0 on a deg(P) > d + 1 ce qui est
impossible puisque deg(P) < d et donc P = 0.
(iii) Soit A € Ret P € Ry[X],ona

((AP)(0)] = APP(0)] = [A[[PH(0)] < |A| (k max P(k)(o)l) = [AIN(P).
€{0,..,
SiA=0,ona N(AP)=|AN(P)=0.Si\#0 alors

_ W
A

1PE ()] = - [AP®(0)

_ _ L
A

R

1
§|/\|< sup I(/\P)(k)(0)|>

ke{0,...,d}

[P0 (AP)®)(0)]

1
= mN(AP).
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En passant au max sur k € {0, ...,d} on obtient

1

N(P) < ‘)\|

N(AP)

ce qui se ré-écrit [A\|N(P) < N(P). On en déduit que N est homogene.
(iv) Soit P, Q) € R4[X], pourtout k € {0,...,d} ona
(P + Q)P (0)] =PM(0) + QW (0)] < [PM(0)] + Q™ (0)] < N(P) + N(Q).
Par passage au max sur k € {0,...,d} on obtient

N(P+Q) < N(P)+N(Q)

ce qui est précisément 1’inégalité triangulaire.

‘ Conclusion : (R4[X], N) est un espace vectoriel normé. ‘

(i) (a) Soit P =Y7_,apX* € Ry[X],ona

d d—1
= kapXF =Yk + Daga X*
k=0 k=0

On en conclut que D(P) € Ry_1[X] C Ry[X]. 1 suffit de démontrer que D est une application
linéaire. Soient P = ZZ:O ar Xk Q = ZZ:O b X* € Ry[X]et A € R,ona

d—1 d—1 d—1
D(P+ Q) = )akr1 + Abps1) X5 = (Z(k + 1>ak+1X’”1> +A (Z(k + 1>bk+1X’““>
= D(P) + A\D(Q)

D est donc une application linéaire de R;[X] dans lui méme : ¢’est un endomorphisme de R4[X].
(b) Soit P € Ry[X],ona

Comme deg(P) < d, on a nécessairement P+ — op .[x] et ainsi

o) = (e 1PPO)) < (, max 1PO0O)]) = N(P)

ke{l,...,d} ke{0,...,d}

On en déduit que ||| P|| < 1. Soit P = X € Ry[X]. Ona D(P) =1 donc

On en conclut que

et donc ||| P||| = 1.
Solution (de I’Exercice[g).

(i) Soient f,g € €(]0,1]) et A € R,on a

w20 = [ () + Ag(0)2dt = (/ 1 ) (| 1 s0dt) = o() + Aclo).

On en déduit que ¢ est linéaire.
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(i) Soit f € €([0,1]),ona

1
et =| [ s2a] < [1501 R0 < il [ #a= 515

llglloo :=  sup (Mﬁ0<;

fe€([0,1]) Hf”OO
F#0 ([0,1])

On en déduit que

Choisissons ¢ = 1 (la fonction constante a 1). Alors, on a

1
1
1]l = 1, wﬁzlﬁﬁzg

On en déduit que

(el _ 1
lelloe > 152 = 5.

Cela nous permet d’affirmer que [¢]|so = 3.

(iii) Soit f € €([0,1]),ona
1 ) ‘ < 1 ) )é ( 1 A ); B L
A ftedt| < A fl)=dt /0 t dt = \/ngHQ

llplla = sup Cﬂm><1.

fe€([0,1]) ||fH2 5
F#0([0,1])

Choisissons (¢ : t € [0,1] — t?) € €([0,1]). Alors, on a

le(f)l =

On en déduit que

1 L 1
e = o) = [ =,
On en déduit que wfl 1 '
¥
lelle > 10— 25— 2
Cela nous permet d’affirmer que |||¢|||2 = %
Solution (de I’Exercice EI) Soit A € #q,(R) et x € RP. On considere (eq, ..., e,) la base canonique de R? et

ona
P P
T = E xzje;, Az = E xjAe;.
J=1 Jj=1

En particulier, en reprenant les notations de la Proposition [5] on obtient

p p
No(Az) <) |ajIN(Aej) < ||zl ey | Y N(Ae)
j=1

=1
En posant C'= 3°%_, N(Ae;), on obtient
No(Az) < O|z]| g g0

Maintenant, comme R? est de dimension finie les normes || - || g (re) €t N}, sont équivalentes et il existe M > 0 tel
que pour tout z € RP on ait
|z]|co < CM Np(z).

On en déduit que pour tout x € RP on a
N, (Ax) < CMNy(x)

et donc pour tout z € RP \ {Og»} on a
<CM.




Le membre de droite ne dépend plus de z et en passant au supremum sur € RP \ {Og» } on aboutit &

N, (A
N (A) = sup ((x)) < CM < +o0.
szg&p Nb(x)

Solution (de I’Exercice [T0).
(i) Nous allons démontrer les axiomes de norme.

(i) Soitx = (z1,...,74) € R%, 0ona
d
N(z)=>_jlej| >0
=1

en tant que somme de termes positifs. Ainsi, /V est a valeurs dans R .
(i) Soitz = (x1,...,24) € R%tel que N(x) = 0. On a alors

d
> sl =0
=1

et comme il s’agit d’une somme de termes positifs qui est nulle alors chacun des termes de la somme

est nulle, c’est-a-dire que pour tout j € {1,...,d} ona
Jlzi| =0.
Donc pour tout j € {1,...,d},onaz; = 0donc x = Oga. N est donc définie.

(iii) Soit A\ € Retz = (z1,...,24) € R%. Ona

d d d
NQz) = ilal =D Mzl = A D dlegl | = AN ()
=1 j=1 =1

et donc N est homogene.
(iv) Soient z = (21,...,24),y = (y1,-..,ya) € R% D aprés I'inégalité triangulaire dans R, on a pour
toutj € {1,...,d}
5 +ysl < || + |yl

En multipliant cette inégalité par j € {1,...,d}, on obtient

Jlzg + sl < glzi| + jlys)-

Enfin, en sommant sur j € {1,...,d}, on aboutit &
d d d d
N(z+y) = [ D il +usl | < [ Do dlasl +3lysl | = ( D dlwsl |+{ D_dlysl | = N@)+N(y).
j=1 j=1 j=1 j=1

En particulier IV vérifie I'inégalité triangulaire.

Conclusion : (R, N) est un espace vectoriel normé.

(i) Comme R? est de dimension finie, d’apres le Théoréme on sait que N et || - || sont des normes équiva-
lentes sur R?. Par conséquent, il existe m, M € R? telles que pour tout x € R? on ait

m|z]lee < N(z) < Moo
(iii) Soitz = (z1,...,24) € R4 Pourtoutj € {1,...,d},ona
|z5] < jlzj| < N(@).
En particulier, en passant au max sur j € {1,...,d} on obtient
[2]loo < N(2).
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On en déduit par passage au sup sur z € R%, x # Oga que

sup %<1.

z €rd N(I) N

w£0,q

Choisissons = (1,0,...,0). On a ||z]|cc = 1 et N(z) = 1 donc

Lo el [ Dl
N(z) = | .ere N(x)
m#ORd
et donc
T
z erd N(:I:)
=#0pq

Comme on a pour tout x € R?, 2 # Oga que

lalloo = 1202 joy < [ gup 12l | iy = v (a,

N(x) o crd N(2)
wA05q
et donc la meilleure constante est m = 1.
Par ailleurs, pour tout x € Rd, x # Oga, On a
d d
. . d(d+1)
N(z) =Y jlajl < lalloo [ Dd ] l2llee = Izl
=1 j=1

En particulier, on a par passage au sup sur z € R, 2 # Oga

N(z) _ d(d+1)

sup <
z€R4 ||‘THOO 2
1#0]Rd
d d(d+1)
En choisissant z = (1,...,1),ona ||z]lcc = 1 et N(z) = Zj == On en déduit que
Jj=1
dd+1) N(z) < N(z)
2 [2lloo ™ sert [[#]loo
w£0pg
et donc N dd 1
wp N _ did+1)
z€Rd ||xH(X> 2
@£0pg
En particulier, pour tout 2 € R, 2 # Oga, on a
N(z) N(x) d(d+1)
N(z) = [#]loc < | sup [2lloc = = l12]loc-
|2 lo cerd [|Z]loo
@£0Lg
d(d+1)

En particulier la meilleure constante M est M = ==—.
Solution (de I"Exercice[TT).

() () Soitz = (z1,72) € R%, ona
Ni(z) = 2|z1] + |22

et cette quantité est positive en tant que somme de termes positifs donc N; est a valeurs dans R, .
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(ii) Soitz = (x1,z2) € R? tel que Ny(x) = 0. Alors, on a
0= Nl(l‘) = 2|£E1| + |$2|

Il s’agit d’une somme de termes positifs qui est nulle donc chacun des termes est nul donc 1 = 9 =0
et x = Og2. N7 est donc définie.

(iii) Soit A € R,z = (z1,22) € R%. Ona
Ni(Az) = 2 [Az1| + [Azz| = 2[A[|21] + [Al[z2] = [A] (2|21] + [22]) = [A|[N1(2).

On en déduit que N; est homogene.
(iv) Soient x = (z1,22),y = (y1,y2) € R2. En utilisant I'inégalité triangulaire sur R, on a

Ni(z +y) = 2[z1 +y1| + 22 + y2| < 2(|z1] + y1]) + 22| + [y2]
= 2|w1| + [w2| + 2[y1] + |y2]

Nj vérifie donc I’inégalité triangulaire.

Conclusion : N; est une norme sur R2.

(ii) Soitx = (1’1,:62) S B(O]Rz, 1). Ona
2|.’171| + |LL'2| < 1. (A.1)

On remarque que (z1, —23) € B(Ogz,1) et donc que la boule unité est symétrique par rapport a ’axe des
abscisses. De méme, on a (—x1,z2) € B(0Ogz,1) et donc la boule unité est symétrique par rapport a 1’axe
des ordonnées. On s’intéresse donc a I’intersection entre la boulet unité et le quart de plan {(z, 72) € R? :
21 > 0,29 > 0} puis, on reconstituera B(0Ogz, 1) par symétrie.

Sizy > 0etzg > 0, (A7) devient 221 + 22 < 1. On en déduit que 22 < 1 — 2z et donc que B(Ogz, 1)
est sous la droite passant par les points (0, 1) et (%, 0). On en déduit la ﬁgure que I’on a complétée par
symétrie.

FIGURE A.1 - La boule unité pour la norme Nj.
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Solution (de I"Exercice[12).

(i) Montrer que la norme N, est une norme. On va commencer par remarquer que pour = (1, z2) € R2, on
a

Ny(z) = \/Jf% — 22179 + 203 = \/(:U% — 23109 + 23) + 23 = \/(xl — 19)? + 23.
Pour y = (y1,y2) € R?, on définit

Na(z +y)* — Na(x)® — Na(y)?

5 = (z1 — 22)(y1 — ¥2) + T2y2.

Pz, y) =

On remarque que ¢(z,z) = N(x)? et nous allons démontrer que ¢ est un produit scalaire.

(i) Soient x = (z1,72),y = (y1,92) € R?,ona

o(z,y) = (z1 — 22)(y1 — y2) + T2y2 = (y1 — y2)(T1 — T2) + Y272 = ¢(y, )

et donc ¢ est symétrique.
(i) Soit A € R,z = (z1,72),y = (y1,%2), 2 = (21,22) € R?ona

d(Ax +y,2) = (Ar1 +y1 — (Ave +y2)) (21 — 22) + (A2 + 12) 22
(A1 —22) + (y1 — y2)) (21 — 22) + AT222 + Y222
A((wy — 22)(21 — 22) + w222) + (Y1 — y2) (21 — 22) + Y222
Ap(z,2) + Py, 2).

On en déduit que ¢ est linéaire par rapport a sa premiere variable et donc bilinéaire (car symétrique).
(iii) Soitx = (z1,72) € R%, ona
¢(x,x) = (21— 2)* + 23 >0

qui est positif en tant que somme de termes positifs donc ¢ est positive.
(iv) Soitz = (z1,72) € R? tel que ¢(x, ) = 0. Alors, on a

oz, x) = (x1 — x2)2 + x% =0.

Comme il s’agit d’'une somme de termes positifs qui est nulle, chacun des termes est nul. En particulier,
onazxy =0etx; —xy = 0. Comme x5 = 0, il vient 1 = 0 et donc & = Oz et ¢ est définie.

‘ Conclusion : N est une norme Euclidienne sur R? associée au produit scalaire ¢.

(ii) Soitx = (z1,22) € B(Oge,1),0na
No(2)? = (21 — 22)* + 22 < 1. (A2)
On remarque que I’on a
No(2)? = d(z,2) = 2 — 22129 + 2202 = (Az ",z ")
ou (-, -) est le produit scalaire usuel sur R? et
= (4
A est une matrice symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormée. On remarque les valeurs

propres de A sont données par les solutions A € R

1-x -1

0:‘—1 2 -\

’:(LaMQ—A)—1:A2—3A+L
Le discriminant de ce polyndme de degré 2 est donné par
A=(-3)2-4=9-4=5>0.
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Les deux valeurs propres de A sont donc

3++6

0.
5 >

At =
Cherchons des vecteurs propres associés £+ = (21,+,22,+). Ona

Ti4 — T4+ = AxT1 4+ (I—=Ap)x1,4 —224+ =0
—Z14+ +2T9 4 = AipTo 4 —r1++(2-A)z2+ =0

Ary = Mpxqy <— {
On en déduit que z est de la forme
ze=a(l,1-XA1), acR.
Cherchons a choisir 24+ normalisé pour le produit scalaire (-, -}, on a alors

L= |lz4]l3 =®(1+ (1= 2p)?) = a2+ 21 —201) = o (1 + A1),

ou on a utilisé le fait que A2 — 3\4 + 1 = 0. On choisit donc

1
ry = —(1,1 — Aq).
+ \/m( ﬂ:)
Soit . .
p_ VIFA- /1A
=1 1-x_ 1-Ay
VIFAZ 1+,
On a
1 1—X_ 1 1
P P T+A_ [EDY
P P= \/lir \{1,+/hr \{7)\_ \{7)\:—
VIt V1ag VIFAD TNy
2—2X_+A2 1
B e i Vi C+A A (A +Ay))
- 22X, +A2
ﬁ(2+)\_)\+—()\_+)\+)) T

Or, en utilisant le fait que A+ soit solution de 0 = A — 3\ + 1 ona (A — A_)(A — \) on remarque que
MoBAF1=A= A=A =22 = DA+ A ) + A ),
En particulier,ona A_ + Ay = 3 et A_A; = 1. Donc, on obtient
2422 — (A 4+ A1) =24+1-3=0.

Par ailleurs, on a
2221 +A1 =2-2\p +3\p —1=\p + 1.

On en déduit que

PP =1Id
Par ailleurs, on a
A0
T _ .
PAP_<0 )\+)_.D.

En particulier, on a
N(z)? = (PDPTz",2) = (DPTa" P a) = A_|(PT2)1|> + Ay |(PT2)s)?

_1
On en déduit que B(Ogz, 1) est une ellipse de centre 1’origine, d’axes z et de demi petit-axe A\, > et de
demi grand-axe A;. On en déduit la Figure [A.2]: la boule unité pour la norme N; est I'intérieur de I’ellipse
en bleu.

Solution (de I’Exercice [13).
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T2

direction de x_

T
(/ direction de x

FIGURE A.2 — La boule unité B(Ogz, 1) pour la norme Ns.

(i) (i) Soitz € R2. Comme N; est une norme on a
0 < Ny (z) < max(N;(z), No(z)) = N(x).

en particulier, [V est a valeurs dans R .
(ii) Soit z € R? tel que N (z) = 0. En particulier

0 < Ni(z) < max(Ni(x), Na(z)) = N(xz) =0

donc N;(z) = 0 et comme N est une norme alors = Og2 donc N est définie.
(iii) Soient A € R, z € R?, pour j € {1,2},0na

Nj(Az) = [A[Nj(2z) < [A|max(Ny(z), No(z)) = |A|IN(x)
et donc par passage au max sur j € {1,2} ona
N(Az) = max(Ny (A\x), Na(Ax)) < |A|N(z). (A3)

De plus, si A = 0 alors 0 = N(Az) = AN (). Si A # 0, onapour j € {1,2}

Nj(z) = mNj(:c) = iJ\fj()\:r) < irnaux(Nl()\x),NQ()\:E)) = iN()\;t).
RY A RY RY
Par passage au max sur j € {1, 2} on obtient
N(z) = max(Ny(x), Na(x)) < ﬁN(Ax).

Combiné a (A.3) on aboutit a
N(Az) = [AIN(z)

et donc N est homogene.
(iv) Soientz,y € R?. Pour j € {1,2}, grice a I'inégalité triangulaire pour N;, on a

Nj(z +y) < Nj(z) + Nj(y) < max(Ni(z), Na(z)) + max(N1(y), Na2(y)) = N(z) + N(y).
Par passage au max sur j € {1, 2}, on obtient
N(z +y) = max(Ny(z +y), Nao(z 4+ y)) < N(z) + N(y)

et donc N vérifie I'inégalité triangulaire.

‘ Conclusion : N est une norme R?. ‘
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€2

T

FIGURE A.3 — Boule unité pour la norme N (en gris, sans le bord).

(i) Ona
Bn(Oge2,1) = {z € R?: N(x) < 1} = {x € R? : Ny () < L et Ny(z) < 1}
={z e R*: Ny(z) < 1} n{z € R?: Ny(z) < 1}
= Bn, (Orz,1) N By, (O, 1).
By (Oge, 1) est donc I'intersection entre By, (Ogz, 1) et By, (Ogz, 1). D’apres les exercices[I1]et[12] on en
déduit le dessin de la Figure[A3]

Solution (de I’Exercice . Pour n € N*, on considere I'intervalle ouvert I, =] — =, L[ C’est un ouvert en tant
qu’intervalle ouvert. Montrons maintenant 1’égalité ensembliste

(1. | = {0}

n>1

{0} C ﬂ I, : cette inclusion est évidente puisque pour toutn > 1,0 € I,.
n>1

ﬂ I, | c{0}:Soitz € ﬂ I,,, alors pour toutn > 1, on a
n>1 n>1

1 1
—— <z < —.
n n
Par passage a la limite lorsque n — +00, les inégalités strictes deviennent larges et on obtient par encadrement
0<r<0=2z=0.

On en déduit que

I | ={0}.

n>1

Or {0} n’est pas ouvert dans R. En effet, pour r > 0, on peut considére la boule ouverte de centre 0 et de rayon r,
c’est-a-dire I'intervalle | — 7, 7[. On remarque que 5 €] — r,7[ mais § # 0 car 7 > 0. Le singleton {0} n’est donc
pas ouvert et on a bien trouvé une intersection d’ouverts de R qui n’est pas un ouvert de R.

Solution (de l’Exercice. On démontre que I'intervalle [a, b n’est ni ouvert, ni fermé (avec a < b). Commengons
par démontrer qu’il n’est pas ouvert. Soit > 0, on considere B(a,r) =|a —r,a+7[. Alors,onaa— 5 € B(a,r)
eta — 5 ¢ [a,b[. Comme c’est vrai pour tout r > 0, [a, b[ n’est pas ouvert. Montrons maintenant que [a, b[ n’est

pas fermé. Soit la suite définie pour n > 0 par b, = b — % On remarque que lim b, = betcomme a < b,
nt+ n——+o00
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il existe ng € N tel que (by,)n>n, soit une suite d’éléments de [a, b]. (bn)n>n, est donc une suite d’éléments de
[a, b qui converge dans R, si [a, b était fermé alors la limite de la suite (b, ),>n, serait un élément de [a, b[ or

lim b, =b ¢ [a, b]. On en conclut que [a, b] n’est pas fermé.
n—-+o0o

Solution (de I’Exercice[T6). II suffit de considérer la boule ouverte de méme rayon.
Solution (de 1I’Exercice[l7).

®

(ii)

(iii)

On commence par remarque que
A=BnC

avec
2
B={(z1,22) ER? 1y <2} et C={(1,29) €R?: %—&—m% <1}

B est donc un demi-plan délimité par la droite d’équation x; = x2, cette droite n’appartient pas a B. Si on
veut savoir s’il s’agit du demi-plan au dessus ou au dessous de la droite, il suffit de remarque que le point
(0,1) € B et donc qu’il s’agit du demi-plan au dessus de la droite.

2
On remarque que 1’équation %1 + 23 = 1 est une équation d’ellipse de centre Oz, de demi-grand axe 2
(le long de I’axe des abscisses) et de demi-petit axe 1 (le long de 1’axe des ordonnées). C' est I’intérieur de
Iellipse, avec le bord. 11 est représent€ en Figure

A n’est pas ouvert. En effet, la Figurenous incite & poser x = (—2,0), on a bien z € A car

(—2)?
4
et on comprend que toute boule centrée en x intersecte le complémentaire de A. Il convient maintenant de

le démontrer. Soit 7 > 0, on considere y = = — (5,0) = 2 — 7, 0). Choisissons la norme 2, par construction
onay € B(z,r) car

—2<0 et +02=1<1

r r
— =1(=.0)s = —
Iz =yl = (G, Ol = § <r

et pourtant y ¢ A car
+o2:7:(1+£)2>1.
On en déduit que A n’est pas ouvert.
A n’est pas fermé. En effet, le vecteur y = (0,0) ¢ A car il appartient & la droite d’équation z1 = x5 qui
n’est pas dans A et pourtant il est limite d’une suite d’éléments de A que I’on va maintenant construire. Pour
n € N, on pose y,, = (—n%rl, 0). On remarque que pour tout n € N, on a
1 (735)? 1

<0 et " t0P=_—5 <L
n+1 4 dn+1)2 —

et donc que (yy, )nen € AV, Par ailleurs, on remarque que

||yn B y||2 - n+1 n—>—+>oo

et donc que y est bien limite d’une suite d’éléments de A : A ne peut pas étre fermé.

Nous allons démontrer que

2
A= {(r1,22) €R*: 2y <.’L‘2€t%+$% <1}

=D

La démonstration se fait par double inclusion.
A C D : Soitz = (z1,72) € A, par définition, il existe p > 0 tel que B(x, p) C A (on va prendre la boule
pour la norme 2). Comme A C A, on peut supposer que x € A\ D, c¢’est a dire que

72
T <xgetzl+xg:1.
Si o > 0, on consideére y = (x1,z2 + §). On remarque que y € B(x, p) car

— 0. Py, = P
e =yl = 0, )l = £ < p
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etdonc y € B(z, p) C A. En particulier, on a

T

2
ce qui revient a dire, en développant le carré et en utilisant le fait que - + 3 =1que

2
0> p—+x2p: (B—i—:cz)?—x%
4 2
ou encore )
(5 +22)* <.

En prenant la racine, comme x5 > 0, on obtient

p
= <
2+$27-T2

ce qui est impossible car alors p < 0.
Maintenant, si 22 < 0, on considére y = (x1, 22 — £). On remarque que y € B(z, p) car

—ulle = 1(0. Py, = P
e = yll2 = 10, =2}l = £ < o

etdonc y € B(x,p) C A. En particulier, on a

2 2
Y1 2 _ ¥ P2
= 4+ = — 4+ - = <1
4 Y2 4 (w2 2) -

2
ce qui revient a dire, en développant le carré et en utilisant le fait que % + 2% =1que
2
p
0>——=
=7 20

or % > 0 et —zo > 0 donc ¢’est impossible et y ¢ A. On en conclut que AcD.

DCA: Remarquons d’abord que D C ASoit x € D, on sait que la distance euclidienne de x a la droite D

est donnée par

|z1 — 23]
6 i= —— > 0.
1 NG

La distance de = a I’ellipse en bleu est plus compliquée a déterminer. Pour cela, on remarque que
2
{(z1,22) € R? : % + 22 =1} = {(2cos(t),sin(t)) € R? : ¢ € [0, 27]}. (A4)
En effet, si (x1, ) appartient & ’ensemble de gauche, on a

2 T1\2
2= (3)

En particulier, on a
|ﬂ +izg| =1
5 2
et donc il existe ¢ € [0, 27] tel que

o . i
> +ixy = .

En prenant les parties réelles puis imaginaires, on aboutit a
x1 = 2cos(t), xo =sin(t).
On en conclut que I’ensemble de gauche est inclut dans I’ensemble de droite. Maintenant si ¢ € [0, 27}, on a

(2cos(t))?

1 + sin(t)? = cos(t)? + sin(t)? = 1.
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En particulier I’égalité ensembliste annoncée en (A.4) est vraie. Maintenant, on essaye de montrer qu’il
existe 2 > 0, qui serait la distance entre x et I’ellipse. Il s’agit donc de considere la fonction

f:te0,2n] — ||z — (2cos(t),sin(t))||3
et de montrer qu’elle admet un minimum strictement positif. Pour tout ¢ € [0, 2], on a
f(t) = (1 — 2cos(t))? + (x5 — sin(t))?.

11 s’agit d’une fonction de classe € ([0, 27]) :
e ¢ cos(t) et t — sin(t) sont de classe €°°([0, 27]) d’apres le cours.

e Les application g7 : s +— (z1 — 2s) et g2 : s — (x2 — s) sont de classe ¥°°(R) en tant que fonctions
polynomiales.

e La fonction h : s — s est de classe €">°(R) en tant que fonctions polynomiale.

on remarque alors que f = h o gy o cos +h o g o cos et on en déduit que f est de classe ¥>°(R) en tant que
composée et somme de fonctions €°°(R). f étant en particulier continue sur 'intervalle fermé [0, 2], elle
y atteint son minimum en un point ¢, et il convient de montrer que ce minimum est strictement positif. Il est
nécessairement positif car f est a valeurs dans Ry et si f(¢,) = 0 alors ||z — (2 cos(ty), sin(t4))||2 = 0 et
donc z = (2 cos(t, ), sin(t,)). En particulier, on a

2 2 t, 2
% + a:% = 7( COZ( ) + sin(t*)2 =1.

2
1

Or, z € D donc % + 22 < 1etainsi, f(t,) > 0. Posons

02 :=+/f(ts) >0, §:=min(dy,d2).

On considere alors B(z,d) et on veut montrer que B(z,d) C A. Soit y € B(z,0), on va montrer que
nécessairement y; < 2. Supposons que ¢a ne soit pas le cas, pour ¢ € [0, 1], on pose

z =tr+ (1 -1t)y. (A.5)
On remarque que
o = zellz = (1 = e — (1= Dyl = (L= |z —ylla < (1 —)5 <5
donc z; € B(x,d). Par ailleurs, on considere
g:[0,1] =R, g(t) :=tzy+ (1 —t)y1 —tes — (1 —t)ya.

g est une fonction polynomiale donc continue sur [0, 1]. Par ailleurs on a g(0) = y; —y2 > Oet g(1) =
x1 — @2 < 0 donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢, € [0, 1] tel que g(¢,) = 0. On en
déduit alors que z;, appartient a la droite d’équation x; = 5. En particulier, par définition du minimum, on
a

|2 =2, [l2 = 6126

or z;, € B(x,d) donc c’est absurde et y; < ys.
2
02n va maintenant montrer que %1 + 2 < 1. Supposons la encore que ¢a ne soit pas le cas, ¢’est-a-dire que
%1 + y2 > 1. On considere le vecteur z; définie en (A.3) pour ¢ € [0, 1]. On considere
(tz1 + (1 — t)y1)?
4

h est continue sur [0, 1] en tant que fonction polynomiale et on a

h:[0,1] =R, ht):= + (tzg + (1 — t)y2)? — 1.

2

2
h(O):%+y§—1zo, h(l):%+x§—1<0.
Par conséquent, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢, tel que

h(t,) =0
2
etdonc z;, € {(x1,22) : 5 + 23 < 1}. En particulier, par définition du minimum, on a
2, = @ll2 > 62 > 6.

Or, z;, € B(z,d) donc c’est absurde et y € D, ce qui conclut la preuve.
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Ir1 = T

L= (_270) Y= (07 0) (2’ 0)

FIGURE A.4 — L’ensemble A est I’ensemble coloré en bleu. Il contient le bord de I’ellipse mais pas la droite
d’équation x; = x5 en rouge.

Solution (de I’Exercice . On va montrer que A = R? par double inclusion.

AC Ril : C’est évident. B

Re c A:Soitz € R Sizx % a,alors x € A C A. Si x = a, on choisit un vecteur y # z et alors, pour n € N,
on pose

Tp =2+ (z —v).

n+1
(2n)nen est une suite d’éléments de A car pour tout n € N,

N(xn—a):N(xn—x):nilN(x—y);éO

donc x,, # a. De plus, on a,

1
N(x—y) — 0.

N(l‘n B a) - n+1 n—-+00

et donc a = lim,,_, | : @ est limite d’une suite d’éléments et donc a € A. On en déduit que R? C A.
Solution (Correction de I’Exercice 23).

(i) (t — t) est dérivable en tg € I car c’est la fonction identité et (¢ — f(¢)) est dérivable en tq € I par
hypothese. On en déduit que y est dérivable en £, et que I’on a

Y (to) = (1, f'(t))-
En particulier v/ (o) # (0,0) et donc t( est un point régulier.
(i) D’apres la Proposition I’équation de la tangente & I" en () est donnée par

f'(to)(z1 —to) — (z2 — f(to)) =0

ce qui se ré-écrit
z2 = f'(to)(z1 —to) + f(to)
ce qui est précisément 1’équation de la tangente a la courbe représentative de f en tg.

Solution (Correction de I'Exercice24). 1 s’agit de démontrer que
Ve > 0,3r >0 telque Yy € AN By, (a,7), /= (f(y) — ) <e.
Tout en sachant que

Ve >0,3r >0 telque Yy € AN By (a,7), Np(f(y) —¥) <e. (A.6)
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Comme A% et Ng sont équivalentes, il existe mg, Mg > 0 tels que pour tout z € F on ait
mpAg(x) < Np(z) < MpAg(x).

De méme, comme 4% et N sont équivalentes, il existe mp, Mg > 0 tels que pour tout z € F on ait
mpAp(2) < Np(z) < Mp AR (2).

Soite > 0, d’apres[A.€] il existe r > 0 tel que pour tout y € AN NBy, (a,r) onait Np(f(y) — ) < mpe.
Notons que siy € By, (a, My'r) alors

Ng(y—a) < MgAg(y —a) < MEMEI’I“ =7
En particulier By, (a, M 'r) C By, (a,r). Cela nous incite a choisir p = My 'r.
On observe également que pour tout y € AN By, (a,p) C AN By, (a,r)ona

He(F(y) = 0) < ——Np(fly) —0) < 77 =,

mpg mpg

On en déduit que pour tout £ > 0, il existe p > 0 tel que pour tout y € B 4, (4,,) N A, ona Ax(f(y) —£) < ece
qui est précisément ce qu’il fallait démontrer.

Solution (de I’Exercice . On va démontrer par récurrence finie sur n € {1,..., N} que Z?Zl f; est continue
ena € A.

Initialisation : pour n = 1, Z?Zl f; = f1 et par hypothese, f; est continue en a € A.

Hypothése de récurrence : Soitn € {1,..., N — 1}, on suppose que E;Zl fj estcontinueen a € A.

Hérédité : On remarque que 5" £, = " £ )+ foa1. Onen déduit que S £, est continueena € A
que q j=1Jj j=1J3 + q j=1Jj
en tant que somme de fonctions continues (voir Proposition . En effet, Z?:l f;j est continue en @ € A d’apres
I’hypothese de récurrence et f,,; est continue en a € A par hypothese.
On vient donc de démontrer que pour tout n € {1,..., N}, I'application Z;: 1 [j estcontinue en a € A.

En particulier, pour n = N on obtient que f = Zjvzl fj estcontinueen a € A.

Solution (de I’Exercice [26).

(1) On remarque que
fi

[ = E(fg o f2)

ol on a posé

I A - R o A - R Iy R —- R
VU (wr,ae) o 14ad a0 P (w,me) = oxe 7 TPt = sin(t)

f1 et fo sont continues sur A en tant que fonctions polynomiales et f3 est continue sur R car la fonction sinus
I’est. Comme f5 ne s’annule pas sur A, on en déduit que f—; est continue sur A. De plus, f2(A) C R donc
f3 o fo est continue sur A en tant que composée de fonctions continues. On en déduit que f est continue sur
A en tant que produit de fonctions continues sur A.

(i1) On souhaite montrer que A = R? (faire un dessin pour s’en convaincre). Il est clair que A C R?, il reste
donc & montrer I’inclusion réciproque. Soit z = (21, 72) € R?,siz € A alors 2 € A on peut donc supposer
que © € R?\ A, c’est a dire que = (z1,0). On considere la suite (z,,)nen d’éléments de A définie pour
n € N par

1

n—&—l)'

Tpn = (xla

On remarque que
1

—
n+1 n—too

|z —2nll2 =

et donc que lir}rl x, = x. En particulier, = est limite d’une suite d’éléments de A donc = € A, ce qui
n—-+0o0o

conclut la démonstration.
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(iii) Soitt € R. Comme la fonction (¢ — |t| — |sin(¢)|) définie sur R est paire, il suffit de démontrer I’inégalité
pour t > 0.Sit > 1, on a toujours |sin(¢)| < ¢ et on peut se concentrer sur ¢ € [0, 1[. Pour se faire on
considere la fonction définie pour ¢t € [0, 1] par g(t) = t — sin(¢). Cette fonction est de classe € ([0, 1]
en tant que somme de deux fonctions de classe ([0, 1] : la fonction identité et la fonction sinus. De plus,
pourt € [0,1[,ona

g (t) =1 — cos(t).

Pour tout ¢ € [0,1[, on a ¢’(¢t) > 0 (car le cosinus est borné par 1) et donc g est croissante sur [0, 1[. En
particulier, pour tout ¢ € [0, 1],
0 = 9(0) < g(t) = t — sin(?)

et donc, pour tout ¢ € [0, 1],
t <sin(t).

On en déduit que pour tout ¢ € R, on a |sin(¢)| < [t|. Soient a = (a1,0) € R?\ Aet (z1,72) € A, 0ona

(1 + 22 + 22) sin(as)
L2

sin(z)

Fler,a2)—(14ad) = (14ad) = (1442) ( - 1) Ty sin(zs)+ (22 —a?)

T
On peut donc ré-écrire

flz1,20) — (1 +a%) = hi(1 — 1) 0 g + gosinogy + hy
ol pour (x1,x2) € A, t € R*, on a défini

sin(¢) .
t

hi(z1,22) = 1+a3, ho(z1,22) =27 —af, g2(21,22) =20, 7(t)=

Les applications hq, hs, g2 sont continues sur A en tant que fonctions polynomiales de deux variables. De
plus, on remarque g>(A) C R*. Comme 7 est le taux d’accroissement de la fonction sinus en 0, on a

tlg% T(t) = 1.
En particulier, on obtient
lim Ty sin(xg)+(z3—a?) =0 lim (1+23) = 14a? lim (sin(xg) - 1) =0
(@1,22)—(a1,0) YT @lan =@ ! U @iwa)—(a10) \ @2

et donc que
lim fxy,m0) =1+ a.

(z1,22)—(a1,0)

(iv) Graceala Proposition on en déduit que la fonction f : R?Z — R définie pour (z1, z2) € R? par

f(z1,22) = @2

~ (1+x%+x§)sin(xg) si (371,1‘2) cA
1+ a3 si (x1,72) = (21,0)

est le prolongement par continuité de f a R2.

Solution (Solutions de I’Exercice [27).
1. (i) Onremarque que

x? 1
F = {(2z1,22) €ER?: Zl + a3 <1}y N{(w1,22) € R?: 501 > g}

2
Z est donc I'intersection de I’intérieur de I’ellipse d’équation % + 23 = 1 de centre Iorigine, de

demi-grand axe 2 (sur I’axe des abscisses) et de demi-petit axe 1 (sur I’axe des ordonnées) et du demi-
plan dont le bord la droite d’équation %xl = x9 et qui contient (par exemple), le point (0, —1). On en
déduit la Figure[AZ3]
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(ii) Montrons tout d’abord que .# est fermé. On considere les applications

| Rr? — ]% [ R? - R
g (z1,2) — F+aj3-1" P25 (wr,a2) = 220 — 1

On remarque que ’on a

2
1
F = {(z1,22) € R?: % +a3 <10 {(21,22) € R 2 oy > o)

= {(z1,22) €R?: g1 (w1, 22) <0} N {(21,72) € R?: go(1,22) < 0}
g1 (] = 00,0) N gy (] — 00,0]).

g1 et go sont des applications continues sur R? en tant qu’applications polynomiales (3 deux variables).
Comme ] — 00, 0] est un fermé de R, on en déduit que g; * (] — o0, 0]) et g5 (] — 00, 0]) sont des fermés
de R2. Par conséquent, .% est un fermé de R? en tant qu’intersection de fermés de R2. Par ailleurs,
pour tout (z1,22) € #,ona

N e)l3 < 54 ag <1

—|l(x1, 2 — +zx

4 1,42 2 = 4 2 =
et donc pour tout (21, z2) € .F

(@1, z2) ]2 < 2.

On en déduit que .% est un borné de R2.

2. (i) f estcontinue sur.# \ {(0,0)} en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.
(i) Soit (z1,22) € .Z \ {(0,0)}.Ona

IN
|

2. 2 2 2\2
T1T3 (zf + x3) 1 2
= —|l(z1,x — 0.
22 + 23 = 4(2? + 23) 4”( 122)ll3 (1,22)—0p2

|f(z1,22)| =

On en déduit que f admet pour limite O en (0, 0).
Pour (z1,x2) € %, on définit alors

2 _ | flzr,z2) st (x1,22) € 7\ {(0,0)}
f(xl’@)—{ 0 si (21,29) = (0,0).

On remarque que .% \ {(0,0} = .Z. En effet, il suffit de montrer que (0, 0) est limite d’une suite
d’éléments de .7 \ {(0,0}. Pour cela, on considére pour n > 0

1
=(0,— .
Tn (a n+1>

0? 1 1

Pour toutn > 0,on a

— = <1
4+(n+1)2 (n+1)2 —
etquel’on a
1 2
2% (— —0=- <0
X n+1) n+17

et donc (zy,)nen est une suite d’éléments de .7 \ {(0,0)} eton a

1

lznll2 = i njoc

m xz, = (0,0) et donc (0,0) € # \ {(0,0}. On en déduit que .F = .Z \ {(0,0}.

En particulier, li
n—-+o0o

Ainsi, on en déduit que f est continue sur .% .
(iii) f est continue sur .# qui un fermé borné de R? : elle y est bornée et atteint ses bornes.

Solution (de 'Exercice[28). (i) On remarque que I’on a
&= g_l(] - o0, 1])

166



Z2

T = 2T9

Ty

FIGURE A.5 — Représentation de I’ensemble .# en bleu (bords compris).

R? - R
M 2
(x1,22) % + a2

La fonction g est continue sur R? en tant que fonction polynomiale et | — 0o, 1] est un fermé de R en tant
qu’intervalle fermé. On en déduit que & est un fermé de R2. De plus, on remarque que & C Byj.j, (Og=2, 2).
En effet, si (z1,22) € &, ona

1172 Z’Q %2
x§+x34<41+42> §4(41+x§) <4

et donc comme la fonction (¢ — /%) est croissante sur Ry on a

(21, 22)ll2 = /2% + 23 < 2.

Par ailleurs la fonction f est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas, elle est donc de
classe €%(&, R) et en particulier continue. f est donc continue sur & qui est fermé et borné : f y est bornée
et atteint ses bornes.
2
(ii) (a) On vamontrer que & = {(x1,z,) € R?: =%

1 + 23 < 1}.

=A
A C & : On remarque que A = g~1(] — 00, 1[) ot g est définie  la question précédente. Comme
] — 00, 1] est un ouvert de R en tant qu’intervalle ouvert, A est ouvert dans R? en tant qu’image
réciproque d’un ouvert par une application continue. De plus, A C & et on en déduit que A C & car
& est le plus grand ouvert contenu dans &'.
& C A Soit (x1,x2) € &. En particulier (z1,22) € &. Si (21,22) € Ailn’y a rien a démontrer
2 o
donc supposons que (z1,z2) € & soit tel que 5 + 23 = 1. Comme (z1,z2) € &, il existe § > 0
tel que By, ((w1,22),6) C &. Sixy > 0, on considere y = (y1,y2) := (w1, 22 + %) Onay €
By, ((z1,22),6) car
) 0
||(:L‘17{E2) - (.%'1,!.132 + 5)”2 = 5 < 6.
Donc en particulier y € &. De plus, on a
2 2 2 2
y T 1) x )
Zlﬂ/%:Zl+(x2+§)2:f+x§+6x2+121+x3+5z2>1
car xo > 0. On en déduit que ce n’est pas possible.
Sizg < 0, on considere y = (y1,y2) := (21,22 — g) Onay € By, ((z1,22),0) car

0

)
||(I1;1‘2) - (l’l,IQ — 5)”2 — 5 < 5
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(b)

(©

Donc en particulier y € &. De plus, on a
2 2
1

5
+y§=%4—(%2—*)2ZZ—i—x%—éxg—&-Z:l—Fm%—éa:g>1

vt
4

car x5 < 0. On en déduit que ce n’est pas possible que (z1,22) € & \ A et donc nécessairement
(1‘171‘2) cAet& = A.
Par définition & = & \ &.Onavu que & est fermé donc & = &. On en déduit que

x

i
4

4 +J)§ < 1} = {(J?l,l‘g) S R? :

2
08 = {(a1,72) € B?: Tl < J\{(w1,20) € R?: +a3 =1}
ol on a utilisé la détermination de & de la question précédente.

Montrons maintenant que 08 = B ou B = {(2 cos(t),sin(?)) : t € [0, 27]}.

B C 9& :Soit (x1,x2) € B, par définition de Bil existe t € [0, 27], tel que (z1, x2) = (2 cos(t), sin(t))

etona
(2cos(t))?

1 +sin(t)? = cos(t)? +sin(t)? = 1

FRc

donc (z1,z2) € 8.
0& C B : Soit (x1,72) € &. On considére le nombre complexe z = %+ + iz et on remarque que
|2| = 1/ % + 23 = 1. z étant un nombre complexe de module 1, il existe ¢ € [0, 27| tel que z = .
De plus, on a d’une part

R(z) = cos(t), (z) = sin(t)

et d’autre part

On en déduit que (z1,x2) = (2 cos(t), sin(t)) et donc que (z1,x2) € B.

Si f admet un minimum ou maximum global dans &, comme ce dernier est ouvert et que f est de
classe €%(R?, R) on a nécessairement qu’il est atteint en un point critique de f. Calculons les dérivées
partielles de f. Soit (z1,22) € éoa, ona

(4z1 4 2)(4 + 21 4 423) — (44 227 + 823 + 221)2z1  —227 + 8x1 + 823 +8

(O1f) (w1, 22) = @+ a3 + 423)? T (4t a? +da)

et
16%‘2(2 - :L‘l)

(O2f)(x1,22) = (R

On en déduit que (21, x2) € R? est un point critique si

—22% +8z; +813+8 = 0
.’172(2—.%‘1) = 0.

La deuxieme équation nous dit que soit xo = 0 soit z; = 2. Si 1 = 2 la premiere équation devient
8+ 16+812+8=0<=4+23=0
ce qui est impossible donc nécessairement zo = 0. Dans ce cas, la premiere équation devient
—22% 4+ 871 +8=0<+= 7 —4da; —4=0.

Le discriminant de ce polynome du second degré est A := 16 — 4 x (—4) = 32 > 0 et VA = 4/2.
On en déduit que
4—4v2

2

Les points critiques sont donc a chercher parmi (2 — 2v/2,0) et (2 4 2v/2,0). Toutefois, seul (2 —
21/2,0) € &. En effet, on a

T = :2—2\/§0ux1:2+2\/§.

1 1
1(2—2\@)2+02:1(4+878\f2):372\/§<1
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et
1

4
On a donc que f atteint un extrema en (2 — 2+/2,0) et on a

1
Z(2+2\/§)2+02: (44+8+8V2) =3+2v2> 1.

_4+22-2v2)2+2(2-2v2) _ 4+8(1-v2)? +4(1-V2)

/(2 =2v2,0) 4+ (2-2V2)2 A1+ (1—+/2)2)
1421 +2-2v2)+1-+2
- 14+14+2-2V2
_ 8—5V2
C4-2V2
C8-5V2  4+2/2

i o2 it
(8 — 5v/2)(4 + 2v/2)

8

_ 12 —4v/2

N W
|
oo
SES
[N}

On en conclut que si f atteint son minimum dans & alors ce minimum vaut 1 (3 — v/2).

(d) Nous allons comparer la valeur %(3 — 1/2) avec le minimum de f sur 9&. On considére pour cela la

fonction
. [0,20] — R
’ { t —  f(2cos(t),sin(t)).

On remarque que pour tout ¢ € [0, 27], on a

_ A+ 8cos(t)? + 8sin(t)? +4cos(t) 4+ 8+ 4cos(t) —24 1 cos(t).

h(t =
®) 4+ 4cos(t)? + 4sin(t)? 4+4 2

La fonction cos étant de classe €°°°([0, 27]), on a que h € €>°([0,27]) eton a

13
inf (h(t)) =h(r) =2 — = = =.
ot (A(t)) = h(m) 5= 5

Or (3 — v/2) < 2 donc f atteint son minimum dans & et ce minimum vaut 1(3-v2)

(iii) f atteint nécessairement son maximum sur 9& puisque le seul point critique de f dans & est un point de
minimum. Etudier le maximum de la fonction f restreinte & 9&" revient a étudier le maximum de la fonction
h. 1l se trouve que

sup (h(t))=h(0) =2+ 535
te[0,27]

et donc max(,, z.yees f(2) = 5.
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