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Extrait du programme de D’agrégation externe 2020 Avant de commencer, on prendra connais-
sance du programme de I'agrégation externe, qui détaille les notions & maitriser concernant les problémes
d’optimisation (voir Figure ).



(b) Transformation de FOURIER sur les espaces L'(R?) et L?(R?). Théoréme de PLANCHEREL.

(a) Espace de SCHWARTZ . (R9) des fonctions & décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.
Fonctions gaussiennes et leurs dérivées. Stabilité par dérivation. Stabilité par multiplication par
une fonction ¥ & croissance lente. Transformation de FOURIER sur .#(R%). Convolution de
deux fonctions de .#(RY).

(b) Espace .#'(R%) des distributions tempérées : formes linéaires T sur .#(R?) telles qu'il existe
C > 0 et k € N vérifiant [(T|¢)| < Csup{|z®d°d(z)|, z € RY, |a| <k, |B| < k} pour tous ¢ €
Z(R%). Exemples de distributions tempérées : fonctions L? et représentation de R1ESz, fonctions
LP, cas des fonctions périodiques, peigne de DIRAC. Dérivation des distributions tempérées;

multiplication par une fonction € a croissance lente. Convolution d'une distribution tempérée
avec une fonction de .%#/(R9).

(c) Transformation de FOURIER dans .#'(R?). Formule d’inversion. Transformation de FOURIER et
dérivation, transformée de FOURIER d’un produit de convolution.

Calcul de dérivées et de transformée de FOURIER de distributions. Formule de POISSON (dimen-
sion un).

Utilisation de la convolution et de la transformée de FOURIER-LAPLACE pour la résolution d’équa-
tions différentielles linéaires en dimension un. Notion de solution élémentaire d’opérateurs différentiels
a coefficients constants (cas du laplacien).

Notion de solution faible d’équations aux dérivées partielles linéaires : application, par exemple, a
la résolution des équations de LAPLACE, de la chaleur, des ondes.

(e) Notions élémentaires sur les équations aux dérivées partielles classiques en dimension un.
Equation de transport (advection) linéaire : méthode des caractéristiques.
Equations des ondes et de la chaleur : résolution par série de FOURIER, transformée de FOURIER
et séparation des variables. Aspects qualitatifs élémentaires.
Equations elliptiques, utilisation du théoréme de LAX-MILGRAM.
Exemples de discrétisation d’équations aux dérivées partielles en dimension un par la méthode
des différences finies : notions de consistance, stabilité, convergence, ordre.

FIGURE 1 — Extrait du programme de ’agrégation 2020 concernant la transformée de Fourier et I’équation de
la chaleur. Disponible & I'url suivante : http://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agreg_externe/
59/7/p2020_agreg_ext_maths_1107597.pdf
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1 Transformée de Fourier sur les espaces de Schwartz

Le but de cette section est d’introduire ’espace de Schwartz et la transformée de Fourier sur un tel espace.

1.1 L’espace de Schwartz

L’espace de Schwartz sur R, noté S(R) est l'espace de fonctions réguliéres, dites a décroissance rapide.
On en donne ci-dessous sa définition.

Définition 1 (Espace de Schwartz) L’espace de Schwartz sur R est défini comme

S(R) := {u € C®(R) : pour tout p,q € N, sup |zPu'? (z)| < +00}.
T€R

Exercice 1 ( 5min.) Les fonctions suivantes sont-elles dans Uespace de Schwartz S(R) ¢
1wy tERws et
2. ug:t € R~ w

3. ug:t € R+ sin(e’)
Exercice 2 ( 3min.) Montrer que C5°(R) C S(R).
Exercice 3 (@ 2min.) Montrer que S(R) est un espace vectoriel.

L’espace de Schwartz peut étre muni d’une topologie associée & une famille de semi-normes. On rappelle
la définition d’une semi-norme.

Définition 2 (Semi-norme) Soit E un espace vectoriel sur un corps K (ici K =R ou C). Soit une appli-
cation N : E — Ry. N est une semi-norme lorsqu’elle satisfait :

1. Pour tout (\,u) € K x E, N(\u) = NN (z).

2. Pour tout (u,v) € E, N(u+v) < N(u)+N(v).

Exercice 4 (@ 1min.) Que manque-t-il & une semi-norme pour étre une norme ?

Exercice 5 (@ 3min.) Pour u € S(R) et p,q € N, on pose ||uly4 := sup,ep [2Pu'? (2)|. Pour k € N et

u € S(R) on définit
Ni(w) = Y Jullpg-

p,a<k

Montrer que pour tout k € N, N}, est une semi-norme sur S(R).

Pour u,v € S(R), on introduit

L _ Nk(u—u)
d(u,v) := 22 km

Exercice 6 (@ 35min.) Le but de cet exercice est de démontrer que (S(R),d) est un espace vectoriel mé-
triqgue complet.

1. On démontre dans un premier temps que d est une distance.
(a) Pourquoi pour tout u,v € S(R) a-t-on : 0 < d(u,v) < +o0 ?
(b) Montrer que d est symétrique.

(c) Montrer que d satisfait l'inégalité triangulaire (on montrera dans un premier temps que la fonction
T — i est croissante sur R, ).

(d) Montrer que d est séparante.



(e) Conclure.

2. Par définition, on sait que (Up)nen € (S(R))N converge vers u € S(R) si et seulement si d(u,u,) — 0
lorsque n — +00. Montrer que c’est équivalent a

Pour tout k € N, Ni(u—u,) — 0 lorsque n — +oc.
8. Montrer que (S(R),d) est complet.

Grace a la topologie introduite sur S(R), on peut parler d’applications continues de I'espace de Schwartz
dans lui-méme. C’est I'objectif de 'exercice suivant.
Exercice 7 ( 6 min.) Montrer que les applications suivantes sont continues.

1. u € SR) = ul® € S(R) (pour a € N).

2. u € S(R) = zPu € S(R) (pour B € N).

3. (u,v) € S(R) x S(R) — uv € S(R).

Finalement une propriété cruciale des espaces de Schwartz est donnée ici.

Exercice 8 (@ 6 min.) On se propose de faire le lien entre l’espace de Schwartz et les espaces LP(R) pour
1<p<+oo.

1. Soit 1 < p < +00. Montrer que S(R) C LP(R).

2. En utilisant la densité de C§°(R) dans LP(R), en déduire que S(R) est dense dans LP(R) pour la norme

ol sy = [ luta) P

On récapitule ici ce qu’il faut retenir de cette paragraphe.

Récapitulatif 1 Voila ce que nous avons démontré dans ce paragraphe.

croissent plus vite que nimporte quel polynome.

pour la topologie associée & la famille de semi-normes il faut et il suffit de prouver que :
Pour tout k € N, Ni(up, —u) =0, n— +o0.

3. S(R) est stable par dérivation et par multiplication par une autre fonction dans S(R).

pour la norme || - || Lr(r)-

1. L’espace des Schwartz S(R) est un espace de fonctions de classe C°(R) dont toutes les dérivées dé-

2. C’est un espace vectoriel métrique complet muni de la distance associée a la famille de semi-normes
(Ni)wen- En particulier, pour prouver que (un)nen € S(R)N converge lorsque n — +o0o vers u € S(R)

4. L’inclusion S(R) C LP(R) est satisfaite pour tout 1 < p < 400 et de plus S(R) est dense dans LP(R)

1.2 La transformée de Fourier sur ’espace de Schwarz

Pour une fonction u € S(R), on définit sa transformée de Fourier, notée u, par

u(g) = /Ru(x)efmmgdx, e

Le prochain exercice permet de démontrer les propriétés de base de la transformée de Fourier sur I’espace de
Schwartz S(R).

Exercice 9 ( 45 min) On se propose de démontrer plusieurs propriétés de la transformée de Fourier sur

S(R).



1. Soit u € S(R), montrer que pour tout £ € R, u(€) est bien définie.
2. Le but de cette question est de montrer que si u € S(R) alors @ € S(R).
(a) Montrer que si u € S(RY) alors

lim u(¢) =0.
|€]—+o0
(b) Montrer que si u € S(R?) alors i € C®(R) et que pour tout g €R et £ €R on a
a9 (&) = (—2im)? / alu(x)e 2" dy,

R

(c) Soit u € S(RY) et p € N. Montrer que pour tout £ €R on a

—

ul(€).

pazl
ghu(§) @

24m)P

(d) Conclure.
3. Montrer que F : u € S(R) — u € S(R) est une application linéaire continue.

On peut montrer que la transformée de Fourier d’'une Gaussienne est également une Gaussienne. C’est le but
de I’exercice suivant.

Exercice 10 (@ 30 min.) Soit A € RY.. On définit la fonction u:x € R — e=Ha*,

1. Montrer que u € S(R). On pourra pour cela démontrer dans un premier temps que pour tout ¢ € N on
a u?(z) = P,(z)u(z) ou P, € R,[X].

2. Le but de cette question est de montrer que pour tout £ € R on a

(b) Montrer que

. m
u(0) =4/ ~.
0=/3

On pourra commencer par remarquer que u(0)? = j;o j;o e”\(12+y2)dacdy et calculer cette in-

tégrale a l’aide des coordonnées polaires.
(¢) Conclure.

On conclut ce paragraphe avec un exercice qui permet de montrer que la transformée de Fourier est
inversible sur S(R).

Exercice 11 (@ 25 min.) Pour u € S(R), on définit

a(x) = / u(€)e? ™ de.
R
et on considére application
G:ueSR)—ueSR).
Le but de cet exercice est de montrer que G est l'inverse de la transformée de Fourier F.

1. Montrer que pour tout u € S(R) et tout x € R, u(x) est bien défini.



2. Pour £ € R, on définit v(&) := u(—&). Montrer que pour tout x € R on a u(x) = v(x). En déduire que
G est une application linéaire continue de S(R) dans lui-méme.

3. Le but de cette question est de montrer que F oG = Idsw). On peut démontrer de la méme maniére
que F oG = Ids)-
(a) Soit u € S(R). Pourquoi ne pouvons nous pas utiliser le théoréme de Fubini pour permuter les
intégrales dans Uexpression de F o G(u) ci-dessous ?

+o0 +o00
(FoG(u)(€) :/ 6721‘“"5/ 2™y () dnda.

— 00 — 00

(b) Pour e >0, on définit l'intégrale

I.(¢) := / e_%”fe_mza(x)dx.
R
Montrer que pour tout £ € R on a

lim I (€) = F(@)(E).-

e—0

(¢) On rappelle que la transformée de Fourier d’une Gaussienne vérifie pour tout € € R :

—ex? 9 T _x2e2
et e gy — [ DT T L,
R 13

En utilisant le théoréme de Fubini, montrer que pour tout £ € R on a

0 [

(d) A l’aide d’un changement de variable, montrer que

I.( f/ u(e ~ Y=oy

(e) Conclure a laide du théoréme de convergence dominée.

On récapitule ce qu’il faut connaitre dans ce paragraphe.

Récapitulatif 2 Voila ce que l'on a démontré dans ce paragraphe.
1. Soitue S(RY) etpeN. On a

Jm (€) =0, pour tout § € R u®) (€) = (2im€)Pa(e).

2. La transformée de Fourier F est une application linéaire, continue et bijective de S(R) dans lui-méme.
Son inverse F~1 est elle-méme continue et son action sur u € S(R) est définie pour tout x € R par

Flu)e) = [ Emtug

R

2 Transformée de Fourier L!

2.1 Pré-recquis : approximations de 'unité et convolution

Avant d’introduire et de travailler avec la transformée de Fourier dans L!(R), on rappelle a toutes fins
utiles les propriétés de la convolution.



Définition 3 Soient f,g € L'(R). Alors pour presque tout x € R on définit le produit de convolution de f
par g comme

(f *9)(x) = / f(& — w)g(w)dy.

Exercice 12 (@ 15 min.) On se propose de démontrer les propriétés principales du produit de convolution.
Fizons f,g € L'(R).

1. Montrer que la Définition[3 a bien un sens. Pour cela, on montre que l'on a
1f * gl < 1flr@llgliew)-
En déduire que l’application suivante est continue :
¢:(f,9) € L'(R) x L'(R) = f* g € L'(R).

On pourra montrer puis utiliser le fait que @ est bilinéaire.
2. Montrer que la convolution est symétrique, c’est-a-dire que fxg=g=* f.
3. Si de plus g € S(R) montrer que f g € C*(R) N L>*(R) et que l'on a

(f % 9) V() = (f *g)(2).

En fait, on peut également démontrer le résultat plus général présenté dans l'exercice suivant (voir [I}
Thm 13.2.] pour une version simplifiée).

Exercice 13 Plus généralement, on peut démontrer linégalité de Young qui dit que pour 1 < p,q,7 < 400
tels que % + % =1+1et feLP(R), g€ LYR) alors

1S+l

rr@® < I flle@) 9l Lecr)

Définition 4 Soit (p,)nen € LY (R)Y est une approzimation de l'unité si

1. La suite des (pp)nen est bornée (uniformément en n) dans L*(R).

/an(x)dx =1.

2. Pour toutn € N on a

8. Pour tout § >0, on a
lim |on (z)|dz = 0.

n—-+oo |z]|>6

Exercice 14 (@5 min.) Soit f € L'(R) telle que [, f(z)dz = 1. Montrer que la suite de fonctions
(fn)nen= définie pour tout n € N* et presque tout x € R par

fn(x) :=nf(nx)
est une approximation de 'unité.

On pourra trouver le théoréme suivant dans [I, Thm. 13.5. p.270]. Il justifie le nom "approximation de
Iunité".

Théoréme 1 Soit 1 <p < +4oo et f € LP(R). Soit (pn)nen une approzimation de l'unité, alors

nEf}}w If % pn — fllLew) = 0.



Récapitulatif 3 Si f,g € L'(R), on peut définir la convolution de f par g comme
(F+9)a) = [ fla=)gto)is

1. L’application (f,g) € L'(R) x L*(R) — f x g € L*(R) est continue.
2. Le produit de convolution est symétrique, bilinéaire et associatif.
3. Sifel?fetgeSR) alors fxge C®(R)NL>®(R).

2.2 Définition

La transformée de Fourier de u € L' (R) est définie comme
u(g) == / e 28y () da.
R

Exercice 15 (@ 30 min) On se propose de démontrer les propriétés élémentaires de la transformée de
Fourier.

1. Pourquoi est-ce que si u € L' (R) alors pour tout £ € R peut-on définir u(§) ?
2. Montrer que siu € L*(R) alors @ € C°(R) et que

18] oo (r) < |z w)-

Pourquoi est-ce que F est une application linéaire continue de L'(R) vers L*°(R) ?

3. Montrer que pour u,v € L'(R), on a

u* U = UD.

En déduire que le produit de convolution laisse stable S(R).
4. En utilisant la densité de S(R) dans L'(R), montrer que pour u € L'(R), on a

lim  |@(&)] = +oo.
€ —+oo

Pour v € L'(R), on introduit la transformée de Fourier inverse

o(z) = /R €27 (£) .

Elle est bien définie pour les mémes raisons que la transformée de Fourier est bien définie sur L!(R).
Voila un résultat, celui de la formule d’inversion de Fourier dans L!(R). On en trouvera une démonstration
dans [3, p. 330 - 331] ou bien [T}, p. 279] (par exemple).

Théoréme 2 Soit u € L'(R) telle que w € L*(R). Alors on a

)

=u.
On se propose de démontrer deux conséquences du théoréme d’inversion de Fourier.
Exercice 16 ( 10 min.)

1. Montrer que F : LY(R) — L>°(R) est injective.

2. Montrer que siu € L*(R) et u € L*(R) alors u admet un représentant continu.
Il se trouve que des propriétés de décroissance d’une fonction u € L' (R) se traduit par un gain de régularité

pour sa transformée de Fourier u. Réciproquement, si une fonction u est réguliére, sa transformée de Fourier
u posséde des propriétés de décroissance. C’est 'objectif de Iexercice suivant.



Exercice 17 ( 10 min.) Montrer les propriétés suivantes.
1. Soit u € L*(R) telle que zu € L*(R). Montrer que u € C*(R) et
56 =7
2. Soit u € L*(R) N CY(R) telle que v’ € L*(R). Montrer que
2T = .

Pourquoi a-t-on £&u € L= (R) ¢

Récapitulatif 4 Voila quelques propriétés de la transformée de Fourier pour les fonctions de L'(R) que
nous venons d’aborder.

1. L’application F : L*(R) — L>(R) est une application linéaire continue et injective.
2. Soient u,v € L'(R) alors

3. Soit u € L*(R), alors on a
lim @(¢) =0 (Riemann-Lebesgue).

|€]=+o0

4. Siue LY (R) telle que i € L*(R) alors on a I’égalité suivante dans L' (R) :

)¢

=u (Formule d’inversion).

5. La régularité d’une fonction u € L' (R) entraine une certaine vitesse de décroissance pour sa transformée
de Fourier u. Réciproquement, si u a une certaine vitesse de décroissance, alors U a une certaine
régularité.

3 Transformée de Fourier L2

3.1 Pré-recquis
On rappelle le théoréme de prolongement suivant.

Théoréme 3 Soient (E,| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés et soit A C E, un sous-espace
vectoriel dense dans E pour la norme || - |g. On suppose de plus que (F, || -||r) est un espace de Banach. Soit
o: (A -lg) = (F]| - |r) une application linéaire continue de norme ||¢||z(a,r), alors il existe une unique
application ¢ : (E,| - |g) — (F,|| - |r) linéaire et continue telle que ¢la = ¢ et ||@|lz(e,r) = l€llcca,F)-

On se propose de démontrer ce théoréme dans l’exercice suivant.

Exercice 18 (@ 20 min.)

1. Montrer que si un tel prolongement existe, alors il est unique.

2. Soitx € E.
(a) Pourquoi peut-t-on choisir une une suite (z,)nen € AV telle que ||z, —z| g — 0 lorsque n — +o0 ?
(b) Montrer que la suite (p(z,))nen € FY converge vers un élément {(z) € F.
(c) Soit une autre suite (yn)nen € AN telle que |y, — z||g — 0 lorsque n — +oo. Montrer que

lo(yn) — €(z)||F — O lorsque n — +oc.

3. Pour x € E, on pose dorénavant o(x) = {(z).

(a) Montrer que si x € A alors ¢(x) = p(x).

(b) Montrer que ¢ est une application linéaire continue de (E, | - || g) vers (F,||-||r) de norme

()|

||@||L E,F :||80||L A,F) = Sup
(=5 WE ety lelle

10



3.2 Définition

La transformée de Fourier dans L?(R) ne peut pas étre définie a I'aide de la formule

u(€) = / e 2Ty (1) dx.
R
En effet, il n’y a aucune raison pour que pour tout £ € R I'application
T e 2Ty ()

soit intégrable sur R, tout simplement car L?(R) € L!'(R). L’objectif de 'exercice suivant et de définir la
transformée de Fourier sur L?(R) et d’en donner les propriétés de base.
Exercice 19 (@ 25 min.)
1. Donner un exemple de fonction dans L*(R) mais pas dans L*(R).
2. (a) Soit u € S(R). Pourquoi a-t-on u € L*(R) et u € L*(R) ?
(b) Soit u € S(R), montrer la formule de Plancherel :

[ @ = [ o)

r. @) ee) = (LP®) [ l2w)
u — u

3. On considére 'application

(a) Montrer que F est une application linéaire continue. Quelle est sa norme ¢

(b) Montrer que F se prolonge de maniére unique en une application linéaire continue, notée F de
(L2(R)7 Il - ||L2(R) vers lui-méme.

(¢) Pourquoi est-ce que F est une isométrie ?

4. On considére l'application

Fl. (S(]R), |- HL2(R) — (L2(R),J\ : ||L2(R)
U — 1.

Montrer que F~' est une isométrie et s’étend de maniére unique & une isométrie F~1 de (L*(R),| -
lL2(r) vers lui-méme. Pourquoi a-t-on

FloF =Idpg ?

Exercice 20 ( 20 min.) On se propose de démontrer une version mathématique du principe d’incertitude
de la mécanique quantique. Pour cela, on considére u € S(R) telle que ||u p2@) = 1.

[Ww@Pds= [ anepaePae.
R R

2. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, montrer que

([ ermepa)( [ autpir) = .

8. Quelles fonctions satisfont l’égalité dans l’inégalité ci-dessus ?

1. Montrer que

11



Reécapitulatif 5 Voila ce que nous avons étudiés pour la transformée de Fourier dans L?(R).

1. La transformée de Fourier dans L*(R) se construit comme une extension de la transformée de Fourier
dans S(R). En particulier, si u n’est pas "plus intégrable” que L*(R), il n’y a aucune raison pour que
l’on puisse exprimer sa transformée de Fourier & l'aide d’une formule du genre

F(u)(&) = / e~ 2%y (g)dx  (Cette expression n'a pas de sens pour u € L*(R))
R

2. La transformée de Fourier d’une fonction u € L?(R) est donc définie par densité, comme limite dans
L3(R) des (F(un))neN € SR)N ot u, — u dans L*(R) lorsque n — +oo. Il est important de se

convaincre que cette limite ne dépend pas du choiz de la suite (u,)nen € S(R)N.

3. Soit F la transformée de Fourier sur L2(R). C'est une isométrie de (L2(R),]| - lz2r)) dans lui-méme.
4. De fagon similaire, on peut étendre la transformée de Fourier inverse F~! : (S(R),| - lr2m)) —
(L*(R), || - lL2(r)) en F~1. On a la formule d’inversion de Fourier

ff;/l O]?Z Isz(R).

12




4 Equation de la chaleur

4.1 Introduction au modéle

L’équation de la chaleur a été introduite par Joseph Fourier pour décrire I’évolution de la température
dans un matériau donné soumis & un terme source créateur de chaleur.

D’un point de vue modélisation, le matériau est représenté par un ouvert Q C R? et le type de matériau
est déterminé par le coefficient de diffusivité thermique du matériau D > 0. On note alors u : Ry x Q la
fonction telle que pour (¢,z) € Ry x Q, u(t, z) soit la température au temps ¢ et au point x. Alors, si f(¢,z)
est un terme source de chaleur, u vérifie ’équation aux dérivées partielles suivantes

Ju
ot

C’est cette équation que 'on nomme équation de la chaleur.
Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au cas unidimensionnel ou 2 C R.

(t,z) — DAgu(t,x) = f(t,z), pour (t,2) € Ry x Q.

Avant d’aller plus loin il est bon de noter que I’équation de la chaleur est I'exemple typique d’EDP
unidimensionnelle dite parabolique. En effet, si on écrit une EDP sous la forme générale
0%u 0%u 0%u 0

u ou
gu L g9t Lo p% 4 g% 4 py =
o2 " Poror T TP TRy TR =

4 a2 T ox ot

ou les coefficients peuvent dépendre de t et x mais pas de u et g est une fonction donnée par le probléme, on
a la classification suivante.

L’EDP est dite
1. elliptique si B —4AC < 0,
2. hyperbolique si B2 —4AC > 0,
3. parabolique si B2 — 4AC = 0.

Exercice 21 ( 2 min.) Ecrire Uéquation de la chaleur en dimension 1. Pourquoi est-ce une EDP parabo-
lique ?

4.2 Un peu de modélisation : dérivation de I’équation de la chaleur 1-D

On cherche a dériver ’équation de la chaleur & partir d’un bilan d’énergie. Soient dz, ¢t > 0 et un systéme
thermodynamique fermé S de volume Qy C R3.

1. L’énergie thermique du systéme dans Q C Qg au temps ¢ > 0, notée E(Q,t), vérifie

E(Q,t) = a/QT(t,x)d:c, (1)

ot T'(t,x) est la température a I'instant ¢ et au point = € g et @ > 0 une constante physique.

2. Les échanges d’énergie thermique & la frontiére 92 de Q2 entre deux temps ¢ et ¢ + 6t sont donnés par

-

Eecn(Qt+0t) — Eeen(Q,t) = —5t7{ Jj(t, ) - fi(x) ds(x),

o0

ol j est le vecteur densité de flux de chaleur, 7i(z) la normale sortante a Q en 2 € 9 et ds(z) la mesure
surfacique sur €.

3. Le premier principe de la thermodynamique dit que

E(Q,t+6t) — E(Qt) = Ecen(Q,t + 8t) — Eccn(Q,t) + Pproa(2, ),
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ol Pproq(€2,t) est la puissance produite dans dans Q au temps ¢. Elle est égale a

Pp'rod(Q7t) = / onl(t,x)d{lﬁ
Q

ou P,, est la puissance volumique.
Ainsi, en utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski, on obtient

a/ T(t+ 5t72 ~T(t2) , _ E(@t+ 52 ~E@Q,t) _ 7/ )z + g0, 1)
Q Q

Formellement, lorsque le pas de temps §t tend vers 0 on obtient

-,

/Q (a%—f(t, z) +div(y)(t, z) — onl(t,$)>dx —0

Comme ceci est vrai pour tout 2 C £y, on en déduit I’équation de la chaleur

-,

a%—f(t,x) +div(j)(t, ) = Pyor(t, x).

4. La loi de Fourier nous dit que
7 =-=AVT

pour un certain A > 0. On en déduit alors que ’équation de la chaleur se ré-écrit sous la forme.
T .
aa(t, ) + divIAVT) (t,x) = Pyoi(t, x).

Attention car ici A peut-étre une fonction de la variable d’espace x (si le matériau étudié n’est pas
homogeéne par exemple).

Exercice 22 (@ 15 min.)

1. La loi de Fourier a été établie expérimentalement en observant que la chaleur tend o se diffuser du
chaud vers le froid. Pourquoi est-ce que l’expression de j modélise ce phénoméne ?

2. On se propose d’établir I’équation de la chaleur en dimension 1. On prend ici Qo = R et pour x € R on
se donne un intervalle élémentaire I, := [z, x + dx].

(a) On note e(I,,t) I’énergie thermique du systéme dans I,. Quel est l’analogue de la relation ?
(b) Comment peut-on exprimer l’énergie d’échange thermique entre deux temps t et t + ot ¢

(c) Ecrire I'analogue du premier principe de la thermodynamique pour ce probléme.

(d) Utiliser la loi de Fourier pour obtenir I’équation de la chaleur.

(e) Comment peut-elle étre simplifiée si A est constant ?

4.3 Reésolution de ’équation de la chaleur 1-D

On commence par étudier I’équation homogeéne (c’est-a-dire que le terme source f = 0).

Exercice 23 ( 1h00.) On s’intéresse a ’équation de la chaleur suivante.

0 0?2
(%) : a—?(t,m) - Da—;;(t,x) =0, pour tout (t,x) € Ry X R,
u(0,-) = g(-), dans L*(R).

On suppose que D > 0 et g € LY(R). En raisonnant par Analyse et Synthése, on va prouver lexistence d’une
unique solution u dans un sens que l’on précisera.

1. Supposons qu’il existe une solution u aussi réguliére et intégrable que souhaitée.

14



(a) Montrer que la transformée de Fourier u(t,-) = F(u(t,-))(-) vérifie pour presque tout & € R
l’équation différentielle suivante :

du R

() : { 3 He+ Am*DEu(t, &) =0, pour tout t € Ry,
u(0,8) = g()-

(b) Résoudre ’équation différentielle (xx) et en déduire que pour tout t >0 et x € R

_(z—y)?

u(t,z) = W/ i g(y)dy.

2. On se propose de montrer maintenant que u ainsi définie est bien solution de ().

ou
(a) Montrer que pour presque tout x € R, u(-,z) € C*(R%) et calculer — 5 —(t,x) pourt >0 et z € R.

82
(b) Montrer que pour tout t > 0, u(t,-) € C°(R) et calculer —; 2

(¢) En déduire que u est bien solution de (x). Sous quelles hypothéses est-elle unique ?

(t,x) pourt >0 et x € R.

3. On va maintenant prouver des résultats sur la régularité de la solution u de (%) & valeurs dans des
espaces de fonctions.

(a) Montrer que pour tout 1 <p < +oo ett >0 on a u(t,) € LP(R).

(b) Montrer que Uapplication (t — u(t,-)) € C°(Ry, L*(R)).

(c) Soit0 <a<betl<p< +oo. Montrer que u € L=([a,b], LP(R)) et %% € L>([a,b], LP(R)).
(d) Soit 0 <a<betl<p<+oo. Montrer que u € LP(R,, L=([a,b])) et 24 € LP(R,, L>([a,b])).

(e) Soit 1 < p < +oo. Pourquoi ne peut-on pas espérer que (t — ul(t, )) € CO%(R4,LP(R)) ? Et si
ge LP(R) ?

4. On propose de démontrer (de nouveau) lunicité d’une solution de (%), a laide d’une méthode dite
d’énergie.

(a) Soient uy,us deux solutions de () telles que pour tout 0 < a < b et j =1,2 on ait

pour tout 1 < p < 400 on a uj, % € LP(R,, L>([a,b]), pour toutt >0 on a u;(t,-) € C°(R).

Montrer que w = ug — uy est solution de
0 o2
(hx %) : a%)(t,ﬂﬂ) a—w( x) =0, pour tout (t,x) € Ry x R,
w(0,z) =0, pour tout z € R.

(b) Pourt >0, on pose e(t) := [, |w(t,z)]*dz. En multipliant (xx*) par w, montrer que e est dérivable

et que
e'(t) <0.
(¢) En déduire que u; = us.
5. On se propose d’étudier l’évolution de l’énergie thermique E(t fR (t,z)dx et de la température

u(t,) au cours du temps.

(a) Montrer que si la distribution de température initiale g vérifie g > 0 alors u(t,-) > 0 pour tout
t>0.Ftsig<0?

(b) Supposons pour cette question que la condition initiale g > 0 et que g est & support compact.
Montrer alors que pour tout x € R et tout t > 0, on a u(t,z) # 0. Pourquoi peut-on parler de
vitesse de propagation de l'information infinie ?

(c) On suppose qu’il existe g, ,g_ € L'(R) telles que g_ < g < gy. Montrer que pour toutt >0 on a

g- <u(t,) < gy
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(d) Montrer que l’énergie thermique est conservée au cours du temps.

Exercice 24 ( 30min.) Reprendre l’exercice précédent avec un second membre v € S(R).
Exercice 25 ( 20min.) Pour v > 0, on considére l’équation auz dérivées partielles suivante

(%) : %4—7}%—227’2‘20 pour tout  (t,xr) € R xR
" w(0,-) =g avec up € L*(R).

Donner une solution u de (*) dans un sens que l’on précisera.

Exercice 26 () Résoudre I’équation de la chaleur sur @ =R x (0,1).

l’aide d’une convolution par une Gaussienne. On appelle cette Gaussienne le noyau de la chaleur.

Récapitulatif 6 L’équation de la chaleur sur R est une équation régularisante : la solution est plus réguliére
que la solution initiale pour tout temps t > 0. C’est une conséquence du fait que sa solution est donnée a

5 Aspects numériques de I’équation de la chaleur

On s’intéresse a la résolution numérique de I’équation de la chaleur 1-D sur un intervalle fini.

5.1 Discrétisation en espace

Cela correspond a la discrétisation de 'opérateur elliptique suivant :

d*u

L:ue C*[0,1]) — 72 € C°([0,1]), avec des conditions au bord sur u ou ses dérivées premiéres en 0 et 1.
x

Les conditions au bord du domaine que I'on va étudier peuvent étre de différentes natures
1. Dirichlet : u(0) = ug, u(1l) = uy avec ug,u; € R,
2. Neumann : v/ (0) = uf, v'(1) = u} avec uj,uj € R,
3. Robin de paramétre A € R, v/(0) = Au(0), v/(1) = —Au(1),
4. Mixtes : une de ces conditions au bord pour x = 0 et une autre pour x = 1.
Exercice 27 ( 2 min.) Pourquoi est-ce que Uopérateur £ : (C*([0,1], || c2(o.17)) — (C°([0, 1], ||/lco(o,17))

est une application linéaire continue ?
Ici, pour p € N et u € CP([0,1]) on a définit ||ullcr(jo,1)) = ?:0 [|uP) (@)l Lo (p0,17) ?

Pour pouvoir effectuer des calculs numériques nous allons construire une approximation de 'opérateur £
en le remplagant par une matrice.

Exercice 28 (@ 1 min.) Justifier Uaffirmation suivante :
Une matrice est un opérateur en dimension finie.

On se donne alors un maillage uniforme de [0, 1]. Soit N € N, pour j € {0,..., N+1} on définit z; = j(Az),

N _ 1
ouAac——NH.

Exercice 29 (@ 2min.)
1. Placer les points (x;)jefo,N+1} SUr un segment.

2. Pourje{l,...,N}, on dit que z; est un noeud interne. Combien y’a-t-il de noeuds internes ¢ Pouvez
vous expliquer pourquoi on les nomme ainsi ?
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8. On dit que xy et xy11 sont le bord du domaine. Pourquoi ?

A laide du maillage uniforme que I’on vient de construire, on peut obtenir une approximation de 'opéra-

teur £ a Paide de schémas par différences finies. Il s’agit d’approcher les dérivées secondes (% (75))jeq1
a l’'aide de formules de Taylor. L’exercice suivant traite du schéma dit centré.

Exercice 30 ( 45min.)
Le premier exemple auquel on va s’intéresser est celui de la discrétisation de l’opérateur
&
dz?’
et on suppose que u est connue avec u(0) = ug, u(l) = uq. Notre but est d’approcher Lu(x;) pour j €
{1,...,N}.
1. Soit x € (0,1) et h € R tel que x £ h € (0,1). Montrer que si u € C*([0,1]) alors

*u,  u(x+h)—2u(z) +ulx —h)

L:iueC([0,1]) -

2. En déduire que pour tout j € {1,...,N} on a

(,CU)({EJ) _ u(ijrl) — 2U($J) + u(irjfl)

2
(An)? + (9((Ax) ), Ax — 0.
8. On définit le vecteur (u;)jero,N+1} Par
Uug = lUg
UN+1 = Ud
w1 = (Ax)*(Lu)(wy) + 2uj — uj1.

En faisant cette approzimation, on espére que u; soit une bonne approzimation de u(x;). On va en
étudier certaines propriétés.

(a) Soit Uy = (u;)jeq1,.... ny € RY et V = ((Lu)(x;))jeqr,...ny € RY. Montrer qu’il existe S(N) €
Sn(R) telle que

Ug
0
v L s, +
-~ (Ax)? ‘0 (Az)?
Uq

On explicitera la matrice S(N).

(b) SoitU = (u(z;))jeq1,...ny €t ||]loc la norme sur RN définie pourv € RN par ||v]|oc = Supjeqa, vy 1v5l-
Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

[S(N)(U = Ua) |l < C(Az)".

4. On se propose de démontrer que ||U — Uylloo — 0 lorsque Az — 0.
(a) Montrer que S(N) est une matrice définie négative.

(b) Montrer que les valeurs propres de la matrice T € Sy (R) donnée par

o 1 0 - 0
1
T=1o 0
1
0 0 1 0
dont données pour k € {1,--- ,N} par A\, = 2cos( ]\fil) associ€es aur vecteurs propres ep =
(Sin(g”:rl))je{L...,N}'
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(c) Montrer que pour tout x € RN, on a les inégalités suivantes

VRISVl 2 I1S(V)alls 2(1 ~ o (N:l)) lalls > 2(1 ~ cos (N:l)) el

(d) En déduire qu’il existe Ny > 0 et K > 0 tel que pour tout N > Ng on ait ||U — Uyllee < K(Az)?
et conclure.
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5.2 Discrétisation en temps

Avant d’étudier précisément ’équation de la chaleur on va considérer le cas des équations différentielles.
Soit un ouvert 2 =wy x wy C R xRet f € C(), on considére ’équation différentielle suivante :

y'(t) = f(ty(D),
*
9 e o
Définition 5 Une solution de ’équation différentielle (%) est la donnée d’un couple (¢, J) ot ¢ € CH(J) et
J C wy telle que t; € J, @(t;) = y; et pour tout tout t € J on ait ¢'(t) = f(t,¢(t)). De plus, une solution

(@, J) est dite mazimale si pour toute autre solution (o, J) de (x) on a J C J et p|7 = ¢.

On se propose de discuter deux schémas numériques permettant d’approcher une solution de (x).

Exercice 31 ( 30 min.) Le premier schéma qui nous intéresse est celui dit d’Euler explicite. Soit (@, J)
une solution de (x). Soient t;,ty € J tels que t; < ty et At >0 et K € N*, pour n € {1,--- ,K} on définit
tn =t; +n(At). On suppose de plus que tg = ty.

1. Quelle relation relie K et At ?

2. Supposons p € C?(J), soit t € J tel que t + At € J. Montrer qu’il existe 7 € (t,t + At) tel que

olt + A8 = o(t) + (A0 (1) + (A0 LT

3. En déduire qu’il existe C' > 0 tel que pour toutn € {1,..., K — 1}

ltanplta)) — 22| < gy

4. On considere le vecteur (0n)neq1,... .k} € RN défini pour tout n € {1,..., K — 1} par
Ont1 = n + (A1) f(tn, on);,  ¥o = Yo-

Supposons de plus que f est k-Lipschitzienne sur [t;,tf] par rapport & la deuxiéme variable.
(a) Soit n € {1,...,K}, on définit Uerreur faite par le schéma au temps t, par e, := |@n — @(tn)].
Montrer qu’il existe k > 0 tel que

ent1 < (14 k(At))e, + C(AL)?.
(b) En déduire que pour toutn € {1,...,K —1} on a
ent1 < FAte 4 C(At)2.

c¢) Montrer par récurrence que pour toutn € {1,..., K} on a
D que p
n—1
en < enk(At)eo + O(At)2 Z ejk(At)'
Jj=0

(d) En déduire que
en < FLI) (e + C(ty — ) (AL)).

(e) En déduire que la méthode d’Euler explicite converge. Quelle est sa vitesse de convergence ¢
Exercice 32 (@ 15 min.) Soit (o, J) une solution de (x). On considére t;,ty € J tels quet; < ty et At > 0.
Soit K € N*, on définit t,, = t; + nAt de telle maniére & ce que tx =ty.

1. Montrer que pour tout t € [t;,ty — At] on a

t+At
lt+ At) — plt) = / F(s,0(5))ds.

2. Pourn €{0,...,K — 1}, que devient cette identité ent =t, ?

3. En utilisant Uapproximation des rectangles a gauche, proposer un schéma numérique qui devrait appro-
cher o(t,). Quel est ce schéma ?

4. En utilisant ’approximation des rectangles a droite, proposer un schéma numérique qui devrait appro-
cher ¢(t,,). Pourquoi ce schéma est dit implicite ?
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5.3 Discrétisation de ’équation de la chaleur

Lorsque 'on va vouloir discrétiser ’équation de la chaleur, on va discrétiser a la fois en temps, avec un
certain pas At > 0 et en espace avec a priori un autre pas Az > 0. On rappelle que 1’on essaie de résoudre

oz¢ (t,x) = f(t,z)  pour ( z) € Ry % (0,1)
(*) 9 u(0,2) = up(x) pour €(0,1)
u(t,0) = a(t),u(t,1) = B(t) pour tout t > 0.

Dans la suite, on supposera toujours

1. a,8 € Cl(Ri),

2. pour tout z € [0,1], u(-,z) € C*(R%),

3. pour tout t > 0, u(t,-) € C*([0,1]).
Apreés I'étude théorique de I’équation de la chaleur que nous avons faites, on remarque que si u est solution
de (x) alors les conditions [2] et [3| sont toujours satisfaites.

Exercice 33 (@ 5min.) Montrer que la fonction v définie pour tout (t,x) € R x [0,1] par v(z,t) =
u(z,t) — (1 — z)a(t) + xB(t) satisfait l’équation de la chaleur

aiz(t7x) - T;é(t7m) = g(t,x) pour ( ) € R* (Oa 1)
(xx) 1 ¢ v(0,2) = vo(x) pour € (0,1)
v(t,0) =0,v(¢,1) =0 pour tout t > 0.

avec des fonctions g et vg que l’on précisera.

On propose une premiére facon de construire un schéma numérique pour résoudre ’équation de la chaleur
(3%).

Exercice 34 (@ 20 min.) On se propose de construire le schéma centré en espace et Euler explicite en
temps. Soit u unique solution de ().

1. On discrétise d’abord en espace. Soit N € N*. On pose Ax = N— et pourj € {0,...,N+1} z; = jAz.
En utilisant un schéma centré en espace, créer un vecteur U(t) = (u;(t )]6{1,_“71\;} € RY tel que pour
tout t > 0 on espére que u;(t) soit une bonne approximation de u(t,x ) et que ce vecteur U(t) satisfait
Uéquation différentielle de la forme suivante :

ou 1
5 M= WS(N)UG) +G(1). (2)

On précisera qui on choisira pour U(0) et G(t).
2. On souhaite maintenant discrétiser en temps. Pour cela, on fite K € N*, on se donne ty > 0 et
pour tout n € {1,..., K} on définit t,, = n(At) de telles sorte que tx = ty.
(a) Exprimer K en fonction de At.

(b) Ezxpliquer pourquoi le schéma d’Euler explicite en temps revient & construire une suite (U")ne{lw’K}
ot pour tout n € {1,..., K} on a U™ € RN. Montrer qu’alors, on a

t

Untt = (I + S(NNYU™ 4+ G™, U° = (ug(z1),...,uo(zn))".

On précisera qui est G™.
(¢) Qu’obtiendrait-on pour le schéma d’Euler implicite ¢
L’exercice suivant montre que dans le cas d’un schéma numérique centré en espace et Euler explicite en
temps, il existe une une condition dite de Courant-Friedrichs-Lewy (ou condition CFL) qui, si elle est violée,

ne permet pas d’assurer la convergence du schéma numérique. Il se trouve qu’en pratique, pour résoudre
I’équation de la chaleur, il faut toujours privilégier le schéma d’Euler implicite.
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Exercice 35 ( 20 min.) On considére l’équation (xx) avec second membre nul g = 0. On considére une
discrétisation en temps et une discrétisation en espace comme précédemment. On rappelle que le schéma
d’Euler explicite s’écrit

(At)
(Az)?

U = (T4 o SOOU”, U° = (u(an) . uofow))'

1. On rappelle que les valeurs propres de S(N) sont données pour k € {1,..., N} par

Ae(N) = —4sin? (2(]\];11))

Montrer alors que le rayon spectral p(N) de I + (AAit)zS(N) vérifie

x

At) . N
p(N) = max (‘1 _4((A:ct))2 sin? (2(N+1))

2. On considére que ug(x) = sin(Nwx). Montrer que

1-4

)

At

(At) . Nm
I+ 5 S(N)Uy = (1 -4 )Us.
I+ Az S N))Wo (Az)2 ™™ (2(N+ 1)) Uo
3. On suppose que Q(AATt)z. Montrer que ||Ug|| g vy — 1 lorsque N — +00 et en déduire que ||UK||loo(RN) —
+00.
4. On dit que le schéma est stable en norme || - ||goomny si pour toute donnée initiale uo, et tout n €

{1,..., K} il existe c tel que pour tout Ax et At assez petits

I + 52 S (N)) ™| goo (rv)
sup

2€RN\{0} ]| g )

Attention, ici ¢ ne dépend ni de N ni de K !

(a) On considére une nouvelle donnée initiale vo = ug + eg et on définit eg = (eo(jAZ))jeq1,... N} €t
Vo = Uy + 9. Montrer que si le schéma est stable alors

V™ = U™ goe vy < clleo]lgoe mvy-

(b) Pourquoi dit-on qu’un schéma stable n’amplifie pas les erreurs au cours de chaque itération ?

5. FEst-ce que sous la condition Q(AATt)Q > 1 on peut dire que le schéma est stable ?

Exercice 36 Donner un algorithme permettant de résoudre (xx) avec la méthode d’Euler implicite et un
schéma centré pour les différences finies.

les différences finies.

Reécapitulatif 7 On retiendra que lorsque l’on doit construire une méthode numérique pour l’équation de la
chaleur on privilégiera toujours un schéma d’Fuler implicite en temps et un schéma centré en espace pour
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Correction des exercices

Correction de I’Exercice

1. (a)

Soient u,v € S(R). Pour tout k € N, comme Ny (u —v) > 0 on a

Ni(u=v)  Ny(u—v)+1-1 1 1
L+ MNe(u—v) T+Ne(u—v) 14+ Ni(u—v) =
En particulier, on obtient
Ni(u —v)
o< b 2 <ok
- 1+ Ne(u—v) —

En sommant sur k£ € N on obtient

0 <d(u,v) < Z27k =2 < +o0.
k>0
L’application d est donc bien définie de S(R) x S(R) dans R;..
Comme pour tout k, NV}, est symétrique, d hérite également de cette propriété.
Soit f := 1z € Ry — %-. f est de classe C'(R,) en tant que quotient de fonctions de classe

1+x
C'(R,) dont le dénominateur ne s’annule jamais. De plus, pour tout = € R, on a

iy 1tz—xz 1
F@=arae =@ 2"

En particulier, la fonction f est croissante sur R . Soient u, v, w € S(R) et k € N,on remarque que

N (u — w)

2—k
1+ Ne(u—w)

=27F f(Ni(u — w)).
Comme N}, est une semi-norme, on sait que Ny (u — w) < Ny (u —v) + N (v — w), et en utilisant
le fait que f soit croissante, on obtient :

Nk(u - w)

27](:
1 +Nk(u —w)

<27FF (N (u —v) + Ny (v — w))
o Ni(u—v) Ni(v —w)
=2 k(l + N (u —v) + N (v — w) * 1+Nk(u—v)—|—./\fk(v—w))

_ Ni(u —v) Ni(v —w)
<2 k(l + Ni(u—v) + 1+Nk(v—w))’

oil on a utilisé le fait que N} est a valeurs dans R, dans la derniére inégalité. En sommant pour
tout k € N, cela donne

| /\

22_ lJrNk uf

k>0 k>0 k>0

. Ni(u _ w
( k1+lj\/'ku7v) (22 1+Nkv)))
d

(u,v) + d(v,w).
Soient u,v € S(R) tels que que d(u,v) = 0. En particulier, on a pour tout k € N

Ni(u —v)

2—k
1 +Nk(u —)

=0

et donc Ny (u — v) = 0. En particulier, pour k = 0, on obtient

0= No(u—v) =sup |(u—v)(z)|
TR

et donc u = v en tant que fonction continue et donc dans S(R).
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(¢) On vient de démontrer que d est une distance sur I'espace vectoriel S(R). Par définition, (S(R), d)
est un espace métrique.

2. On procéde en démontrant chaque inclusion. Soit u € S(R) et (uy)nen € S(R)N telle que d(uy,,u) — 0

lorsque n — +o0o. En particulier, pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait
d(u,u,) < e ce qui implique que pour tout k¥ € N on ait 2_"% < ¢ et donc pour tout k£ € N

on a2~k Meln=w) 4 ]5r5que n — +o0.

14Nk (wn —u)
Fixons k > 0 et ¢ > 0. Soit &’ := 27F 1;, on sait que également que 2_k1ﬁ’\}(+’;;’_‘)w — 0 lorsque
n — 400 donc en particulier il existe ng € N tel que pour tout n > ny on ait
Ny (up, — u) €
g7k 2 <l =297k = Nip(u, —u) <e.
L+ Ni(up —u) = l1+e blun —u) <

En particulier, on a prouvé que pour tout £ € N et tout € > 0, il existe ni € N tel que pour tout n > ny
on a Ny (u, —u) < e ce qui se traduit par pour tout k € N

Ni(uy —u) =0, n — +oo.

Montrons maintenant I'implication réciproque. Soit u € S(R) et (un)neny € S(R)Y et supposons que
pour tout £ € N on ait
Ne(up —u) =0, n— +oo.

Soit €’ > 0, il existe kg € N tel que
+oo

Z 27k < ¢,

k=ko+1
On remarque également que pour tout k € {0,...,ko} on a Ny (u—uy) < Ny, (u—u,). Comme z +— 7=
est croissante sur R, on sait que pour tout k € {0,...,ko} on a
Ni(u — up,) < Nio (u — uy,)
1 +Nk(u—un) - 1+Nk0(u—un)

Neg (u—tin) 5 < ¢’. On obtient alors

Par hypothése, il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait TF NG =)
o

k
B 0 A Nk( b u un)
d(u, u,) = ZQ m Z 2 1+Nk(u—un)

k=0 k=ko+1
<e(1+2(1-270)) <3e.

Soit € > 0, en choisissant &' = 5, on obtient que pour tout e > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n > ng on ait d(u,u,) < e. On en conclut que d(u, u,) — 0 lorsque n — +oo.

3. Soit (un)nen € S(R)N une suite de Cauchy. En particulier, d(uy,u,) — 0 lorsque p,q — +o00. D’aprés
la question précédente, on sait que cela signifie que pour tout k& € N on a Ny (u, — uy) — 0 lorsque

p,q — +00.

Correction de I’Exercice

1. Soit a € N et u € S(R). On remarque que u(®) € S(R) en effet, si u € C(R) on a u(®) € C®(R) et
pour tout p,g € Ron a

sup |2P (u!*) D (z)| = sup [¢Pu'9FY) ()| < +-oc0.
z€R z€R

Comme Papplication u — u(® est linéaire, il suffit de démontrer qu’elle est continue en 0 pour montrer
qu’elle est continue sur S(R). On remarque que pour tout k¥ € N on a

Nk(u(a)) < Nk+a(u)~
Siu — 0 dans la topologie de S(R) associée a la famille de semi-normes (AN} )ren alors u(® — 0 donc

u— ul® est continue de (S(R),d) dans (S(R),d).
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2. La démonstration est similaire a celle du point [T}

3. Soient (u,v) € S(R) x S(R). On remarque que pour tout p,q € N la formule de Leibniz donne

( ) ke @)l o)

|2P (uv) (@ (z

IN

a
q .

Z ( ) sup|xpu(])( ) sup [0 (z)| < +o0.

=0 z€R

Donc uv € S(R). On remarque que (u,v) — uv est une application bilinéaire. Elle est donc continue si
et seulement si elle est continue en (0,0). Soient u,v € S(R). On remarque que pour k € N on a

N, - P( (q) < < ) Py, () (a—3)
i (uv) Z sup |zP (uw)'\? (x)] Z Z sup\x u(x )|gsclé§|v ()]

pa<k“€ p,q<k j=0

) Z() s (NG(0)

p,q<k j=0

> Z() (N (0)

p,q<k j=0

IR () RTINS

p,q<k j=0

< CkNQk(U)Nk;(U).

IN

IN

IN

On en conclut que si (u,v) — 0 alors uv — 0 ce qui prouve la continuité de l’application bilinéaire

(u,v) € S(R) x S(R) — uv € S(R).

Correction de I’Exercice Soit w € S(R). On a

[ Tt = [ pevars [ awpaes [ wpa

Comme u est continue, on sait que f_ll |u(z)|Pdz < +00. Soit o > 0 tel que ap > 2, comme u € S(R), on sait
que [|ullf, o < +oo et on a

“+o0 +o0 400
/ |u(z)|Pdz = / |xu(z)Pe™Pdx < ”“Hi,o/ x”Pdr < 400
1 1 1

ou on a utilisé le critére de Riemann pour traiter la derniére intégrale. On montre de la méme fagon que
f__olo |u(z)|Pdx < 400 et que donc u € LP(R).

Correction de I’Exercice
1. Soit u € S(R) et £ € R. Comme S(R) C L!(R) on sait que

[u(é)] < /R Ju(a)|dz < +oo

donc u(€) est bien défini.
2. (a) Soit u € S(R) et £ € R*. On remarque que
M

Sy —2imz€ g _ _ u(x) o~ 2imaé
) M1—1>IRO<> _Mu(x)e de Ml—lgli-oc( [(2271'5 27,7r§ dm)

) u(=M) — u(M SN o
= lim i€ )
]VI—1>+oc ( 2im€ + 2imé /_M u'(w)e dm)
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Comme u € S(R) C L*(R) on a nécessairement lim wu(£M) = 0. De plus, comme u € S(R)

M —~+oco

alors v/ € S(R) C L*(R). En particulier, on obtient
/ u (x)e 27 dr < 400
R

et donc

v qu(=M) —u(M) LM e Y L,
u(€>_M1—l>m+oo( 2imé +2iﬂ'§ /_Mu(x)e : fda:) n mu (©)-

On conclut alors comme suit :
1
[a(e)] < —/ |/ (z)|dz — 0, lorsque |£] — +o0.
2rl¢] Jr

Nous allons montrer par récurrence sur ¢ € N que u € C?(R) et que pour tout £ € R on a
al?(€) = (—2im)? [, x%u(z)e” 2 dz.
Initialisation. Pour ¢ = 0, et tout £ € R on a bien

a0 = () = [

u(a:)e_%”gdx:/xou(a:)e_%”gdx.
R

R

Il faut encore démontrer que & +— U(€) est de classe C°(R). Pour cela, on remarque que pour tout
x € R 'application .
£ u(a:)e_m”g

est continue sur R et Lebesgue mesurable. De plus, pour tout z,£ € R on a
u(z)e™ 27| < fu()|.

Comme le membre de droite est intégrable (uniformément en &), on en déduit que 4 € C°(R).
Hypothése de récurrence. Soit ¢ € N, on suppose que u € C4(R) et que pour tout ¢ € R on ait

9 (¢) = 4 (€) = (~2im)? / 2 u(z)e 2 da.
R

Hérédité. On sait que '
(,€) = 2u(a)e 2o

est Lebesgue mesurable sur R x R. De plus, pour tout z € R, on a
& :cqu(;v)e*%”5

qui est C1(R) de dérivée & — (—2im)z? u(x)e™2"¢. De plus, pour tout & € Ron a la domination
suivante '
| tu(z)e ] < |z|7fu(z)]

et le second membre est intégrable sur R. Par hypothése de récurrence, on a

alat (g) = (—2m)qdil£( /R xqu(x)e-%”f).

Le théoréme de dérivation sous le signe intégral donne

a7t (¢) = (—2im)TH / 2 y(z)e 2 4,
R

u? est donc dérivable et de dérivée 07t = (—2im)?! [ 29+ u(z)e~2"¢dz. Il reste & démontrer

que U7t est continue. Or, on remarque que

(z,€) =z u(x)e 2 dy
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est continue (donc Lebesgue mesurable) sur R x R. De plus, pour tout £ € R, Papplication
g — xq+1u(aj)672mz§
est continue sur R et pour tout z,£ € R on a la domination
2 ()25 < o] u(a)).

Comme u € S(R), le second membre est dans S(R) € L'(R) ce qui prouve que w9t € C1+1(R)
et qui achéve la démonstration par récurrence.

Soit u € S(R). On démontre par récurrence sur p € N que pour tout £ € R on a @(f) =
(2im&)Pu().

Initialisation. Pour tout £ € R on a

wO) (&) = A(€) = (2ime)°q(€)

ce qui termine ’étape d’initialisation.

—

Hypothése de récurrence. Soit p > 0, supposons que pour tout & € R on ait u(P)(£) = (2in€)Pu(€).

Hérédité. Par définition, pour tout £ € R on a

M

@(g) = / uPTY (2)e” 2™ dr = lim uPD (z)e= 2" gy
R M—+oo J_pr
®) Simael M M (5).—2i
= MIEEOO ([u P)(z)e”2imE] oy H2img [M u'Pe l“f”gdx)
M .
Or, comme u € S(R),onau® € S(R) ¢ L'(R)donc lim |uP(£M)| =0et lim uP) e 2T gy —
M —+o00 M —~+oc0 M

@(f) On obtient alors
’[u(f’) (x)eﬂimﬁ]ﬁw‘ < u® (M)| + [u® (=M)| — 0, lorsque M — +o0

et

M
D) _ : —2imx€ M . —2imxzé
uPHD)(€) = Mlirgoo ([u(p) (z)e ]7M + 2im¢ /7M uPe dz)

= (2in€)ul)(€).

On conclut en utilisant ’hypothése de récurrence car pour tout £ € R on a

WD (€) = (2im€)ul® (€) = (2imE)PHA(E).
Ceci conclut la démonstration par récurrence.

Soit u € S(R). On sait que u € C*°(R). Soient p, g € N, pour tout € R, on définit g(x) := x%u(x).
On a g € S(R) et de plus pour tout £ € R on a

—

P (€) = €7 (=2im)7g(€) = (=1)*(2im)*PgP) (€).

Or, on a g € S(R) donc Papplication & — g/(;)(f) est continue sur R et de plus |g/(?’\)(§)| =0
lorsque |{] — 400 donc il existe une constance Cp,, > 0 (mais indépendante de &) telle que

|g/(;)(§)\ < Cyp 4. Cela permet d’obtenir

€739 (€)] = (2m)1P|g@) (€)] < (27)TPC,y g < +00.

En particulier, on obtient |||, < +00. Comme ceci est vrai pour tout p,q € N on obtient alors
que u € S(R).
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3. D’apres les étapes précédentes, on sait que F est une application de S(R) dans lui-méme. On montre
aisément que F est linéaire et donc, pour montrer qu’elle est continue, il suffit de montrer qu’elle est
continue en 0. Soit u € S(R) et k,p,q € N tels que p,q < k. On a

fillog < 277 [ 19 @)lde = [ |(au(e) s
/’Z() YD P=9) () |da
Z(fj) [ 10 @)z

IN

min(p,q)

= Z Bqﬂ/mqj P9 (z)|dx
mm(P,q)
< Z By, iNg+p—2j(u)

j=0

< Cp gNyp(u) < Cp o Nog(u)

pour certaines constantes By j, Cp 4 > 0. En particulier, en sommant sur p,q < k on obtient

Ni(@) < Nar(u) Y Cp g = CrNak(u).

p,q<k

En particulier, lorsque © — 0 dans S(R) on a & — 0 dans S(R) et donc F est une application linéaire
continue.

Correction de I’Exercice [10]
1. On remarque que u € C*°(R) comme composée de fonctions C°.
On commence par démontrer par récurrence sur ¢ € N qu'il existe P, € R,[X] tel que pour tout z € R
on a ul?(z) = Pq(:r)e*)‘ﬁ.
Initialisation. Lorsque g = 0, on pose pour tout z € R, Py(x) := 1. On a bien Py € Ro[X] et de plus

w9 (z) = u(z) = Py(z)u(x).

Hypothese de récurrence. Soit ¢ € N, on suppose qu’il existe P, € R,[X] tel que pour tout = € R on ait

ul? (z) = Py(x)u(z).
Hérédité. Par hypothése de récurrence, pour tout x € R on a
u@ (@) = (uP)(2)) = (Py(x)e ™) = (= 222 Py(w) + Py(x))u(x).

On pose Py := —2AX P, + P,. On a deg P 1 < max(deg(XF,),deg(P,)) = max(¢+1,¢—1)=q+1.
En particulier, P11 € Rg41[X] et pour tout 2 € R on a

ult (@) = Py ()u(z).

Ceci termine la récurrence.
Maintenant, prenons p,q € N, on considére 'application

Opg i T € R 2Pul)(z) = mqu(x)e_’\xz eR.

gp,q est continue sur R et lim|, 1o gpq(x) = 0. En particulier, il existe Cp , > 0 tel que |[ull,, =
SUP,er |9p,q(2)] < Cp.q < +00 et donc u € S(R).

27



(a) Comme u € S(R), u € S(R) C C*°(R) et en particulier u est dérivable sur R. On remarque que
pour tout £ € R
T 67)\9:26721'771135

2 —

e~ 2| < y(z) et u € S(R) € L'(R). De plus, pour tout = € R

est intégrable sur R car |e=**

I’application
—Az? 6722'71'15

e

est dérivable sur R de dérivée

£ — —2imxe M e 2mE,

Finalement, on remarque que pour tout £ € R on a
| — 2i7race*’\zze*2"”§| < 27r|as|e”\9”2 = g(x), avecgc L'(R).

Ainsi, par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on sait que la dérivée de u vérifie pour
tout £ e R :

u'(€) = —2iﬁ/ﬂ£x€7Am2672i”z§dx.

Maintenant on sait que comme pour tout £ € R on a (Jc — xe_)‘”Qe_%”&) € LY(R) on sait que

2 . M 6_Ax2 / .
/xe_)‘”” e 2y = lim ( ) e 2T g
R M—~+oco M —2A
_z2 . M
e ; M 1T 2 .
— lim e—2wrw£ o e—)\w e—2zﬂw§d$ .
M—>+oo([ —2\ ]_M )\f M
On remarque que
—\z? —AM?
e Yy M e
[_7”\6 21”15] 7M‘ S — 0, lorsque M — 4.

De méme, on a a(€) = limys 1 oo fin e=2e"e=2im2¢ 42 On obtient alors, pour tout & € R :
~/ . —T —~ 27'['2 —~
u'(§) = (_2”)T§U(f) = —Tfu(f)-
(b) Posons I := foR e*A(xuyg)dxdy. D’aprés le théoréme de Fubini, on sait que

I, = /RXRe_Mze_Ay?dxdyz (/Re_mzdx> (/Re_kyzdy> = 1(0)%

Toutefois, en utilisant le changement de variable x = rcos(d), y = rsin(f) avec r € Ry et
6 € (0,27), on obtient

+o00
1 M
u(0)* = 27r/ e rdr =21 Mlim 3 {e‘”z} =T
0 ——+o00 0

Comme @(0) = [, e=**"dz > 0, on obtient



C’est une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1. Elle posséde une unique solution
donnée par

Correction de ’Exercice [11]

1. Soit u € S(R). On remarque que pour tout z € R on a
(o) < [ Ju(©)lde < +oc,
R

car u € S(R) C L'(R).
2. Pour £ € R, posons v(£) = u(—¢&). On remarque que pour tout x € R on a :

a(x) = 62i7r§zu _ 622'71'5:6,0 _ _ 672i7r§mv _ ?J\ z).
@) = [ su(eas = [ g = [ (€)de = 3(a)
Si on considére ’application

J:ueSMR) = (J(w) € SR), (J(u))(z)=u(-z),

alors c’est une application linéaire continue de S(R) dans lui-méme. Ainsi, on remarque que G = F o J
et G est une application linéaire continue de S(R) dans lui-méme.

3. (a) Soit u € S(R). Pour tout £ € R, I'application
(,m) = €72y (y)

n’appartient pas & L'(R x R) il est donc a priori impossible d’inverser les intégrales.

(b) Soit ¢ € R, on définit pour z € R f.(z) := e~ 22" y(z). On a @ € S(R) C L'(R) et de plus
pour tout x € R on a
—ex?| . -
[fe(@)| < e™" Ju(z)] < |a(z)].

Ainsi, comme pour tout z € R on a

1 — —2imx€ ~
lim fo(z) = e ()

on obtient alors par convergence dominée que

e—=0

li 1.(6) = [ e ™ <a() = F(@)(©)
R
(¢) Soit £ € R. On remarque que I'application

R T()

appartient & L'(R x R). Ainsi, par le théoréme de Fubini, on a

L(6) = /+Do (/+OO 6_21'”(5_")67”2dx)u(n)dn

Tr=—00

n=—00
s Foo w2 N2
— I e uan,

o0

ol on a utilisé I'expression de la transformée de Fourier d’un Gaussienne dans la derniére égalité.
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(d) Faisons le changement de variable ¢ = %(5 —n). On obtient

16 = = [ e ute - Lo

(e) Fixons ¢ € R. Pour tout ¢ € R, comme u est continue, on a

NG

eiCzu(f - —() = efgzu(é“)7 lorsque € — 0.
v

De plus, on remarque que pour tout ( € R

\[ CQ.

_¢2 € _c2 _
e u(e = 01 < sup Ju(w)|e™" = ullooc
x

Comme u € S(R), |lulloo < +00 et le second membre est intégrable sur R. Par le théoréme de
convergence dominée, on obtient

lim 1.(€) = %( /R e dc Yu(e).

Or, on sait que [, e=¢"d¢ = /7 donc en particulier
lim 1. (§) = u(§).

e—0

Toutefois, d’aprés une question précédente, on sait que

lim 1. (§) = F (@) () = (F 0 G)(u)(§)-

e—0

Donc pour tout £ € R on a u(§) = (F o G)(u)(&) et comme ceci est vrai pour tout u € S(R) on

obtient
FoG=Idsg).
Correction de ’Exercice [12]
1. On remarque que ’application
x> fxg(x)

est mesurable sur R et de plus, on a

[ =gt < [ [ 17—l

D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

[ [ 156~ ls)ldvdz = [ low [ 1~ v)idedy = g 272 s
R JR R R

ot on a utilisé le changement v = x —y dans l'intégrale [, |f(z —y)|dz. Par conséquent, on obtient bien

1 % gl = / % g(@)lde < 1flo ol -

L’application ¢ est bilinéaire par linéarité de 'intégrale. En particulier, elle est continue si et seulement
si elle est continue en (0,0). Or, d’aprés l'inégalité ci-dessus, si (f,g) — 0 dans L'(R) x L}(R) alors
f*g— 0dans L'(R) et ¢ est continue en (0,0).

2. On a
[rg(x)= /Rf(w —y)g(y)dy = /Rf(u)g(x — u)du,

oll on a posé le changement de variable u =z — y.
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3. Supposons de plus que g € S(R). On remarque tout d’abord que comme g € S(R) C L'(R), on a
frg=gxf.
On va montrer par récurrence sur ¢ € N que (g* f)(9) est dérivable, de dérivée (g f)(tD) = glatl) i f,
Initialisation. Pour ¢ = 0, on remarque que pour presque tout = € R I'application

y =gz —y)f(y)

est intégrable sur R. De plus, pour presque tout y € R, 'application

z— g(r —y)f(y)

est dérivable sur R de dérivée = — ¢'(x — y) f(y). De plus, on a la domination

19" (x =) W) < llglloalf ().

La borne supérieure ne dépend plus de la variable 2 donc on sait que g * f est dérivable et de dérivée
g *f.

Hypothése de récurrence. Soit ¢ € N, supposons que (g * f)®) est dérivable de dérivée (g * f)PTD =
(g® )« f).

Heérédité. Tout d’abord, par hypothése de récurrence, on sait que (g f)(9T1) = glatD s f. Or, si g € S(R),
g9 € S(R) ainsi, de la méme facon que lors de 1’étape d’initialisation, on montre que g(4th) % f est
dérivable de dérivée

(g0 x f) = gl s f

ce qui termine la démonstration de f x g € C*°(R). De plus, on a pour tout z € R :

£o@)I < [ loto = )£y < ol o) oo
En partitulier f* g € L>(R).
Correction de I’Exercice [15]
1. Soit u € L*(R). Alors, pour tout ¢ € R, I'application
T 6722-”511(:17)

appartient a L!(R). En effet, on a : ‘
e 2™ ()| = Ju(z)|

donc [ [e™2™u(z)|dz = [p [u(z)|de < +oo.
2. Soit u € L(R). On sait que pour tout ¢ € R, Papplication

T e 2Ty (1)
est Lebesgue mesurable sur R. De plus, pour presque tout x € R, ’application
& e_%mgu(x)
est continue sur R. De plus, pour presque tout (z,£) € R X R, on a la domination
™2™ u(@)| < fu(z)].

Par conséquent, 7 € C°(R). De plus, on remarque que pour tout £ € R on a

a6 < / ()| dz = [l 22 gy

En passant au supremum sur { € R on obtient ||u|peo®) < [lull £ (w)-
L’application F : u € L*(R) — @ € L*°(R) est linéaire et continue d’aprés 'estimation précédente.
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3. Soient u,v € L*(R). On sait que u x v € L*(R) et pour £ € R on a

axo(€) = /R e~ HTIEy 4y (0)da = /R e~ 2imat /R u(z — y)v(y)dy.

De plus, pour tout £ € R, 'application

—2imx€

(z,y) —e u(z — y)v(y)

appartient & L'(R x R) ainsi, par le théoréme de Fubini-Lebesgue, on a

aTE / / 207y (1 y)o(y)dady = / / 2Ty ()2 () dady = A(E)(€)

ou on a procédé au changement de variable ¢t =z —

Soient u,v € S(R) C L*(R). On sait que 1,0 € S(R ) et donc que uv € S(R) car S(R) est stable par
multiplication. En particulier, ! laissant stable S(R) on a

S(R) > F~'(@0) = (F ' o F)(uxv) = uv.

En particulier, si u,v € S(R), on a u*v € S(R).
4. Soit u € L}(R) et £ € R, on sait que
[u(©)] < llullzrw)-
Soit € > 0 et v € S(R) tel que |[u — v||L1(r) < €. Pour tout { € R on a

[u(§) = v(§)| < & = [u(§)] < e +[0()]-

Comme on sait que pour v € S(R) on a lim¢| 1o [U(§)] = 0, il existe & > 0 tel que pour tout £ € R
tel que || > & on ait [U(§)| < e. Par conséquent, pour tout |£| > & on a

[u(§)] < 2e,
ce qui est précisément dire que hm|£|—>+oo [u(&)| = 0.

Correction de ’Exercice [16]

1. F est une application linéaire. Supposons qu’il existe u € L'(R) tel que F(u) = @ = 0. Par conséquent,
4 € LY(R) et d’aprés le théoréme d’inversion de Fourier on a v = 4. Or, pour tout x € R, on a :

)¢

(@) = [ i) =o.
R
On en conclut que u = 4 = 0 et que donc F : L*(R) — L>®(R) est injective.
2. Soit v € L*(R). On remarque que pour tout x € R
£ ()
est Lebesgue mesurable sur R. De plus, pour presque tout £ € R, 'application
T ezimgv(ﬁ)
est continue sur R. Pour presque tout z,£ € R on a la domination suivante
€20 (€)] < Ju(€)].

Comme v € L'(R), on obtient que ¥ est continue sur R.
En particulier, si v = 4 € L'(R), on sait que u € C°(R), or dans L'(R), on a u = u. En particulier,
u = U presque partout et u a un représentant continu.
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Correction de I’Exercice
1. Soit u € L*(R) telle que zu € L*(R). Pour tout £ € R, on sait que I'application

T e 2Ty (1)
est Lebesgue mesurable. De plus, pour presque tout z € R, I’application
& efzi”mgu(x)

est dérivable sur R de dérivée .
€ > —2imze 2y (1),

Cette derniére application est dominée par une application intégrable pour tout £ € R :
| — 2imze™ 2"y (x)| < 2m|zu(z)|.

Le membre de droite est bien intégrable par hypothése. On en déduit que u est dérivable de dérivée
u'(§) = —2i7r/ e~ gy (x)dr = —2imzu(€).
R

De plus, comme zu € L(R), on sait que 7u € C°(R) et donc u € C*(R).
2. Soit u € LY(R) N CY(R) telle que v’ € L*(R). Pour tout £ € R, on a

M

1;’(5) = / 672”—15’&/(1‘)6[58: lim ei2i”§u’(9:)dz car (x — efzi”gu'(x)) € LI(R)
R M—+oc0 M
M
— . —2imxz€ M . 727,'71@5) . , . .
]\/11~1>HJ}OC <[6 u(z)] oy t2imE [M u(x)e par intégration par partie
(u€ C'(R))
= 2im&u(§),

ott on a utilisé le fait que (z +— wu(x)e™2"*¢) ¢ LY(R) et le fait que eF2™M&y(£M) — 0 lorsque
M — +oo car u € LY(R).

Comme v’ € L*(R), on a o' € L>(R) et donc, £ € L®(R).

Correction de ’Exercice [18|

1. Supposons que @7 et o soient deux prolongement de @ et soit © € E. Par densité de A dans F, il existe
(2p)nen € AN telle que ||z, — z||p — 0 lorsque n — +o0. De plus, par continuité de @1 et @3 sur E, on
a

o1(z) — @2(x) = nl{ffoo 01(zn) — P2(zn) = HETOO(P(xn) —¢(xn) (car z, € A)

=0

On en conclut que @1 = @2 ce que si un tel prolongement existe, il est unique.
2. (a) Car A est dense dans F pour la norme || - || g.

(b) Comme (z,)neny € AN est convergente dans E, elle est de Cauchy. Ainsi, pour ¢ > 0, il existe
ng € N tel que pour tout n > ng et p € N, on a

lollzcamllzn — Tniplle < e
Ainsi, on obtient
llo(n) — @(Z‘n-&-p)”F = |lo(@n — xn-i—;v)”F < H@Hﬁ(A,F)Hxn — xn+p||E <e

et en particulier (¢(z,))nen € FN est de Cauchy donc converge car F est un espace de Banach.
On note ¢(z) sa limite dans F'.
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(¢) Soit (yn)nen € AN qui converge vers z dans E. On a

lo(um) = £@) e = Ie(n) = $wn) + ¢(2) = €@)llF < llp(Wn = 20l + lp(n) = €@)]|r
< Iellecam lvn = walls + (@) - €)1 #
= llellccamlyn =@+ 2 = zalls + l@a) - (@)lr
< liellccar (lvn = 2lls + 2o - 2llz)
+ llp@n) = () |7

Comme les termes dans le membre de droite tendent tous vers 0 lorsque n — oo, on obtient
lle(yn) — £(z)||F — 0 lorsque n — +oc.

3. (a) Soit x € A. On considére la suite (x,)nen constante & x. Par définition, on a

plr) =L(x) = Tim o(z,) = lim o(r) = p(z).

n—-+oo n—-+4oo

(b) Soient z,y € E et A € K. On considére deux suites (Zn)nen, (Yn)nen telles que ||z, — z||p —
0, [|lyn — y||g — 0 lorsque n — +o00. On remarque que comme A est un sous-espace vectoriel de F,
Tn + Ayn € A et de plus x,, + Ay, = = + Ay dans E. En particulier on a

plr+Ay) = lim oz, +Ayn) = Jm ©(Tn) + Ap(yn) = o(x) + Ap(y)

- T
et @ est une application linéaire. Grace a 'inégalité triangulaire, on a
1Z2@)llF = lle(@a)llr| < 12(2) = o(za)lF

et donc, |@(2)||F = lim,_s 4 o |[|(7,)]| 7. On remarque que pour tout = € E\ {0} et (,,)nen € AN
qui tend vers x dans F, on a
le(@n)lle < llellzamllenl s

En passant a la limite n — 400 dans 'inégalité précédente on obtient

1e@)lle < llllecamlele

et en particulier, on a ||@||z(z,F) = SUP,e g {0} Hﬁgjﬁ}!’v < |l¢llzca,r)- Sion choisit (z,) € AN une

suite maximisante, c’est-a-dire telle que

le(zn)llF

= [lellzca,ry,  lorsque n — o0,

elle est également une suite d’éléments de E'\ {0} et on a

lo@a)llr  lle(za)ler | ~
= = . <@l ez, Fy-
znlle lznlle

En passant & la limite n — 400, on obtient I'égalité ||@]|z(m,ry = ||l z(a,7)-

Correction de I’Exercice [19]
1. On peut considérer 'application v : z € R ]l[O’Jroo[(x)%. D’aprés le critére de Riemann, il est aisé de
voir que u € L*(R) et u ¢ L'(R).
2. (a) On sait que S(R) C L?(R). En particulier, u € L?(R). De plus, comme S(R) est stable par
transformée de Fourier, on sait que 7 € S(R) C L*(R).

(b) Soit u € S(R). On a

[ aterde = [ a@ia@s = [ a© [ errsutadads
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Comme 'application '
(,€) = ™ u(z)u(€)

est intégrable sur R x R, le théoréme de Fubini-Lebesgue donne

[ ta©ras = [ @it = [ juta)s

ou on a utilisé la formule d’inversion de Fourier pour les fonctions dans I’espace de Schwartz.

3. (a) On montre aisément que F est une application linéaire, montrons alors qu’elle est continue. Soit
u € S(R), d’aprés la question précédente, on a

IF ()2 = llullL2®) = llullz2®)-

En particulier, F est continue et de norme 1.

(b) On va appliquer le Théoréme |3} On sait que S(R) est un sous-espace vectoriel dense de L?(R)

pour la norme | - || 2(r). De plus, (L*(R), || - [|2(r) est un espace de Banach et F une application
linéaire continue. Par conséquent, il existe une unique extension linéaire continue de F et on la
note F.

(c) On sait que la formule de Plancherel est vraie pour tout u € S(R). Soit u € L*(R) et (u,) € S(R)N
telle que [|u,, —ul/z2r) — 0 lorsque n — +o00. En particulier, a I'aide de I'inégalité triangulaire on
a

Jim_ oy = oloce

De méme, comme F est continue sur L2(R), on a || F(uy,) — F(u)| — 0 lorsque n — +oo et donc
par l'inégalité triangulaire on obtient
m IF ()l 2@y = I1F ()] 2 ) -

Ainsi, on a

ull2@®) = Jdm unllLz®) = m [ F (un) 2 @) = Jm | F (un)llL2®) = [IF ()|l L2(®)

et on en déduit que F' est une isométric de L2(R).
4. Soit u € S(R). Pour tout £ € R, on définit v(&) = u(—&). v € S(R) et on a

(F ) = [

R

emxgu(f)df _ Ae’QiﬂIgv(S)df = (Fv)(x).

En particulier, & I’aide des résultats des questions précédentes pour F, on montre que F ! s’étend de
maniére unique en une isométrie F~1 de (L*(R), || - || 2(r)) vers lui méme. Pour tout u € S(R) on a la

formule d’inversion de Fourier
F1F(u) = u.

Soit u € L*(R) et (un)nen € S(R)N telle que [|u, — ullp2ry — 0 lorsque n — +oco. En utilisant le

fait que F et F-1 sont des isométries dans dans L? (R) et la formule d’inversion de Fourier pour les

fonctions dans 'espace de Schwartz, on obtient :

lu = F=1 o F(u) | romy = llu = wn + un — F~ o Fu)| 2y < llu— tnllp2@ + un — F~1 o F(u) | 12wy
= |lu — unl| 2y + [F1 0 Flup — )| 2wy
= QHU — un||L2(R).

Lorsque 1 — +00, on obtient u = F~1 o F(u) dans L2(R).
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Correction de I’Exercice
1. Soit u € S(R). On sait que v’ € S(R) et 'inégalité de Plancherel donne

/ 2 _ -~ 2 _ 2 21~ 2.
/R\uw daz—/Rwa)\ dé = i /Re ja(e) [2de

([ ermera)( [ i) = ([ were)( [ o)
s 4w2’/m ’
> Rm(/RM( o) (@ )da:>2

o ([ (u@Pyis)’

2. On a

Maintenant, une intégration par parties donne

/Rx%(\u(x)ﬁ)dx: lim Zx;;qu(x)ﬁ)dx: lim ([x|u(;v)|2]MM)—/M ju(a) ) =1,

M—~+oc0 -M

car u € S(R), ce qui termine de démontrer I'inégalité.

3. Il y a égalité dans les inégalités précédentes si et seulement si u est a valeurs réelles et que I'on ait dans
le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy Schwartz, c’est a dire qu’il existe A € R tel que pour tout x € R
on ait

u'(z) = —Azu(z).
Ainsi, on obtient u(z) = e~ 2% pour un certain a € R. Bien str, on veut u € S(R) et donc A > 0. De
plus, on veut ||ul|z2®) = 1, ce qui donne
A
a=14/—.
T

Il y a donc égalité dans 'inégalité ci-dessus si et seulement si

Correction de I’Exercice 23]
1. (a) Supposons que :
i. Pour tout ¢t > 0, u(t,-) € L*(R),
ii. Pour presque tout x € R ’application (t — ult, x)) e CH(RY),
iii. Pour tout a >0, on a 9% € L>([a, +oc[, L*(R)),
iv. Pour tout t > 0, u(t,-) € C%(R) et on a

Fixons & € R. Pour tout ¢t > 0, ’application
x> e 2Ty (L, x)
est Lebesgue mesurable sur R. De plus, pour presque tout € R ’application

t e 2Oy (¢ 1)
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est dérivable sur R% de dérivée

e O
t— 6_21”58—1;@7 x)

et pour tout a > 0 et tout ¢t > a cette dérivée satisfait 'hypothése de domination suivante :

. 0u ou
—2imxl Y < et
le 5 (L2l < f;“j' 5 (@)

et le second membre est intégrable par hypothése. Par conséquent, pour tout ¢ € R% , on obtient

ou, du
O he) = ).
De méme, pour tout t > 0, on sait que u(t,-) € L*(R) N C*(R) et que 2%(¢,-) € LY(R). Par
conséquent,
O 1,)(€) = 2imei(r, ).
On sait également que 9%(t,-) € L'(R) N C*(R) et %(t ) =—-D712%(t,.) € L'(R) donc
Ou,

T (t,)(6) = 4%, €).

Ainsi, en utilisant le fait que g € L*(IR), on obtient que (¢, £) est solution de 'équation différentielle
(%*) en prenant la transformée de Fourier sur chaque ligne de ().

(b) L’unique solution de ’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre (x %) est donnée
par

Ut, €) = e~ PG ¢).

On remarque que pour tout ¢ > 0, @(t, &) € L*(R) car g € L>(R). En particulier, comme u(t,-) €
LY(R) et @(t,-) € L*(R) on a par la formule d’inversion de Fourier que

u(t,z) = u(t, ).
—4an?De%t

De plus, on remarque & — e est la transformée de Fourier de la Gaussienne h(t,-) : z +—

2\;@67% € S(R) € L*(R). Donc, comme g € L*(R) on a
u(t, §) = F(h(t,-) * g)(&)-

Par conséquent, on obtient pour tout ¢ > 0 et presque tout z € R :

u(t.a) = (h(t. )+ 9)(w) = s [ T gy

2. On montre qu'une telle fonction u est solution de I’équation de la chaleur.
(a) Pour tout z € R et ¢t > 0, 'application

1
— e 4Dt
Y S aDt 9()

est dérivable sur R% de dérivée

b (—= +
TR YT
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Soit 0 < a < b et t €]a,b[. On a la domination

1 (x—y)? 1 1 (z—-9)?,, _ew»?
- _ < R 1
|5+ ape Mtz = e < S5 + T ypaa - )le” ™ g()l
Le second membre est intégrable sur R (en y) et donc on obtient
Ju 1 1 9
e S . h(t,- .
2 (1,2) = — o (1) 0) @) + 13 (22h(t, )+ )(2)
Chaque convolution fait sens car h(t,-) € S(R).
Comme h(t,-) € S(R), on en déduit que
0%u 9?h
o (00) = (Gt ) 1 9) @)
Or on a oh 02 . )
x T
Ce qui donne pour tout ¢t >0 et x € R :
ou ou

On doit maintenant montrer que lim; o [|u(t,-) — g|lz1@®) = 0. Or, on remarque que la famille
(h(t,*))t>0 est une famille d’approximation de l'unité. En particulier, comme lim; ¢ ||u(t, ") —
gl ) = limi—o [|R(2, <) * g — gll L1 ) = 0.

Soit 1 <p < +ooett>0.h(t:)eSR)C LP(R). On a par la formule de Young

llut, M@ = A, ) * gllLe®) < N0 ) lLe@)llgll o ®)-

On a établit la continuité en ¢ = 0 & la question 2.(c). Soit ty > 0, montrons la continuité en tg.
Soient 0 < a < b tels que ty €]a, b[. Pour tout ¢ €]a, b[, I'application

x = |ult, z) — u(to, x)|

est Lebesgue mesurable. Comme pour presque tout z € R on a u(-,z) € C°(R%) (voir question
2.(a)), on en déduit que
lim |u(t, x) — u(to, x)| = 0.

t—to

Or on a la domination suivante

b
ut, ) = u(to, 2)| < |u(t, z)| + ulto, z)| < \/ZlU(b,I)l + [u(to, ).
Le second membre est intégrable car h(b,-), h(to, ) € S(R) et a l'aide de I'inégalité de Young, on a
u(b,-) = h(b,-)* g € L*(R), wulto,-) = h(to,-) * g € L*(R)
car g € L'(R). Par conséquent on obtient par convergence dominée
th—glo ||u(t, ) — u(to, ')HLI(R) =0.

On en déduit que u € CO(R, L}(R)).
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()

On montre dans un premier temps que u est dérivable (donc continue) & valeurs dans LP(R). Pour
cela, prenons ¢t > 0 et n € R tel que t +n > 0. En utilisant I'inégalité de Young, on a

Hu(t + 7, ; —u(t,-) %(t, )‘ Lo@®) H (h<t = 7)] A %(t’ )> *g‘ LP(R)
- H h(t +n, T)] —hlt) %(t, ~)’ Lo 1912 @)

Ou on a utilisé le fait que h(T, -), %?(t, ) € S(R) C LP(R) et g € L' (R). Supposons dans un premier
temps que p < +o00. On sait que pour presque tout = € R I'application

h(t+mn,2) — h(t,z) Oh ‘p

m|—>‘ ; —E(t,x)

est Lebesgue mesurable et comme h(-,z) € C*(R%) (voir Question 2.(a)) alors

h(t+n,2) — h(t,z) Oh
- a(tvx)

p
lim =0.
n—0 n

De plus, on a I'inégalité suivante

h(t—i_n’xg_ hit,z) %(t,x)‘p < (’h(t-i-?%x; — h(t, z) ’ n %(tviﬁ)bp
< 2p1<‘h(f+’7a12—h(t’x) "4 %(t,x)’p)

Cette inégalité est vraie car la fonction z +— 2P est convexe sur Ry pour p > 1. En particulier

pour a,b € R, on a
1 1 1

(§a + ib)p < iap + %bp,
ce qui donne l'inégalité recherchée. Maintenant, on remarque que
t ni
h(t+n,a)—hit,z) o€ L
1 a 1

h(t, )

Or, on remarque que que pour a > 0 suffisamment petit et |n| < a, on définit pour |n| < a
(&
g(n) = =, lorsque 7 # 0,
=+ lorsque 7 =0.

g est continue sur [—a,a| donc il existe 79 € [—a,a] tel que g(ny) = max,c(—q,q) |9(n)]. On en
déduit donc que En particulier pour presque tout x € R, "application

n
A finir
Soit 0 < a < bet 1< p < +o0. On remarque tout d’abord que pour ¢ € [a,b], on a pour tout

r€eR
ht,7) < e \/Zh(b )
,x) < e~ & =4/ —h(b, ).
varDa a

Maintenant, on sait que pour tout t € [a, b], h(t, ) € LP(R). En particulier, on a

1A (E,-) * gll Loy < [[P(E )o@y llgllr e)-
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Commencgons par le cas p = +00, on a

Wt )] < \/§|h<b,x>| < \/3

Donc sup,¢(q 5 SUPger |A(t, 2)| < \/g et par conséquent

b
sup. )+ glro < ) Dloliece
tea,b] a

Donc u € L*([a,b], LP(R)).
Supposons maintenant que 1 < p < +00, on sait que

e, o) < (2) e, o)

En particulier pour tout ¢ € [a,b] on a

b
lu(t, Loy < 1A )lLe@) gl @) < \/;”h(ba Mer@llgllzr -
On obtient en passant au supremum pour t € [a, b] que u € L*>([a, b], LP(R)).
D’aprés la question 2.(a), on sait que

ou oh
Mty = (Ot ) )

Or, pour ¢t € [a,b], on a la majoration

Oh
|§(t )

En utilisant le fait que h(t,-), z2h(t,-) € S(R) C LP(R), on obtient

| < %lh(t, ) xgl+ 45t2 |(«h(t,-)) * 9)(x)|-

ou 1
15t Moy < (5N M zoge + g5z 170 Moy ) lals oy

On conclut alors par un raisonnement analogue a celui utilisé pour démontrer le résultat pour u.

Soient 1 < p < 400 et 0 < a < b. Pour tout ¢ € [a,b] et x € R, on a

[u(t, 2)| = [(h(t,-) * g)(@)] = (g * h(t,))(x)] < \/E(lg *h(b,-))()-

En particulier,

( Zl[ipb]m D Loy < \/>||g||L1 yIR(b; ) e )

On en conclut que u € LP(R,, L*>°([a, b]).
Pour que ¢a soit le cas, il faudrait que g € LP(R).
Pour tout ¢ > 0, w(t,-), 2 u(t, ) € L*(R) donc

ow
[ |5t outolde < ot el G 6l <+

En particulier, D2 2u(t,) = 22(t,)w(t,-) € L'(R). Par conséquent, on obtient

Ox2

ow 0%w

—(t,zx)w(t,x)de = D e (t, z)w(t,x)dx.
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D’une part, on remarque que

ow _ 10(w?)
E(t,m)w(t,x) =575 (t,x).

Comme pour tout ¢ > 0 Papplication z — w?(t,z) € est Lebesgue mesurable, pour presque tout
x € R l'application t — w?(t,z) est dérivable de dérivée t Zw(t,x)%—lf(t, x). Solent 0 < a < b,
pour tout ¢ € [a, b] on a la domination par la fonction @ > 2supycy ) (W (2, )| SUPyeq ) 122 (t,z)| €
L'(R) par hypothése. Ainsi, e est dérivable de dérivée

ow
"t 2w(t dz.
) = [ 20005 (o)
Maintenant on remarque que

w(t,), 9241, T2 (1) € L (B) 1 O (B).

En particulier, une intégration par partie donne

2w ,
6xQ(m;) /\—tm|d:ﬂ

Finalement, on obtient
— 9D / ’ dx <.

(b) En intégrant l'inégalité précédente entre 0 et ¢t > 0, on obtient
0 <e(t) <e(0).

Or, e(0) = [ |w(0,2)|*dz = 0. Ainsi e(t) = 0 pour tout ¢ > 0 et on en déduit que w = uz —ug =0
presque partout.

(¢) Comme la fonction u définie & la question précédente vérifie

u, %u € L>([a,b], L(R)), u(-,z) € C*(R%), %(t, ) e L'(R),

et qu’elle est solution de (%), elle en est donc 'unique solution.

Correction de ’Exercice [22]

1.

2.

Soit € Qg et ¥ € R? tel que VT'(t,z) - ¥ < 0. Cela veut dire que la température est strictement
décroissante dans la direction ¥ en partant de x. Par conséquent j(¢t,x) - 0 = —AVT(¢,z) - ¥ > 0. Par
conséquent si on considére Cz(dx) le carré de taille 6 > 0 centré en x dans le plan = + -, on a

/ j(t ) - d(x)ds(z) ~ (62)%j(t, x) - T > 0.
Cy(dx)

Ansi la variation d’énergie thermique dans le demi-espace {y € R3 : (x + ) - y < 0} diminue et tend
donc & aller du chaud, c’est-a-dire le dans un voisinage de = dans le demi-plan {y € R?® : (z+v%) -y < 0}
vers le froid, c’est-a-dire dans un voisinage de x dans le demi-plan {y € R3 : (z + ¢+) - y > 0}.

(a) L’analogue de la relation (1)) est

z+ox
dhﬁ:a/ T(t, y)dy

pour un certains o > 0.
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(b) L’échange d’énergie thermique est donné par
eech(Ix; t+ 6t) - eech(Im t) = _5t(j(t7 T+ 51') - j(ta x))v

—

ol j est tel que le vecteur de densité de flux de chaleur j(t, ) = j(t, )é).

(¢) A l'aide du premier principe de la thermodynamique, on obtient

T(t + ot,y) — T(t, 9;
a/ ( y) —T( y)dy+/ J(t,y)dy:/ Piin(t, y)dy.
L ot I, oz I,

x

Comme c’est vrai pour tout intervalle I, on obtient formellement, en faisant ¢t — 0 :

orT 0j

aa(t,x) + %(t,x) = Piin(t, ).

(d) La loi de Fourier donne j(t,z) = —)\(x)g—g(t, x) donc I’équation de la chaleur est donnée par
oT 0 or
aa(t,a:) ~ % ()\(a:)%)(t, x) = Pyn(t, x).

(e) Si A est constant, on obtient

or 0T

ag(t, x) — )\w(t,x) = Pun(t, ).

Correction de I’Exercice Supposons que u soit solution et que I'on puisse prendre la transformée de
Fourier dans ’équation. On obtient alors

o0
S (:6) + (2ivme + 4n2%)i(t, §) = 0,
ce qui donne

ult,€) = eI g (€).
On remarque alors que #(t,-) € L*(R). Comme pour tout t > 0 on a u(t, ) € L*(R), la formule d’inversion
de Fourier donne dans L*(R).

Or, comme (t,-) € L'(R), on obtient pour x € R

FLa(t, ) (@) = / 2@t AT G ()de = (R(t, ) * uo)(a — vt),

ou h(t,z) = \/ﬁe*%,

Correction de I’Exercice

1. Soit u € C*([0,1]), h > 0 et = €]0,1[. D’aprés le théoréme de Taylor-Lagrange, on sait qu'il existe
04 €]z, x+ h[ et O_ €]z — h, z] tels que

h? h3 h*

u(z + h) = u(z) + hu'(z) + ?u"(x) + FU(B) () + ﬂu(4)(9+)7
h? h? h*

w(x — h) = u(z) — hu'(x) + ?u"(x) - Eu@)(m) + Eu(4)(9_).

En particulier, on obtient

4
h2u" (2) = u(z + h) — 2u(z) + u(z — h) + ’2L4 (W@ (04) +uW(6-)).
On en déduit alors que

u(z + h) — 2u(x) + u(x — h) h*

4
52 < EHU( )”L‘”([O,l])-

U//(l') _
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2. Pour tout j € {1,..., N}, il suffit de remarquer que ;1 = z; — Az et x;41 = z; + Az. En utilisant
le résultat précédent en x = x; et h = Az, on obtient

(L)) = (ay) = M LN =2 T =80 | o(Aa)

_ul@j) — 2u(z;) +ulzj—1)
= —I* =3 +0((Az)Y)

ce qui est le résultat attendu.

3. (a) Soit j € {1,-, N}, par définition, on sait que

Ujt1 — 2Uj + Uj1

(Ba)?

Vi = (Lu)(z;) =

Ainsi, pour j=1et j=N,ona

Uy — 2U7 Ug _ —2uny +un_1 Ug
@ T NI T Ger T

‘/1:

Dong, si on définit la matrice S(N) tri-diagonale telle que

9 si i=j
1 si j=i—1¥ie{2,...,N}
On obtient
Ug
Ve L snu, 41
= @ Mt
uq
(b) D’apreés une question précédente, on sait que
1 ("
V= S(N)U : O((Axz)?
A+ g | ] +ouan?)
ugq

En particulier,
S(N)U = S(N)U, = O((Az)?)

donc

[S(N)(U = Ua) |l < C(Ax)?.
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4.

(a) Soit z € RY, on

N
(S(N)a,x) =Y (S(N)a);z;

J

1

N N
Z Z S(N)jp2px;
j=1p=1

2
—2z] + xox1 + TN

z
i

2
1TN — 22y +

P
U
Lo

(zj-125 + 253540 —

—20% + xoxy + TN 17N — 205 +

N-1

22)

j=2 j=2
N—1 N
:—2x%+x2w1+xN,1xN—2x?v+ (xj 174 —ac —|—Z Tj1Tj —
j=2 j=3
= 222 4 201wy — 25 — 223 + 2eN_1TN — T,
N-1
- Z xf + x?_l —2xjxi1
j=3
= —af —a} — Z —j-1)
<0.
De plus, si 0 = (S(N)x,z) alors
x1=0,zy =0,Vj € {2,...,N}($j —:ijl) =0
On démontre aisément que cela implique que x = 0.
Soit k € {1,...,N}, on calculer (Tex);. Pour j =1, 0na:
2k k k
(Tep)r = ep2 = sin(N 4:71) = QCOS(N j: 1)sin(N I 1) = Apeq k-
Pour j = N on obtient
N -1k k Nk
(Ter)n = ex,N—1 = sin (%) = 2cos (N I 1) sin (N +7T1) = A\pek,N-
Finalement pour tout j € {2,...,N — 1} on a
. (= Dkr . ((G+Dkn km N . gkm
(Ter); = engos +engrn = sin (S50 ) +sin (P ) = 2008 () sin (5
= )\kek’j.
On en déduit que (ex)req,..., v} est une famille de vecteurs propres de S(N) = —2/d+ T associées

particulier, comme S(N) est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée

(€k)keq,..,N} €t on a pour tout = € RN, z = Z,JCVZI YkEk

I5Vyell < 2(1 = cos (7)Yl = 2(1 = 2e08 (7)o

On remarque aussi que par ||z]|3 < N||z||%,. Ce qui donne le résultat escompté.
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C

(d) On sait obtient alors que
2(1 - cos (L) VN|U = Ualloo < ISINYU = Us)|se < ~—
N—|— 1 alfloco = a oo = N4
Ce qui donne
1 C 72 C s C
= VN(—5 /NP < N2 =—5.
— —an V(R +OUND)T < 1 N3

N+

s (w5
—t;

C
U = Uallos <
e 2\/Nl—co

Correction de ’Exercice [31]
1. On sait que en n = K on a la relation ¢; = t; + K (At). Ce qui livre immédiatement At = X

2. On applique la formule de Taylor-Lagrange.

3. Soit n € {1,..., K — 1}. D’apreés la question précédente, il existe 7, € (t,,tn41) tel que
At)?
O sy

P(tn + At) = p(tnt1) = p(tn) + (A (tn) +

En particulier, en utilisant le fait que (¢, J) soit solution de (x) on a ¢'(t,) = f(tn, p(tn)) et
t _ t Vi " -~ )
Fltn, oltn)) — W < (At)w < (At)% = O(At).

(a) Soit n e {1,..., K —1},ona
Pltrs) = Pt = olt) + (B0 F (b o(t) + (A0 o (2001, 0).

En particulier, grace & I'inégalité triangulaire on obtient
€n+1 <ep+ (At)|f(tn> @(tn)) - f(tnv @n)' + Cf(At)2

< e, + k(At)e, + C(AL)?
< (1+k(At))e, + C(AL)2.

n—1

(b) Montrons par récurrence que pour tout n € {1,..., K}
j=0

eni1 < enk(At)eO + C(At)2 Z eIk (AL

Initialisation : Soit n = 0. on a montré précédemment que
0

e1 < (14 k(At))eg + C(AL)? < ey + C(AE)? D eIHA1,

=0

En particulier, la propriété que I'on souhaite démontrée est vraie au rang n = 0.

Hypothése de récurrence : Soit n € {1,..., K — 2}, supposons que
n—1
eni1 < enk(At)eO + C(At)2 Z eIk (AL)

=0

Hérédité : D’aprés une question précédente et I’hypothése de récurrence, on obtient

enta < (14 k(Al))en 1 + C(AL)?
n—1
(30 + (AL 37 M40 + C (A2

< H(AY)
j=0

_ e(n+1)k(At)eo + C(At)Q Z ejk(At).
7=0
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C’est précisément ce qu’il fallait démontrer et qui conclut le raisonnement par récurrence.
4. Pour tout n € {1,..., K}, nk(At) < K(At)k = (t; — t;)k. De méme, pour tout j € {1,...,n — 1},
jk(At) < K(At)k = (ty —t;)k. Donc, pour n € {1,..., K} on a

n—1
en < 6n(At)keo + C(At)2 Z ej(At)k
j=0

n—1
< ek(ts—ti) (60 + C(At)Q( Z 1))
=0

= eklty—ti) (eo + C(At)2n>
< ek(tf—tri) (eo + C(At)QK)
< eklts—t) (60 + C(AY)(ty — ti))-

5. Comme ey = 0, on en déduit que
sup  (en) < Oty — t)eP ) (AL) - 0, lorsque At — 0.
ne{l,....K}

Correction de I’Exercice [32]

1. On sait que (¢, J) est solution de (x) donc, pour tout ¢ € [t;,ty — At] on a t + At € J et donc d’aprés
le théoréeme fondamental du calcul intégral

t+At t+At
ol + At) — (t) = / o/ (s)ds = / £(5,0(s))ds.

2. Soit n € {1,..., K — 1}. Il suffit de remarque que t,1 = t, + (At) donc en particulier, on a

(tnt1) = o(tn) +/t " F(s,0(8))ds.

n

3. La méthode des rectangles & gauche revient a faire ’approximation suivante

/t " 5 0(8)ds = f(tw p(tn))(Enss — tn) = (AL (s 9(tn))-

On en déduit que
P(tnt1) = @(tn) + (AL) f(tn, (tn))-
Par conséquent, on peut construire le vecteur (¢n)nego,.... k3 € RE+1 tel que pour tout n € {1,..., K—1}

Pn+1 = pn + (A1) f(tn, 0n)s  ¥0 = Yi-
Alinsi, on espére que ,, approche ¢(t,). Il se trouve qu’il s’agit précisément du schéma d’Euler explicite.
4. La méthode des rectangles & droite revient & faire 'approximation suivante

/t o f(s,0(8))ds =~ f(tnt1, p(tnt1))(Ens1 — tn) = (AL) f(tnt1, @(tnt1))-

On en déduit que
P(tn+1) = o(tn) + (A1) f (tnt1, p(tnt1))-
Par conséquent, on peut construire le vecteur (¢n)neqo,.... x} € RE+1! tel que pour tout n € {1,..., K—1}

Pn+1 = Pn + (At)f(tn—i-h (pn+1)a Yo = Yi-

Ainsi, on espére que ¢, approche @(t,). Il se trouve qu’il s’agit précisément du schéma d’Euler implicite.
Ce schéma est dit implicite car pour connaitre la valeur de ¢ au temps n + 1 il faut résoudre I’équation
implicite en X € R :

X = (A)f(ts1, X) = g0
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Correction de ’Exercice [35]

1. On montre assez aisément que pour tout k € {1,..., N} on a

Ax € (—4,0).

On en déduit que le spectre de I + 2 ((AA;))Z S(NN) est compris entre dans U'intervalle

(1—4((@:))2,1).

En particulier, on en déduit que

p(N) < max (1, (8D D

(Az)?
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