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Premiere partie

Probabilités d’occupation



Probabilités d’occupation Définition

Cadre - A={ax: k>1}, P={px: k> 1} proba sur A et (X;)n>1 iid p
But — Décrire la répartition de (X,)n>1 sur le support de P

Probabilités d’occupation — Pour n > 1 et a € A,

Ly(a) := Z 1{X, = a}

Définition. Pour n >1et 0<r <n,

Mn,r = P(Ln(XnJrl) = r\Xl. . 7)(,,)

Probabilité de nouveauté — M, o
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Probabilités d’occupation Applications

Ecologie — Good et Toulmin (1950); Chao (1981); Gandolfi et Sastri (2004)
Genomique — Mao et Lindsay (2002)

Linguistique — Thisted et Efron (1987); Chen et Goodman (1999); Zhang and
Huang (2007)

Théorie de I'information — Orlitsky, Santhanam et Zhang (2004)



Probabilités d’occupation Reformulation

Remarque — Pour n > 1letac A,

La(a) = Z 1{X,=a} = pc:= & P
pa

Reformulation — Pour n > 1et 0 < r < n,

Mar = pd {p =1}

k>1

Probabilité de nouveauté — En particulier,

Mao = pcl {pc = 0}

k>1



Probabilités d’occupation Reformulation

Remarque — Pour n > 1 et a € A,

n R Ln
L,(a) = Z {X,=a} = pu:= % R pk
i=1



Probabilités d’occupation Reformulation
Remarque — Pour n > 1 et a € A,
n
Ln(a) = ZI{X,, =a} = pii=——""p
i=1

Reformulation — Pour n >1et0<r <n,

Mo, = pd {p =1}

k>1



Probabilités d’occupation Reformulation

Remarque — Pour n > 1 et a € A,
L a
L,(a) = ZI{X =a} = P ( k) & pr

Reformulation — Pour n >1et0<r <n,

Mo, = pd {p =1}

k>1

Probabilité de nouveauté — En particulier,

My = Z pxl{px = 0}

k>1



Probabilités d’occupation Formule de Turing

But — Estimer M, ,
Approche naive — Remplacer px par py, i.e.
N r R N r
S {as )y (n= ) -
= Probléme : M, o estimé par 0
Formule de Turing — Good (1955) propose

1+r 1+r
1¢ 5, =
Ly {p=

k>1

Mnx ~ nor =

Remarque : E[T,,,] = E[My_1,]



Probabilités d’occupation Formule de Turing

But — Estimer M, ,



Probabilités d’occupation Formule de Turing

But — Estimer M, ,
Approche naive — Remplacer px par py, i.e.

M., ZZPkl{ﬁkZ %}%;ﬁkl{ﬁkZ %}: %;1{@ 7:}

k>1 K



Probabilités d’occupation Formule de Turing

But — Estimer M, ,
Approche naive — Remplacer px par py, i.e.
5 = 515 =1
S
k>1 k>1

= Probléme : M, estimé par 0



Probabilités d’occupation Formule de Turing

But — Estimer M, ,
Approche naive — Remplacer px par py, i.e.
My, = ;Pkl {ﬁk = %}*;ﬁkl {ﬁk = %} = 7:;1 {ﬁk 7:}
= Probléme : M, estimé par 0
Formule de Turing — Good (1955) propose

1+r . 14
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k>1
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Probabilités d’occupation Formule de Turing

But — Estimer M, ,
Approche naive — Remplacer px par py, i.e.
My, = ;Pkl {ﬁk = %}*;ﬁkl {ﬁk = %} = %;1 {ﬁk 7:}
= Probléme : M, estimé par 0
Formule de Turing — Good (1955) propose

1+r . 14
opifa- ]

k>1

Mn,r ~ nor =

Remarque : E[T,,] = E[M,_1,]



Probabilités d’occupation Formule de Turing

Consistance - Attention : M,, — 0 et T, — 0 lorsque n — +o00

Théoreme. (Ohannessian et Dahleh, 2012) Pour tout r > 0 fixé,

Tnr s
Mn,r n—-+o00 , P-S.

si P est a variation réguliere d'indice a € (0,1)

Probleme — Pas de vitesses disponibles
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Probabilités d’occupation Formule de Turing

Consistance — Attention : M, , — 0 et T,, — 0 lorsque n — 400

Théoréme. (Ohannessian et Dahleh, 2012) Pour tout r > 0 fixé,

& — 1 s
Mn,r n—+o0o ’ p :

si P est a variation réguliére d'indice a € (0, 1)

Probleme — Pas de vitesses disponibles
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Concentration et asymptotique Concentration

Contributions — Pour la probabilité de nouveauté : McAllester et Ortiz (2003),
Ohannessian et Dahleh (2012). Pour les probabilités d'occupation :
Ben-Hamou, Boucheron et Ohannessian (2015).

Théoreme. (McAllester et Ortiz, 2003) Pour tout t > 0 et tout n > 1,
chacune des deux inégalités

EMn,0 — ,2?2 < Mpo et Mno <EMyo+ 4 /%

a lieu avec probabilité au moins 1 — e~ *.

Outil important — Association négative des variables aléatoires pi, k > 1
(Dubhashi et Ranjan, 1998).
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Fonction de comptage — P = {px : k > 1}. On définit sa mesure de comptage
v sur [0,1] par

v(dx) = Zépk (dx)

k>1
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Concentration et asymptotique Asymptotique

Fonction de comptage — P = {px : k > 1}. On définit sa mesure de comptage
v sur [0,1] par

v(dx) = Z(Spk (dx)

k>1

Définition. On définit la fonction de comptage DR [0,1] - N de P par

v(e) = v(le,1]) = [{k: p > e}

Propriétés — Pour tour € € (0,1], ev/(e) < 1,

1
. — —
slﬂwoaz/(a) =0 et /O v(e)de <1



Concentration et asymptotique Asymptotique

Variation réguliere — (Karamata, 1933; Karlin, 1967)

Définition. On dit que P = {px : k > 1} est a variation reguliére de paramétre
a € [0,1] — et on note P € RV(«a) —si

— 1 1 N . f()\X) o
v(e) ~ —ﬁ(g) ou V>0, ><~II>TOC o)

a = 0 — Variation lente; a« =1 — Variation rapide.

Exemples

Loi a support fini, loi géométrique : — RV/(0)

Loi puissance (px o k’l/o‘| log k| #, a € (0,1)) = RV(a)
Loi puissance (px o k™ *|logk|™?, 3 > 1) — RV(1)
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Variation réguliere — (Karamata, 1933; Karlin, 1967)

Définition. On dit que P = {px : k > 1} est a variation reguliere de paramétre
a € [0,1] — et on note P € RV(«a) —si

— 1 1 N . E()\X) _
v(e) s E—aﬁ (E) o VA>0, xl:Too ) 1

a = 0 — Variation lente; a« =1 — Variation rapide.

Exemples
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Concentration et asymptotique Asymptotique

Comportement asymptotique — (Ohannessian et Dahleh, 2012)

Théoreme. Pour tout r > 0,

v(e) Ly (1) = My, ~ EM,, ~ 2 r=a) in)
p.s.

~J
e—0+ @ £ rl nlfa

quand n — +oo.




Concentration et asymptotique Asymptotique

Comportement asymptotique — (Ohannessian et Dahleh, 2012)

Théoreme. Pour tout r > 0,

v(e) Ly (1) = My, ~ EM,, ~ 2 r=a) in)
p.s.

~J
e—0+ @ £ rl nlfa

quand n — +oo.

Question — Si v(g) < - ¢(1), peut-on obtenir une borne explicite du type

Em,. < L)

! pl—a

valable pour tout n >17



Troisieme partie

Bornes en temps fini



Bornes en temps fini Cas général

Théoréme. (Decrouez, Grabchak et P.) Pour tous n >1et0<r<n-1,
EM,, <inf {0, () + ¥, (g)},
&

avec

oo v

n
r

v = 2 j) [F()e (-5

)
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Bornes en temps fini Cas général

() e ! si r=20,
c(r) = 2 14r
T =5 si r>1.

Théoréme. (Decrouez, Grabchak et P.) Pourtous n >1et0<r <n-—1,
EM,,, <inf{y, () + v, (e)},

avec

€)

C
e = X7\

)

(N7
bide) = 21+,<7> /Oaz(g) v (1-2)




Bornes en temps fini Cas général

Support fini — Si le support S de P est fini, alors pour tout 0 < r < n—1,

Em,, < LB

= Vitesse optimale puisque P € RV(0)

Concernant M, — On obtient, pour tout n > 1,

- €
EM,o < ir;f{ye(s) +2/0 P (g) (1- ;)ndu}
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Bornes en temps fini Cas général

Support fini — Si le support S de P est fini, alors pour tout 0 < r < n—1,

Em,, < SISI

T n
= Vitesse optimale puisque P € RV(0)

Concernant M, — On obtient, pour tout n > 1,

- £
EM,o < ir;f{”e(rf)+2/0 Z(g) (1— ;)ndu}



Bornes en temps fini Dépendence en v

Rappel : U(e) ~ %f(1) = EM,, ~ ofiir—a) )

! «@
e—0+ € rt n

Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)
V(e) < —t (1) = EM,, < o)
E(Y £ n —
ou
1+r 1/2
=c(r)+—-(1+ r)ttre / u" e du
r! B

En particulier




e , —
Bornes en temps fini Dépendence en v

(l) = EM,,, ~ Mnﬁ( )

Rappel : (5)

So+ EQ



. e , —
Bornes en temps fini Dépendence en v

1 ~ ar(1+r a) 4(n)
Rappel : v(e) ~ Zl(1) = EM,, ~ 252l i
Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)
v(e) < 1, (1) = EM,, < @
e € nt—«

41+r ) 1/2
— C( r +r—a ur—ae—udu
rl 0




. e , —
Bornes en temps fini Dépendence en v

1 ~ ar(1+r a) 4(n)
Rappel : v(e) ~ Zl(1) = EM,, ~ 252l i
Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)
v(e) < 1, (1) = EM,, < @
e € n-—«

4l . 1/2
=¢( p)ttr-e u " “e “du
rl 0

En particulier

1 V2o l
EM,,0 < {+4/ u"“e"du 1(11)
e 0 n—«




Bornes en temps fini Borne inf

Limite de couche — On pose

v (u)

S .
e=0+ e (0,e] v (u/2)

Remarque : €[0,1] et si P € RV(a) alors " =27,

Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)

Je) > Lo (}> = EM,o> (1* ) (1 —a,2) fn)

e £ 8e 2l—« pl—o’

si £ est croissante.




Bornes en temps fini Borne inf

Limite de couche — On pose

~ 17( )
. = lim sup
e=0+ 4 (0 (u/2)




Bornes en temps fini

Limite de couche — On pose

Tl

(u)
v(u/2)

= lim sup
e—0+ ue(0

/\

Remarque : €[0,1] et si P € RV(a) alors x” =277,

Borne inf



Bornes en temps fini Borne inf

Limite de couche — On pose

17( )
= lim su
e=0+ 4e (0 p (u/g)

Remarque : €[0,1] et si P € RV(a) alors x” =277,

Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)

1 1 1— 1—0a,2) Un
()Zjé(g) = EMn,OZ( e )7( 2l—o )nl(*‘)”

si £ est croissante.




Quatrieme partie

Extension au cas non discret



Extension au cas non discret Définition

Cadre — (E,d), P proba sur E et (Xs)n>1 Hp

Probabilités d’occupation — Pour 6 >0, n>1et x € E,

Lo(x ZI{X € B(x,0)}

Définition. (Decrouez, Grabchak et P.) Pour n > 1et 0 < r < n,

M2, = B(LS (Xos1) = r|Xa, .. Xo) = /E 1{L3(x) = r}P(dx)

Remarque — Si le support de P est au plus dénombrable,

5
M, , — M,
50+



Extension au cas non discret Définition

ii.d.

Cadre — (E, d), P proba sur E et (Xp)n>1 ~ P



Extension au cas non discret Définition
Cadre — (E, d), P proba sur E et (X5)n>1 hp

Probabilités d’occupation — Pour § >0, n> 1l et x € E,

Lo(x) = Z 1{X, € B(x,6)}
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Extension au cas non discret Définition
Cadre — (E, d), P proba sur E et (Xp)n>1 hp

Probabilités d’occupation — Pour § >0, n> 1l et x € E,

Lo(x) = Z 1{X, € B(x,6)}

Définition. (Decrouez, Grabchak et P.) Pour n > 1et 0 < r < n,

M) o= P(Ly(Xnp1) = £l X1, ..., Xa) = /E1{Li(x) = r}P(dx)

Remarque — Si le support de P est au plus dénombrable,

9
My, — M,
§—0+



Extension au cas non discret Approche naive

Notations — Pour x € E,
n(t) =1— P(B(x,t)) et Ni(t)=N (% B(x, t)) ,
N(u, A) : nombre minimal de boules de rayon u dans E nécessaires pour

recouvrir A C E.

Résultat — Pour tout 6 >0 et n > 1,

EM’ y < inf {Tx(t) n N*(t)}
x,t en

Probleme — Ne s’adapte pasaucasr > 1;
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Extension au cas non discret Approche naive

Notations — Pour x € E,
x(t) :=1—P(B(x,t)) et N (t)=N (g, B(x, t)) ,

N(u, A) : nombre minimal de boules de rayon u dans E nécessaires pour
recouvrir A C E.

Résultat — Pour tout § > 0et n>1,

EM,, < inf {Tx(t) +

Probleme — Ne s'adapte pasaucasr > 1;



Extension au cas non discret Approche moins naive

Fonction de ¢-comptage — On définit 5 comme la mesure sur [0, 1] définit par

| /0 f(u)vs(du) = /E 7’((&(;(;‘;))))) P(dx),
pour toute f : [0,1] — Ry mesurable, et on pose

1_}5(5) = vs([e, 1))

Théoréme. (Decrouez, Grabchak et P.) Soit P a support au plus dénombrable
dans E, sans point d’accumulation. Alors, pour tout € € (0, 1],
— —
l/(g(c) (Sji I/(E).




Extension au cas non discret Approche moins naive

Fonction de ¢-comptage — On définit 5 comme la mesure sur [0, 1] définit par

f(P(B(x,9)))
/ f(u)vs(du) /E P(B(x,9)) P(dx),

pour toute f : [0,1] — Ry mesurable,



Extension au cas non discret Approche moins naive

Fonction de ¢-comptage — On définit 5 comme la mesure sur [0, 1] définit par
B
/ f(u)vs(du) / f(P(B(x,9))) P(dx),
e P(B(x,0))
pour toute f : [0,1] — Ry mesurable, et on pose

—

vs(e) = vs([e, 1]).



Extension au cas non discret Approche moins naive

Fonction de ¢-comptage — On définit 5 comme la mesure sur [0, 1] définit par

f(P(B(x,9)))
/ f(u)vs(du) /E P(B(x,9)) P(dx),

pour toute f : [0,1] — Ry mesurable, et on pose

vs(e) = vs([e, 1]).

Théoréme. (Decrouez, Grabchak et P.) Soit P a support au plus dénombrable
dans E, sans point d’accumulation. Alors, pour tout ¢ € (0, 1],

vs(e) = v(e).




Extension au cas non discret Approche moins naive

Observation — L'étude asymptotique, ainsi que toutes les bornes présentées

dans la partie précédente, s'adaptent exactement au cas de P quelconque en
— —

remplacant v par v;.



Fin

Merci pour votre attention



