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Première partie

Probabilités d’occupation



Probabilités d’occupation Définition

Cadre – A = {ak : k ≥ 1}, P = {pk : k ≥ 1} proba sur A et (Xn)n≥1
i.i.d.∼ P

But – Décrire la répartition de (Xn)n≥1 sur le support de P

Probabilités d’occupation – Pour n ≥ 1 et a ∈ A,

Ln(a) :=
n∑

i=1

1{Xn = a}

Définition. Pour n ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ n,

Mn,r := P(Ln(Xn+1) = r |X1, . . . ,Xn)

Probabilité de nouveauté – Mn,0
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Rencontres Avignon-Marseille 4



Probabilités d’occupation Définition
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Probabilités d’occupation Applications

Ecologie – Good et Toulmin (1950) ; Chao (1981) ; Gandolfi et Sastri (2004)

Genomique – Mao et Lindsay (2002)

Linguistique – Thisted et Efron (1987) ; Chen et Goodman (1999) ; Zhang and
Huang (2007)

Théorie de l’information – Orlitsky, Santhanam et Zhang (2004)
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Probabilités d’occupation Reformulation

Remarque – Pour n ≥ 1 et a ∈ A,

Ln(a) =
n∑

i=1

1{Xn = a} ⇒ p̂k :=
Ln(ak)

n
≈ pk

Reformulation – Pour n ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ n,

Mn,r =
∑
k≥1

pk1
{
p̂k =

r

n

}
Probabilité de nouveauté – En particulier,

Mn,0 =
∑
k≥1

pk1 {p̂k = 0}
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Probabilités d’occupation Formule de Turing

But – Estimer Mn,r

Approche näıve – Remplacer pk par p̂k , i.e.

Mn,r =
∑
k≥1

pk1
{
p̂k =

r

n

}
≈
∑
k≥1

p̂k1
{
p̂k =

r

n

}
=

r

n

∑
k≥1

1
{
p̂k =

r

n

}
⇒ Problème : Mn,0 estimé par 0

Formule de Turing – Good (1955) propose

Mn,r ≈ Tn,r :=
1 + r

n

∑
k≥1

1

{
p̂k =

1 + r

n

}
Remarque : E[Tn,r ] = E[Mn−1,r ]
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Formule de Turing – Good (1955) propose

Mn,r ≈ Tn,r :=
1 + r

n

∑
k≥1

1

{
p̂k =

1 + r

n

}
Remarque : E[Tn,r ] = E[Mn−1,r ]

Rencontres Avignon-Marseille 7



Probabilités d’occupation Formule de Turing

But – Estimer Mn,r
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Probabilités d’occupation Formule de Turing

Consistance – Attention : Mn,r → 0 et Tn,r → 0 lorsque n→ +∞

Théorème. (Ohannessian et Dahleh, 2012) Pour tout r ≥ 0 fixé,

Tn,r

Mn,r
−→

n→+∞
1, p.s.

si P est à variation régulière d’indice α ∈ (0, 1)

Problème – Pas de vitesses disponibles
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Deuxième partie

Concentration et comportement asymptotique



Concentration et asymptotique Concentration

Contributions – Pour la probabilité de nouveauté : McAllester et Ortiz (2003),
Ohannessian et Dahleh (2012). Pour les probabilités d’occupation :
Ben-Hamou, Boucheron et Ohannessian (2015).

Théorème. (McAllester et Ortiz, 2003) Pour tout t > 0 et tout n ≥ 1,
chacune des deux inégalités

EMn,0 −
√

2t

ne
≤ Mn,0 et Mn,0 ≤ EMn,0 +

√
3t

n

a lieu avec probabilité au moins 1− e−t .

Outil important – Association négative des variables aléatoires p̂k , k ≥ 1
(Dubhashi et Ranjan, 1998).
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Théorème. (McAllester et Ortiz, 2003) Pour tout t > 0 et tout n ≥ 1,
chacune des deux inégalités

EMn,0 −
√

2t

ne
≤ Mn,0 et Mn,0 ≤ EMn,0 +

√
3t

n

a lieu avec probabilité au moins 1− e−t .
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Concentration et asymptotique Asymptotique

Fonction de comptage – P = {pk : k ≥ 1}. On définit sa mesure de comptage
ν sur [0, 1] par

ν(dx) =
∑
k≥1

δpk (dx)

Définition. On définit la fonction de comptage
→
ν : [0, 1]→ N de P par

→
ν (ε) = ν([ε, 1]) = |{k : pk ≥ ε}|

Propriétés – Pour tour ε ∈ (0, 1], ε
→
ν (ε) ≤ 1,

lim
ε→0

ε
→
ν (ε) = 0 et

∫ 1

0

→
ν (ε)dε ≤ 1
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Concentration et asymptotique Asymptotique

Variation régulière – (Karamata, 1933 ; Karlin, 1967)

Définition. On dit que P = {pk : k ≥ 1} est à variation regulière de paramètre
α ∈ [0, 1] – et on note P ∈ RV (α) – si

→
ν (ε) ∼

ε→0+

1

εα
`

(
1

ε

)
où ∀λ > 0, lim

x→+∞

`(λx)

`(x)
= 1.

α = 0 → Variation lente ; α = 1 → Variation rapide.

Exemples

Loi à support fini, loi géométrique : → RV (0)
Loi puissance (pk ∝ k−1/α| log k|−β , α ∈ (0, 1))→ RV (α)
Loi puissance (pk ∝ k−1| log k|−β , β > 1)→ RV (1)
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Concentration et asymptotique Asymptotique

Comportement asymptotique – (Ohannessian et Dahleh, 2012)

Théorème. Pour tout r ≥ 0,

→
ν (ε) ∼

ε→0+

1

εα
`

(
1

ε

)
⇒ Mn,r ∼

p.s.
EMn,r ∼

αΓ(1 + r − α)

r !

`(n)

n1−α ,

quand n→ +∞.

Question – Si
→
ν (ε) ≤ 1

εα
`
(

1
ε

)
, peut-on obtenir une borne explicite du type

EMn,r .
`(n)

n1−α ,

valable pour tout n ≥ 1 ?
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Troisième partie

Bornes en temps fini



Bornes en temps fini Cas général

c(r) =

{
e−1 si r = 0,
(1+r)2+r

r !
e−

1+r
2 si r ≥ 1.

Théorème. (Decrouez, Grabchak et P.) Pour tous n ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ n − 1,

EMn,r ≤ inf
ε

{
ϕ+

n,r (ε) + ψ +
n,r (ε)

}
,

avec

ϕ+
n,r (ε) =

c(r)
→
ν (ε)

n
,

ψ +
n,r (ε) = 21+r

(
n

r

)∫ ε

0

→
ν
(u

2

)
ur
(

1− u

2

)n−r

du.

Rencontres Avignon-Marseille 15



Bornes en temps fini Cas général
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Bornes en temps fini Cas général

Support fini – Si le support S de P est fini, alors pour tout 0 ≤ r ≤ n − 1,

EMn,r ≤
c(r)|S |

n

⇒ Vitesse optimale puisque P ∈ RV (0)

Concernant Mn,0 – On obtient, pour tout n ≥ 1,

EMn,0 ≤ inf
ε

{→
ν (ε)

en
+ 2

∫ ε

0

→
ν
(u

2

)(
1− u

2

)n
du

}
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Bornes en temps fini Dépendence en
→
ν

Rappel :
→
ν (ε) ∼

ε→0+

1
εα
`
(

1
ε

)
⇒ EMn,r ∼ αΓ(1+r−α)

r !
`(n)

n1−α

Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)

→
ν (ε) ≤ 1

εα
`

(
1

ε

)
⇒ EMn,r ≤ c(α, r)

`(n)

n1−α ,

où

c(α, r) = c(r) +
41+r

r !
(1 + r)1+r−α

∫ 1/2

0

ur−αe−udu

En particulier

EMn,0 ≤

{
1

e
+ 4

∫ 1/2

0

u−αe−udu

}
`(n)

n1−α
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→
ν

Rappel :
→
ν (ε) ∼

ε→0+

1
εα
`
(

1
ε

)
⇒ EMn,r ∼ αΓ(1+r−α)

r !
`(n)

n1−α

Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)

→
ν (ε) ≤ 1

εα
`

(
1

ε

)
⇒ EMn,r ≤ c(α, r)

`(n)

n1−α ,

où
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Bornes en temps fini Borne inf

Limite de couche – On pose

κ0
− = lim

ε→0+
sup

u∈(0,ε]

→
ν (u)
→
ν (u/2)

.

Remarque : κ0
− ∈ [0, 1] et si P ∈ RV (α) alors κ0

− = 2−α.

Corollaire. (Decrouez, Grabchak et P.)

→
ν (ε) ≥ 1

εα
`

(
1

ε

)
⇒ EMn,0 ≥

(
1− κ0

−

8e

)
γ(1− α, 2)

21−α
`(n)

n1−α ,

si ` est croissante.
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Quatrième partie

Extension au cas non discret



Extension au cas non discret Définition

Cadre – (E , d), P proba sur E et (Xn)n≥1
i.i.d.∼ P

Probabilités d’occupation – Pour δ > 0, n ≥ 1 et x ∈ E ,

Lδn(x) :=
n∑

i=1

1{Xn ∈ B(x , δ)}

Définition. (Decrouez, Grabchak et P.) Pour n ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ n,

Mδ
n,r := P(Lδn(Xn+1) = r |X1, . . . ,Xn) =

∫
E

1{Lδn(x) = r}P(dx)

Remarque – Si le support de P est au plus dénombrable,

Mδ
n,r −→

δ→0+
Mn,r
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Extension au cas non discret Approche näıve

Notations – Pour x ∈ E ,

τx(t) := 1− P(B(x , t)) et Nx(t) = N

(
δ

2
,B(x , t)

)
,

N(u,A) : nombre minimal de boules de rayon u dans E nécessaires pour
recouvrir A ⊂ E .

Résultat – Pour tout δ > 0 et n ≥ 1,

EMδ
n,0 ≤ inf

x,t

{
τx(t) +

Nx(t)

en

}
Problème – Ne s’adapte pas au cas r ≥ 1 ; Dépend de la géométrie du support
de P.
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recouvrir A ⊂ E .

Résultat – Pour tout δ > 0 et n ≥ 1,

EMδ
n,0 ≤ inf

x,t

{
τx(t) +

Nx(t)

en

}
Problème – Ne s’adapte pas au cas r ≥ 1 ; Dépend de la géométrie du support
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Extension au cas non discret Approche moins näıve

Fonction de δ-comptage – On définit νδ comme la mesure sur [0, 1] définit par∫ 1

0

f (u)νδ(du) =

∫
E

f (P(B(x , δ)))

P(B(x , δ))
P(dx),

pour toute f : [0, 1]→ R+ mesurable, et on pose

→
ν δ(ε) = νδ([ε, 1]).

Théorème. (Decrouez, Grabchak et P.) Soit P à support au plus dénombrable
dans E , sans point d’accumulation. Alors, pour tout ε ∈ (0, 1],

→
ν δ(ε) −→

δ→0+

→
ν (ε).
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Extension au cas non discret Approche moins näıve

Observation – L’étude asymptotique, ainsi que toutes les bornes présentées
dans la partie précédente, s’adaptent exactement au cas de P quelconque en
remplacant

→
ν par

→
ν δ.
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Fin

Merci pour votre attention


