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Processus markoviens déterministes par morceaux (PDMP) :
@ Introduits dans les années 80 par Davis

@ The class is “wide enough to include as special cases virtually all the
non-diffusion models of applied probability”

MC, CT-MC, M/G/1 queue, G/G/1 queue C PDMP

@ Motivation initiale : optimisation
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Un PDMP (X;) sur (E,B(FE)) est défini a partir de 3 caractéristiques
locales :

o le flot déterministe ® : R x £ — F
@ letauxdesaut \: E — Ry

@ le noyau de transition Q : (B(E), E) — [0,1]
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locales :

o le flot déterministe ®:Rx E — E
@ letauxdesaut \: E — Ry
@ le noyau de transition Q : (B(E), E) — [0,1]
Temps déterministe de sortie de E suivant le flot :
tT(z) =inf{t > 0 : ®(t|z) € OE}

Conditions :

/05 M@ (t|z))dt < o0 et QE\ {z}z)=1

no explosion Jjumps are true jumps

L'espace d'état typique est £ = U {m} x E,,, avec M C N et E,, C R%™
meM
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Partant de la condition initiale Xo = x, la loi de T} est donnée par

t
P(T1 > t) = exp <—/ A ((I)(S|{E)) d8> 1{0§t<t+(az)}
0
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t
P(Tl > t) = exp <—/ A ((I)(S|{E)) dS) 1{0§t<t+(a:)}
0
Entre les temps 0 et T}, le processus évolue selon le flot,
VO<t<Ty, X;=o(t)
A l'instant T} le processus “saute” selon le noyau @,
Elp(Xr) | 2(T3[2)] = [ ¢(wQuld(Ti o)

Et ainsi de suite, on détermine :
o le temps de parcours S, =T, — T,,—1 partant de Xp, |
0 X1, 45 =®(s| X1, ;) pour0<s<S,
@ Xr, selon Q(-|®(Sn|XT,_,))

4/ 46




Résultats récents en probabilités et probabilités numériques :

(*]

Ergodicité, stabilité : Costa & Dufour (2008), Last (2004)

Vitesse de convergence a I'équilibre (modéles particuliers) : Chafai et al.
(2010), Fontbona et al. (2012), etc

Méthodes numériques (via quantification optimale) : de Saporta et al.
(2010), Brandejsky et al. (2012)

Contréle optimal : Costa & Dufour (2013), etc

En dimension infinie (avec des applications en neurosciences) : Riedler et
al. (2012), Genadot & Thieullen (2012, 2014)
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Ergodicité, stabilité : Costa & Dufour (2008), Last (2004)

Vitesse de convergence a I'équilibre (modéles particuliers) : Chafai et al.
(2010), Fontbona et al. (2012), etc

Méthodes numériques (via quantification optimale) : de Saporta et al.
(2010), Brandejsky et al. (2012)

Contréle optimal : Costa & Dufour (2013), etc

En dimension infinie (avec des applications en neurosciences) : Riedler et
al. (2012), Genadot & Thieullen (2012, 2014)

Statistiques (cadre “général”) : avant les années 2010, écriture de la
vraisemblance (Jacobsen, 2006)
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Motivation

Proposer des méthodes statistiques pour les PDMP dans le cadre “le plus
général possible” :
@ Bien comprendre les quantités statistiques en jeu

@ Meéthodes applicables dans des contextes variés
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Motivation
Proposer des méthodes statistiques pour les PDMP dans le cadre “le plus
général possible” :
@ Bien comprendre les quantités statistiques en jeu

@ Meéthodes applicables dans des contextes variés

Souvent il vaut mieux exploiter les caractéristiques particuliéres
du modéle considéré : Soubeyrand et al. (2009), Krell (2016),
Hodara et al. (2016)
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La question a-t-elle un intérét ?

@ Tout I'aléa est contenu dans la chaine de Markov (Z,., Sn+1)
— estimation pour des chaines de Markov sur E x R4
— interprétabilité ?
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— ®(Sh+1|Zn) peut se situer sur la frontiére de I'espace d'état
(contrairement a Z,,)

Conditionnellement a Z,,, la variable aléatoire ®(S,,+1|Z,) vit dans un
espace (curviligne) de dimension 1
— estimation de Q # estimation du noyau de transition d’'une MC

Conditionnellement a Z,,, Z,+1 contient de |'information sur Sp41
— modéle a intensité multiplicative non vérifié pour |'estimation de A

A(D(t|€)) = A(x) dés lors que @(t]€) = =
— classe indénombrable d'estimateurs de A(z)
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Aujoud’hui
Estimation de la loi des temps inter-sauts ~ estimation du taux de saut A

@ Nonparametric estimation of the conditional distribution of the
inter-jumping times for PDMP’s (avec Dufour & Gégout-Petit, 2014)

@ Optimal choice among a class of nonparametric estimators of the jump
rate for PDMP’s (avec Muller-Gueudin, 2015)

@ A new characterization of the jump rate for PDMP’s with discrete
transitions (avec Genadot, 2016)
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Avant de commencer (1/2)

Fonction de survie conditionnelle :

t
P(Sn+1 > t|Zn = J:) = exp (—/ /\(<I>(s|x))ds> 1{0§t<t+(a¢)}
0

=G(t|z)
Densité conditionnelle sur [0, ¢ (z)) :
fltlz) = -0.G(tlz)
— A@(t))G(t]z)

NB : 1) f(t]n)dt + Gt (z)]w) = 1
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Avant de commencer (2/2)

Hypothése principale : ergodicité du processus a temps discret
sous-jacent (Z,,), assurée par la condition de Déblin,

R(dy|z) = en(dy)
— En particulier, on pourra appliquer le théoréme ergodique presque sir

Hypothéses de régularité peu restrictives (Lipschitz uniforme)...

mais ¢t est supposée bornée (sauf dans la seconde partie de
I'exposé)
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Stratégie 1
Appliquer le modéle a intensité multiplicative a tout prix
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Modéle multiplicatif d’Aalen

N(t) processus de comptage tel que

t
M(t) = N(t) — / M5)Y (s)ds
0
est une martingale. Dans ce cadre,
~ L AN(s)
At) =
O= Jy ¥

t
est I'estimateur de Nelson-Aalen de A(t) =

S—

A(s)ds.
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Résultat
Pour tout entier i, le processus

t
tr Lsipuen = [ A@GIZ) Lsiazads
0
est une martingale pour la filtration (0(Z;) AFZ+1)0§t<t+(zi),

ol (Fi1) est la filtration naturelle associée au processus

t — l{Si+1§t}

Suite naturelle : sommer ces martingales de telle sorte que la somme
reste une martingale
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Résultat
Sous I'hypothése E [¢p(Z,+1)|Zn, Sn+1] = E[@(Zn+1)|Zy], le processus

n—1

t
te Y [1{51.“5” —/0 A(<I>(3|Zi))1{si+125}ds}

i=0
est une martingale pour la filtration

n—1
(J(ZO,...,an) v\/ ]—"Z“)

=0
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Résultat
Sous I'hypothése E [¢p(Z,+1)|Zn, Sn+1] = E[@(Zn+1)|Zy], le processus

n—1

t
te Y [1{51.“@} —/0 A(<I>(3|Zi))1{si+125}ds}

=0

est une martingale pour la filtration

n—1
(J(ZO, coog anl) \ \/ ‘FZ+1>

=0

Cas typiques pour lesquels I’hypothése est vérifiée

@ Processus de renouvellement ~ “flot constant”

° Q(fz) = n()
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Cas général

La connaissance de Z,,;1 peut apporter de I'information sur Sy, 11.

Exemple typique : Q(-|z) = 04y et flot injectif. Sachant Z,, et Z,, 44, la
loi de S,,+1 est une Dirac en I'unique ¢ tel que

O(t|Z,) = Znta

— Le processus “somme” n'est en général pas une martingale

— Etudier S, 11 conditionnellement & Z, et Z,11
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Hypothése : Q admet une densité par rapport a une certaine mesure

Résultat
On a

P(Snt1 > t|Zn, Zns1) = G (H1Zn, Znt1) Liogect+(20))

ol G(t|z,y) est la fonction de survie associée au taux

f(t2)Q (y|®(t|z))

At y) = —3
Jo T FE2)Q (y|@(te)) + Gt (2)|2)Q (y|8(i*(2)|2))
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Et on a la structure de martingale recherchée : le processus

n—1

t~
te Y [1{Si+1<t} —/O )\(s|Zi,Zi+1)1{Si+1>s}ds]
1=0

est une martingale dans la filtration

n—1
<a(zo,...7zn) v/ f;’“)
=0
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Et on a la structure de martingale recherchée : le processus

n—1

t~
t — Z [1{Si+1<t} —/0 )\(5|ZiaZi+1)1{Si+1>s}d3:|
1=0

est une martingale dans la filtration

Corollaire
S'il existe A tel que #.A < oo et pour tout x, Q(Alx) =1, alors, pour
(x,y) € A2, le compensateur du processus de comptage
n—1
t = Z1{Sz‘+1St}1{Zi:$}1{Zi+1:y}
i=0

est
n—1

t
t — / /\(s|x,y) [Zl{Si+1>8}1{Zi_$}l{Zi+1_y} ds
0 i=0
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Modéle a intensité multiplicative vérifié lorsque les transitions sont
discrétes

—» Estimateur de Nelson-Aalen de A(t|z, )
— “Lissage” pour estimer X(t|x, Y)
— Retour au processus de départ
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Modéle a intensité multiplicative vérifié lorsque les transitions sont
discrétes

—» Estimateur de Nelson-Aalen de A(t|z, )
— “Lissage” pour estimer X(t|x, Y)
— Retour au processus de départ

Deux techniques pour “lisser’ I'estimateur de Nelson-Aalen

@ Méthode a noyau proposée par Ramlau-Hansen (83) : appliquée dans le
cas général (transitions quelconques)

@ Décomposition de X\ dans une base : seulement pour les transitions
discrétes
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Transitions discrétes : décomposition de A

Hypothése additionnelle : ¢+ est bornée sur A

On décompose X(|x,y) dans une base orthonormée de L[ZO’I] :

Nstt(z)|z, y) Z@ x,y)B

p>0

=3 "B,(0) 3 R({y}e)b, (. y),

p>0 yeA

Résultat

ol R est le noyau de transition de la MC (Z,,)
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Estimation

@ R est estimé par son équivalent empirique :

=n  #HZi=x,Zi =y}
@ 0Op(x,y) est estimé par :
gg(my =tt(z / By( (s|z,y)
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Estimation

@ R est estimé par son équivalent empirique :

Bn _ #{Zl =T, Zi+1 = y}
@ 0Op(x,y) est estimé par :
9 (z,y) =tT(z / B, ( (s|lz,y)

Résultat N R
0y (z,y) — Op(z,y)

Vi (B(@,9) = Op(@,m)) —5 N(0,0%(z, 1),

En particulier, on en déduit un test de nullité de 0,(x,y)
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Estimation de X en seuillant la série :

@) =S By0) Y R () (2, )
p=0

yeA
Résultat N b
sup (A" (z) — /\(x)’ —0
zeA

A

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

X X
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Transitions quelconques : lissage a noyau

Approximation I(s| A, B) de X(s|x,y) pourz € Aetye B :

n—1 G
M3 5( Z (s, <t1l{zi€a, 2 eBy — /0 I(s|A, B)Y} p(s)ds
tn 1
/ |Z’l7 Zl+1) - l( |A7 B))1{S/L'+1ZS}l{ZieA’Zi+1€B}dS7
n—1
ot Yy p( Z Yis.1>511{z,€A,2:1.€B)
1=0

— Modéle a intensité multiplicative avec un terme de reste
— Comment choisir [ ?
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Choix de I'approximation [(¢|A, B)

o Le terme de reste doit aller vers 0

o I(t|A, B) doit approcher la fonction qui nous intéresse A(|z, )
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Choix de I'approximation [(¢|A, B)

o Le terme de reste doit aller vers 0

o I(t|A, B) doit approcher la fonction qui nous intéresse A(|z, )

foBf tla, y)v(da x dy)
Javp Gltlz,y)P(da x dy)’

ol 7 est la loi invariante du couple (Z,,, Z,,+1)

I(t|A, B) =

Il s’agit d'une "moyennisation spatiale” de X(t|x,y) contre la loi invariante
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Estimation de I'approximation [(t|A, B)

t
On passe par |'estimation de L(t|A, B) :/ I(s|A, B)ds,
0

L™(t|A, B) — L"*(t|A, B) = M} p(t) + a™(t),

ou L"(t|A, B) est I'estimateur de Nelson-Aalen
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Estimation de I'approximation [(t|A, B)
t
On passe par |'estimation de L(t|A, B) :/ I(s|A, B)ds,
0
L"(tlA, B) — L™*(t4, B) = M p(t) + a"(t),
ou L"(t|A, B) est I'estimateur de Nelson-Aalen

Résultat R R
Lissage a noyau de L™ (t|A, B) pour obtenir ["(t|A, B) :

sup |I"(t|A,B) —I(t|A,B)| => 0

r1<t<ro
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Retour au processus initial
Le lien entre f et [ est donné par

‘ (tz) — Zl (4, B)P(t, Bil4)| < C max diam(A x By,

ol (Bg) est une partition (finie) de E,
et o P(t, Bx|A) est définie comme la probabilité conditionnelle
Py(Sl >t, /1 € Bk|Zo S A)

sous la mesure invariante v de (Z,,)
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On approche f(t|z) par f(t|A) Z I(t|A, By) P(t, Bx|A)
et on estime f(t|A) par fn (t|A) = Zl” (t|A, Br) P (t, B|A),

ou
#{Sprl > t, Zi+1 S Bk}

P"(t, BilA) =

estime la probabilité conditionnelle P,,(S; > t, Z, € Bi|Zy € A)
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On approche f(t|z) par f(t|A) Z I(t|A, By) P(t, Bx|A)
et on estime f(t|A) par fn (t|A) = Zl” (t|A, Br) P (t, B|A),
ou

#{Sprl > t, Zi+1 S Bk}

P"(t, BilA) =

estime la probabilité conditionnelle P,,(S; > t, Z, € Bi|Zy € A)

Résultat R
Convergence (uniforme) en probabilité de f™(¢|A) vers f(¢|A) qui est une
approximation aussi précise que I'on veut de f(t|x)
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Stratégie 2
Estimer A\(®(t|x)) comme f(t|z)/G(t|z)
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Estimateurs a noyau

n—1
1 (B2 (B =)
Wi V; ()

1=0
1
1 Z»; — X
jKd < Vi ) 1{Si+1>t}

S
S

3

3=
(]
<

Il
o

k3

= 1 Zi—x
—K
= v d< vi )

i=

[un

S|~
<}

Fenétres : vy, = vo(k +1)" et wy = wo(k+ 1) avec o, B> 0

K, est un noyau sur R?, p € {1,d}

Ensemble admissible pour les paramétres :

{(e,B) :

a>0, >0, ad+<1, ad+ B+ 2min(a,B) > 1} # 0
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Résultat
Pourz € Eet0<t<t"(z), ona

F"(t|z) v(z)f(tlz)
G (tl) | 25 | v(@)G(tlx)
" (x) v(x)
Et
L adp f”(t\m) v(z)f(tx) .
0 E g (ta) | - v(z ?()t\x) — N(03,2(z, t, @, B)),
( ) v(x

ou la matrice de covariance X(z, t, o, B) est dégénérée avec un seul terme non
nul en position (1, 1)
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Démonstration

F(t]z) (@) (o)
G (1) ] - | vwGtl) | = 221 R,
"™ (1) v(z)

e Vitesse du terme de reste : propriété de “Lipschitz mixing”
e Comportement asymptotique du crochet de (M) :

B

n1+ad
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Estimation de la densité conditionnelle f

T (t|z)
o (t)x)

Fr(lz) =

Résultat
Pourz € Eet0<t<tt(z), ona

Fr(tlz) 225 f(tle)
Et

nE () - fltle)) S N (0= %)
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Estimation de la fonction de survie conditionnelle G

G" (tl)

Résultat
Pourz € Eet0<t<t'(z) ona

G (t|lz) 5 G(t|z)

Et

1—ad—p3

noE (@"(t|x) - G(t|az)) LN
Mieux, on a aussi

n' T (8 () - Gltla)) o N (Ov (ﬁi% )
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Estimation de la fonction composée \ o ®

Xod (t|z) = %

Résultat
Pourz€ Eet0<t<t'(z), ona

Xod (tz) 23 Xo d(t|x)

Et

l1—ad—p

nE (mn(tu)—)\o@(t\m))i)/\f(o,

7273 Ao O(t|x) )
(I+ad+p)v(z)G(t|x)
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Estimation du taux de saut \

Estimation de A(x) pour x € E fixé

Co ={P(—tlz) : t>0}NE
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Estimation du taux de saut \

Estimation de A(x) pour x € E fixé

Co ={P(—tlz) : t>0}NE

Pour tout £ € C,, il existe un unique t = 7,(§) tel que ®(7(£)|§) ==
En particulier, A o ®(75(£)[€) = A(z).

Donc, pour tout € € C, X?(w) = )\/o\@n(rx(ﬁ)m est un “bon" estimateur de
A(z) (convergence presque siire et normalité asymptotique)

34 / 46



On propose de choisir I'estimateur de variance asymptotique minimale :

T 73 Ao ®(7a(€)[6)
(14 ad+ B)v(§)G(tlE

y W(E)G(T=(O)IE) ™" = ra(€) ™

N'(z) = Xg* (z) on & = arggelglax Kz (&)
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On propose de choisir I'estimateur de variance asymptotique minimale :

T 73 Ao ®(7a(€)[6)
(14 ad+ B)v(§)G(tlE

y W(E)G(T=(O)IE) ™" = ra(€) ™

A" (z) = X?* (z) on & = arggelglax Kz (&)

i (z) = /)\\g* (z) oli &£* = argmax 6”(TI(§)|§)
£€Cy

— Choix crucial des paramétres de lissage pour G" le long de C,
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Critére ISE le long de C; :

ISEL(a) = / (gAn(Tx(£)|£)—/-cx(£))2d§ (intégrale curviligne)

= / o (€)2dE + €2()
er(a) = [ G (m=(€)]€)°de -2 ) G™ (12 (£)€) Ko (€)deE

Co

Mais k4 (€) est inconnu — méthode de validation-croisée
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Supposons d =1 (E est un intervalle de R)

/gm )1€) (€) g,

ol (Zk, Sky1) est la chaine immergée d’un autre PDMP, indépendant du
premier, et généré selon les mémes paramétres
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Supposons d =1 (E est un intervalle de R)

1

n

%kzoé ( 1(Zk)‘2k) lec, (Zk)l(fa:(fk),Jmo)(§k+1)
25 | G0 QG ©)le) dé

ol (Zk, Sky1) est la chaine immergée d’un autre PDMP, indépendant du
premier, et généré selon les mémes paramétres
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Si d > 1, on utilise I'approximation suivante :

T p — ®,
Aa-1(Dz.p) J1,, Ca

ou

° HI:{yERd : y—a:J_%—(f(a:,O)}

@ D., = Ba(z,p) NH,

0 Ty, = U Cy

y€Dz p
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Approximation du critére ISE (& une constante additive prés) :

= 2F = ~
/ z(g) ( Z (9 (Zk |Z’€) 1TJ. p(Zk) (0 (Zk)nLoo)(SkJrl)
Ca nmw 2 —0
P2%1SE (a) quand 7 — 400, p — 0
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Approximation du critére ISE (a une constante additive pres) :

QF = = a2 ~ ~
/ R (€)*d ( Z (9z(Zk)|Zk) 17,0 (Zk) Lo, (2, 400) (Skt1)
cB antT —0
P2%1SE (a) quand 7 — 400, p — 0
Sy = L (T=(O)€)
R | A =S o5t
appelons que A¢ (x) G (e (O)[6)

o « choisi pour G" (7. (€)|€) réutilisé pour calculer le dénominateur de X? (z)

o Validation-croisée pour choisir « et 3 dans F™ (7. (£)€)
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Une variante du modéle TCP

E=(0,1)°

O(t|(z1,22)) = (z1 + t,22)

QU (1, x2)) = B(2,2/21) ® B(2,2)
A(z1,22)) = 1 + x2

02 04 06
First dimension

00 02

T

/

1 2 3 4
Time
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Simulations numériques
e Objectif : estimer X en x = (0.75,0.5)
o C, = (0,0.75] x {0.5}
e Les 10000 premiers sauts de la MC (Z,,, Sn+1) sont observés

e Les 1000 premiers sauts d'une autre MC (Zn, §n+1) sont observés pour la
validation-croisée

e Boxplots calculés sur 100 réplications
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Estimated ISE (up to an additive constant)

1% étape : validation-croisée pour choisir a dans G" (7. (€)|€)

(dénominateur)

p = 0.005 p=0.01 p=0.02

©
34 o
7 o S
34 7
7
54 § 5o
‘ 2 £ 24
g e £ 9
g 2| 8
o e S g
¢ £ £
B ERa
& &
3 2 7 2
7 2 2o
E S 5
u i
° 8 . @
v N g
£ £ 7
o] g i
0 o
] ~
1 =
7
U ——— T ——
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
Parameter a Parameter a Parameter a
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Estimated K criterion
04 06 08 10 12 14

2éme

T T T T T
0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7

Deterministic path

Estimated k criterion

étape : calculer le point £* € C, qui maximise QA"(TI(§)|§)

ok}

5

or-{}-10

§ A+ 0

— T T
015 025 035 045
Deterministic path

T T
055 065 0.75
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2éme

Estimated K criterion

étape : calculer le point £* € C, qui maximise QA"(TI(§)|§)

T T T T T T T
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7

Deterministic path

Mauvais choix de o (a = 0.04)
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3éme

étape : validation-croisée pour choisir « et 3 dans f"(Tz ©)1¢)
(numérateur)

=320
-3.25
-3.30
-3.36
=340
-345
-3.50

Parameter 3

010 012 0.14 016 018 0.20

Parameter o.
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~n
4°™¢ étape : calculer \¢« () avec les paramétres optimaux o et

=

e

Q
=
6

Estimation of A(0.75,0.5)
00 05 10 15 20 25 3.0

T T T T T T T T T T T T T 1
005 015 025 035 045 055 0.65 0.75

Deterministic path
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~n
4°™¢ étape : calculer \¢« () avec les paramétres optimaux o et

Estimation of A(0.75,0.5)
00 05 10 15 20 25 3.0

T T T T T T T T T T T T T 1
005 015 025 035 045 055 0.65 0.75

Deterministic path
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Merci de votre attention
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