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Exercicel:
a. Trois vecteurs, v, w deR? sont coplanaires si et seulement si aiea(u, v, w) = 0. Quatre points®, Q, R, S
. . . —_— s —— < . —_ s —
sont coplanaires si et seulement si les vect&ps PR, P.S le sont, c’est-a-dire siet(PQ, PR, PS) = 0.
— @ — _ — —— —_—— — — _— s ——

b. SiPQ = RS, alorson alet(PQ, PR, PS) = det(PQ, PR, PR+ RS ) = det(PQ, PR, RS) = 0, donc les
guatre points sont coplanaires.

c. Dans ce cas, le quadrilatéPg) S R est un parallélogramme.

d. Les coordonnées désontl, 1,1, celles deB sont—1, 1, 1, et celles d&' sont0, 2, 2.
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e. Ona0A = BC, doncOACB est un parallélogramme. C’est méme un losange||©at | = /3 = || OB ||.
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g. Lefacteur de changement d’ aire d’'une homothétie de rappgst> 0 estp?. Pour que 'image de ce quadrilatére

. o e 1 1)
f. Son aire vauflOA A OB || = \/‘1 1 +‘

par cette homothétie soit d'aiie il faut donc avoirp?(2v/2) = 1, c’est-a-direp =
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Exercice?2:
a. A est la matrice de la rotation d’angtg4 autour de l'axeDk.
0 -1 0 .
b. A2= 11 0 0].Cestlamatrice de la rotation d’angte’2 autour de I'axeDk.
0 0 1
c. On calculed™! par la méthode du pivot :
22 0\ /1 0 0 22 0\ /1 0 0 1 -1 0\ (V2 0 0
22 o |01 0f=]0 vZ of[|-110—=]0 V20 -1 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0O 0 1 0 0 1
1 -1 0y (V2 0 0 100\ (L2 2o 2 L2 g
V2 V2 oA =
— (0 1 0f [-¥% 2 o|—[0 10 —727200'0“‘4_—7240
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

Les opérations utilisées sont les suivantes : soustraiigria 1 de la ligne 2 ; multiplier la ligne 1 pay?2;
diviser la ligne 2 pak/2 ; ajouter la ligne 2 a la ligne 1.

[Remarque A~! est la matrice de la rotation d’angler/4 autour de I’aerl_é.]
d. Onremarque qud ! = ‘4, donc la matriced est orthogonale, maid # ‘4, donc elle n’est pas symétrique.
e. Le polynébme caractéristique deest :

VZono -2 0

2 V2 V2
det(A—A)=| 2 2_ ¢ |=(1-) Qﬁ ﬁ“‘ =1 -\ =22 +1).
0 0 1-2\ 7 7oA

Comme le discriminant du second facteur&st —2 < 0, la seule valeur propre réelle deest1.

f. Une matrice qui n’a qu’une seule valeur propre réelletpes diagonalisable dai, sauf si c’est la matrice
d’une homothétie. Dond n’a pas de base de vecteurs propres @ihs



Exercice3:

a. Le polyndbme caractéristique deestdet(A — A\I) = }_c)\ d i A

diagonale, elle a une base de vecteurs propres ®R&rs et seulement si le discriminant = d? + 4c est> 0.
b. CommeA > 0, on aa # 3. Les vecteurs propres associéa aont les solutions de I'équation= «x, par
exempleu = 7'+ «. De mémeyp = v+ 37 est un vecteur propre associg§a

: 1 _
DoncP~'AP = D,oUP = <1 1> est la matrice de passage de labasg etP~! = —— < B 1>.
a f B—a\—-a 1

= A2 — d\ — c¢. CommeA n’est pas

c. Onad = PDP~ !, dou A" = PD"P~! par récurrence sut € N.

a"B—ap" gr—an
w1 (1 1\ [(a" 0\[(B -1\ _ = 7=
d. OI’I a d0n04 = 6 — (Oé 6) ( O Bn) (-O{ 1 ) - an+1gia5n+1 ﬁn+;7a71+1

e. OnaV,,.1 = AV, pour toutn € N, d’'ouV,, = A"V}, par récurrence sur € N.

n n

f. Autrement dit,V,, est la deuxiéme colonne d&*, d'oliu,, = 6570[ pour toutn € N.
«

Exercice4:
a. Un systeme paramétrique pour la drdtteest :

T = A,
y = 2),
z =3\

b. Le projeté orthogonal desur 'axeRv estf(v) = ﬁgu

- 2 3 2 3z 3 2 3
c. Les composantes g&v) pourv = 27+ yj+ zk sont doncx+ 1y4+ Z, i g+ Z, (x+1i+ 2)

v = a7+ yj+ 2k, car|u|® = 12 + 22 + 32 = 14. La matrice def est donc :

pour

A:

’;|oo = :|)—~
Nl NN =
§|© e E|c,o

d. Sig(v) estle symétrique orthogonal depar rapport a I'ax®u, on av + g(v) = 2f(v).

v g9(v)

f(v) Ru

e. SiB estla matrice dg, onadond + B = 24, d'ou :

s 2 3
7 7 7

_ 1= 2 _3 6
B=2A-1=|2 -3 ¢
38 2

7 7 7
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g. L'équation cartésienne du cylindre d’aRe et de rayon- est dond|u A v||* = 72||u||*. Ici, on obtient :

f. La distance entre le poirft et 'axe Ru est

2

. 2 x 14, c’est-a-direl3z% 4+ 10y? + 522 — day — 622 — 12yz = 28.
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Exercice5:

1 3
a. onaj® =|j% = [1| =1, dou|j| = 1. Onadongj = |j|* = 1, douj = - = L = ;2.
J J
. 1—43 N |+ 7 1
b. Onendéduitqué+j+7=1+j+j% = 1 j, :O,d’ouj+j:—1etdonc§}ie(j):%:—5.
—J
. N2 ~ N2 N~ A\ 2 N2 1 3 . \/g
c. Commdj| =1,ona%Re(j)*+Im(j)* =1, douIm(j)° = 1—Re(y) :1—Z = Zetdoncjm(j):iT.
1 V3 1 3
d. Dansle cas olim(j) > 0,0naj = —= + i etj=—- — Ve
2 2 2 2
Ri

o 1 V3

g. Les 6 racines 6-iemes de I'unité sont dang, 7et—1, —j, —7.

Rs:

<l
<

h. On sait par ailleurs que les racines 6-iémes de I'unitélesa’’s" = cos o +isin =t pourn = 0,1,2,3,4,5.
On en déduit les valeurs @es “" etsin - pourn = 1,2,3,4,5:

n 1 2 3 4 5
I e A I B I N A
costi | 4 | 4| 1| 3|

i. Siz, 2/ €Q[jl,onaz =x+yjetz =a'+y'javecr,y, 2,y € Q,dolzz' = xx’ + (zy' +ya')j +yy'j2
Orj?=73=—1—j,dolzz =2z’ —yy' + (v +ya’ —yy')j € Q[j].

j. De méme, sk € Q[j],onaz = x + yj avecz,y € Q, d'oU 2z = (z +yj)(z + yJ) = 2> + 2y(j +7) + v*47.
Orj+7=-letjg=1,douzz=2>—2y+y? € Q. Dautrepart,on& =z +yj=x—y —yj € Q[j].

|

k. Side plusz # 0, on al-Z___ 7Y Y 5J € Q[j].
z

2z a2—axy+y? a2 —ay+y



