Examen de calcul matriciel

Licence MASHS - MI - SPC, semestre 2
15 mai 2007

Durée de I'épreuve : 3 heures. Documents, calculettes et éghones interdits.
Ce sujet comporte deux pages. On rappelle que dans ce amutess tes matrices soatcoefficients réels

Exercice 1 :0n considére les pointd = (0,1,2) et B = (4,5,4) dans I'espac&>. On noteS la sphére dont le
segmenfAB] est un diametre.

a. Quel est le centré’ de la sphere ? Quel est son rayon ?

b. En déduire une équation cartésienneSde

c. Calculer le produit scalaird M/ - BM pour un pointdonnd/ = (z,y, z).

d. En déduire un critére géométrique sur les vectelvs et BM pour queM € S.
e

. Retrouver ce critére sans utiliser de coordonnéegiimer AM - BM en fonction des distance®C et CM ]

Exercice 2 :Soit f : R? — R? une application linéaire de matricedans la base canonique.

On suppose que etv sont des vecteurs propres fl@ssociés respectivement aux valeurs propets-1.
a. Les vecteurs etv peuvent-ils étre colinéaires dystifier votre réponsg.

b. Ecrire la matriceD de f dans la base, v.

On considére maintenant le cas particulieno& (1, —1) etv = (1, 3).

c. Vérifier que ces vecteurs ne sont pas colinéaires.

d. Ecrire la matrice de passagrassociée a la base v et calculer son inversB—!.

e. Rappeler la relation existant entde D, P et en déduire la matrica.

f. Calculer et factoriser le polynébme caractéristiquedd@uis expliquer le résultat obtenu.

Exercice 3 :Soit B une matrice carrée d’ordre 2. On appeteine carrée de3 toute matriced telle queA? = B.

a. Montrer que sid est une racine carrée d& alorsA commute aved.
b. Montrer que siB a une racine carrée, alaist B > 0.
c. Donner un exemple de matrice qui n’a pas de racine carrée.
d. Donner un exemple de matrice qui a une infinité de racinegesrfConsidérer les symétries axialps.
On considere le cas B = (0 _1> et on posed = (a b).
1 0 c d
e. Montrer que siA commute ave@, alors on peut exprimer les coefficientst d en fonction de: etc.
f. Quelle est l'interprétation géométrique d’une telle neard ?
g. Quelles sont les racines carréesrie

s 0 —4 a b
On considere le cas B = (1 5 > et on posed = (C d)'

h. Montrer que siA commute ave@, alors on peut exprimer les coefficietst d en fonction de: etc.
i. Montrer que siA est une racine carrée dg alorsa = +2c¢.
j- Quelles sont les racines carréeskii@



Exercice 4 :
a. Donner une formule pour 'image dee C par chacune des transformations suivantes du plan complexe

symetrie centrale, projection sur 'axe réel, symetrierppport a I'axe réel, rotation d’ange.
Soientu, v des complexes non nuls. On ndi¢u, v) le triangle défini par les points d’affixes respectides, v :

1R C

b. Dans le cas particulier ow est un réel positif, exprimer I'aire du triangl&(u, v) en fonction de; etJm(v).
c. En déduire l'aire du trianglé (uu, va).

d. Quel est le facteur de changement d’aire de la similitude zu ?

e. En déduire une formule générale pour l'aire du triangyle, v).



