
Examen de seconde session

MAT13 - Calcul matriciel

20 juin 2005

Durée de l’épreuve : 3 heures. Documents, calculettes et téléphones interdits.

Exercice 1 :Soientu =~ı + ~ + ~k etv =~ı + 2~ + 3~k où~ı,~,~k sont les vecteurs de la base canonique deR
3.

a. Construire un vecteurw 6= 0 tel queu ⊥ w etv ⊥ w.

b. Quel est le volume du parallélépipède défini par les vecteursu, v etw ?

c. Quelle est l’aire du parallélogramme défini par les vecteursu etv ?

Exercice 2 :Soient~ı,~ les vecteurs de la base canonique du planR
2.

a. Quelle est la matriceA de la rotation d’angleπ
3

?

b. Quelle est la matriceB de la symétrie orthogonale d’axeR(~ı − ~) ? [Chercher les images de~ı et de~.]

c. Quelle est la matriceC de l’affinité orthogonale de rapporta et d’axeR~ı ?

Exercice 3 :Aucune justification n’est demandée dans cet exercice.

a. Dessiner chacun des ensembles suivants :

A = {(x, y) ∈ R
2 | x − y = 1}, B = {(2λ, 1 − λ) | λ ∈ R}

C = {(x, y) ∈ R
2 | x2 + 2x + y2 = 0}, D = {(x, y) ∈ R

2 | 4x2 + y2 = 4}.

b. Quelle est l’interprétation géométrique de l’ensembleE = {(x, y, z) ∈ R
3 | x2 + z2 = 2}?

Exercice 4 :On considère le système linéaire suivant :






x + y + z = α

x + 2y + 3z = β

x + 3y + 6z = γ

a. Exprimerx, y, z en fonction deα, β, γ par la méthode de votre choix.

b. Calculer le déterminant de la matriceA =





1 1 1
1 2 3
1 3 6



.

c. Quelle est la matrice inverseA−1 ?

Exercice 5 :Montrer que siA est une matrice carrée d’ordrep symétrique, alorsA2 est aussi symétrique.

Exercice 6 :Soitf : R
3 → R

3 l’application linéaire de matriceA =





1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1



 dans la base canonique.

a. La matriceA est-elle symétrique ?

b. Calculer les matricesA2 etA3, puisA3 − 4A2 + 3A.

c. Montrer que~ı + ~ + ~k est un vecteur propre def , associé à une valeur propre que l’on précisera.

d. Calculer le polynôme caractéristique de la matriceA, puis ses valeurs propresλ1 6 λ2 6 λ3.

e. Construire des vecteurs propres associésv1, v2, v3 qui soient unitaires (c’est-à-dire de norme 1).

f. Calculer les produits scalairesv1 · v2, v1 · v3, etv2 · v3.

g. Calculer la matriceV1
tV1 + V2

tV2 + V3
tV3 oùVi est la matrice colonne du vecteurvi pouri = 1, 2, 3.

Tournez SVP.
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Exercice 7 :On se donne deux nombres réelsa0, b0 et on considère les suitesan et bn définies par :

(En)

{

an+1 = 6an − 2bn,

bn+1 = 6an − bn,
pour toutn > 0.

Pourn > 0, on définit la matrice colonneVn =

(

an

bn

)

.

a. Écrire(En) sous la formeVn+1 = AVn oùA est une matrice carrée d’ordre 2.

b. ÉcrireVn en fonction deA, n etV0.

c. Calculer le polynôme caractéristique et les valeurs propres deA.

d. Donner des vecteurs propres associées à ces valeurs propres.

e. ÉcrireA sous la formePDP−1 oùD est une matrice diagonale etP une matrice inversible.

f. CalculerDn puisAn pourn > 0.

g. En déduire une expression dean etbn en fonction den, a0 et b0 pourn > 0.

Exercice 8 :Soientω = e
2iπ

5 etγ = ω + ω.

a. Calculer le complexeω5.

b. Représenter les points d’affixes respectivesω, ω2, ω3, ω4 dans le plan complexe.
[On ne demande pas une construction à la règle et au compas, mais seulement un dessin approximatif.]

c. Montrer queω = ω4 etω2 = ω3.

d. Montrer que1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 = 0.

e. En déduire la valeur deγ2 + γ.

f. Exprimerγ en fonction decos 2π

5
et donner son signe.

g. En déduire une valeur decos 2π

5
.


