
Examen de calcul matriciel

Licence MASHS - MI - SPC, semestre 2

23 juin 2006

Durée de l’épreuve : 3 heures. Documents, calculettes et téléphones interdits.

Ce sujet comporte deux pages.

Exercice 1 :SoitA =

(

1 1
0 1

)

.

a. CalculezA2, A3 etA−1.

b. Quelles sont les valeurs propres de cette matrice ? Est-ellediagonalisable ?

c. Trouvez une formule pourAn et démontrez que cette formule est valable pour toutn ∈ Z.

Indication : commencer par la démontrer pour toutn ∈ N.

Exercice 2 :Soitf : R2 → R2 l’application linéaire de matriceA =

(

1 −1
−1 1

)

dans la base canonique.

a. La matriceA est-elle symétrique ? orthogonale ? inversible ?

b. Trouver un vecteur unitaireu dans le noyau def .

c. Construire un vecteur unitairev qui soit orthogonal àu.

d. Montrer quev est un vecteur propre def et donner la valeur propre correspondante.

e. Exprimerf(u) et f(v) en fonction deu et v, et en déduire la matrice def dans la baseu, v.

La suite est une vérification des résultats précédents par une méthode directe.

f. Calculer le polynôme caractéristique deA et en déduire ses valeurs propres. Comparer avec (b) et (d).

g. Construire la matrice de passageP associée à la baseu, v et calculerP−1.

h. Donner la signification géométrique deP−1AP et calculer cette matrice. Comparer avec (e).

Exercice 3 :On se place dans le planR2 muni de sa base canonique~ı,~.

a. Montrer que les vecteursu =~ı + 2~ et v = −4~ı + 2~ forment une base orthogonale deR2.

SoitE la courbe d’équationx2 + y2 = 1 dans la baseu, v.

b. DessinerE et préciser quelle est la nature de cette courbe.

c. Donner l’équation deE dans la base canonique.

Exercice 4 :On se place dans l’espaceR3 muni de sa base canonique~ı,~,~k.

SoitP le plan vectoriel engendré par les deux vecteursu1 = 2~ı + ~ + ~k etu2 = −2~ı + ~k.

a. Donner un vecteur non nulv orthogonal au planP .

b. Ecrire une équation cartésienne du planP .

Notonsf la projection orthogonale sur la droiteRv etg la projection orthogonale sur le planP .

Soitw un vecteur quelconque deR3.
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c. Exprimerf(w) en fonction dew etv.

d. Exprimerg(w) en fonction dew et f(w), puis en fonction dew et v.

e. Donner les matrices def etg dans la base canonique.

Exercice 5 :

a. Ecrire les racines cubiques de l’unité en forme trigonométrique, puis en forme algébrique.

Remarque : aucune justification n’est demandée pour cette question.

On poseQ[i] = Q + Qi = {a + ib | a, b ∈ Q} ⊂ C, oùQ est l’ensemble des nombres rationnels.

b. Montrer que siz, z′ ∈ Q[i], alorszz′ ∈ Q[i].

c. Montrer que siz ∈ Q[i] et z 6= 0, alors1/z ∈ Q[i].

d. Les racines cubiques de l’unité sont-elles dansQ[i] ?

e. Trouvera, b ∈ Q tels quea + ib soit un complexe de module 1 et distinct de1, −1, i, −i.

Indication : chercher des entiers non nulsp, q tels quep2 + q2 soit un carré.
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