Calcul matriciel : corrigé de I’examen partiel du 6 mars 2012

Questions de cours

1. A+ B, AB et \A sont des matrices ;
u + v, Au et \u sont des vecteurs ;
(u, v) et det(u, v) sont des scalaires.

2. (u,u) = |[ul|? ot ||ul| est la norme de u, ¢’ est-a-dire sa longueur.

3. Pour étre un endomorphisme, I’application f : R? — R? doit satisfaire les propriétés suivantes (linéarité) :
flutv)=flu)+fv),  fQu) =Af(u).

4. Si A est la matrice d’un endomorphisme f : R? — R2, les colonnes de A sont les vecteurs f(7) et f(7).

Exercice 1 :
1. Laire du triangle PQR est

| det(PGQ, PR)|
dettPe, PO,

2. Sion échange () avec R, on obtient le méme résultat car on a : det(P—fE, ]@) =— det(l@, ﬁ)
Si on échange P avec (@, on obtient aussi le méme résultat car on a :

det(QP, QR) = det(QP, QP + PR) = det(QP, PR) = det(— PO, PR) = — det(PO, PL).

Exercice 2 :
1 0 -1 0
2 _ 2 _ _
1. Ona S —(0 1)—IetR _(O 1)— I
2. OnaS% =1car S estla matrice d’une symétrie axiale, et R? = —1 car R est la matrice de la rotation de g

3. Ona SA = (Z z) et AS = <Z Z) Ces matrices sont égales lorsque a = d et b = c.

4oz . . a b
La forme générale des matrices qui commutent avec .S est donc < b a) .

4. Ona RA = (—ac _bd> et AR = (Z :CCL) Ces matrices sont égales lorsque a = detb = —c.

4oz . . a b
La forme générale des matrices qui commutent avec R est donc <_ b a) .

. . a 0
5. Si A commute avec toutes les matrices, elle commute avec S et R : elle est donc de la forme < 0 a) =al.

Réciproquement, une telle matrice commute avec toutes les autres, car on a (aI)B = aB = B(al).

Exercice 3 :
I. Ona f,(¥) = (

De plus, on a || fo(7)]|* = [|fa(7)]]* = cos? a + sin? & = 1 et det(fa(7), fa (7)) = cos® o + sin? & > 0.
Autrement dit, les vecteurs f,(7) et f,(7) forment une base orthonormée directe.

2. Pouru = 27+ y7= (;),onafa(u) = (

Cos «v
sin o

) et fo(7) = <_ sina)’ d’ou (fo (7)), fa(7)) = —cosasina + sin acos a = 0.

COoS &

T cosa — ysina
rsina + Yy cos «

).Onadonc:

| fa()||> = 2% (cos? a+sin® a)+y(sin? a+cos? a)+2zy(— cos asin a+sin o cos a) = 22 +y% = |Jul|®.

{(u, folu)) = 22 cosa — zysina + yrsina + y? cosa = (22 + y?) cos
det(u, fo(u)) = z?sina + xycosa — yrcosa + y? sina = (22 + y?) sina.



3. Siu# 0, le cosinus et le sinus de I’angle orienté des vecteurs u et f, (u) sont donc respectivement :

(u, fa(uw)) _ (u, fa(u) det(u, fo(u)) _ det(u, fo(u))

= =cosq, =
lullll fa(wl — 2®+y? [[ul[[l fa (w)]] z? +y?

Autrement dit, cet angle est a.

= sin a.

4. Comme de plus, le vecteurs u et f, (u) ont la méme norme, on en déduit que R,, est la matrice de la rotation
d’angle « autour de I’origine O.

S R.Rs — cosacos B —sinasinf —sinacosf —cosasinf)  [cos(a+ 3) —sin(a+ B)
© et = \sinacos B+ cosasin3 cosacosB —sinasing ) sin(e+8) cos(a+8) )

Autrement dit, on a R,Rg = R4 3, ce qui correspond bien a I'interprétation géométrique de R,.

Exercice 4 : Soit f : R? — R? un endomorphisme qui préserve [’orthogonalité. Autrement dit, si u,v sont des
vecteurs quelconques, on a u L v si et seulement si f(u) L f(v).
1. Siu, v sont des vecteurs quelconques, on a (u+v,u—v) = (u, u) + (v, u) — (u, v) — (v,v) = [|u]® —|Jv|*.
2. Comme 7 L Jona f(¥) L f(7),etcomme 7+ 7 L 77— J,onaaussi f(7+7) L f(i— 7), c’est-a-dire
0= (f@+7), f@=7) = (fF@) + F(7), f@) = F() = IS @I = 1 (7)I|* & apres la formule ci-dessus.
On adone [|f@)[| = [F(7)]]-
Enfin, si on avait f(7') = 0, alors on aurait f(?') L f(7), d’ot 7’ L 7 : contradiction.
Donc f(7) # 0, et de méme, f(7) # 0. Ainsi, f(7) et f(7) sont orthogonaux, non nuls, et de méme norme.



