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Produit d’'un vecteur par un scalaire et somme de deux vectew
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(u4v)+w=u+ (v+ w)
AMu+v) = u+ v
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Produit scalaire

u-v = %||lul||[v']| olv" est le projeté orthogonal desur I'axe défini pan,
avec un signe- siu etv’ ont le méme sens; s’ils ont des sens opposés.

v v |
= =

u
u-v = [ul]|v]| cos 6 [u - o] < lul[||v]] u-u = ul?

u-v=0sSslu L v lu - v| = [|ull||v|| sSiu || v
U+ u v v

= — = =
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Bilinéarité du produit scalaire

Au-v=Au-v)=u-\v
AV
V o Vo .
v’ v’ '
AU U U

v v+ w

Pour montrer quéu + v) - w = u - v + v - w, on utilise la symétrie du produit scalaire.
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Symétrie du produit scalaire
U-v=°v-U

Dans le cas particulier offi|| = ||v

, on appligue une symétrie axiale :

w-v = [lufl[o"} = [Jolllv]| = v-u
Dans le cas genéral, on pose-= HL” de sorte quél\v|| = ||u|| :
(%
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s uv:u)\v:)\vuzvu
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Axiomatique du produit scalaire
Axiomes du produit scalaire :
Au v = ANu-v) (u4v) - w=u-w+u-w U-v=0v-u
uw-u>0 w-u=0ssiu=0
Définitions de la norme et de 'orthogonalité :

|ul] = Vu - u u L vsSiu-v=0
Une identité remarquable|u + v||* = |Jul]? + ||[v]|* + 2u - v
Conséquences des axiomes et des définitions :
lu+[|* = [Jul]® + ||v]|* ssiu L v - v < lull[[v]

IAull = [A]{ull lu+ ol < flull +[lv] lull = 0ssiu=0
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Déterminant de deux vecteurs du plan

det(u,v) = £||ul|||v”|| ouv” est le projeté orthogonal desur I'axe orthogonal a,
avec un signe- siv est a gauche de, — si v est a droite de:.

Remarque |det(u, v)| est I'aire du parallélogramme défini paet v.

det(u, v) = [[ul[|v]| sin | det(u, v)| < Jlull]lv]
det(u,v) = 0sSiu || v | det(u, v)| = ||u||||v]| sSiu L v
u
=UT> <U “ > Ut \ U; \
u
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Bilinéarité du déterminant

det(Au, v) = Adet(u, v)

ALY

det(u 4+ v, w) = det(u, w) + det(v, w)

~ 7

Pour montrer quéet(u, Av) = Adet(u,v) etdet(u, v + w) = det(u, v) + det(u, w)
on utilise I'antisymétrie du déterminant.

AU
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Antisymétrie du déterminant

det(v,u) = — det(u, v)

L) A

Quelques conséquences de I'antisymeétrie du déterminant :

det(u,u) =0 det(u, \u) =0 det(u, v + A\u) = det(u, v)
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Applications a la géométriedu plan

Oe_ " poP norme :||u|| = d(O, P) = u-u
Q —_—
angle uv = POQ = 0 € |—m, 7] avec
cosf = — sinf = det(u, v)
[ul[llv] ul[l|v]

décomposition v = v" + v"” avecv’ || u etv” L u

u-v u-v
v = v —

5 ! — AuOUN = _
p U w-u [l

d(Q. D) = |/ :’U’U’ 4(0. D) = [|v" :\det(u,v)\
(@Q, D7) = [[v] ] (@, D) = |[v"|] Tl

Conséquence de Pythagor::- v)? + det(u, v)? = ||ul|?||v||?
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Produit vectoriel

u A v = ||ul|||v"||lw ouv” estle projeté orthogonal desur I'axe orthogonal &
dans le plan défini par et v, etw est le vecteur unitaire orthogonalatv pour
lequelv est a gauche de.

L
e/

Remarque ||u A v|| est I'aire du parallélogramme défini paetv.

uhvLu uAvLlo fuivl|=ullflolsing  flu Aol < flull]u]
uAv=0ssiu| v |lu Av|| = ||ul|||v]|| sSiu L v
v v u
— - = v
u ‘ .J
u
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Bilinéarité du produit vectoriel
AMAV=ANuAv) =uA v
(u+v)ANw=uAv+uAw
uN(v4+w)=uAv+uAw

Antisymétrie du produit vectoriel
VAU =—uNv
Quelgues conséquences de I'antisymétrie du produit vettor

uAu=0 uA =0 uN(v+Au) =uAv

Associativité du produit vectoriel
NON
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Applications a la géométriede I'espace

Oe_" poP norme :|ju| = d(O, P) = /u - u
Q

angle :wo = POQ = 6 € [0, 7] avec

. A\
cosf = v JuA vl

sin 0 =
[Jull[[v]] [Jull[[v]]

décomposition v = v' + v"” avecv’ || u etv” L u

. u-v u-v
vV = uou\= v =v—1

w-u Jul?

@0y = =" )=y = L0

Conséquence de Pythagore:: v)* + ||[u A v[|? = ||ul|?||v||?
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Déterminant de trois vecteurs de I'espace

det(u,v,w) = (u Av) - w

Remarque | det(u, v, w)| est le volume du parallélépipede défini paw, etw.

| det(u, v, w)| < [|ulf[[v]][|w]
det(u, v, w) = 0 ssiu, v, etw sont coplanaires

| det(u, v, w)| = ||u||||v]|||w]|| sSiu, v, etw sont orthogonaux deux a deux
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Trilinearité du déterminant
det(A\u, v, w) = det(u, Av, w) = det(u, v, \w) = Adet(u, v, w)
det(u + v, v, w) = det(u, v, w) + det(v’, v, w)
det(u, v +v',w) = det(u, v, w) + det(u, v’, w
det(u, v, w + w') = det(u, v, w) + det(u, v, w")

Antisymetrie du déterminant

det(v, u,w) = — det(u, v, w) = det(u, w, v)

ST ez

Consequencedet(u, v, w) = det(v, w,u) = det(w, u, v)
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