
Rappel de la leçon 3
application linéaire

f : R²→R²
matrice 2x2

A

somme
f+g

somme
A+B

produit externe
λf

produit externe
λA

composée
f o g

produit
AB

Le produit des matrices n’est pas commutatif.
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Matrice 2x2

Exercice. On note  la base canonique du plan  et on considère l'application linéaire f telle que

 et  sont les deux vecteurs ci-dessous (respectivement en bleu et en rouge) :

Quelle est la matrice de f ?

Entrez votre réponse : 

A = 

Envoyer la réponse

Indication. Renouveler l'exercice.

Mode de développement : insérer les bonnes réponses dans les champs.

Vous pouvez modifier ou effacer cet exercice de votre classe.
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FIG. 1 – Diagramme associé à la matrice
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FIG. 2 – Diagrammes associés aux matrices
(

1 0
0 1

)
,
(

0 1
1 0

)
,
(

0 0
0 0

)

A′A

A

A′

a

a′ b′

b c d

c′ d′

? ? ? ?
2

1

21 12

2

1

1 2

FIG. 3 – Diagramme associé au produit A′A
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2 Applications linéaires et matrices
2.1 Applications linéaires
Définition : Une application f : Rp → Rq est dite additive si on a f(u + v) = f(u) + f(v) pour tout u, v ∈ Rp.
Exercice 38 : Montrer que si f : Rp → Rq est additive, alors on a f(0) = 0 et f(−u) = −f(u) pour tout u ∈ Rp.
En déduire qu’on a f(λu) = λf(u) pour tout λ ∈ Q. [Commencer par le cas λ ∈ N.]
Définition : Une application f : Rp → Rq est dite linéaire si elle satisfait les deux identités suivantes :

f(u + v) = f(u) + f(v) pour tout u, v ∈ Rp, f(λu) = λf(u) pour tout λ ∈ R et u ∈ Rp.

Exercice 39 : Montrer que l’application nulle 0 : Rp → Rq définie par 0(u) = 0 est linéaire, de même que
l’identité id : Rp → Rp définie par id(u) = u et les composantes ξi : Rp → R définies par ξi(x1, . . . , xp) = xi.
Exercice 40 : Montrer que si f, g : Rp → Rq sont linéaires, alors f + g est linéaire, ainsi que λf pour tout λ ∈ R.
Exercice 41 : Montrer que si f : Rp → Rq et g : Rq → Rr sont linéaires, alors g ◦ f : Rp → Rr est linéaire.

Exercice 42 : Montrer que pour tout a ∈ R, l’application f : R → R définie par f(x) = ax est linéaire, et que
toute application linéaire f : R → R est de cette forme.
Remarque : L’application f : R → R définie par f(x) = ax + b est dite affine. Pour b %= 0, elle n’est pas linéaire.
Attention : les fonctions linéaires des physiciens, par exemple, sont en fait des applications affines.
Exercice 43 : Montrer que pour tout a, b ∈ R, l’application f : R → R2 définie par f(x) = (ax, bx) est linéaire,
et que toute application linéaire f : R → R2 est de cette forme.
Exercice 44 : Montrer que pour tout a, b ∈ R, l’application f : R2 → R définie par f(x, y) = ax+ by est linéaire,
et que toute application linéaire f : R2 → R est de cette forme. [Utiliser la base canonique#ı,#.]

Définition : L’image d’une application linéaire f : Rp → Rq est l’ensemble im f = f(Rp) = {f(u) | u ∈ Rp},
et son noyau est l’ensemble ker f = f−1{0} = {u ∈ Rp | f(u) = 0}.
Exercice 45 : Montrer que toute droite vectorielle de R2 est l’image d’une application linéaire f : R → R2 et le
noyau d’une application linéaire g : R2 → R.
Exercice 46 : Monter qu’une application linéaire f : Rp → Rq est injective si et seulement si on a ker f = {0}.

2.2 Matrices carrées d’ordre 2

Définition : Une matrice carrée d’ordre 2 est un tableau de la forme A =

(
a b
c d

)
.

On montre comme ci-dessus que l’application f : R2 → R2 définie par f(x, y) = (ax + by, cx + dy) est linéaire,
et que toute application linéaire f : R → R2 est de cette forme.
Définition : On dit que f est l’application linéaire de matrice A, ou que A est la matrice de f .
Remarque : D’une part, les colonnes de la matrice A correspondent aux vecteurs f(#ı) = (a, c) et f(#) = (b, d).
D’autre part, si on pose (x′, y′) = f(x, y), alors x′ et y′ s’expriment au moyen du système linéaire suivant :

{
x′ = ax + by,
y′ = cx + dy.

On représente ce calcul par un diagramme (figure 1). Les sommets du haut et du bas correspondent respectivement
aux entrées x, y et aux sorties x′, y′. L’arête entre x et x′, par exemple, indique le coefficient de l’entrée x dans la
sortie x′. On omet le coefficient lorsqu’il vaut 1, et l’arête lorsque son coefficient vaut 0 (figure 2).
Exercice 47 : Dans chacun des cas suivants, donner la matrice de l’application linéaire f ainsi que son diagramme,
puis dessiner les vecteurs f(#ı) et f(#) :
– symétrie de centre O : f(x, y) = (−x,−y) ;
– homothétie de rapport ρ et de centre O : f(x, y) = (ρx, ρy) ;
– symétrie orthogonale d’axe O#ı : f(x, y) = (x,−y) ;
– projection orthogonale sur l’axe O#ı : f(x, y) = (x, 0) ;
– affinité orthogonale de rapport ρ et d’axe O#ı : f(x, y) = (x, ρy) ;
– rotation d’angle θ et de centre O : f(x, y) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) ;
– similitude de rapport ρ, d’angle θ, et de centre O : f(x, y) = (ρx cos θ − ρy sin θ, ρx sin θ + ρy cos θ).
Remarque : Pour u %= 0, la translation de vecteur u n’est pas linéaire. Il en va de même pour toute transformation
du plan qui ne préserve pas l’origine O : par exemple, la symétrie de centre O′ %= O.
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Leçon 4 :
matrices (suite)

déterminant d’une matrice 2x2

inverse d’une matrice 2x2

matrices 3x3

matrices pxq



Exemples géométriques

rotation d’angle ϑ

symétrie axiale

homothétie de rapport ρ

affinité orthogonale de rapport ρ

similitude d’angle ϑ et de rapport ρ

Trouver le déterminant et l’inverse de 
la matrice dans les exemples suivants :


