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Exercice 1 :
a. On adetA = −1, detB = 2, detC = 1 etdet D = 2. Les inverses de ces matrices sont :
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b. A, B, C, D sont les matrices de transformations linéaires du planR
2 : la symétrie orthogonale par rapport à

l’axe R(~ı + ~) ; l’homothétie de rapport
√

2 ; la rotation d’angle3π
4

; la similitude de rapport
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2 et d’angle3π
4

.

c. Un exemple de matrice non nulle et non inversible estP =
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= −6. On calcule l’inverse par la méthode du pivot :
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Les opérations utilisées sont les suivantes : échanger les lignes 1 et 3 ; soustraire la ligne 1 des lignes 2 et 3 ;
soustraire la ligne 2 de la ligne 3 ; diviser la ligne 2 par 2 et la ligne 3 par 3.

e. Le volume du parallélépipède est| det(~ı + ~ + ~k, 2~ı + 2~, 3~ı)| = | detE| = 6.

Exercice 2 :

a. H est le plan vectoriel d’équationx + y + z = 0.

b. Une équation deS est(x−a)2+(y−a)2+(z−a)2 = r2, c’est-à-direx2+y2+z2+2ax+2ay+2az+3a2 = r2.

c. On au · v = 1 − 1 + 0 = 0 d’où u ⊥ v. Si on posew = u ∧ v = ~ı + ~ − 2~k, les vecteursu, v, w forment une
base orthogonale directe deR

3.

d. Les vecteursv, w forment une base deH = u⊥, d’où le système paramétrique suivant pourH = Rv + Rw :






x = λ + µ,

y = −λ + µ,

z = −2µ.

e. Les vecteursu′ =
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forment une base orthonormée deR
3.

f. Les vecteursv′, w′ forment donc une base orthonormée deH = u⊥ = u′⊥.

g. Les coordonnées du pointu0 = au = a
√

3u′ dans la baseu′, v′, w′ sonta
√

3, 0, 0. Une équation deS dans
cette base orthonormée est donc(x′−a

√
3)2+y′2+z′2 = r2, c’est-à-direx′2+y′2+z′2−2a

√
3x′+3a2 = r2.

h. Une équation cartésienne deC dans la base orthonorméev′, w′ est doncy′2 + z′2 + 3a2 = r2.

i. On aC 6= ∅ si et seulement sir2 − 3a2 > 0. Dans ce cas,C est le cercle de centreO et de rayon
√

r2 − 3a2

dans le planH.
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Exercice 3 :

a. On aa2 = 2, a3 = 3, a4 = 5 eta5 = 8.

b. On aA2 =

(

2 1
1 1

)

, A3 =

(

3 2
2 1

)

, A4 =

(

5 3
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)

etA5 =
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8 5
5 3

)

.

Montrons queAn =

(
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)

par récurrence surn > 2. C’est le cas pourn = 2, et si c’est vrai pourn,
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=
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=
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)

. C.Q.F.D.

c. Le polynôme caractéristique deA estΓ(z) = det(A − zI) =
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Les valeurs propres deA sont doncα =
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√
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2
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2
.

d. Commeα est une racine du polynômeΓ, on aα2 = α + 1.

e. On a
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=
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, doncu = α~ı + ~ est un vecteur propre deA associé àα.

De même,v = β~ı + ~ est un vecteur propre deA associé àβ.

f. La matrice de passage estP =

(

α β

1 1

)

et son inverse estP−1 =
1

α − β

(
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)

=
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.

g. On aDn =

(

αn 0
0 βn

)

et (PDP−1)n = PDnP−1 =
1√
5

(

αn+1 − βn+1 αβn+1 − βαn+1

αn − βn αβn − βαn

)

.

h. On a doncan =
αn+1 − βn+1

√
5

pour toutn > 2.

Exercice 4 :

a. Les matricesM etP sont symétriques. Les matricesM etN sont orthogonales.

b. On at(tAA) = tA ttA = tAA, donctAA est une matrice symétrique.

c. SiA etB sont orthogonales, on at(AB)AB = tB tAAB = tB B = Ip, doncAB est une matrice orthogonale.

d. On atXAX ′ = axx′ + bxy′ + cyx′ + dyy′.

e. SitXAX ′ = tXX ′ pour tout choix de colonnesX etX ′, et si on poseU =

(

1
0

)

etV =

(

0
1

)

, alors on a :

a = tUAU = tUU = 1, b = tUAV = tUV = 0, c = tV AU = tV U = 0, d = tV AV = tV V = 1.

DoncA = I2.
Réciproquement, siA = I2 alorstXAX ′ = tXI2X

′ = tXX ′ pour tout choix de colonnesX etX ′. C.Q.F.D.

f. D’après la question précédente, on atAA = I2 si et seulement sit(AX)AX ′ = tX tAAX ′ = tXX ′ pour tout
choix de colonnesX etX ′. Autrement dit, la matriceA est orthogonale si et seulement sif(u) · f(u′) = u · u′

pour tout choix de vecteursu etu′ dansR2.

Exercice 5 :

a. Voir la figure 1.

b. On ae
3iπ

4 = cos
3iπ

4
+ i sin

3iπ

4
=

−1 + i√
2

, donc2
√

2e
3iπ

4 = −2 + 2i.

c. On a
√

3 − 3i = 2
√

3
1 − i

√
3

2
= 2

√
3e−

iπ

3 . Le point correspondant est l’intersection de la droite passant par

0 ete−
iπ

3 avec la droite d’équationIm(z) = −3.

d. Les racines carrées de−4 sont±2i. Ses racines quatrièmes sont les racines carrées de±2i, c’est-à-dire±1± i.
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FIG. 1 – dans le plan complexe


