Corrigé de I'examen de calcul matriciel

Licence MASHS - MI - SPC, semestre 2
23 mai 2005

Exercicel:
a. Onadet A= —1,det B =2,det C = 1 etdet D = 2. Les inverses de ces matrices sont :

L 0 V2 2 _ 1
o e (§g) e (G ) ()

2 2
b. A, B,C, D sont les matrices de transformations linéaires du fan la symétrie orthogonale par rapport a
I'axe R(7+ j) ; 'homothétie de rappor/2; la rotation d’angleT ; la similitude de rappor/2 et d’angle”.
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c. Un exemple de matrice non nulle et non inversiblefest <1 0>.

0 0
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d. Onadet E=1{1 2 0| = — + = —6. On calcule I'inverse par la méthode du pivot :
0 0 0 0 2 0
1 0 0
1 2 3 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1
1 2 0 01 0]—1(1 2 0 01 0)J—1(0 2 O 01 —-1)—
1 00 0 0 1 1 2 3 1 00 0 2 3 1 0 -1
1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 O 1
0200 1 —-1]—={010] (0 3 -—3|douE'=(0 3 -3
003 \1 -1 0 001/ \3 -5 0 3 -3 O

Les opérations utilisées sont les suivantes : échangeglessi 1 et 3; soustraire la ligne 1 des lignes 2 et 3;
soustraire la ligne 2 de la ligne 3; diviser la ligne 2 par 2adigne 3 par 3.

e. Le volume du parallélépipéde édet (7 + 7+ k, 27+ 27, 37)| = | det E| = 6.

Exercice?2:

a. H est le plan vectoriel d'équation+ y + z = 0.

b. Une équationds est(z—a)?+(y—a)?+(z—a)? = r?, c'est-a-direr® +y*>+ 22+ 2ax+2ay+2az+3a® = r2.

c. Onav-v=1—-140=0do0u | v.Sionposeyv =uAv=7+7— 2k, les vecteurs,, v, w forment une
base orthogonale directe &8.

d. Les vecteurs, w forment une base d& = u*, d’ou le systéme paramétrique suivant pdle= Rv + Rw :

T = A+p,
y=-A+u,
z = —24.
1 1 1 - 1 1 1 1 2 -
e. Lesvecteurs) = —u = —=7+ —=7+ —=k, vV = —v = —=1— —=jw = —=T+ —=7— —=k
[l V3 V3T V3 [[v]] V2 2 6 6 6

forment une base orthonorméekRie.
f. Les vecteurs’, w’ forment donc une base orthonorméeide= vt = u'*.
g. Les coordonnées du poiny = au = ay/3u’ dans la base’, v', w’ sontay/3,0,0. Une équation d& dans
cette base orthonormée est dont—a+/3)% +y'% 4 22 = 12, c’est-a-direr’? +y'2 + 22 — 2a/3z’ +3a% = 12,
h. Une équation cartésienne delans la base orthonormée w’ est dongy? + 22 + 3a? = 2.

i. OnacC # ( si et seulement si? — 3a® > 0. Dans ce cag; est le cercle de cent@ et de rayon/r2? — 3a2
dans le plari.
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Exercice3:
a. Onaay = 2,a3 = 3,a4 = 5 etas = 8.

o (2 1\ 5 (3 2\ .4 (5 3 5 (8 5
b.OnaA_<1l,A_Ql,A_32etA_53.

Qn, an—1

Montrons qued™ = par récurrence sur > 2. C'est le cas poun = 2, et si c’est vrai poun,

Gp—-1 ap—2

n+1 __ Qn Gn—1 11 _ Ap + Qp—1 An, _ [ Aan+1 Gn,
alorsA _(anl an2> (1 0) = \ap 1vars api)=\an an . . C.Q.F.D.
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d. Commex est une racine du polynénig on aa? = a + 1.

2
e. On aG (1)) (i‘) = (a + 1) = (a ) =« G‘) , doncu = a7’ + 7'est un vecteur propre dé associé av.
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2

c. Le polynéme caractéristique deestI’(z) = det(A — 2I) = =z'—z-1.

Les valeurs propres dé sont donay =

De mémeyp = 37+ Jest un vecteur propre dé associé &.

. _f(a B . 1 1 -p\_1 /1 -p
f. La matrice de passage €3t= (1 1) et son inverse eg? _a—ﬂ(—l a>_\/3 1o )

n 0 B B 1 an+1 o ﬂnJrl aﬁnJrl _ ﬁanJrl
.OnaD" = (¢ etPDPln_PD”Pl_—< .
g < 0 ﬁn) ( ) \/g a — 571 aﬁn _ ﬁan

an+1 _ 571-!—1
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h. Onadona,, = pour toutn > 2.

Exercice4:

a. Les matriced/ et P sont symétriques. Les matricés et NV sont orthogonales.

b. Onaf(!AA)=tA"A ="AA, donc' A A est une matrice symétrique.

c. SiAetBsontorthogonales,onf@AB)AB ='B'A AB ="'B B = I,,, doncAB est une matrice orthogonale.
d. Ona'XAX' = azxx’ + bxy' + cyz’ + dyy'.

e. Si'X AX' =tX X’ pour tout choix de colonneX et X', et si on posé/ = (é) etV = (?) alorsona:

a='"UAU ='UU =1, b='UAV ='UV =0, c="VAU ='"VU =0, d='VAV ='VV =1.

DoncA = Is.

Réciproquement, sl = I, alors’ X AX’ = ' XTI, X’ = * X X' pour tout choix de colonneX et X’. C.Q.F.D.
f. D’apres la question précédente, oitaA = 1, si et seulement ${AX)AX' = X TAA X' =t XX’ pourtout

choix de colonneX et X’. Autrement dit, la matricel est orthogonale si et seulemenyéi:) - f(u') = u -’

pour tout choix de vecteursetw’ dansR?.

Exercice5:
a. Voir la figure 1.
i ) ) 1 s
b. Onae’t" :(3083%7 +isin3fT7T \/;Z donc2v/2e’ ™ = —2 4 2.

c. On a\/§ —3i= 2\/_ Z\/_ =2V3e % . Le point correspondant est I'intersection de la droitespaspar

0 ete~ % avec la droite d’ equatioﬂm(z) =-3.
d. Lesracines carrées del sont+2i. Ses racines quatriemes sont les racines carrée€de’est-a-diret-1 + .
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