Corrigé de I'examen de calcul matriciel

Licence MASHS - MI - SPC, semestre 2
15 mai 2007

Exercicel:

. Le centre d& est le milieu du segmentl B], c’est-a-direC' = (2, 3, 3). Son rayon vautiC' = 3.

On obtient 'équatioriz — 2)? + (y — 3)? + (2 — 3)? = 32, c’est-a-direr? + y* + 22 — 4z — 6y — 62 = —13.
_—
OnaAM -BM =z(z —4)+(y—1)(y—=5)+ (2 = 2)(z —4) = 22 + y* + 2% — 4o — 6y — 62 + 13.

. OnadonaV € S lorsqueAM - BM = 0, c’est-a-direAM | BM.
. OnadM = AC + CM et BM BC + CM CM AC carC est Ie milieu du segmenti B|, d’ou
—

AM -BM = (CM+AC) (CM AC) CM-CM+AC-CM—CM-AC—AC-AC = CM®— AC'2.
OronaM < SlorsqueCM = AC, c’est-a-direCM 2 — AC'? = 0. On retrouve bien le critére ci-dessus.

Exercice?2:

a.

b.

. La matrice de passage €3t= (_1

. Larelation de changement de baseskst PDP~!, d'ou A = (

Les vecteurs etv ne peuvent pas étre colinéaires, car ils sont associés aless/propres distinctes.

La matrice def dans la base de vecteurs propues estD = (g 01) .
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Les vecteurs etv ne sont pas colinéaires, ad¢t(u, v) = ‘
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Le polyndme caractéristique deestl’(\) = det(A—Al) =
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Les racines d& sont2 et —1 : on retrouve bien les valeurs propresleéDe plus, le polynéme caractéristique
de A est le méme que celui de. En fait, le polyndme caractéristique ne dépend pas du ad®la base.

Exercice3:

. La matriceB = ((1)

. SiA%? = B, alorsAB = AA? = A% = A2A = BA.

SiA% = B, alorsdet B = det(A42%) = (det A)? >

0
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Si A est la matrice d'une symétrie axiale, alot$ = I. Or il y a une infinité de telles symétries axiales.

. 1 0
La matricel = (O 1

) n'a pas de racine carrée ¢ttt B = —1 < 0.

) a donc une infinité de racines carrées.
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. SiAB = BA, alors bo—a) _ ,d’olib = —cetd = a.
d —c a b

. Une telle matrice est de la forw(ez _ac) . Autrement dit, c’est une matrice de similitude.



E
a

b

o O

(0]

. SiAB = BA, alors<
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2ac a“ —c

_ 2 _ _ _
. SiA2 = B, alorsA commute aved, doncA = ((CL ;) etA? = (a < 2“2), OrB = ((1) 01>_
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Onadona? = c? etac = 3 D’aprés la seconde équatianet c ont le méme signe, d’'oa = ¢ = iT'
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La matriceB a donc deux racines carrées :(
2 2

b 5b—4a\ [ —4c —4d
d 5d—4c)  \a+5c b+5d
—4
a+
Or le premier coefficient d& vaut 0. On a done? = 4¢?, d'olia = +2c.

_ _(—2¢ —4ec\ (=2 4\ ., o o 5[0 —4

Sla_—2c,alorsA_< . 30)_c<1 3),douA =c (1 5>.

. _(2c —4c\ (2 —4 vovoao o0 =36\ o (0 —4

Sla_2c,alorsA_<c 7C>_c<1 7),douA =c <9 45)_9c (1 5).
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On adoncd? = B dans les cas suivantgs .= —2c etc = +1, ou biena = 2c ete = ig.
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xercice4 :

. Les formules exprimant ces transformations sont respeeent :—z, Re(z2), z, iz.

),d'OClb— —4cetd = a + 5e.

Si A? = B, alorsA commute aved, doncA = <Z gc> et le premier coefficient dd? vauta? — 4¢2.
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La matriceB a donc quatre racines carrées <_2 _4> et+ (
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. Siu > 0, la base du triangl& (u, v) vautu et sa hauteur val@m(v)|. Son aire vaut donw.
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. Le nombreuz = |u|? est un réel positif. L'aire du trianglA (v, vi) vaut doncM.
. La similitudez — 2w est la composée d’une rotation et de 'homothétie de ragppet |u|. Son facteur de
changement d'aire est celui de 'homothétie, c’est-a-gife
. Le triangleA(uw, vu) s'obtient en appliquant la similitude — 2w au triangleA(u, v). D'aprés les deux

. C . . Jm(vu
questions précédentes, I'aire du triandléu, v) vaut donc%.



