Corrigé de I'examen de calcul matriciel (Licence MASHS - MI -SPC, S2)
14 mai 2008

Exercice 1:
a. Onaw =PQ =0Q —-OP =v—u.
b. Onadondw|* =w-w=(w—u)-(v—u) =v-v—u-v—v-utu-u=|ul*+|v]*—2u-wv.

2 2 2 2 2 2
= — — P - P
c. OnobtientOP -0Q =u-v = lull” + ||U2|| el = OF + O? @ .

d. Le produit scalaire est nul, par exempleQd? = 3, OQ = 4, et PQ) = 5.

Exercice 2 :
a.P(l)=a+b+c P(2) =4a+ 2b+c, etP(4) = 16a + 4b + c. On cherche done, b, c tels que :

a+b+c=2,
da +2b+c = 3,
16a + 4b+ ¢ = 2.

1 11
b. La matrice associée a ce systemeledt 2 1 |. Elle est inversible car son déterminant vaut :
16 4 1
1 1 1
4 2 1:‘121 i‘_él‘éll i‘ 16‘; i‘:—2+12—16:—67é0.
16 4 1

c. Pourrésoudre ce systéme, on soustrait d’abord la premigration de la deuxieme et de la troisieme,
puis on soustrait trois fois la deuxieme équation de lai&nis :

a+b+c=2, a+b+c =2,
3a+b=1, 3a+b=1,
15a 4+ 3b = 0, 6a = —3.
_v2
On obtienta = —%, b= g etc = 0. [Autrement ditP(X) = %.]

d. Dans le cas général, on doit résoudre le systéme suivant :

r2a + x21b+ ¢ = Y,
x%a—i—wgb—Fc = 1o,
1'52;(14'1'31)-1—6 = V3.

e. Pour les coupledl, 2), (2,3), (2,4), il n’existe pas de polyndme d’interpolation, car on ne peag
avoir a la foisP(2) = 3 et P(2) = 4.

f. Il existe un unique polynéme d’interpolation si et seuénsi le déterminant du systéme est non nul.
Pourz; = 1 etzy = 2, on calcule ce déterminant en développant par rapport atéede ligne :

111
4 2 1| =423
1

SL’% T3

11
4 1

11
4 2

‘—l’g ‘+' ‘:—x§+3$3—2:—($3—1)(:n3—2).

2 1

La condition est donczs # 1 etxs # 2. [Autrement ditrs # 1 etxs # x2.]



Exercice 3:
a. On calcule le polyndme caractéristique fde
1-X 0 1
det(A—MN3)=| -1 2—-2X 1 |= (1—>\)‘
0 0 2—A
Les valeurs propres désont donc 1 et 2.
b. Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 soiossl du systeme suivant :

2—A 1
0 2—-A

r+z2 =,
—z+2y+z =y,
2z = 2.

Ce sont donc les vecteurs (non nuls) de la droite vectordgifmie par les équations= y etz = 0.
De méme, les vecteurs propres associés a la valeur propre &aations du systeme suivant :

T+ z = 2z,
—x+ 2y + 2z = 2y,
2z = 2z.

Ce sont donc les vecteurs (non nuls) du plan vectoriel démua = -.
c. Pour inversef, on soustrait la troisieme ligne de la premiére, puis la peede la deuxieme :

1 01 1 00 1 00 1 0 -1 1 00 1 0 -1
1 10 010 110 01 0 010 -1 1 1
0 01 0 01 0 01 0 0 1 0 01 0 0 1
1 0 -1
DoncP estinversibleeP~' = | —1 1 1 |.[lln’est pas nécessaire de calculer le déterminpant.
0 0 1

d. Les colonnes d& forment une base caP est inversible. D’apres (b), le premier vecteur 7 est
associé a la valeur propre 1, et les deux autres vecj@iis+ & sont associés a la valeur propre 2.

1 00
e. La matrice dg dans cette base estdoBc= [0 2 0
0 0 2
1 0 0
f. Cette matrice est diagonale, doBE = | 0 2" 0
0o o 27

g. OnaB = P~'APetA= PBP~ .
1 0 2n-1
h. OnadoncA™ = (PBP~ )" = PB"P~ 1 = | 1-2" 2" 2" -1
0 0o 2

Exercice 4 :

a Onaj— e2m/3, j2 — /3 3 _ (Bim/3 _ 4i0 _ | gt_j2 — eimtdin/3 _ Tim/3 _ cim/3,

b. Ona(l —j)(1+j+4%) =1-32=1-1=0.Commel —j # 0,onadoncl + j + j2 = 0.

c. Onaju + j%v +w = ju + j2v + j3w = j(u + jv + j?w) = 0 (carj3 = 1).
Onadonaw — u+ j2(v —u) = —(1 + j2)u + j2v + w = ju + j2v +w = 0 (carj = —(1 + 52)).

d. Les complexes — u etw — u correspondent respectivement aux vectéivset UW.,

e. Lapplicationz — —j2z = ¢™/3 correspond a la rotation d’angte/3 autour de l'origine.

f. Commew —u = —j2(v —u), le vecteutU W est 'image du vecteu’V par la rotation d’angler /3.
Autrement dit, le trianglé/V W est équilatéral (dans le sens direct).



