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1 Calcul vectoriel

1.1 Scalaires et vecteurs

Dans ce cours, unscalaireest un réelλ ∈ R, et unvecteurest unp-upletu = (x1, . . . , xp) ∈ Rp.

Notation : On utilise le symbole0 pour le vecteur nul(0, . . . , 0). Autre notation en usage :~0.

Les opérations sur les scalaires sont lasommeλ+ µ et leproduitλµ, qui vérifient les identités suivantes :

(λ+ µ) + ν = λ+ (µ+ ν), λ+ 0 = λ, λ+ µ = µ+ λ,

(λµ)ν = λ(µν), 1λ = λ, λµ = µλ, (λ + µ)ν = λν + µν, 0λ = 0.

De plus, tout scalaireλ a unopposé−λ tel queλ+ (−λ) = 0. On écritλ− µ pourλ+ (−µ).

Enfin, tout scalaire non nulλ a uninverseλ−1 tel queλλ−1 = 1. On écritλ/µ pourλµ−1.

Les opérations sur les vecteurs sont lasommeu+ v et leproduit externeλu, qui vérifient les identités suivantes :

(u+ v) + w = u+ (v + w), u+ 0 = u, u+ v = v + u,

(λµ)u = λ(µu), 1u = u, (λ+ µ)u = λu + µu, 0u = 0, λ(u+ v) = λu + λv, λ0 = 0.

On écrit−u pour(−1)u etu− v pouru+ (−v), de sorte queu− u = 0.

Exercice 1 :En utilisant ces propriétés, montrer que siλu = 0, alorsλ = 0 ouu = 0.

Interprétation géométrique de la somme et du produit externe : composition des vecteurset changement d’échelle.

u v

u

λu

v u
u+ v

Remarque : Tout vecteuru = (x, y) ∈ R2 est de la formeu = x~ı + y~ où les vecteurs~ı = (1, 0) et~ = (0, 1)
forment labase canonique deR2, et les scalairesx, y sont les deuxcomposantes deu dans cette base. De même,
tout vecteuru = (x, y, z) ∈ R3 est de la formeu = x~ı + y~ + z~k où~ı = (1, 0, 0), ~ = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1)
forment labase canonique deR3, etx, y, z sont les troiscomposantes deu dans cette base.

1.2 Produit scalaire

Uneforme bilinéaire symétrique surRp est une applicationϕ : Rp × Rp → R qui vérifie les identités suivantes :

ϕ(u + u′, v) = ϕ(u, v) + ϕ(u′, v), ϕ(λu, v) = λϕ(u, v), ϕ(v, u) = ϕ(u, v).

Remarque :On en déduit queϕ(0, u) = 0. Il suffit pour cela d’appliquer la deuxième identité avecλ = 0.

Exercice 2 :Montrer qu’il existe une seule forme bilinéaire symétriqueϕ surR2 telle que :

ϕ(~ı,~ı ) = ϕ(~,~ ) = 1, ϕ(~ı,~ ) = 0.

[Utiliser la décomposition des vecteurs dans la base canonique.]

Définition : Ceϕ est leproduit scalairedéfini paru · u′ = xx′ + yy′ pouru = (x, y) etu′ = (x′, y′).

Autres notations en usage pour le produit scalaire :〈u, u′〉 et 〈u | u′〉.
Remarque : Le produit scalaire est défini de telle sorte que la base canonique~ı,~ soit orthonormée. On vérifie
aisément que cette forme bilinéaire symétrique estdéfinie positive. Autrement dit, on a les propriétés suivantes :

u · u > 0, u · u = 0 si et seulement siu = 0.

On définit de même le produit scalaire comme une forme bilinéaire symétrique définie positive surRp.

Définition : La norme euclidiennedu vecteuru est le réel‖u‖ =
√
u · u, de sorte que‖u‖2

= u · u.

Exercice 3 :Montrer qu’on peut définir le produit scalaire à partir de la norme euclidienne. [Développer‖u+ v‖2.]

Définition : On dit queles vecteursu etv sont orthogonauxet on écritu ⊥ v si on au · v = 0.

Exercice 4 :Montrer queu ⊥ v si et seulement si‖u+ v‖2
= ‖u‖2

+ ‖v‖2 (théorème de Pythagore).

Exercice 5 :Montrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz: |u · v| 6 ‖u‖‖v‖. [Étudier la fonctionf(λ) = ‖λu+ v‖2.]

Exercice 6 :Montrer les propriétés de la norme euclidienne :

‖u+ v‖ 6 ‖u‖ + ‖v‖, ‖λu‖ = |λ| ‖u‖, ‖u‖ = 0 si et seulement siu = 0.



Yves Lafont - Calcul matriciel - 2006/2007 3

1.3 Déterminant dansR2 et produit vectoriel dans R3

Une applicationδ : Rp × Rp → Rq est ditebilinéaire alternéesi elle vérifie les identités suivantes :

δ(u+ u′, v) = δ(u, v) + δ(u′, v), δ(λu, v) = λδ(u, v), δ(v, u) = −δ(u, v).
Exercice 7 :En déduire les identités suivantes :

δ(u, v + v′) = δ(u, v) + δ(u, v′), δ(u, λv) = λδ(u, v), δ(0, u) = 0 = δ(u, 0),

δ(u, u) = 0, δ(u+ λv, v) = δ(u, v) = δ(u, λu+ v).

Une application bilinéaire alternéeδ : Rp × Rp → R s’appelle uneforme bilinéaire alternée surRp.

Exercice 8 :Montrer qu’il existe une seule forme bilinéaire alternéeδ surR2 telle queδ(~ı,~ ) = 1.

Définition : Ceδ est ledéterminantdéfini pardet(u, u′) =

∣∣∣∣
x x′

y y′

∣∣∣∣ = xy′ − yx′ pouru = (x, y) etu′ = (x′, y′).

Interprétation géométrique : la valeur absolue du déterminant est l’aire du parallélogramme défini paru, u′, et son
signe est donné par l’orientation trigonométrique du plan. C’est l’aire algébriquedu parallélogramme.

u′ u

u′u

+ −

Exercice 9 :Montrer l’identité(u · v)2 + det(u, v)2 = ‖u‖2‖v‖2, et en déduire l’inégalité| det(u, v)| 6 ‖u‖‖v‖.
Quelle est l’interprétation géométrique de cette inégalité ?

Exercice 10 :Montrer qu’il existe une seule application bilinéaire alternéeδ : R3 × R3 → R3 telle que :

δ(~ı,~ ) = ~k, δ(~,~k) =~ı, δ(~k,~ı ) = ~.

Définition : Ceδ est leproduit vectorieldéfini paru ∧ u′ =

∣∣∣∣
y y′

z z′

∣∣∣∣~ı−
∣∣∣∣
x x′

z z′

∣∣∣∣~+

∣∣∣∣
x x′

y y′

∣∣∣∣~k pouru = (x, y, z)
etu′ = (x′, y′, z′).

Interprétation géométrique :u∧u′ est orthogonal àu etu′, sa norme est l’aire du parallélogramme défini paru, u′,
et son sens est donnée par larègle des trois doigts de la main droite. C’est l’aire vectorielledu parallélogramme.

Exercice 11 :Montrer que le produit vectoriel n’est ni commutatif, ni associatif : il existeu, v tels queu∧v 6= v∧u,
et de même, il existeu, v, w tels que(u ∧ v) ∧ w 6= u ∧ (v ∧ w). [Utiliser des vecteurs de la base canonique.]

Exercice 12 :Montrer l’identité(u · v)2 + ‖u ∧ v‖2 = ‖u‖2‖v‖2, et en déduire l’inégalité‖u ∧ v‖ 6 ‖u‖‖v‖.
Quelle est l’interprétation géométrique de cette inégalité ?

1.4 Déterminant dansR3

Uneforme trilinéaire alternée surRp est une applicationδ : Rp×Rp×Rp → R qui vérifie les identités suivantes :

δ(u+ u′, v, w) = δ(u, v, w) + δ(u′, v, w), δ(λu, v, w) = λδ(u, v, w),

δ(v, u, w) = −δ(u, v, w) = δ(u,w, v).

Exercice 13 :En déduire une identité pour chaque permutation des vecteursu, v, w dansδ(u, v, w). [Il y a 6 cas.]

Exercice 14 :Montrer qu’il existe une seule forme trilinéaire alternéeδ surR3 telle queδ(~ı,~,~k) = 1.

Définition : Cette unique application est ledéterminant, ouproduit mixte, défini pardet(u, u′, u′′) = u · (u′∧u′′).
Pouru = (x, y, z), u′ = (x′, y′, z′), u′′ = (x′′, y′′, z′′), on a ledéveloppement par rapport à la première colonne:

det(u, u′, u′′) =

∣∣∣∣∣∣

x x′ x′′

y y′ y′′

z z′ z′′

∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣
y′ y′′

z′ z′′

∣∣∣∣− y

∣∣∣∣
x′ x′′

z′ z′′

∣∣∣∣+ z

∣∣∣∣
x′ x′′

y′ y′′

∣∣∣∣ .

Interprétation géométrique : la valeur absolue du déterminant est le volume du parallélépipède défini paru, u′, u′′,
et son signe est donné par larègle des trois doigts de la main droite. C’est levolume algébriquedu parallélépipède.

Exercice 15 :Établir une formule de développement par rapport à chaque colonne et à chaque ligne. [Il y a 6 cas.]

Exercice 16 :Calculer tous les déterminants de vecteurs de la base canonique. [Il y a 27 cas.]

Exercice 17 :Montrer l’inégalité| det(u, v, w)| 6 ‖u‖‖v‖‖w‖. Quelle est son interprétation géométrique?
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1.5 Droites vectorielles et colinéarité

Notation : Si u ∈ Rp, on poseRu = {λu | λ ∈ R} ⊂ Rp.

Définition : Si u est un vecteur non nul, on dit queD = Ru est ladroite vectorielle engendrée par le vecteuru.

Interprétation géométrique :D est la droite devecteur directeuru qui passe par l’origineO.

O u D = Ru

Remarque : En fait, tout vecteur non nul deD est directeur. Autrement dit, siu′ ∈ D etu′ 6= 0, alorsRu′ = D.
Un tel vecteur directeur définit unsystème paramétriquepour la droite vectorielle qu’il engendre.

Exemple :Si u =~ı+ 2~, la droiteD est définie par le système paramétrique

{
x = λ,
y = 2λ.

Exercice 18 :Écrire un autre système paramétrique pour cette droite, et donner la forme générale d’un tel système.

Interprétation cinématique :D est la trajectoire d’un point qui se déplace à vitesse constanteu et qui passe par
l’origine O à l’instant 0. Cette trajectoire est inchangée si on multiplie la vitesseu par une constante non nulle.
Pour représenter letemps, on utilise souventt à la place deλ commevariable paramétrique.

Exercice 19 :Écrire un système paramétrique pour la droiteRu oùu =~ı+ 2~+ 3~k.

Définition : On dit que deux vecteursu, v ∈ Rp sontcolinéairess’ils appartiennent à une même droite vectorielle.

Remarque :Si u = 0, alorsu, v sont forcément colinéaires. Siu 6= 0, cela revient à dire quev ∈ Ru.

Exercice 20 :Montrer lecritère de colinéarité pourR2 : u, v ∈ R2 sont colinéaires si et seulement sidet(u, v) = 0.
[Pour la réciproque : commencer par le casu = 0 puis celui où la première composante deu est non nulle.]

Remarque :Ce critère donne uneéquation cartésiennede la droiteRu.

Exemple :Si u =~ı+ 2~, la droiteRu est définie par l’équation cartésienne

∣∣∣∣
1 x
2 y

∣∣∣∣ = 0, c’est-à-direy − 2x = 0.

Exercice 21 :Écrire une autre équation cartésienne de cette droite, et donner la forme générale d’une telle équation.

Exercice 22 :Montrer lecritère de colinéarité pourR3 : u, v ∈ R3 sont colinéaires si et seulement siu ∧ v = 0.

Remarque :Siu 6= 0, ce critère donne 3 équations cartésiennes pour la droiteRu, mais on peut toujours supprimer
l’une d’elles, qui est conséquence des 2 autres : on obtient un système cartésien à 2 équationspour la droiteRu.
En fait, si aucune composante deu n’est nulle, on peut supprimer n’importe laquelle des 3 équations.

Exercice 23 :Écrire un système cartésien à 2 équations pour la droiteRu oùu =~ı+ 2~+ 3~k.

1.6 Plans vectoriels et coplanarité

Notation : Si U,V ⊂ Rp, on poseU + V = {u+ v | u ∈ U etv ∈ V} ⊂ Rp.

Définition : Si u, v sont deux vecteursnon colinéairesdeRp, on dit queP = Ru+ Rv = {λu + µv | λ, µ ∈ R}
est leplan vectoriel engendré par les vecteursu etv et queu, v formentbase du plan vectorielP.

Interprétation géométrique :P est le plan parallèle àu etv qui passe par l’origineO.

Remarque : On verra plus tard que deux vecteurs non colinéaires deP forment nécessairement une base deP.
Une telle base définit unsystème paramétriquepour le plan qu’elle engendre.

Exemple :Si u =~ı+ 2~+ 3~k etv = 4~ı+ 5~, le planRu+ Rv est défini par le système paramétrique suivant :




x = λ+ 4µ,
y = 2λ+ 5µ,
z = 3λ.

Définition : On dit que trois vecteursu, v, w ∈ Rp sontcoplanairess’ils appartiennent à un même plan vectoriel.

Remarque : Si u, v sont colinéaires, alorsu, v, w sont forcément coplanaires. Siu, v ne sont pas colinéaires, cela
revient à dire quew ∈ Ru+ Rv (d’après la remarque ci-dessus).

Exercice 24 :Montrer lecritère de coplanarité: u, v, w ∈ R3 sont coplanaires si et seulement sidet(u, v, w) = 0.
[Pour la réciproque : commencer par le casu∧v = 0 puis celui où la première composante deu∧v est non nulle.
Dans le deuxième cas, développer le déterminant par rapportà la première ligne.]

Remarque :Si u, v ne sont pas colinéaires, ce critère donne uneéquation cartésiennedu planRu+ Rv.

Exemple :Si u =~ı+2~+3~k etv = 4~ı+5~, le planRu+Rv est défini par l’équation cartésienne

∣∣∣∣∣∣

1 4 x
2 5 y
3 0 z

∣∣∣∣∣∣
= 0,

c’est-à-dire−15x+ 12y − 3z = 0, ou encore5x− 4y + z = 0.
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1.7 Orthogonal et biorthogonal

Définition : Si u est un vecteur deRp, sonorthogonalest l’ensembleu⊥ = {v ∈ Rp | u ⊥ v} ⊂ Rp.

Remarque :0⊥ = Rp car tout vecteur deRp est orthogonal au vecteur nul.

Exercice 25 :Montrer que siu est un vecteur non nul deR2, alorsu⊥ est une droite vectorielle.

O

u⊥
u

Exemple : (~ı+ 2~ )⊥ est la droite vectorielle d’équation cartésiennex+ 2y = 0 et de vecteur directeur2~ı− ~.

Exercice 26 :Montrer que siu est un vecteur non nul deR3, alorsu⊥ est un plan vectoriel.

Exemple : (~ı+ 2~+ 3~k)⊥ est le plan vectoriel d’équation cartésiennex+ 2y + 3z = 0 et de base2~ı− ~, 3~ı− ~k.

Définition : Si U ⊂ Rp, sonorthogonalest l’ensembleU⊥ =
⋂

u∈U
u⊥ = {v ∈ Rp | u ⊥ v pour toutu ∈ U}.

Exercice 27 :Quel est l’ensemble(Rp)⊥ ?

Exercice 28 :Montrer que siu, v sont deux vecteurs non colinéaires deR3, alors{u, v}⊥ est une droite vectorielle.

Remarque :Dans ce cas,u ∧ v est un vecteur directeur de{u, v}⊥.
Exemple :{~ı+2~+ 3~k, 4~ı+ 5~ }⊥ est la droite vectorielle définie par le système cartésien

{
x+ 2y + 3z = 0,

4x+ 5y = 0.Un vecteur directeur de cette droite est5~ı− 4~+ ~k.

Exercice 29 :Montrer que(Ru)⊥ = u⊥ et que(Ru+ Rv)⊥ = {u, v}⊥.

Remarque : En particulier, cela signifie que l’orthogonal d’une droitevectorielle deR2 est une droite vectorielle.
De même, l’orthogonal d’une droite vectorielle deR3 est un plan vectoriel, et vice-versa.

Définition : Le biorthogonald’un vecteuru estu⊥⊥ = (u⊥)⊥. On définit de même le biorthogonal deU ⊂ Rp.

Exercice 30 :Montrer queu ∈ u⊥⊥, et plus généralement,U ⊂ U⊥⊥.

Exercice 31 :Montrer queu⊥⊥ = Ru si u est un vecteur deR2 ou deR3. [Distinguer les casu = 0 etu 6= 0.]

Exercice 32 :Montrer que{u, v}⊥⊥ = Ru+ Rv si u, v sont des vecteurs deR2 ou deR3.

Exercice 33 :Montrer queU = U⊥⊥ si U est une droite vectorielle deR2 ou deR3, ou un plan vectoriel deR3.

1.8 Droites et plans affines

Définition : Si u0, v sont des vecteurs deRp et v est non nul, on dit queD = u0 + Rv = {u0 + λv | λ ∈ R} est
la droite affine passant paru0 et parallèle àv. On dit aussi que la droite vectorielleRv est ladirection deD.

u = u0 + λv

D = u0 + RvP0 v P

Ou0

Remarque : C’est une droite au sens habituel, mais ici, on identifie le vecteuru avec le pointP tel queu =
−−→
OP ,

dont lescoordonnéessont d’ailleurs lescomposantesdeu. On peut remplaceru0 par n’importe quel vecteur deD,
etv par n’importe quel vecteur non nul deRv. De tels vecteurs définissent unsystème paramétriquepourD.

Exemple :Si u0 = (1, 2) etv = 3~ı+ 4~, la droiteD est définie par le système paramétrique

{
x = 1 + 3λ,
y = 2 + 4λ.

Remarque : On obtient un système cartésien pourD à partir d’un système cartésien pour la directionRv en
remplaçant le membre droit de chaque équation (qui est nul) par la valeur du membre gauche enu0.

Exemple :Pour la droiteD ci-dessus, l’équation cartésienne deRv est4x−3y = 0 et celle deD est4x−3y = −2.

Remarque :La droiteD = u0 + Rv est aussi la droite passant paru0 etu1 = u0 + v.

Exercice 34 :Établir uncritère d’alignementpour trois points deR2 (respectivement deR3).

Exercice 35 :Écrire un système paramétrique et une équation cartésiennepour la droite passant par(1, 2) et(4, 7).

Exercice 36 :Montrer que la droite passant paru etv est l’ensembleD = {λu+ µv | λ, µ ∈ R, λ+ µ = 1}.

Définition : Si u0, v, w sont des vecteurs deRp etv, w ne sont pas colinéaires, on dit queP = u0 + Rv + Rw est
le plan affine passant paru0 et parallèle àv, w. On dit aussi que le plan vectorielRv + Rw est ladirection deP.

Exercice 37 : Écrire un système paramétrique et une équation cartésiennepour le plan passant par les points
(1, 2, 3), (4, 5, 7), (1, 1, 1).
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2 Applications linéaires et matrices

2.1 Applications linéaires

Définition : Une applicationf : Rp → Rq est diteadditivesi on af(u+ v) = f(u) + f(v) pour toutu, v ∈ Rp.

Exercice 38 :Montrer que sif : Rp → Rq est additive, alors on af(0) = 0 etf(−u) = −f(u) pour toutu ∈ Rp.
En déduire qu’on af(λu) = λf(u) pour toutλ ∈ Q. [Commencer par le casλ ∈ N.]

Définition : Une applicationf : Rp → Rq est ditelinéairesi elle satisfait les deux identités suivantes :

f(u+ v) = f(u) + f(v) pour toutu, v ∈ Rp, f(λu) = λf(u) pour toutλ ∈ R etu ∈ Rp.

Exercice 39 :Montrer que l’application nulle0 : Rp → Rq définie par0(u) = 0 est linéaire, de même que
l’ identitéid : Rp → Rp définie parid(u) = u et lescomposantesξi : Rp → R définies parξi(x1, . . . , xp) = xi.

Exercice 40 :Montrer que sif, g : Rp → Rq sont linéaires, alorsf + g est linéaire, ainsi queλf pour toutλ ∈ R.

Exercice 41 :Montrer que sif : Rp → Rq etg : Rq → Rr sont linéaires, alorsg ◦ f : Rp → Rr est linéaire.

Exercice 42 :Montrer que pour touta ∈ R, l’applicationf : R → R définie parf(x) = ax est linéaire, et que
toute application linéairef : R → R est de cette forme.

Remarque :L’applicationf : R → R définie parf(x) = ax+ b est diteaffine. Pourb 6= 0, elle n’est pas linéaire.
Attention : lesfonctions linéairesdes physiciens, par exemple, sont en fait des applications affines.

Exercice 43 :Montrer que pour touta, b ∈ R, l’applicationf : R → R2 définie parf(x) = (ax, bx) est linéaire,
et que toute application linéairef : R → R2 est de cette forme.

Exercice 44 :Montrer que pour touta, b ∈ R, l’applicationf : R2 → R définie parf(x, y) = ax+ by est linéaire,
et que toute application linéairef : R2 → R est de cette forme. [Utiliser la base canonique~ı,~.]

Définition : L’ imaged’une application linéairef : Rp → Rq est l’ensembleim f = f(Rp) = {f(u) | u ∈ Rp},
et sonnoyauest l’ensembleker f = f−1{0} = {u ∈ Rp | f(u) = 0}.

Exercice 45 :Montrer que toute droite vectorielle deR2 est l’image d’une application linéairef : R → R2 et le
noyau d’une application linéaireg : R2 → R.

Exercice 46 :Monter qu’une application linéairef : Rp → Rq est injective si et seulement si on aker f = {0}.

2.2 Matrices carrées d’ordre 2

Définition : Unematrice carrée d’ordre 2est un tableau de la formeA =

(
a b
c d

)
.

On montre comme ci-dessus que l’applicationf : R2 → R2 définie parf(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) est linéaire,
et que toute application linéairef : R → R2 est de cette forme.

Définition : On dit quef estl’application linéaire de matriceA, ou queA estla matrice def .

Remarque : D’une part, les colonnes de la matriceA correspondent aux vecteursf(~ı) = (a, c) et f(~) = (b, d).
D’autre part, si on pose(x′, y′) = f(x, y), alorsx′ ety′ s’expriment au moyen du système linéaire suivant :

{
x′ = ax+ by,
y′ = cx+ dy.

On représente ce calcul par undiagramme(figure 1). Les sommets du haut et du bas correspondent respectivement
auxentréesx, y et auxsortiesx′, y′. L’arête entrex etx′, par exemple, indique lecoefficientde l’entréex dans la
sortiex′. On omet le coefficient lorsqu’il vaut 1, et l’arête lorsque son coefficient vaut 0 (figure 2).

Exercice 47 :Dans chacun des cas suivants, donner la matrice de l’application linéairef ainsi que son diagramme,
puis dessiner les vecteursf(~ı) etf(~) :

– symétrie de centreO : f(x, y) = (−x,−y) ;
– homothétie de rapportρ et de centreO : f(x, y) = (ρx, ρy) ;
– symétrie orthogonale d’axeO~ı : f(x, y) = (x,−y) ;
– projection orthogonale sur l’axeO~ı : f(x, y) = (x, 0) ;
– affinité orthogonale de rapportρ et d’axeO~ı : f(x, y) = (x, ρy) ;
– rotation d’angleθ et de centreO : f(x, y) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) ;
– similitude de rapportρ, d’angleθ, et de centreO : f(x, y) = (ρx cos θ − ρy sin θ, ρx sin θ + ρy cos θ).

Remarque :Pouru 6= 0, la translation de vecteuru n’est pas linéaire. Il en va de même pour toute transformation
du plan qui ne préserve pas l’origineO : par exemple, la symétrie de centreO′ 6= O.
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2.3 Opérations sur les matrices carrées d’ordre 2

Notation : On pose0 =

(
0 0
0 0

)
et I =

(
1 0
0 1

)
.

Exercice 48 :Quelles sont les applications linéaires associées à ces matrices ?

Définition : La sommeA+B de deux matrices carrées d’ordre 2 est la matrice def+g oùf, g sont les applications
linéaires de matrices respectivesA etB. De même, siλ ∈ R, le produitλA est la matrice deλf .

Exercice 49 :Comment calcule-t-on la sommeA+B et le produitλA ?

Remarque :Ces opérations sont formellement les mêmes que celles définies sur les vecteurs deR4. En particulier,
elles vérifient les identités suivantes :

(A+B) + C = A+ (B + C), A+ 0 = A, A+B = B +A,

λ(µA) = (λµ)A, 1A = A, (λ+ µ)A = λA+ µA, 0A = 0, λ(A+B) = λA+ λB, λ0 = 0.

On écrit−A pour(−1)A etA−B pourA+ (−B), de sorte queA−A = 0.

Exercice 50 :Exprimerx′′ ety′′ en fonction dex ety sachant que :
{
x′ = ax+ by,
y′ = cx+ dy,

{
x′′ = a′x′ + b′y′,
y′′ = c′x′ + d′y′.

En déduire la matrice def ′ ◦ f oùf, f ′ sont les applications linéaires de matricesA =

(
a b
c d

)
etA′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
.

Définition : La matrice ci-dessus est leproduitA′A.

Remarque :Pour calculerA′A, il suffit de placerA en haut à droite deA′, et de faire le produitligne par colonne:
(
a b
c d

)

(
a′ b′

c′ d′

)(
? ?
? ?

)

Exercice 51 :Comment obtient-on le diagramme deA′A à partir des diagrammes deA et deA′ (figure 3) ?

Exercice 52 :Calculer les produits suivants :
(
a 0
0 b

)(
c 0
0 d

)
,

(
1 a
0 1

)(
1 b
0 1

)
,

(
a −b
b a

)(
c −d
d c

)
,

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
.

Exercice 53 :SoientP =

(
1 0
0 0

)
etN =

(
0 1
0 0

)
. Calculer les produitsPP , PN ,NP , etNN .

Exercice 54 :CalculerAI et IA, puisA0 et0A. SiAB = 0, peut-on en déduire queA = 0 ouB = 0?

Exercice 55 :Montrer que le produit des matrices n’est pascommutatif: on n’a pas nécessairementAB = BA.

Définition : SiAB = BA, on dit queA commute avecB, ou queA etB commutent.

Exercice 56 :Quelles sont les matrices qui commutent avec toutes les autres ? [Utiliser les matricesP etN .]

Exercice 57 :Montrer que le produit des matrices estassociatif: (AB)C = A(BC).

Remarque : On omet les parenthèses inutiles. Par exemple, on écritA + B + C pour la sommeA + (B + C),
ABC pour le produitA(BC), etAB + CD pour la somme(AB) + (CD).

Notation : On définitAn par récurrence surn ∈ N en posantA0 = I etAn+1 = AnA. Autrement dit :

A0 = I, A1 = A, A2 = AA, A3 = AAA, . . . , An = A · · ·A (n fois).

Exercice 58 :ExprimerAm+n etAmn en fonction deAm et/ou deAn. Montrer queAm commute avecAn.

Exercice 59 :Montrer que le produit des matrices estbilinéaire :

(A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB +AC, (λA)B = λ(AB) = A(λB).

Exercice 60 :À quelle condition surA etB a-t-on les identités remarquables suivantes :

(A+B)2 = A2 +B2 + 2AB ? (A+B)(A−B) = A2 −B2 ?
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b

x y

cx+ dyax+ by

c da

1

21

2

FIG. 1 – Diagramme associé à la matrice

(
a b
c d

)

x y y

x 0yx y

yx x

0

1 1

1

22

1

1

221

2

2

FIG. 2 – Diagrammes associés aux matrices

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 0

)

A′A

A

A′

a

a′ b′

b c d

c′ d′

? ? ? ?
2

1

21 12

2

1

1 2

FIG. 3 – Diagramme associé au produitA′A
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2.4 Matrices àq lignes etp colonnes

Définition : Unematrice àq lignes etp colonnes(p, q > 1) est un tableau de la formeA =



a1,1 · · · a1,p

...
...
...
...

...
aq,1 · · · aq,p


.

En particulier, unematrice carrée d’ordrep est une matrice àp lignes etp colonnes.

Remarque : Les indicesi et j sont respectivement le numéro de ligne et le numéro de colonne ducoefficientai,j .
Dans le cas particulier oùp = q = 1, on identifie la matriceA avec son unique coefficienta1,1.

L’applicationf : Rp → Rq définie parf(x1, . . . , xp) = (a1,1x1 + · · · + a1,pxp, . . . , aq,1x1 + · · · + aq,pxp) est
linéaire, et on montre aisément que toute application linéaire f : Rp → Rq est de cette forme.

Définition : On dit quef estl’application linéaire de matriceA, ou queA estla matrice def .

Définition : Si u = (a1, . . . , ap) ∈ Rp, alors samatrice colonneest



a1

...
ap


 et samatrice ligneest

(
a1 · · · ap

)
.

Exercice 61 :Montrer que la première est en fait la matrice de l’application linéaireu∗ : R → Rp définie par
u∗(x) = xu, et que la seconde est celle de l’application linéaireu∗ : Rp → R définie paru∗(v) = u · v.

Remarque : Toute application linéairef : R → Rp est donc de la formeu∗. Souvent, on identifieu∗ avec le
vecteuru = u∗(1) : on parle alors de lamatrice deu plutôt que de lamatrice colonne deu. De même, toute
application linéaireg : Rp → R est de la formeu∗. Une telle application s’appelle aussi uneforme linéaire surRp.

On a vu que la matrice d’une application linéairef : R2 → R2 s’obtient en juxtaposant les deux matrices colonnes
des vecteursf(~ı) etf(~). Il existe une règle analogue pour la matrice d’une application linéairef : Rp → Rq.

Exercice 62 :Pour chacune des applications linéaires suivantesf : R3 → R3, écrire les matrices colonnes des
vecteursf(~ı), f(~), f(~k), en déduire la matrice def et le système linéaire correspondant :symétrie de centreO ;
homothétie de rapportρ et de centreO ; symétrie orthogonale par rapport au planO~ı~ ; projection orthogonale
sur le planO~ı~ ; affinité orthogonale de rapportρ par rapport au planO~ı~ ; symétrie orthogonale d’axeO~k ;
projection orthogonale sur l’axeO~k ; rotation d’angleθ et d’axeO~k (respectivement d’axeO~ı ou d’axeO~).

Remarque :Pour les rotations, il faut tenir compte de l’orientation de l’axe(règle du tournevis).

Notation : On note0q,p la matrice de l’application nulle0 : Rp → Rq définie par0(u) = 0 et Ip la matrice de
l’ identitéid : Rp → Rp définie parid(u) = u. Par exemple, on a :

03,2 =




0 0
0 0
0 0


 , I3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Dans le cas où il n’y a pas d’ambiguïté sur le nombre de lignes ou de colonnes, on écrit0 pour0p,q et I pourIp.

Les opérations introduites dans le cas des matrices carréesd’ordre 2 s’étendent de façon évidente aux matrices de
type quelconque, mais elles ne sont pas définies dans tous lescas.

Exercice 63 :Pour quels types de matrices la sommeA+B est-elle définie ? Même question pour le produitAB.

Les propriétés de ces opérations sont essentiellement les mêmes que celles établies dans le cas des matrices carrées
d’ordre 2. En particulier, on a :

A+ 0q,p = A, AIp = A, IpA = A, A0q,p = 0q,p, 0q,pA = 0q,p.

Exercice 64 :Quel est le type de la matriceA dans chacune de ces règles ?

Remarque : Si A =

(
a b
c d

)
est la matrice de l’application linéairef : R2 → R2 etX =

(
x
y

)
est celle du

vecteuru ∈ R2, alorsAX est la matrice colonne du vecteurf(u). En pratique, on a le calcul suivant pourf(u) :
(
x
y

)

(
a b
c d

)(
ax+ by
cx+ dy

)

Il y a une formule analogue pour une matriceA de type quelconque.
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3 Déterminant et inversion d’une matrice

3.1 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2

Définition : Le déterminant de l’application linéairef : R2 → R2 estdet f = det(f(~ı), f(~)).

Remarque :det f est l’aire algébrique d’un parallélogramme, à savoir l’image parf du carré unité.

det f

1
O

f(~)

f(~ı)

~

~ı

Exercice 65 :Calculer le déterminant def : R2 → R2 dans chacun des cas suivants :symétrie centrale, homothé-
tie, symétrie orthogonale axiale, projection orthogonale axiale, affinité orthogonale axiale, rotation, similitude.

Exercice 66 :Montrer que l’applicationδ définie parδ(u, v) = det(f(u), f(v)) est une forme bilinéaire alternée.
En déduire la formule suivante :

det(f(u), f(v)) = (det f) det(u, v).

Remarque :Cette formule exprime le fait quedet f est lefacteur de changement d’aire algébrique def . Par suite,
| det f | est lefacteur de changement d’aire def . A priori, il s’agit de l’aire d’un parallélogramme, mais enfait,
cela vaut pour une forme quelconque : polygone, ellipse, ou autre.

Exercice 67 :Si f, g : R2 → R2 sont des applications linéaires, exprimerdet(g ◦ f) en fonction dedet f etdet g.

Définition : Le déterminant de la matriceA est celui de l’application linéaire de matriceA. Autrement dit :

siA =

(
a b
c d

)
alors detA =

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

Exercice 68 :Calculerdet I et exprimerdetAB en fonction dedetA etdetB. [Utiliser l’exercice précédent.]

Exercice 69 :Exprimerdet(λA) en fonction deλ etdetA.

Exercice 70 :Montrer qu’en général, on ne peut pas exprimerdet (A+B) comme une fonction dedetA etdetB.
[Considérer le casA = B = I, puisA = I etB = −I.]

3.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3

Définition : Le déterminantd’une application linéairef : R3 → R3 estdet f = det(f(~ı), f(~), f(~k)).

Remarque :det f est le volume algébrique d’un parallélépipède, à savoir l’image parf du cube unité.

On montre également la formule suivante :

det(f(u), f(v), f(w)) = (det f) det(u, v, w).

Autrement dit,det f est lefacteur de changement de volume algébrique def . Par suite,| det f | est lefacteur de
changement de volume def . A priori, il s’agit du volume d’un parallélépipède, mais enfait, cela vaut pour une
forme quelconque : polyhèdre, ellipsoïde, ou autre.

Exercice 71 :Calculer le déterminant def : R3 → R3 dans chacun des cas suivants :symétrie centrale, homo-
thétie, symétrie orthogonale plane, projection orthogonale plane, affinité orthogonale plane, symétrie orthogonale
axiale, projection orthogonale axiale, rotation.

Enfin, on définit le déterminant d’une matrice carrée d’ordre3 de sorte que le déterminant d’une application linéaire
f : R3 → R3 est celui de sa matrice :

siA =




a a′ a′′

b b′ b′′

c c′ c′′



 alors detA =

∣∣∣∣∣∣

a a′ a′′

b b′ b′′

c c′ c′′

∣∣∣∣∣∣
.

Exercice 72 :Calculerdet I3 et exprimerdetAB en fonction dedetA etdetB.

Exercice 73 :Exprimerdet(λA) en fonction deλ etdetA. Comparer avec l’exercie 69.
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3.3 Inverse d’une matrice carrée

Définition : SiAB = Ip, on dit queB est uninverse à droitedeA, et queA est uninverse à gauchedeB. On dit
aussi queA estinversible à droiteet queB estinversible à gauche.

Exercice 74 :La matriceIp est-elle inversible à droite ? à gauche ? Mêmes questions pour la matrice0p,q.

Exercice 75 :SoitA =
(
a b

)
une matrice ligne. Quels sont ses inverses à droite ? à gauche?

Exercice 76 :Montrer que siA est une matrice carrée d’ordrep inversible à droite ou à gauche, alorsdetA 6= 0.

Exercice 77 :Montrer que siAC = BC etC est inversible à droite, alorsA = B (simplification à droite).

Remarque :De même, siAB = AC etA est inversible à gauche, alorsB = C (simplification à gauche).

Exercice 78 :Montrer que siB est un inverse à droite deA etC est un inverse à gauche deA, alorsB = C.

On considère maintenant le cas d’une matriceA carrée d’ordrep.

Définition : On dit queB est uninversedeA si B est à la fois un inverse à droite et un inverse à gauche deA,
c’est-à-dire siB est une matrice carrée d’ordrep telle queAB = Ip = BA. On dit alors queA estinversible.

Exercice 79 :Montrer que siA est inversible, alors il existe un unique inverse deA, qui est aussi l’unique inverse
à droite deA et l’unique inverse à gauche deA.

Notation : On note alorsA−1 cet unique inverse, et plus généralement, on poseA−n = (A−1)n pour toutn ∈ N.

Remarque :A−1 est inversible, et son inverse estA.

Exercice 80 :Montrer que siA etB sont des matrices carrées d’ordrep inversibles, alorsAB est aussi inversible.
Quel est son inverse ?

Exercice 81 :Montrer que siA est inversible, alorsAn est aussi inversible pour toutn ∈ Z. Quel est son inverse ?
[Commencer par le casn ∈ N.]

Remarque :On n’écrit pas
1

A
pourA−1, ni surtout

A

B
pourAB−1. Pourquoi?

3.4 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2

SoitA =

(
a b
c d

)
et posonsA♯ =

(
d −b
−c a

)
. [La notation standard esttÃ.]

Exercice 82 :CalculerA♯♯ etdetA♯. Dans quel cas a-t-onA = A♯ ?

Exercice 83 :CalculerAA♯ etA♯A. En déduire que sidetA 6= 0, alorsA est inversible, et dans ce cas, exprimer
A−1 en fonction deA♯ (formule de l’inverse). En déduire le théorème ci-dessous :

Théorème 1 :Pour toute matriceA carrée d’ordre2, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible ; 2. A est inversible à droite ; 3. A est inversible à gauche ; 4. detA 6= 0.

Remarque :Dans ce cas, on ne parlera plus d’inverse à droite ou d’inverse à gauche, mais seulement d’inverse.

Exercice 84 :Inverser la matriceA =

(
1 2
3 4

)
et vérifier qu’on a bienAA−1 = I = A−1A.

Exercice 85 :Inverser les matrices suivantes :
(
a 0
0 b

)
,

(
1 a
0 1

)
,

(
a −b
b a

)
,

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Exercice 86 :Donner un exemple de matrice carrée non nulle, mais non inversible.
Exercice 87 :Dans le cas oùA est inversible, exprimerdetA−1 en fonction dedetA.

Exercice 88 :Montrer que siA etB sont deux matrices carrées d’ordre 2 telles queC = AB est inversible, alors
A etB sont aussi inversibles. Dans ce cas, exprimerA−1 etB−1 en fonction deA, B, etC−1.

Exercice 89 :Montrer qu’une application linéairef : R2 → R2 telle quedet f = 0 n’est ni surjective, ni injective.
[Considérer l’image et le noyau def .] En déduire le théorème ci-dessous :

Théorème 2 :Pour toute application linéairef : R2 → R2, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est bijective ; 2. f est surjective ; 3. f est injective ; 4. det f 6= 0.

Dans ce cas, l’application réciproquef−1 est linéaire et sa matrice est l’inverse de celle def .

Remarque : Ces théorèmes s’étendent au cas d’une matrice carrée d’ordrep et à celui d’une application linéaire
f : Rp → Rp. De plus, il existe une formule pour l’inverse d’une matricecarrée d’ordrep (formule de Cramer).
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3.5 Méthode du pivot de Gauss

Définition : Une matrice carrée d’ordre 2 est diteélémentairesi elle est de l’une des formes suivantes :
(
λ 0
0 1

)
avecλ 6= 0,

(
1 0
0 λ

)
avecλ 6= 0,

(
1 λ
0 1

)
,

(
1 0
λ 1

)
,

(
0 1
1 0

)
.

En particulier, la matriceI est élémentaire.

Remarque :SiE est une matrice élémentaire etA une matrice à 2 lignes, on calcule le produitEA en appliquant
une desopérations élémentairessuivantes (figure 4) :

– multiplier la première ou la seconde ligne deA par un scalaire non nul ;
– ajouter un multiple de la seconde ligne deA à la première, ou réciproquement ;
– échanger les deux lignes deA.

Exercice 90 :Montrer que chaque matrice élémentaire est inversible et que son inverse est une matrice élémentaire.

Remarque : Cela signifie que les opérations élémentaires sontréversibles. De plus, en appliquant une opération
élémentaire à une matrice inversible, on obtient encore unematrice inversible.

Exercice 91 :Montrer que siA est une matrice carrée d’ordre 2 inversible, alors on peut obtenir I en appliquant
4 opérations élémentaires successives à la matriceA. En déduire queA est le produit de 4 matrices élémentaires.
[Appliquer la stratégie de la figure 5 et montrer qu’il ne peut yavoir d’échec si on part d’une matrice inversible.]

Remarque :Si on applique la stratégie de la figure 5 à une matrice non inversible, on arrive à un échec.

Exercice 92 :Montrer que si on applique la même suite d’opérations élémentaires aux matricesA et I, et si on
obtient les matricesI etB, alorsB est l’inverse deA.

Remarque : C’est une méthode alternative pour inverser une matrice carrée. Les deux matrices sont nécessaires :
c’est la première qui détermine la suite d’opérations élémentaires, mais c’est la seconde qui donne le résultat final.
On n’est pas obligé d’appliquer exactement la stratégie de la figure 5. En fait, toute suite d’opérations élémentaires
est licite, mais en pratique, on cherche toujours celle qui donne les calculs les plus courts ou les plus simples.

Exercice 93 :Inverser la matriceA =

(
1 2
3 4

)
par cette méthode.

Exercice 94 :Montrer que cette méthode permet aussi de calculer le déterminant.

Définition : Uneopération élémentaire sur une matriceA de type quelconque consiste à multiplier une ligne deA
par un scalaire non nul, à ajouter un multiple d’une ligne deA à une autre, ou à échanger deux lignes deA.

La méthode d’inversion présentée ci-dessus s’étend aux matrices carrées d’ordrep : on part des matricesA et Ip,
et on arrive àIp etA−1 par une suite d’opérations élémentaires. C’est laméthode du pivot de Gauss.

Exercice 95 :Inverser la matriceA =




0 1 2
3 4 3
2 1 0


 par cette méthode et vérifier qu’on aAA−1 = I3 = A−1A.

Remarque :Quelle que soit la méthode utilisée (formule de Crameroupivot de Gauss), une vérification s’impose,
mais en pratique, il suffit de vérifierAA−1 = I3 (ouA−1A = I3). Pourquoi?

Exercice 96 :Montrer que siA est une matrice carrée d’ordre 3 inversible, alors on peut obtenir I3 en appliquant
9 opérations élémentaires successives à la matriceA. En déduire queA est le produit de 9 matrices élémentaires.
[Chercher un analogue de la stratégie de la figure 5 en distinguant les deux phases de la figure 6.]

Un système linéaire peut être considéré comme une équation entre deux matrices colonnes. Par exemple, le système

linéaire

{
x+ 2y = x′,

3x+ 4y = y′,
s’écrit aussiAX = X ′ oùA =

(
1 2
3 4

)
,X =

(
x
y

)
etX ′ =

(
x′

y′

)
.

Exercice 97 :Exprimer la solutionX en fonction deA−1 etX ′.

La méthode du pivot de Gauss est aussi une méthode de résolution des systèmes linéaires.

Exercice 98 :Exprimerx, y, z en fonction dex′, y′, z′ sachant que






y + 2z = x′,
3x+ 4y + 3z = y′,
2x+ y = z′.

Remarque : Pour inverser une matrice, il suffit donc de résoudre le système linéaire associé. Autrement dit,
l’inversion d’une matrice est un cas particulier de résolution d’un système linéaire
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λ

(
a b
c d

)

(
λa λb
c d

)

λ

(
a b
c d

)

(
a b
λc λd

) (
a+ λc b+ λd
c d

)

(
a b
c d

) (
a b
c d

)

(
a b

λa+ c λb+ d

)

λ

(
c d
a b

)

(
a b
c d

)
λ

FIG. 4 – Opérations élémentaires sur une matrice à 2 lignes

a′ = 0

(
a ∗
b ∗

)
a 6= 0

b 6= 0
(

0 ∗
1 ∗

)

échec

(
1 ∗
∗ ∗

) (
1 ∗
0 a′

)
a′ 6= 0

échec

(
1 ∗
0 1

) (
1 0
0 1

)

b = 0

a = 0

FIG. 5 – Algorithme de Gauss pour une matrice carrée d’ordre 2




1 0 0
0 1 0
0 0 1






∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


 . . .




1 ∗ ∗
0 1 ∗
0 0 1


 . . .

FIG. 6 – Les deux phases de l’algorithme de Gauss pour une matricecarrée d’ordre 3
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4 Diagonalisation et changement de base

4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition : On dit que le scalaireλ est unevaleur propre de l’application linéairef : Rp → Rp s’il existe un
vecteuru 6= 0 tel quef(u) = λu. Un telu s’appelle unvecteur propre def associé à la valeur propreλ.

Exercice 99 :Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres def : R2 → R2 dans les cas suivants :symétrie
centrale, homothétie de rapportρ, symétrie orthogonale, projection orthogonale, affinité orthogonale de rapportρ,
rotation d’angleθ.

Remarque : Le scalaire 0 est une valeur propre def si et seulement si lenoyauker f = {u ∈ Rp | f(u) = 0}
contient des vecteurs non nuls, c’est-à-dire sif n’est pas injective, autrement dit, sidet f = 0.

Exercice 100 :Montrer que le scalaireλ est unevaleur propredef si et seulement si on adet(f − λid) = 0.

Les valeurs propres def sont donc les racines du polynômeΓ défini parΓ(λ) = det(f −λid). C’est un polynôme
de degrép, appelépolynôme caractéristique def .

Lesvaleurs propres, lesvecteurs propreset lepolynôme caractéristiqued’une matrice carréeA sont celles et ceux
de l’application linéairef de matriceA. En particulier, le polynôme caractéristique deA estΓ(λ) = det(A− λI).

Remarque :Dans le cas oùp = 2, on doit résoudre une équation du second degré. Selon le cas,il y a deux valeurs
propres réelles, ou une seule valeur propre réelle, ou aucune valeur propre réelle. Pour trouver les vecteurs propres
associés, on résout un système linéaire.

Exercice 101 :Quelles sont les valeurs propres réelles des matrices suivantes ?
(

1 0
0 2

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
.

Dans chaque cas, on donnera les vecteurs propres et une interprétation géométrique.

Remarque :Si la matriceA estdiagonale, c’est-à-dire de la forme

(
a 0
0 b

)
, alors ses valeurs propres sonta et b.

Exercice 102 :SoitA =

(
a b
c d

)
. On noteλ etµ les racines du polynôme caractéristique deA.

1. Exprimer la sommeλ+ µ et le produitλµ en fonction des coefficientsa, b, c, d.

2. Montrer que sidetA < 0, alorsA a deux valeurs propres réelles de signes opposés.

3. Montrer que sib etc ont le même signe, alorsA a deux valeurs propres réelles distinctes.

4.2 Diagonalisation en dimension 2

Définition : UnebasedeR2 est la donnée de 2 vecteursu, v non colinéaires. Autrement dit,det(u, v) 6= 0.

Exercice 103 :Montrer que, dans ce cas, pour toutw ∈ R2, il existe un unique(x, y) ∈ R2 tel quew = xu + yv.
[Un système linéaire à 2 équations et 2 inconnues dont le déterminant est non nul a une solution unique.]

Remarque :Si u, v est une base deR2, alors toute application linéairef : R2 → R2 est de la forme suivante :

f(xu + yv) = (ax+ by)u+ (cx+ dy)v, oùa, b, c, d sont donnés parau+ cv = f(u) et bu+ dv = f(v).

Définition : Dans ce cas, on dit que

(
a b
c d

)
est lamatrice def dans la baseu, v.

Définition : Soitf : R2 → R2 l’application linéaire de matriceA dans la base canonique. On dit quef (ouA) est
diagonalisables’il existe une base de vecteurs propres def , autrement dit, s’il existe une base telle que la matrice
def dans cette base est diagonale. En particulier, un matrice diagonale est diagonalisable.

Exercice 104 :Montrer que sif : R2 → R2 a deux valeurs propres réelles distinctes, alors elle est diagonalisable.
[Choisir un vecteur propre pour chaque valeur propre, puis montrer que ces deux vecteurs forment une base.]

Exercice 105 :Réciproquement, montrer que si une matrice carrée d’ordre 2est diagonalisable etnon diagonale,
alors elle a deux valeurs propres réelles distinctes.

Exercice 106 :Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont diagonalisables ?
(

1 0
0 2

)
,

(
2 0
0 2

)
,

(
1 2
0 1

)
,

(
1 1
0 2

)
,

(
1 1
−1 1

)
,

(
2 1
−1 0

)
.

Le cas échéant, on donnera une base de vecteurs propres.
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4.3 Changement de base

Définition : À une baseu, v deR2, on associe lamatrice de passagedont les colonnes sont les matrices respectives
deu etv dans la base canonique.

Exemple :Si u =~ı+ ~ etv = ~−~ı, alorsP =

(
1 −1
1 1

)
.

Par définition, la matriceP est toujours inversible. De plus, elle permet depasser d’une base à l’autre:

1. siX est la matrice colonne dew dans la baseu, v, alors la matrice dew dans la base canonique estPX ;

2. siX est la matrice colonne dew dans la base canonique, alors la matrice dew dans la baseu, v estP−1X .

Elle permet aussi de calculer la matrice d’une application linéairef dans la baseu, v à partir de sa matriceA dans
la base canonique. Pour cela, on considère la matrice colonneX d’un vecteurw dans la baseu, v :

1. la matrice dew dans la base canonique estPX ;

2. celle def(w) dans la base canonique est doncAPX ;

3. celle def(w) dans la baseu, v est doncP−1APX ;

On en déduit que la matrice def dans la baseu, v estP−1AP .

Exercice 107 :Soientf etg les applications linéaires dont les matrices respectives dans la base canonique sont :
(

0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
.

Calculer les matrices respectives def etg dans la baseu, v, oùu =~ı+ ~ etv = ~−~ı.
Exercice 108 :SiB est la matrice def dans la baseu, v, quelle est la matrice def dans la base canonique?

Exercice 109 :SiB = P−1AP etn ∈ Z, exprimerBn en fonction deAn etAn en fonction deBn.

Exercice 110 :Montrer que siB = P−1AP , alors les matricesA etB ont le même déterminant, le même polynôme
caractéristique, et les mêmes valeurs propres. [DévelopperP−1(A− λI)P .]

4.4 Diagonalisation et changement de base en dimension 3

Définition : UnebasedeR3 est la donnée de 3 vecteursu, v, w non coplanaires. Autrement dit,det(u, v, w) 6= 0.

On a de même la décomposition unique de tout vecteur deR3 dans la baseu, v, w. On a aussi la notion dematrice
d’une application linéaire dans la baseu, v, w, ainsi que les notions de matricesdiagonaleset diagonalisables.

Remarque :Dans ce cas, le polynôme caractéristiqueΓ est de degré 3. Or un tel polynôme a au moins une racine
réelle. Donc toute matrice carrée d’ordre 3 a au moins une valeur propre réelle.

Exercice 111 :Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres def : R3 → R3 dans les cas suivants :symétrie
centrale, homothétie de rapportρ, symétrie orthogonale planeou axiale, projection orthogonale planeou axiale,
affinité orthogonale plane de rapportρ, rotation d’angleθ.

Exercice 112 :SoitA une matrice carrée d’ordre 3. Montrer que sidetA > 0 (respectivementdetA < 0), alorsA
a au moins une valeur propre positive (respectivement négative). [Calculer les limites deΓ(λ) en+∞ et en−∞.]

Exercice 113 :Montrer qu’une matrice carrée d’ordre 3 est diagonalisablesi et seulement si l’une des conditions
suivantes est satisfaite : elle a trois valeurs propres réelles distinctes ; ou elle a deux valeurs propres réelles distinctes
et il existe deux vecteurs propres non colinéaires associésà l’une d’elle ; ou elle est de la formeλI.

Exercice 114 :Soitf l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique estA =




0 0 1
1 0 0
0 1 0



.

1. Montrer que 1 est une valeur propre de cette matrice, et donner un vecteur propreu associé.

2. Donner un vecteurv non nul et orthogonal àu, puis calculerw = u ∧ v.

3. Donner la matrice de passageP associée à la baseu, v, w et calculerP−1.

4. Montrer que la base formée des vecteursu′ = 1
‖u‖u, v′ = 1

‖v‖v, etw′ = 1
‖w‖w estorthonormée directe:

u′ ⊥ v′, u′ ⊥ w′, v′ ⊥ w′, det(u′, v′, w′) = 1.

5. Montrer que la matrice de passage associée à cette base estde la formePQ où la matriceQ est diagonale.

6. Calculer la matrice def dans la baseu′, v′, w′. [Calculer(PQ)−1 à partir deP−1 etQ−1.]

7. En déduire l’interprétation géométrique def .
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5 Matrices orthogonales et matrices symétriques

5.1 Transposée

Définition : SiA est une matrice àq lignes etp colonnes, satransposéetA est la matrice àp lignes etq colonnes
dont les lignes correspondent aux colonnes deA (et réciproquement).

Cas particulier des matrices carrées d’ordre 2 et des matrices (colonnes ou lignes) de vecteurs deR2 :

t
(
a b
c d

)
=

(
a c
b d

)
,

t
(
x
y

)
=
(
x y

)
, t

(
x y

)
=

(
x
y

)
.

Plus généralement, sip = q, alorstA s’obtient en échangeant les coefficients symétriques par rapport à ladiagonale
principale, et siX est la matrice colonne d’un vecteur deRp, alorstX est sa matrice ligne, et vice-versa.

Remarque :Si u etu′ sont des vecteurs de matrices colonnes respectivesX etX ′, alors on au · u′ = tXX ′.

Exercice 115 :Vérifier les propriétés suivantes dans le cas des matrices carrées d’ordre 2 :
ttA = A, t(A+B) = tA+ tB, t(λA) = λ tA, t(AB) = tB tA.

Remarque : Ces propriétés s’étendent aux matrices de types quelconques (voir la figure 7 pour le cas du produit).
De plus, on at0q,p = 0p,q et tIp = Ip.

Exercice 116 :Montrer que siA est une matrice carrée inversible, alorstA est inversible ett(A−1) = (tA)−1.

5.2 Matrice d’une forme bilinéaire

Définition : Uneforme bilinéaire surRp est une applicationϕ : Rp×Rp → R telle que, pour tout vecteurv ∈ Rp,
les deux applicationsu 7→ ϕ(u, v) etu 7→ ϕ(v, u) sont linéaires. Autrement dit, on a les identités suivantes:

ϕ(u+ u′, v) = ϕ(u, v) + ϕ(u′, v), ϕ(λu, v) = λϕ(u, v),

ϕ(u, v + v′) = ϕ(u, v) + ϕ(u, v′), ϕ(u, λv) = λϕ(u, v).

Exemples :Le produit scalaire est une forme bilinéaire surRp. Le déterminant est une forme bilinéaire surR2.

À toute matrice carréeA =

(
a b
c d

)
, on associe la forme bilinéaireϕ : R2 × R2 → R définie par :

ϕ(u, u′) = axx′ + bxy′ + cyx′ + dyy′ pour u = (x, y) = x~ı+ y~ et u′ = (x′, y′) = x′~ı+ y′~.

Réciproquement, toute forme bilinéaireϕ : R2 × R2 → R est de cette forme. Pour reconstruireA à partir deϕ, il
suffit de posera = ϕ(~ı,~ı), b = ϕ(~ı,~), c = ϕ(~,~ı), etd = ϕ(~,~).

Définition : Dans ce cas, on dit queϕ estla forme bilinéaire de matriceA, ou queA estla matrice deϕ.

Exercice 117 :Quelles sont les matrices respectives du produit scalaire et du déterminant (surR2) ?

Exercice 118 :Vérifier que siϕ : R2 × R2 → R est une forme linéaire de matriceA etu, u′ sont des vecteurs de
matrices colonnes respectivesX etX ′, alors on aϕ(u, u′) = tXAX ′.

Définition : Plus généralement, la matrice d’une forme bilinéaireϕ sur Rp est la matrice carrée d’ordrep qui
satisfait une telle identité pouru, u′ ∈ Rp.

Remarque : Toute matrice carrée d’ordrep définit à la fois une application linéairef : Rp → Rp et une forme
bilinéaireϕ : Rp × Rp → R. Par définition, on aϕ(u, u′) = u · f(u′) pouru, u′ ∈ Rp.

5.3 Changement de base

Soitu, v une base deR2 etP la matrice de passage associée.

Définition : La matrice d’une forme bilinéaireϕ : R2 × R2 → R dans la baseu, v estA =

(
a b
c d

)
où :

a = ϕ(u, u), b = ϕ(u, v), c = ϕ(v, u), d = ϕ(v, v).

Siw,w′ sont des vecteurs de matrices colonnes respectivesX etX ′dans la baseu, v, on a doncϕ(w,w′) = tXAX ′.

Exercice 119 :Montrer que siA est la matrice d’une forme bilinéaireϕ : R2 ×R2 → R (dans la base canonique),
alors la matrice deϕ dans la baseu, v esttPAP . [Utiliser la formule de changement de base pour les vecteurs.]

Remarque :En particulier, la matrice du produit scalaire dans la baseu, v esttPP .

On définit de même la matrice d’une forme bilinéaireϕ : R3 × R3 → R dans une base deR3. La formule de
changement de base est alors la même que pourR2.
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5.4 Matrices orthogonales

Définition : Unematrice orthogonaleest une matrice carréeA d’ordrep telle quetAA = Ip.

Autrement dit, une matrice carréeA est orthogonale si elle est inversible et siA−1 = tA.

Exercice 120 :Vérifier que la matrice de passage associée à une baseu, v deR2 est orthogonale si et seulement si
cette base estorthonormée, c’est-à-dire si on au ⊥ v et‖u‖ = ‖v‖ = 1.

Remarque : D’après la section précédente, la matrice de passage est orthogonale si et seulement si la matrice du
produit scalaire dans cette base estI.

Exercice 121 :Montrer que la matrice d’une application linéairef : R2 → R2 (dans la base canonique) est
orthogonale si et seulement sif préserve le produit scalaire: autrement dit, siu, u′ ∈ R2, alorsf(u)·f(u′) = u·u′.
Exercice 122 :Montrer que le produit de deux matrices orthogonales est unematrice orthogonale, et que l’inverse
d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.

5.5 Matrices symétriques

Définition : Unematrice symétriqueest une matrice carréeA telle quetA = A.

En particulier, une matrice carrée d’ordre 2 symétrique estune matrice de la forme

(
a b
b c

)
.

Exemple :Les matrices diagonales sont symétriques.

Exercice 123 :Montrer que siA etB sont des matrices carrées d’ordrep symétriques, alors la matriceAB est
symétrique si et seulement siA commute avecB.

Exercice 124 :Montrer que siP etA sont des matrices carrées d’ordrep et la matriceP est orthogonale, alors la
matriceA est symétrique si et seulement si la matriceP−1AP = tPAP est symétrique.

Exercice 125 :Montrer que la matrice d’une application linéairef : R2 → R2 (dans la base canonique) est
symétrique si et seulement sif satisfait la propriété suivante : siu, u′ ∈ R2, alorsf(u) · u′ = u · f(u′).

Exercice 126 :Soitf : R2 → R2 une application linéaire dont la matrice est symétrique.

1. Montrer quef a des valeurs propres réelles. [Calculer le discriminant du polynôme caractéristique.]

2. Monter que siu, v forment une base orthogonale deR2 etu est un vecteur propre def , alorsv est aussi un
vecteur propre def . [Utiliser l’exercice précédent.]

3. En déduire le théorème ci-dessous :

Théorème 3 :La matrice d’une application linéairef : R2 → R2 (dans la base canonique) est symétrique si et
seulement sif est diagonalisable dans une base orthonormée.

Remarque : Autrement dit, une matrice carréeA d’ordre 2 est symétrique si et seulement s’il existe une matrice
orthogonaleP telle que la matriceP−1AP = tPAP est diagonale.

tB

tA

tB tA

ABA

B

FIG. 7 – Transposée de la matriceAB
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6 Compléments de géométrie

6.1 Équation d’un cercle ou d’une sphère

Définition : La distanceentre deux pointsu, v ∈ Rp estd(u, v) = ‖u− v‖.

Si u0 est un point du planR2, le cercle de centreu0 et de rayonρ > 0 est donc :

C = {u ∈ R2 | d(u, u0) = ρ} = {u ∈ R2 | ‖u− u0‖2
= ρ2}.

Si on poseu0 = (x0, y0) etu = (x, y), on obtient ainsi l’équation cartésienne(x − x0)
2 + (y − y0)

2 = ρ2.

Exemple :Le cercle de centreu0 = (1, 0) et de rayon2 a pour équation(x−1)2 + y2 = 4, soitx2 + y2−2x = 3.

Exercice 127 :À quelle condition sur les coefficientsa, b, c l’équation cartésiennex2+y2+ax+by = c définit-elle
un cercle dansR2 ? Quels sont alors le centre et le rayon de ce cercle ?

Exercice 128 :Quelle est l’équation cartésienne de la sphère de centreu0 = (x0, y0, z0) et de rayonρ?

Exercice 129 :Montrer que le cercle de centreu0 et de rayonρ estC = {u0 + ρvθ | θ ∈ [0, 2π[} où on pose
vθ = (cos θ, sin θ). En déduire unsystème paramétriquepourC. [Tout vecteur unitaire deR2 est de la formevθ.]

Exercice 130 :Montrer que la sphère de centreu0 et de rayonρ estS = {u0 + ρvθ,ϕ | θ ∈ [0, 2π[, ϕ ∈ [0, π]} où
on posevθ,ϕ = (cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ). En déduire unsystème paramétriquepourS.

Exercice 131 :À partir des propriétés de la norme euclidienne, montrer celles de la distance euclidienne :

d(v, u) = d(u, v), d(u,w) 6 d(u, v) + d(v, w), d(u, v) = 0 si et seulement siu = v.

6.2 Projections orthogonales

Théorème 4 :Si u est un vecteur non nul deRp, alors tout vecteur dev deRp se décompose de façon unique en
v = v′ + v′′ avecv′ ∈ Ru etv′′ ∈ u⊥.

v

u⊥

Ru
u

v′′

v′

Dans ce cas, on av′ = λu etu · v = u · v′ + u · v′′ avecu · v′ = λu · u = λ‖u‖2 etu · v′′ = 0, d’où les formules :
{
v′ = λu,
v′′ = v − λu,

avecλ =
u · v
‖u‖2 .

Réciproquement, ceci donne bien une décompositionv = v′ + v′′ avecv′ ∈ Ru etv′′ ∈ u⊥. C.Q.F.D.

Remarque :Dans le planR2, l’ensembleu⊥ est une droite vectorielle. Dans l’espaceR3, c’est un plan vectoriel.

Définition : On dit que les vecteursv′ etv′′ sont lesprojetés orthogonauxdev respectivement surRu et suru⊥.

Remarque :Si on notew le symétrique dev par rapport à la droiteRu, alors le projetév′ dev surRu est le milieu
dev etw : autrement dit,v′ = 1

2 (v + w), d’oùw = 2v′ − v. Si P est la matrice de la projection orthogonale sur
la droiteRu, alors la matrice de la symétrie orthogonale par rapport à ladroiteRu est doncS = 2P − Ip.

Exercice 132 :Soitu = (a, b) un vecteur non nul deR2. Calculer la matrice de la projection orthogonale sur l’axe
Ru, puis celle de la symétrie orthogonale par rapport à l’axeRu. Même question pouru = (a, b, c) ∈ R3

Exercice 133 :Montrer que siv′ etv′′ sont les projetés orthogonaux dev respectivement surRu et suru⊥, on a :

‖v′‖ =
|u · v|
‖u‖ , ‖v′′‖ =

| det(u, v)|
‖u‖ (dans le planR2), ‖v′′‖ =

‖u ∧ v‖
‖u‖ (dans l’espaceR3).

[Dans le planR2, exprimer|u · v| et | det(u, v)| en fonction de‖v′‖ et‖v′′‖. Utiliser le fait que|u · v| = ‖u‖‖v‖ si
et seulement siu etv sont colinéaires, et le fait que| det(u, v)| = ‖u‖‖v‖ si et seulement si ils sont orthogonaux.]

Remarque : ‖v′‖ est aussi la distance entre le pointv et la droite vectorielle ou le plan vectorielu⊥. De même,
‖v′′‖ est la distance entre le pointv et la droite vectorielleRu.

Définition : L’ angleθ entre les vecteursu etv est déterminé par les formules suivantes :

cos θ =
u · v

‖u‖‖v‖ , sin θ =
det(u, v)

‖u‖‖v‖ (dans le planR2), sin θ =
‖u ∧ v‖
‖u‖‖v‖ (dans l’espaceR3).

Remarque : Dans l’espaceR3, on a toujourssin θ > 0 car cet angle estnon orienté: autrement dit,θ ∈ [0, π].
Dans ce cas, on peut aussi retrouver le sinus à partir du cosinus :sin θ =

√
1 − cos2 θ.
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6.3 Équation d’un cylindre

Pour calculer la distance entre un pointu et une droite ou un plan affine passant par un pointu0, on se ramène au
cas vectoriel en appliquant la translation de vecteur−u0. Ainsi, dans l’espaceR3, la distance entre le pointu et la
droite parallèle au vecteurv passant par le pointu0 est :

d(u, u0 + Rv) = d(u− u0,Rv) =
‖(u− u0) ∧ v‖

‖v‖ .

Le cyclindre de rayonρ > 0 dont l’axe est la droite parallèle àv passant paru0 est donc :

C = {u ∈ R3 | d(u, u0 + Rv) = ρ} = {u ∈ R2 | ‖(u− u0) ∧ v‖2
= ρ2‖v‖2}.

Exemple :Pouru0 = (0, 0, 2), v = (1, 1, 0), etρ = 3, on obtient l’équation cartésienne suivante :
∣∣∣∣
y 1

z − 2 0

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x 1

z − 2 0

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x 1
y 1

∣∣∣∣
2

= 18, soit x2 + y2 + 2z2 − 2xy − 8z = 10.

Exercice 134 :Calculer l’équation de l’intersection de ce cylindre avec le plan d’équationy = 0, et donner
l’interprétation géométrique de cette intersection. Mêmequestion pour l’intersection avec le plan d’équationz = 0.

6.4 Équation d’une ellipse

Soientu etv deux vecteurs non nuls et orthogonaux deR2 : autrement dit, ils forment une base orthogonale, mais
pas forcément orthonormée. On considère la courbeE d’équationx2 + y2 = 1 dans la baseu, v.

Remarque : Si ‖u‖ = ‖v‖ = 1, c’est-à-dire si la base est orthonormée,E est le cercle de centreO et de rayon 1.
De même, si‖u‖ = ‖v‖ = ρ, c’est le cercle de centreO et de rayonρ. Si ‖u‖ 6= ‖v‖, alorsE est uneellipse. Les
vecteursu etv déterminent lesaxes de l’ellipse: le plus grand correspond augrand axeet le plus petit aupetit axe.
Si ‖u‖ > ‖v‖, alors‖u‖ est ledemi-grand axeet‖v‖ est ledemi-petit axe. Ici, le centre est toujours l’origineO.

Ou
v

u
v

O

Pour trouver l’équation deE dans la base canonique, il suffit de faire un changement de base.

Exemple :Si u = 2~ı etv = ~, l’équation deE dans la base canonique est(x
2 )2 + y2 = 1, soitx2 + 4y2 = 4.

Exercice 135 :Donner l’équation deE si u = a~ı etv = b~, c’est-à-dire si un axe est horizontal et l’autre vertical.

Exemple :Si u = 2~ı+2~ etv = ~−~ı, alors la matrice de passage estP =

(
2 −1
2 1

)
et on aP−1 =

1

4

(
1 1
−2 2

)
.

L’équation est donc(x+y
4 )2 + (2y−2x

4 )2 = 1, soit5x2 + 5y2 − 6xy = 16.

On considère maintenant le cas où la baseu, v n’est pas orthogonale. On va montrer queE est encore une ellipse,
bien qu’ici, les vecteursu etv ne correspondent plus aux axes de cette ellipse.

Remarque :SoitP la matrice de passage associée à la baseu, v. On poseA = P−1 et on noteX la matrice

(
x
y

)
.

L’équation deE dans la base canonique s’écrit alorst(AX)(AX) = 1, soit tXBX = 1 avecB = tAA.

Exercice 136 :Montrer que pour toute matrice carrée d’ordre 2A inversible, la matriceB = tAA est symétrique
et ses valeurs propres sont strictement positives. [Commencer par calculerdet tA, puisdetB.]

D’après le théorème 3, la matriceB est diagonalisable dans une base orthonormée. Autrement dit, si on noteQ
la matrice de passage associée à cette base orthonormée, la matriceC = Q−1BQ = tQBQ est diagonale. Dans
cette base, l’équation deE estαx2 + βy2 = 1 avecα, β > 0. D’après l’exercice 135, il s’agit bien d’une ellipse.

On peut interpréter ce résultat en termes de transformations linéaires :

Théorème 5 :L’image d’un cercle par une transformation linéaire (bijective) du planR2 est une ellipse.

Remarque :Pour retrouver l’ellipse à partir de son équationax2 + by2 + 2cxy = d, on diagonaliseB =

(
a c
c b

)

dans une base orthonormée, puis on réécrit l’équation dans cette base.

Exercice 137 :Retrouver par cette méthode les axes de l’ellipse d’équationx2 + y2 + xy = 3.
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7 Complexes

7.1 Forme algébrique

Définition : Un nombre complexez = x+iy est la donnée de deux nombres réelsx = Re(z) (partie réelledez) et
y = Im(z) (partie imaginairedez). L’ensemble des nombres complexes estC = R + iR = {x+ iy | x, y ∈ R}.

Remarque :Pourz = x+ iy etz′ = x′ + iy′ avecx, y, x′, y′ ∈ R, on az = z′ si et seulement six = x′ ety = y′.
Autrement dit, laforme algébriqued’un complexe est unique.

Lasomme, l’ opposéet ladifférencesont définis comme pour les vecteurs deR2, de même que le produit par un réel.
Le produits’étend aux complexes en posanti2 = −1. On a donc(x+ iy)(x′ + iy′) = (xx′ − yy′)+ i(xy′ + yx′).

Définition : Si z = x+ iy, on posez = x− iy (conjuguédez) et |z| =
√
zz =

√
x2 + y2 (moduledez).

Remarque :L’ inversese calcule à partir du conjugué :
1

z
=

z

zz
=

z

|z|2
=

x

x2 + y2
+ i

−y
x2 + y2

si z = x+ iy 6= 0.

Exercice 138 :Calculer la forme algébrique du quotientz/z′ pourz = x+iy etz′ = x′+iy′ avecx, y, x′, y′ ∈ R.

Remarque :On a aussi les identités suivantes :Re(z) =
z + z

2
etIm(z) =

z − z

2i
=
i(z − z)

2
.

Exercice 139 :À quelle condition a-t-onz = z ? À quelle condition a-t-onz = −z ?

Exercice 140 :Montrer que le conjugué et le module satisfont les propriétés suivantes :

z = z, z + z′ = z + z′, −z = −z, zz′ = z z′, 1/z = 1/z pourz 6= 0.

|z| = |z|, |−z| = |z|, |zz′| = |z| |z′|, |z| = 0 ssiz = 0, |1/z| = 1/|z| pourz 6= 0.

Remarque :On a aussi l’inégalité triangulaire|z + z′| 6 |z| + |z′|.

7.2 Plan complexe

On représente le complexez = x + iy par le point d’affixez (c’est-à-dire de coordonnéesx et y) dans le plan, ou
encore par le vecteur de composantesx et y.

R0

i

iy

iR

x

C

z = x+ iy

1

Dans cette représentation, l’origine est 0 et la base canonique est1, i. Les ensemblesR, iR, et C sont appelés
respectivementaxe réel, axe imaginaire, etplan complexe. Chaque opération a une interprétation géométrique :

– l’opérationz 7→ −z correspond à lasymétrie centralepar rapport à l’origine 0 ;
– l’opérationz 7→ z correspond à lasymétrie orthogonalepar rapport à l’axe réel ;
– si c = a+ ib, l’opérationz 7→ z + c correspond à latranslationde vecteurc ;
– sia ∈ R, l’opérationz 7→ az correspond à l’homothétiede rapporta ;
– si c = a+ ib, l’opérationz 7→ cz correspond à lasimilitudede matrice

(
a −b
b a

)
.

De plus,|z| est lanorme euclidiennedu vecteurz, c’est-à-dire la distance entre l’origine 0 et le pointz.

Remarque :On pourrait aussi définirC comme l’ensemble desmatrices de similitudesdu planR2.

Exercice 141 :Quelle est l’interprétation géométrique de l’opérationz 7→ −z ?

Définition : Le cercle unitéest l’ensembleU = {z ∈ C | |z| = 1}. C’est aussi le cercle de centre 0 et de rayon 1.

En particulier,1, −1, i et−i sont des éléments deU.

Exercice 142 :Montrer les propriétés suivantes :

si z, z′ ∈ U alorszz′ ∈ U, si z ∈ U alors−z ∈ U et1/z = z ∈ U.

Exercice 143 :En dehors de1, −1, i et−i, existe-t-il des éléments deU dont la partie réelle et la partie imaginaire
sont des entiers (respectivement des rationnels) ? [Chercher des entiersp, q, r tels quep2 + q2 = r2.]
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7.3 Racines carrées

Définition : Uneracine carréedu complexec est un complexez tel quez2 = c.

Exercice 144 :Quelles sont ces racines carrées dans le cas oùc ∈ R ? [Distinguer les casc > 0, c = 0, etc < 0.]

Théorème 6 :Tout complexec 6= 0 a deux racines carrées opposéesqui sont notées±√
c .

En effet, soitc = a+ ib aveca, b ∈ R. On cherchez = x+ iy tel quez2 = c, c’est-à-direx2 − y2 = a et2xy = b.
Or on a aussix2 + y2 = |z|2 = |z2| = |c|, si bien quex2 ety2 sont les solutions du système linéaire suivant :

{
X + Y = |c|,
X − Y = a.

En général, cela donne quatre possibilités pourz = x + iy, mais comme l’équation2xy = b impose quex et y
aient le même signe sib > 0, ou des signes différents sib < 0, il ne reste en fait que deux solutions opposées.

Exemple :Les racines carrées de1 − i sont±
(√√

2+1
2 − i

√√
2−1
2

)
.

Remarque : La notation
√
c (non précédée du symbole±) n’a de sens que dans le cas oùc est un réel positif :

comme les deux racines carrées sont réelles, on choisit de noter
√
c celle qui est positive.

Exercice 145 :Résoudre les équations suivantes et représenter toutes lessolutions dans le plan complexe :

z2 = 1, z4 = 1, z8 = 1.

7.4 Équations du second degré

Définition : Un polynôme complexede degré 2 est une fonction de la formef(z) = az2 + bz + c aveca, b, c ∈ C.

Exercice 146 :Exprimer les coefficientsa, b, c en fonction def(0), f(1) etf(−1). [Résoudre un système linéaire.]

Théorème 7 :Si f(z) = az2 + bz + c aveca 6= 0, on a la factorisationf(z) = a(z − α)(z − β) oùα, β sont les

racines complexes
−b±

√
∆

2a
avec∆ = b2 − 4ac. Ces racines sont aussi les solutions de l’équationf(z) = 0.

Exercice 147 :Exprimerα+β etαβ en fonction des coefficientsa, b, c. [Développer le polynômea(z−α)(z−β).]
À partir de là, retrouver la formule pour les racinesα, β. [Exprimer(α− β)2 en fonction de(α+ β)2 et deαβ.]

Remarque :Si b = 2b′, les racines s’écrivent aussi
−b′ ±

√
∆′

a
avec∆′ = b′2 − ac =

∆

4
(discriminant réduit).

Exemple :Les racines dez2 + 2iz − 2 + i sont
√√

2+1
2 − i

(√√
2−1
2 + 1

)
et−

√√
2+1
2 + i

(√√
2−1
2 − 1

)
.

Remarque :Si le discriminant∆ est nul, on a la factorisationf(z) = a(z−α)2 oùα = − b

2a
est laracine double.

Exercice 148 :Résoudre les équations suivantes et représenter toutes lessolutions dans le plan complexe :

z3 = 1, z6 = 1, z12 = 1.

[Commencer par factoriserf(z) = z3 − 1 en remarquant que l’équationz3 − 1 = 0 a une solution évidente.]

7.5 Exponentielle imaginaire

Définition : L’ exponentielle imaginaireest l’applicationf : R → C définie parf(θ) = eiθ = cos θ + i sin θ.

En particulier, on ae0 = e2iπ = 1, eiπ = −1, ete
iπ

2 = i.

Exercice 149 :En utilisant les formules trigonométriques, montrer les propriétés suivantes :

|eiθ| = 1, ei(θ+θ′) = eiθeiθ′

, e−iθ = eiθ = 1/eiθ.

Remarque :L’exponentielle imaginaire est périodique (de période2π) et sonimagef(R) est le cercle unitéU.

Réciproquement, le cosinus et le sinus s’expriment à partirde l’exponentielle imaginaire (formules d’Euler) :

cos θ = Re(eiθ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ = Im(eiθ) =

eiθ − e−iθ

2i
=
i(e−iθ − eiθ)

2
.

De plus, siu = eiθ etn ∈ Z, on aun = einθ, d’où la formule de Moivre: (cos θ+ i sin θ)n = cos(nθ)+ i sin(nθ).

Exercice 150 :En utilisant les formules d’Euler ainsi que les propriétés de l’exponentielle imaginaire, retrouver les
formules trigonométriques pourcos(−θ), sin(−θ), cos(θ+ θ′), sin(θ+ θ′), cos θ cos θ′, sin θ sin θ′, etsin θ cos θ′.
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7.6 Forme trigonométrique

Tout complexez 6= 0 est de la formez = ρu avecρ = |z| > 0 etu = z/ρ ∈ U. D’après ce qui précède, on a :

z = ρeiθ = ρ cos θ + iρ sin θ avecρ > 0 etθ ∈ R.

Remarque : Pourz = ρeiθ et z′ = ρ′eiθ′

avecρ, ρ′ > 0 et θ, θ ∈ R, on az = z′ si et seulement siρ = ρ′ et
θ − θ′ ∈ 2πZ = {2kπ | k ∈ Z}. Autrement dit, lemoduleρ est unique et l’argumentθ est défini modulo2π.

Le module et l’argument dez sont lescoordonnées polairesdu point d’affixez :

R

iR Cz = ρeiθ

0

θ

1
U

eiθ

Cela permet d’expliciter l’interprétation géométrique dela multiplication parc = ρeiθ : l’opération z 7→ cz
correspond à lasimilitudede rapportρ et d’angleθ. En particulier,z 7→ eiθz correspond à larotationd’angleθ.

À partir des propriétés de l’exponentielle imaginaire, on obtient les règles de calcul suivantes :

|ρeiθ| = ρ, ρeiθρ′eiθ′

= ρρ′ei(θ+θ′), ρeiθ = ρe−iθ,
1

ρeiθ
=

1

ρ
e−iθ.

Remarque :On a aussi−ρeiθ = ρei(θ+π), mais il n’y a pas de règle simple pour la sommeρeiθ + ρ′eiθ′

.

Exercice 151 :Pourz = ρeiθ et z′ = ρ′eiθ′

, quelle est la forme trigonométrique du quotientz/z′ ?

7.7 Racines n-ièmes

Définition : Si n > 1, uneracinen-ièmedu complexec est un complexez tel quezn = c.

Exercice 152 :Montrer que 1 admetn racinesn-ièmes distinctes 1,u, u2, . . . ,un−1 oùu = e
2iπ

n .

Remarque :C’est dans cet ordre qu’apparaissent les racines si on parcourt U dans lesens trigonométrique.

Les racinesn-ièmes de 1 sont aussi appeléesracinesn-ièmes de l’unité. Pourn = 1, 2, 3, 4, on obtient :

i3 = ı = −i
1i2 = −1

i = e
iπ

2

x 1 x 1−1 = eiπ x 1
j = e

2iπ

3

j2 = 

x

Exercice 153 :Retrouver les valeurs remarquables du cosinus et du sinus enutilisant les exercices 145 et 148.

Exercice 154 :Montrer que siz = ρeiθ, alorsv = n
√
ρ e

iθ

n est une racinen-ième dez, et que siv′ est une autre
racinen-ième dez, alorsv′/v est une racinen-ième de l’unité. En déduire le théorème ci-dessous :

Théorème 8 :z = ρeiθ admetn racinesn-ièmes distinctesv, vu, vu2, . . . , vun−1 oùv = n
√
ρ e

iθ

n etu = e
2iπ

n .

Remarque : Ces racinesn-ièmes s’obtiennent en appliquant la similitudez 7→ vz aux racinesn-ièmes de l’unité.
Elles forment unpolygone régulier àn sommets.

Exercice 155 :Calculer la somme des racinesn-ièmes dez. [C’est la somme d’une suite géométrique.]

Définition : S’il existe un entiern > 1 tel quez est une racinen-ième de 1, on dit quez est uneracine de l’unité.

Exercice 156 :À quelles conditions surρ etθ le complexez = ρeiθ est-il une racine de l’unité ?

7.8 Exponentielle complexe

Définition : L’ exponentielle complexeest l’applicationf : C → C définie par la formule suivante :

f(z) = ez = exeiy = ex cos y + iex sin y pour z = x+ iy avecx, y ∈ R.

Exercice 157 :Montrer les propriétés suivantes :

|ez| = eRe(z), ez+z′

= ezez′

, ez = ez, e−z = 1/ez.

Exercice 158 :Étant donnéc = ρeiθ avecρ > 0 etθ ∈ R, résoudre l’équationez = c dansC.


