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1 Calcul vectoriel

1.1 Scalaires et vecteurs

Dans ce cours, uscalaireest un réel € R, et unvecteurest unp-upletu = (z1,...,z,) € R,
Notation : On utilise le symbol® pour le vecteur nu{0, . . ., 0). Autre notation en usagé:
Les opérations sur les scalaires sorgdanme\ + p et leproduit Ai, qui vérifient les identités suivantes :

A+p)+v=A+(u+v), A+0=), Ap=p+ A,
M)y = A(pw), 1A=, A= [\, AN+ p)v =+ pv, 0A=0.
De plus, tout scalaira a unopposé—\ tel queX + (—X) = 0. On écritA — o pour + (—pu).
Enfin, tout scalaire non nW a uninverseA—! tel queAA~! = 1. On écrit\/u pour A1,
Les opérations sur les vecteurs sorddanmeu + v et le produit externe\u, qui vérifient les identités suivantes :
(u+v)+w=u+ (v+w), u+0=u, u+v=uv+u,
M= Apu), lu=u, A+pu= +pu, O0u=0, Au+wv)=Au+ v, I0=0.
On écrit—u pour(—1)u etu — v pouru + (—v), de sorte que — u = 0.
Exercice 1 :En utilisant ces propriétés, montrer que\gi= 0, alors\A = 0 ouu = 0.
Interprétation géométrique de la somme et du produit egtezamposition des vecteueschangement d’échelle

y

AU

Remarque : Tout vecteuru = (z,y) € R? est de la forme: = 7+ yj ol les vecteurs = (1,0) et7 = (0,1)
forment labase canonique d&?, et les scalaires, y sont les deuxomposantes de dans cette base. De méme,
tout vecteuns = (z,y, 2) € R3 est de la former = a7+ y7+ zk ou7 = (1,0,0), 7 = (0,1,0), k = (0,0, 1)
forment labase canonique d&3, etz, y, ~ sont les troicomposantes de dans cette base.

1.2 Produit scalaire
Uneforme bilinéaire symétrique sik? est une applicatiop : R? x RP — R qui vérifie les identités suivantes :

plu+u',v) = p(u,v) + o' ,v),  phuv) = Ap(u,v),  @(v,u) = o(u,0),
Remarque : On en déduit quex(0, u) = 0. Il suffit pour cela d’appliquer la deuxiéme identité avee 0.
Exercice 2 :Montrer qu'il existe une seule forme bilinéaire symétriqusurR? telle que :
e(@7) =9(.7) =1,  »@])=0.
[Utiliser la décomposition des vecteurs dans la base canm]iq
Définition : Ce est leproduit scalairedéfini paru - v’ = za’ 4+ yy' pouru = (x,y) etu’ = (', y').
Autres notations en usage pour le produit scalafie ©) et (u | u').
Remarque : Le produit scalaire est défini de telle sorte que la base dgueii 7 soit orthonormée On vérifie
aisément que cette forme bilinéaire symétriquedéginie positiveAutrement dit, on a les propriétés suivantes :
u-u >0, u-u =0 sietseulementsi = 0.

On définit de méme le produit scalaire comme une forme biliaé&ymétrique définie positive sii?.

Définition : La norme euclidienneu vecteun est le réel|u|| = v/u - u, de sorte quéu|” = u - u.

Exercice 3 :Montrer qu’'on peut définir le produit scalaire a partir dedame euclidienne éveloppelf|u + vHQ.]
Définition : On dit queles vecteurs etv sont orthogonaurt on écritu L v sion au - v = 0.

Exercice 4 :Montrer queu | v si et seulement $ju + v||* = ||lu]® + ||v]|* (théoréme de Pythagore
Exercice 5 :Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarfu - v| < [Ju//||v|. [Etudier la fonctionf (A) = || Au + v]|*]
Exercice 6 :Montrer les propriétés de la norme euclidienne :

lu+ol < lull + ol [[Aull = [Alflull,  [lu]l =0 sietseulementsi = 0.
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1.3 Déterminant dansR? et produit vectoriel dans R?
Une application : R? x R? — R? est ditebilinéaire alternéesi elle vérifie les identités suivantes :
S(u+u',v) =6(u,v) + 5(u',v), 0(Au,v) = Ad(u,v), d(v,u) = —d(u,v).
Exercice 7 :En déduire les identités suivantes :
S(u,v+v") = §(u,v) + 6(u,v), §(u, Av) = Ao(u,v), 5(0,u) = 0= d(u,0),
d(u,u) =0, d(u+ Av,v) = 6(u,v) = 6(u, \u +v).
Une application bilinéaire alternée R? x R? — R s’appelle undorme bilinéaire alternée sur?.

Exercice 8 :Montrer qu'il existe une seule forme bilinéaire alternémurR? telle ques(7, 7) = 1.

/
Définition : CeJ est ledéterminantéfini pardet(u, u’) = ; ;,
Interprétation géomeétrique : la valeur absolue du déteantiast I'aire du parallélogramme défini par/’, et son

signe est donné paditientation trigonométrique du plarC’est I'aire algébriquedu parallélogramme.

= zy — ya’ pouru = (x,y) etu’ = (2/,y').

u' U

u u’
Exercice 9 :Montrer l'identité(u - v)2 + det(u, v)2 = ||u|?||v]|*, et en déduire 'inégalitédet (u, v)| < ||ul|||v].-
Quelle est I'interprétation géométrique de cette inégalit

Exercice 10 :Montrer qu’il existe une seule application bilinéaire edi@es : R? x R3 — R telle que :

@) =k Gk =1  §k7)=7

—

/
T K poury = (x,y,2)

y /

z o

z 2

—

Définition : Ced est leproduit vectorieldéfini paru A v/ =
etu' = (2/,y,2").

Interprétation géométriquesA v’ est orthogonal & etu’, sa norme est I'aire du parallélogramme définipar’,
et son sens est donnée pardgle des trois doigts de la main droit€’est l'aire vectorielledu parallélogramme.
Exercice 11 :Montrer que le produit vectoriel n’est ni commutatif, niasstif : il existeu, v tels queuAv # vAu,
et de méme, il existe, v, w tels que(u A v) Aw # u A (v A w). [Utiliser des vecteurs de la base canonique.
Exercice 12 :Montrer lidentité (u - v)2 + [Ju A v||* = ||lul]*||v||?, et en déduire 'inégalitdu A v| < ||ul[]v].
Quelle est I'interprétation géométrique de cette inégalit

/

2
o

1.4 Déterminant dansR?
Uneforme trilinéaire alternée suR? est une applicatioti : R? x R? x R? — R qui vérifie les identités suivantes :
S(u+u' v, w) = §(u,v,w) + (v, v, w), S(Au, v, w) = N (u, v, w),
0(v,u,w) = —(u,v,w) = §(u, w,v).
Exercice 13 :En déduire une identité pour chaque permutation des vecteurw dansd(u, v, w). [Il'y a 6 cas]
Exercice 14 :Montrer qu'il existe une seule forme trilinéaire alterdésurR3 telle qued (7,7, k) = 1.

Définition : Cette unique application estd&terminantou produit mixte défini pardet(u, u’, v”’) = u- (v’ Au").
Pouru = (z,y,2), v’ = (2',y, '), v = (2”,y", 2"), on aledéveloppement par rapport a la premiére colonne

/ 1

Y
S

/ " / 7

T
)

N +
z
Z/ "

o Y 2 Loy

r x
det(u, v/, u") =y v vy =Y
z z

Interprétation géométrique : la valeur absolue du déteantiast le volume du parallélépipéde défini paw’, u”,
et son signe est donné parégle des trois doigts de la main droit€’est levolume algébriquelu parallélépipéde.

Exercice 15 :Etablir une formule de développement par rapport a chagoere et a chaque ligndl y a 6 cas]
Exercice 16 :Calculer tous les déterminants de vecteurs de la base careoifil y a 27 cas]
Exercice 17 :Montrer I'inégalité| det(u, v, w)| < ||u||||v]/|w]|. Quelle est son interprétation géométrique ?
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1.5 Droites vectorielles et colinéarité

Notation : Siu € RP, on poseRu = {Au | A € R} C RP.
Définition : Siwu est un vecteur non nul, on dit qd& = Ru est ladroite vectorielle engendrée par le vecteur
Interprétation géométriquel est la droite devecteur directeur, qui passe par I'origin®.

O U D =Ru

fg

Remarque : En fait, tout vecteur non nul d® est directeur. Autrement dit, af € D etu’ # 0, alorsRu’ = D.
Un tel vecteur directeur définit lsystéme paramétriqumour la droite vectorielle qu’il engendre.

Exemple : Siu = 7+ 2, la droiteD est définie par le systeme paramétrit{u§ i 2;\\’
Exercice 18 :Ecrire un autre systéme paramétrique pour cette droiteretet la forme générale d’un tel systéme.

Interprétation cinématique® est la trajectoire d’'un point qui se déplace a vitesse catestaet qui passe par
l'origine O a l'instant 0. Cette trajectoire est inchangée si on mudtilal vitesseu par une constante non nulle.
Pour représenter kempson utilise souvent a la place de\ commevariable paramétrique

Exercice 19 :Ecrire un systéme paramétrique pour la driiteotiu = 7'+ 27+ 3k.

Définition : On dit que deux vecteurs v € R? sontcolinéairess'’ils appartiennent & une méme droite vectorielle.
Remarque : Siu = 0, alorsu, v sont forcément colinéaires. i 0, cela revient a dire que € Ru.

Exercice 20 :Montrer lecritére de colinéarité pouR? : u, v € R? sont colinéaires si et seulemendst (u, v) = 0.
[Pour la réciproque : commencer par le cas= 0 puis celui ou la premiére composantewest non nulld.

Remarque : Ce critére donne unéquation cartésiennée la droiteRu.

Exemple : Siu = 7+ 2, la droiteR« est définie par I'équation cartésien

1 :v‘
ne

Y
Exercice 21 :Ecrire une autre équation cartésienne de cette droiteneieida forme générale d’une telle équation.
Exercice 22 :Montrer lecritére de colinéarité pouR? : u, v € R3 sont colinéaires si et seulementsi v = 0.

Remarque :Siu # 0, ce critere donne 3 équations cartésiennes pour la dkaitenais on peut toujours supprimer
'une d’elles, qui est conséquence des 2 autres : on obtiesystéme cartésien a 2 équatiqrsur la droiteRw.
En fait, si aucune composante d@’est nulle, on peut supprimer n'importe laquelle des 3 éqna.

Exercice 23 :Ecrire un systéme cartésien a 2 équations pour la dRaitetiu = 7'+ 27+ 3k.

= 0, C'est-a-direy — 2z = 0.

1.6 Plans vectoriels et coplanarité

Notation : SiU,V C RP, onposél +V = {u+v |u € Uetv € V} C RP.
Définition : Siu, v sont deux vecteunson colinéairesleR?, on dit queP = Ru + Rv = { u + pv | A\, u € R}
est leplan vectoriel engendré par les vecteurstv et queu, v formentbase du plan vectoriep.

Interprétation géométriqueP est le plan paralléle a etv qui passe par I'origin®.

Remarque : On verra plus tard que deux vecteurs non colinéaire® ftrment nécessairement une basede
Une telle base définit usysteme paramétriqumur le plan qu’elle engendre.

Exemple :Siu =7+ 27+ 3k etv = 47+ 57, le planRu + Rov est défini par le systéme paramétrique suivant :

r = A+4pu,
y = 2\ + 5u,
z = 3\

Définition : On dit que trois vecteurs, v, w € R? sontcoplanairess’ils appartiennent & un méme plan vectoriel.
Remarque : Si u, v sont colinéaires, alors, v, w sont forcément coplanaires. &iv ne sont pas colinéaires, cela
revient a dire quev € Ru + Ruv (d'aprés la remarque ci-dessus).
Exercice 24 :Montrer lecritere de coplanarité u, v, w € R3 sont coplanaires si et seulemendsi(u, v, w) = 0.
[Pour la réciproque : commencer par le cag\ v = 0 puis celui ou la premiere composantew@e v est non nulle.
Dans le deuxiéme cas, développer le déterminant par ragplarpremiére ligng.
Remarque : Siu, v ne sont pas colinéaires, ce critere donneé&ogation cartésiennéu planRu + Rv.

1 4 z
Exemple :Siu = 7+ 27+ 3k etv = 47+ 57, le planRu + Ru est défini par 'équation cartésienfie 5 1| =0,
c'est-a-dire— 15z + 12y — 3z = 0, ou encoréx — 4y + z = 0. 3 0 =z
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1.7 Orthogonal et biorthogonal

Définition : Siwu est un vecteur dB?, sonorthogonalest 'ensembles- = {v € R? | u L v} C RP,
Remarque : 0 = RP car tout vecteur d&? est orthogonal au vecteur nul.
Exercice 25 :Montrer que siz est un vecteur non nul d@?, alorsu™ est une droite vectorielle.

u
ul
O
Exemple : (7 + 27)* est la droite vectorielle d’équation cartésienne 2y = 0 et de vecteur directe@i’ — 7.

Exercice 26 :Montrer que siz est un vecteur non nul d&?, alorsu' est un plan vectoriel.
Exemple : (74 27+ 3/%’)L est le plan vectoriel d’équation cartésienne 2y + 3z = 0 et de bas€r — 7, 37— k.

Définition : SiU C R?, sonorthogonalest 'ensemblé(+ = N, ., u™ = {v € R? | u L v pour toutu € U}.
Exercice 27 :Quel est I'ensemblér?)+ ?

Exercice 28 :Montrer que sk, v sont deux vecteurs non colinéaireskig alors{u, v} est une droite vectorielle.
Remarque : Dans ce cas; A v est un vecteur directeur de;, v}+.

Exemple : {7+ 27+ 3k, 47+ 571+ est la droite vectorielle définie par le systeme carté
Un vecteur directeur de cette droite 88t 47+ k.

Exercice 29 :Montrer que(Ru)* = ut et que(Ru + Rv)* = {u,v}+.
Remarque : En particulier, cela signifie que I'orthogonal d’une droittorielle deR? est une droite vectorielle.
De méme, l'orthogonal d’une droite vectorielle & est un plan vectoriel, et vice-versa.

. r+2y+ 3z =0,
%‘ﬁ'%my — 0.

Définition : Le biorthogonald’'un vecteurn: estu*+ = (u*)+. On définit de méme le biorthogonal tlec R?.
Exercice 30 :Montrer queu € u*+, et plus généralemerit, ¢ U+,

Exercice 31 :Montrer queu+ = Ru siu est un vecteur dB? ou deR?. [Distinguer les cas = 0 etu # 0.]
Exercice 32 :Montrer que{u, v} = Ru + Ro siu, v sont des vecteurs d&* ou deR3.

Exercice 33 :Montrer quell = U+ siUl est une droite vectorielle d&* ou deR?, ou un plan vectoriel d&3.

1.8 Droites et plans affines

Définition : Si ug, v sont des vecteurs d& etv est non nul, on dit qu® = ug + Rv = {ug + v | A € R} est
la droite affine passant par, et paralléle av. On dit aussi que la droite vectorielky est ladirection deD.

1?0 v P D =wup+ Ro

[ Py

M+ o

Remarque : C’est une droite au sens habituel, mais ici, on identifie ltexeru avec le pointP tel queu = OP,
dont lescoordonnéesont d’ailleurs lecomposantedeu. On peut remplacer, par n'importe quel vecteur db,
etwv par n’importe quel vecteur non nul @& . De tels vecteurs définissent aysteme paramétriqumurD.
Exemple :Siug = (1,2) etv = 37+ 47, la droiteD est définie par le systeme paramétrit{u:é i ; j: Zi’
Remarque : On obtient un systéme cartésien pdra partir d'un systéme cartésien pour la directidn en
remplacant le membre droit de chaque équation (qui est aalpp/aleur du membre gauche@n

Exemple : Pour la droiteD ci-dessus, I'équation cartésienneRleestdz —3y = 0 et celle deD estdx — 3y = —2.
Remarque :La droiteD = u + Rov est aussi la droite passant paretu; = ug + v.

Exercice 34 :Etablir uncritére d’alignemenpour trois points d&? (respectivement d&?).

Exercice 35 :Ecrire un systéme paramétrique et une équation cartégenmda droite passant pét, 2) et (4, 7).
Exercice 36 :Montrer que la droite passant paetv est I'ensemblé® = {\u+ pv | A, u € R, A+ =1},

Définition : Siug, v, w sont des vecteurs d&” etwv, w ne sont pas colinéaires, on dit qlie= ug + Rv + Rw est

le plan affine passant par et parallele av, w. On dit aussi que le plan vectorigb + Rw est ladirection deP.
Exercice 37 :Ecrire un systéme paramétrique et une équation cartésjgmunele plan passant par les points
(1,2,3),(4,5,7),(1,1,1).
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2 Applications linéaires et matrices

2.1 Applications linéaires

Définition : Une applicationf : R? — R? est diteadditivesi on af (v + v) = f(u) + f(v) pour toutu, v € RP.
Exercice 38 :Montrer que sif : R? — RY est additive, alors on 4(0) = 0 et f(—u) = — f(u) pour toutu € RP.
En déduire qu'on & (Au) = Af(u) pour touth € Q. [Commencer par le cas € N.]
Définition : Une applicationf : R? — R? est ditelinéaire si elle satisfait les deux identités suivantes :

flu+v) = f(u)+ f(v) pour toutu, v € RP, f(Au) = A\f(u) pour touth € R etu € RP.
Exercice 39 :Montrer que lapplication nulle0 : R? — R? définie par0(u) = 0 est linéaire, de méme que
I'identitéid : R” — RP définie patid(u) = v et lescomposante; : R? — R définies pat;(z1, ..., z,) = ;.
Exercice 40 :Montrer que sif, g : R? — RY sont lin€aires, alorg + g est linéaire, ainsi qu&f pour touth € R.
Exercice 41 :Montrer que sif : R? — R% etg : R? — R” sont linéaires, alorgo f : R? — R" est linéaire.

Exercice 42 :Montrer que pour tout € R, I'applicationf : R — R définie parf(x) = ax est linéaire, et que
toute application linéairg : R — R est de cette forme.

Remarque : L'application f : R — R définie parf(x) = ax + b est diteaffine Pourb # 0, elle n’est pas linéaire.
Attention : lesfonctions linéairesles physiciens, par exemple, sont en fait des applicatifines

Exercice 43 :Montrer que pour tout, b € R, 'application f : R — R? définie parf(x) = (ax, bz) est linéaire,
et que toute application linéaie: R — R? est de cette forme.

Exercice 44 :Montrer que pour tout, b € R, I'applicationf : R? — R définie parf (z,y) = ax + by est linéaire,
et que toute application linéaie: R? — R est de cette formeUtiliser la base canoniqug 7.

Définition : L' imaged’une application linéairg : R? — R? est 'ensemblém f = f(R?) = {f(u) | u € RP},
et sonnoyauest 'ensembléer f = f~1{0} = {u € R? | f(u) = 0}.

Exercice 45 :Montrer que toute droite vectorielle & est I'image d’'une application linéaire: R — R? et le
noyau d’une application linéaig: R? — R.

Exercice 46 :Monter gu’une application linéairg : R? — R? est injective si et seulement si orker f = {0}.

2.2 Matrices carrées d'ordre 2

d
On montre comme ci-dessus que I'applicatjfonR? — R? définie parf(z,y) = (ax + by, cx + dy) est linéaire,
et que toute application linéaie: R — R? est de cette forme.
Définition : On dit quef estl’application linéaire de matrice4, ou queA estla matrice def.

Remarque : D’une part, les colonnes de la matridecorrespondent aux vecteuf§r) = (a, c) et f(7) = (b, d).
D’autre part, si on poser’, y') = f(x,y), alorsz’ ety’ s’expriment au moyen du systéme linéaire suivant :

' = ax + by,
y = cx + dy.

Définition : Unematrice carrée d’ordre 2st un tableau de la formé = (CCL b) .

On représente ce calcul par diagrammgfigure 1). Les sommets du haut et du bas correspondent tespeent
auxentréesr, y et auxsortiesz’, y'. L'aréte entrer etz’, par exemple, indique leoefficientde I'entréer dans la
sortiex’. On omet le coefficient lorsqu’il vaut 1, et I'aréte lorsqua soefficient vaut 0 (figure 2).

Exercice 47 :Dans chacun des cas suivants, donner la matrice de I'apphdaéairef ainsi que son diagramme,
puis dessiner les vecteuf$:) et f(7) :

— symétrie de centr® : f(x,y) = (—x,—vy);

— homothétie de rappoy et de centre : f(x,y) = (pz, py) ;

symeétrie orthogonale d'ax@7’: f(z,y) = (x, —y);

— projection orthogonale sur 'ax®7’: f(z,y) = (x,0);

affinité orthogonale de rappoytet d'axeO7: f(z,y) = (z, py) ;

rotation d’anglef et de centre) : f(z,y) = (zcos — ysinf, zsin + ycos ) ;

similitude de rapporp, d’angled, et de centr@® : f(x,y) = (px cosd — pysin b, pxsinf + py cos ).
Remarque : Pouru # 0, latranslation de vecteur n’est pas linéaire. Il en va de méme pour toute transformatio
du plan qui ne préserve pas l'origink: par exemple, la symétrie de cen@é £ O.
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2.3 Opérations sur les matrices carrées d’ordre 2

L (0 0 (10
Notatlon.OnposeD_(0 0) etI_(0 1).

Exercice 48 :Quelles sont les applications linéaires associées a cexes

Définition : LasommeA + B de deux matrices carrées d’ordre 2 est la matricé-€e ou f, g sont les applications
linéaires de matrices respectivé®t B. De méme, sh € R, le produit A A est la matrice da f.

Exercice 49 :Comment calcule-t-on la somme+ B et le produit\ A ?

Remarque : Ces opérations sont formellement les mémes que celleseéini les vecteurs @&'. En particulier,
elles vérifient les identités suivantes :

(A+B)+C=A+(B+0C), A+0=A4, A+ B=B+A,
AMpd) = (MwA, 1A=A, A+p)A=XA+pA, 0A=0, MNA+B)=IA+AB, M0=0.
On écrit— A pour(—1)A etA — B pourA + (—B), de sorte quel — A = 0.

Exercice 50 :Exprimerz” ety” en fonction der ety sachant que :

7’ = ax + by, 7 =da + by,
Yy = cx +dy, Yy =da +dYy.

! /
En déduire la matrice df o f ou f, f’ sont les applications linéaires de matriges- ((cl Z) etd’ = (Z, Z,)

Définition : La matrice ci-dessus estoduit A’ A.
Remarque : Pour calculerd’ 4, il suffit de placerA en haut a droite dd’, et de faire le produitgne par colonne

(c 4
c d
(a’ b’) (‘? ?)
d d)\? 7
Exercice 51 :Comment obtient-on le diagramme déA a partir des diagrammes deet deA’ (figure 3) ?
Exercice 52 :Calculer les produits suivants :

a 0\ [c O 1 a) (1 b a —b\ [(c —d cosp —sing\ [(cosy —siny
0 b)\0 d)’ 0 1/)\0 1)’ b a d ¢ )’ sing  cosyp siny  cosy )

Exercice 53 :SoientP = <(1) 8) etN = (8 (1)> Calculer les produit® P, PN, NP, et NN.

Exercice 54 :CalculerAl etIA, puis A0 et0A. Si AB = 0, peut-on en déduire qué = 0ouB =07

Exercice 55 :Montrer que le produit des matrices n’est gasnmutatif: on n'a pas nécessairemefiB = B A.
Définition : Si AB = BA, on dit queA commute ave®, ou queA et B commutent
Exercice 56 :Quelles sont les matrices qui commutent avec toutes lessifptiliser les matricesP et V]

Exercice 57 :Montrer que le produit des matrices associatif: (AB)C = A(BC).

Remarque : On omet les parenthéses inutiles. Par exemple, on &ctitB + C pour la sommed + (B + C),
ABC pour le produitd(BC), et AB + C'D pour la sommégAB) + (CD).

Notation : On définitA™ par récurrence sur € N en posanti® = I et A"+! = A" A. Autrement dit :

A% =1, Al = A, A? = AA, A3 = AAA, cee A" = A--- A (nfois).
Exercice 58 :ExprimerA™*" et A™" en fonction dedA™ et/ou deA™. Montrer queA™ commute aveci™.
Exercice 59 :Montrer que le produit des matrices édinéaire:

(A+ B)C = AC + BC, A(B+C)=AB+ AC, (M)B = AAB) = A(\B).
Exercice 60 :A quelle condition sud et B a-t-on les identités remarquables suivantes :

(A+B)?=A%+B?>+24B? (A+B)(A—B)=A%*>-B%?
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ax + by cx + dy

FiG. 1 — Diagramme associé a la matri{% Z)

. ., /1 0 0 1 0 0
FIG. 2 — Diagrammes associés aux matri %s 110 o) Lo o

A'A

FiG. 3 — Diagramme associé au prodditA
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2.4 Matrices aq lignes etp colonnes

a1 Qlyp
Définition : Unematrice agq lignes etp colonnegp, ¢ > 1) est un tableau de la formé =

Qg1 -+t Ggqp
En particulier, unenatrice carrée d’ordrey est une matrice alignes etp colonnes.
Remarque : Les indices et j sont respectivement le numéro de ligne et le numéro de celdnooefficienta; ;.
Dans le cas particulier opi= ¢ = 1, on identifie la matricel avec son unique coefficient ;.
L'application f : R? — RY définie parf(z1,...,zp) = (a1,121 + -+ + @1, pTp, . .., Qg 1%1 + -+ - + aq pTp) €St
linéaire, et on montre aisément que toute applicationiiega: R? — R? est de cette forme.
Définition : On dit quef estl’application linéaire de matriced, ou queA estla matrice def.

ay

Définition : Siu = (a1, ...,a,) € RP, alors sanatrice colonnest | : | et samatrice Iigneest(al ap).
ap

Exercice 61 :Montrer que la premiére est en fait la matrice de I'appl@matinéaireu, : R — RP définie par

u.(x) = xu, et que la seconde est celle de I'application linéaire R? — R définie pan*(v) = u - v.

Remarque : Toute application linéair¢ : R — R? est donc de la forme.. Souvent, on identifie., avec le

vecteuru = u.(1) : on parle alors de lanatrice deu plutét que de lanatrice colonne de. De méme, toute

application linéairgy : R? — R est de la forme:.*. Une telle application s’appelle aussi Ubeme linéaire suik?.

On a vu que la matrice d’une application linéafre R? — R? s’obtient en juxtaposant les deux matrices colonnes
des vecteurg (2) et f(7). Il existe une régle analogue pour la matrice d’'une apptiodinéairef : R? — RY.

Exercice 62 :Pour chacune des applications linéaires suivafite®?* — R?, écrire les matrices colonnes des
vecteursf(z), f(7), f(E), en déduire la matrice dget le systéme linéaire correspondaaymétrie de centr® ;
homothétie de rapport et de centreD ; symétrie orthogonale par rapport au play; projection orthogonale
sur le planOz7; affinité orthogonale de rapport par rapport au planOzy; symétrie orthogonale d’ axek ;
projection orthogonale sur I ax@k ; rotation d’ angled et d’ axeOk (respectivement d'ax@z ou d’axe03).

Remarque : Pour les rotations, il faut tenir compte deifentation de I'axgrégle du tournevis

Notation : On note0, , la matrice de kpplication nulle0 : R? — R? définie par0(u) = 0 etI, la matrice de
I'identitéid : R? — RP définie parid(u) = u. Par exemple, on a:

0 0 1 0 0
0;2.=1(0 0], I;=10 1 0
0 0 0 0 1

Dans le cas ou il n'y a pas d’ambiguité sur le nombre de lignedeocolonnes, on éciit pour0,, , etI pourl,,.

Les opérations introduites dans le cas des matrices cati@ee 2 s'étendent de fagon évidente aux matrices de
type quelconque, mais elles ne sont pas définies dans tocades

Exercice 63 :Pour quels types de matrices la somme B est-elle définie ? Méme question pour le produl.
Les propriétés de ces opérations sont essentiellemenéieesque celles établies dans le cas des matrices carrées
d’ordre 2. En particulier,on a :

A+0qp = A, Al = A, A=A, AOgp = 0g,p, 04pA = 0g,p.

Exercice 64 :Quel est le type de la matricé dans chacune de ces régles ?

a b
d .
vecteuru € R?, alorsAX est la matrice colonne du vectefifu). En pratique, on a le calcul suivant pof(u) :

)
(= 5y ()

Il'y a une formule analogue pour une matri¢@le type quelconque.

Remarque : Si A = ) est la matrice de I'application linéaire: R? — R%2 et X = f/ est celle du
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3 Déterminant et inversion d’'une matrice

3.1 Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 2

Définition : Le déterminant de I'application linéair¢ : R? — R? estdet f = det(f(2), f(7))-
Remarque :det f est I'aire algébrique d’un parallélogramme, a savoir 'gagar/f du carré unité.

7k

o

Y

Sy

f(@)

det f f(@)

Exercice 65 :Calculer le déterminant dg: R? — R? dans chacun des cas suivanggmétrie centralghomothé-
tie, symétrie orthogonale axial@rojection orthogonale axialaffinité orthogonale axialgotation, similitude

Exercice 66 :Montrer que I'applicatiord définie pam (u,v) = det(f(u), f(v)) est une forme bilinéaire alternée.
En déduire la formule suivante :

det(f(u), f(v)) = (det f) det(u, v).
Remarque : Cette formule exprime le fait quit f est lefacteur de changement d’aire algébrique fiePar suite,

| det f| est lefacteur de changement d’aire dfe A priori, il s’agit de I'aire d’'un parallélogramme, mais éat,
cela vaut pour une forme quelconque : polygone, ellipse utne a

Exercice 67 :Si f, g : R? — R? sont des applications linéaires, exprinet(g o f) en fonction delet f etdet g.

Définition : Le déterminant de la matricé est celui de I'application linéaire de matrige Autrement dit :

b

. a b a
5|A_(c d) anrsdetA_‘c d

‘—ad—bc.

Exercice 68 :Calculerdet I et exprimerdet AB en fonction delet A etdet B. [Utiliser I'exercice précédertt.
Exercice 69 :Exprimerdet(AA) en fonction de\ etdet A.

Exercice 70 :Montrer qu’en général, on ne peut pas expriagr( A + B) comme une fonction déet A etdet B.
[Considérerlecast = B =1, puisA =1etB = —1]

3.2 Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 3

Définition : Le déterminanti’une application linéairg : R? — R3 estdet f = det(f(?), f(7), f(k)).
Remarque :det f est le volume algébrique d’un parallélépipeéde, a savairdge parf du cube unité.
On montre également la formule suivante :

det(f (u), f(v), f(w)) = (det f) det(u, v, w).

Autrement ditdet f est lefacteur de changement de volume algébriqueg dBar suite| det f| est lefacteur de
changement de volume de A priori, il s’agit du volume d’un parallélépipéde, mais fait, cela vaut pour une
forme quelconque : polyhedre, ellipsoide, ou autre.

Exercice 71 :Calculer le déterminant d¢ : R? — R3 dans chacun des cas suivansymétrie centralghomo-
thétig symétrie orthogonale planprojection orthogonale planeffinité orthogonale planesymétrie orthogonale
axiale, projection orthogonale axialeotation.

Enfin, on définit le déterminant d’'une matrice carrée d’oBdile sorte que le déterminant d’'une application linéaire
f:R?® — R3 est celui de sa matrice :

/ " "

a a a a ad a
siA=1[b b b’ | alorsdetA=|b b bV’|.
c C/ CI/ c cl CI/

Exercice 72 :Calculerdet I3 et exprimerdet AB en fonction delet A etdet B.
Exercice 73 :Exprimerdet(AA) en fonction de\ etdet A. Comparer avec I'exercie 69.
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3.3 Inverse d’une matrice carrée

Définition : Si AB = I,, on dit queB est uninverse a droitede A, et queA est uninverse a gauchde B. On dit
aussi qued estinversible a droitest queB estinversible a gauche

Exercice 74 :La matricel, est-elle inversible a droite ? a gauche ? Mémes questiondgpmatrice0, ,.
Exercice 75 :Soit A = (a b) une matrice ligne. Quels sont ses inverses a droite ? a gauche

Exercice 76 :Montrer que sidA est une matrice carrée d’ordsenversible a droite ou a gauche, aladks A # 0.
Exercice 77 :Montrer que SIAC' = BC etC estinversible a droite, alot$ = B (simplification a droite.
Remarque : De méme, sdB = AC et A est inversible a gauche, alaBs= C' (simplification & gauche
Exercice 78 :Montrer que siB est un inverse a droite déetC' est un inverse a gauche de alorsB = C.

On considére maintenant le cas d’une matricearrée d'ordre.

Définition : On dit queB est uninversede A si B est a la fois un inverse a droite et un inverse a gauché,de
c'est-a-dire siB est une matrice carrée d’ordseelle queAB = I, = BA. On dit alors qued estinversible

Exercice 79 :Montrer que siA est inversible, alors il existe un unique inversedjegui est aussi I'unique inverse
a droite ded et I'unique inverse a gauche de

Notation : On note alorsA—! cet unique inverse, et plus généralement, on pbsé = (A~!)" pour toutn € N.
Remarque : A~! est inversible, et son inverse est

Exercice 80 :Montrer que sid et B sont des matrices carrées d’orgrimversibles, alorsi B est aussi inversible.
Quel est son inverse ?

Exercice 81 :Montrer que siA est inversible, alorsl™ est aussi inversible pour toute Z. Quel est son inverse ?
[Commencer par le cas € N.]

. 1 . A .
Remarque : On n’écrit pasZ pour A=, ni surtoutE pour AB~!. Pourquoi?

3.4 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2

SoitA = ((CL Z) et posonsd? = (_dc _ab) [La notation standard eéﬁ.]

Exercice 82 :CalculerA®® etdet Af. Dans quel cas a-t-on = Af ?

Exercice 83 :CalculerA A et A* A. En déduire que slet A # 0, alorsA est inversible, et dans ce cas, exprimer
A~1 en fonction ded? (formule de I'inverse En déduire le théoréme ci-dessous :

Théoréme 1 :Pour toute matricel carrée d’ordre, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Aestinversible; 2. A estinversible a droite; 3. A estinversible a gauche; 4. det A # 0.

Remarque : Dans ce cas, on ne parlera plus d’inverse a droite ou d’ievegmuche, mais seulement d’'inverse.

Exercice 84 :Inverser la matricel = <:1)) Z) et vérifier quona bieMA—! =1 = A"1A.
Exercice 85 :Inverser les matrices suivantes :

a 0 1 a a —b cosf —sinf
0 b)’ 0o 1)’ b a )’ sinf cosf )’
Exercice 86 :Donner un exemple de matrice carrée non nulle, mais nonsitler

Exercice 87 :Dans le cas oid est inversible, exprimetet A~! en fonction delet A.

Exercice 88 :Montrer que siA et B sont deux matrices carrées d'ordre 2 telles Gue AB est inversible, alors
A et B sont aussi inversibles. Dans ce cas, expridief et B~! en fonction ded, B, etC~!.

Exercice 89 :Montrer qu’une application linéairg : R? — R? telle quedet f = 0 n’est ni surjective, ni injective.
[Considérer I'image et le noyau dk] En déduire le théoréme ci-dessous :
Théoréme 2 :Pour toute application linéairg: R? — R?, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est bijective; 2. f estsurjective; 3. f estinjective; 4. det f # 0.

Dans ce cas, I'application réciproqyie’ est linéaire et sa matrice est l'inverse de cellgfde

Remarque : Ces théorémes s’étendent au cas d’une matrice carrée eljoedra celui d’'une application linéaire
f : R? — RP. De plus, il existe une formule pour I'inverse d’'une matreerée d’ordre (formule de Cramex
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3.5 Méthode du pivot de Gauss

Définition : Une matrice carrée d’ordre 2 est dékmentairesi elle est de 'une des formes suivantes :

A0 1 0 1 A 1 0 0 1
(0 1> avech # 0, <0 /\) avech # 0, <0 1), ()\ 1), (1 0>.

En particulier, la matricé est élémentaire.

Remarque : Si E' est une matrice élémentaire4tune matrice a 2 lignes, on calcule le prodtiit en appliquant
une deopérations élémentairesiivantes (figure 4) :

— multiplier la premiéere ou la seconde ligne dgoar un scalaire non nul;
— ajouter un multiple de la seconde ligne d& la premiere, ou réciproquement;
— échanger les deux lignes de

Exercice 90 :Montrer que chague matrice élémentaire est inversibleeesqn inverse est une matrice élémentaire.

Remarque : Cela signifie que les opérations élémentaires séversibles De plus, en appliquant une opération
élémentaire a une matrice inversible, on obtient encorenatedce inversible.

Exercice 91 :Montrer que siA est une matrice carrée d’ordre 2 inversible, alors on petgntd en appliquant
4 opérations élémentaires successives a la matriéen déduire quel est le produit de 4 matrices élémentaires.
[Appliquer la stratégie de la figure 5 et montrer qu’il ne pewawpir d’échec si on part d’'une matrice inversitle.

Remarque : Si on applique la stratégie de la figure 5 & une matrice nonsible, on arrive & un échec.

Exercice 92 :Montrer que si on applique la méme suite d’'opérations éléames aux matricesl etl, et si on
obtient les matriceket B, alorsB est 'inverse deA.

Remarque : C’est une méthode alternative pour inverser une matria€eakes deux matrices sont nécessaires :
c’est la premiére qui détermine la suite d’opérations éléaiees, mais c’est la seconde qui donne le résultat final.
On n’est pas obligé d’appliquer exactement la stratégia figlire 5. En fait, toute suite d’opérations élémentaires
est licite, mais en pratique, on cherche toujours celle qniné les calculs les plus courts ou les plus simples.

Exercice 93 :Inverser la matricel = (; Z

Exercice 94 :Montrer que cette méthode permet aussi de calculer le digi@ntn

) par cette méthode.

Définition : Uneopération élémentaire sur une matrigede type quelconque consiste a multiplier une lignelde
par un scalaire non nul, & ajouter un multiple d’une ligneddeune autre, ou a échanger deux ligneside

La méthode d’inversion présentée ci-dessus s'étend aukcemtarrées d’ordre: on part des matriced etI,,
et on arrive d, et A~! par une suite d’opérations élémentaires. C'estéghode du pivot de Gauss

0 1 2
Exercice 95 :Inverser lamatricel = | 3 4 3 | par cette méthode et vérifier quodad—! =13 = A~ A.
2 1 0

Remarque : Quelle que soit la méthode utiliséfemule de Crameou pivot de Gauss une vérification s'impose,
mais en pratique, il suffit de vérifietA—! = I3 (ou A~ A = I3). Pourquoi?

Exercice 96 :Montrer que siA est une matrice carrée d’'ordre 3 inversible, alors on peignitd; en appliquant

9 opérations élémentaires successives a la matrién déduire qued est le produit de 9 matrices élémentaires.
[Chercher un analogue de la stratégie de la figure 5 en distimgles deux phases de la figurg 6.

Un systeme linéaire peut étre considéré comme une équatia@ckux matrices colonnes. Par exemple, le systéme

x+2y=2a, . . R & ) _(x , (2
Ilnea|re{3x+4y_y,’ s'écritaussdX = X' ouAd = 3 4 , X = Y etX’ = )

Exercice 97 :Exprimer la solutionX en fonction ded—! et X”.
La méthode du pivot de Gauss est aussi une méthode de réaales systemes linéaires.

y+2z =2/,
Exercice 98 :Exprimerz, y, z en fonction der’, ¢/, 2’ sachant qué 3x + 4y + 3z = ¢/,
2r +y =z

Remarque : Pour inverser une matrice, il suffit donc de résoudre le systBnéaire associé. Autrement dit,
l'inversion d’une matrice est un cas particulier de rédolut’'un systéme linéaire
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Aa  Ab a b
c d e M c d

a+ A b+ a b
Aa+c Nb+d

FIG. 4 — Opérations élémentaires sur une matrice a 2 lignes

a=20 a =0
b#0
> <(1) ) échec
b=0
|
échec

FiG. 5 — Algorithme de Gauss pour une matrice carrée d’ordre 2

I 1 *x = 1 0 0
* % % —_— 0 1 = e 01 0
* k% 0 0 1 0 0 1

FIG. 6 — Les deux phases de I'algorithme de Gauss pour une masicge d’'ordre 3
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4 Diagonalisation et changement de base

4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition : On dit que le scalaire est unevaleur propre de I'application linéairg’ : R? — RP? s'il existe un
vecteuru # 0 tel quef(u) = Au. Un telu s’appelle urvecteur propre d¢ associé a la valeur propra.

Exercice 99 :Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres d&? — R? dans les cas suivantsymeétrie
centrale homothétie de rappopt, symétrie orthogonalgrojection orthogonalgaffinité orthogonale de rappoft,
rotation d’angled.

Remarque : Le scalaire 0 est une valeur propre flsi et seulement si laoyauker f = {u € R? | f(u) = 0}
contient des vecteurs non nuls, c’est-a-dir¢ siest pas injective, autrement dit,&it / = 0.

Exercice 100 :Montrer que le scalair& est unevaleur proprede f si et seulement si ondet(f — A\id) = 0.

Les valeurs propres désont donc les racines du polynémeléfini parl’(\) = det(f — Aid). C’est un polynéme
de degré, appelépolynéme caractéristique dé

Lesvaleurs propreslesvecteurs proprest le polyndme caractéristiqua’une matrice carréd sont celles et ceux
de 'application linéairef de matriceA. En particulier, le polyndme caractéristiqued@stl’(\) = det(A — AI).
Remarque : Dans le cas op = 2, on doit résoudre une équation du second degré. Selon lé gagjeux valeurs
propres réelles, ou une seule valeur propre réelle, ou @ualaur propre réelle. Pour trouver les vecteurs propres
associés, on résout un systeme linéaire.

Exercice 101 :Quelles sont les valeurs propres réelles des matricesges/a

Dans chaque cas, on donnera les vecteurs propres et urétadion géométrique.

I B G R

Nl= D=

a 0
b

Remarque : Si la matriceA estdiagonale c’est-a-dire de la form{0

) , alors ses valeurs propres sarstb.

Exercice 102 :Soit A = (Z Z

1. Exprimerla somma + p et le produit\ en fonction des coefficients b, c, d.
2. Montrer que silet A < 0, alorsA a deux valeurs propres réelles de signes opposeés.
3. Montrer que sb etc ont le méme signe, alor$ a deux valeurs propres réelles distinctes.

). On note\ ety les racines du polynéme caractéristiquede

4.2 Diagonalisation en dimension 2

Définition : UnebasedeR? est la donnée de 2 vecteursv non colinéaires. Autrement ditet (u, v) # 0.

Exercice 103 :Montrer que, dans ce cas, pour taut R?, il existe un uniquéz, y) € R? tel quew = zu + yv.
[Un systéme linéaire a 2 équations et 2 inconnues dont lemi@iant est non nul a une solution uniglue.

Remarque : Siu, v est une base dg?, alors toute application linéairg: R? — R? est de la forme suivante :

flazu + yv) = (az + by)u + (cx + dy)v, OUa,b, c,d sontdonnés paru + cv = f(u) etbu + dv = f(v).

Définition : Dans ce cas, on dit qL<e(CL b) est lamatrice def dans la base, v.

d

Définition : Soit f : R? — R? l'application linéaire de matricd dans la base canonique. On dit gtieou A) est
diagonalisables’il existe une base de vecteurs propregdautrement dit, s'il existe une base telle que la matrice
de f dans cette base est diagonale. En particulier, un matrécgpdale est diagonalisable.

Exercice 104 :Montrer que sif : R? — R? a deux valeurs propres réelles distinctes, alors elle agbdialisable.
[Choisir un vecteur propre pour chaque valeur propre, puisitrer que ces deux vecteurs forment une Hase.

Exercice 105 :Réciproquement, montrer que si une matrice carrée d’orést diagonalisable eon diagonale
alors elle a deux valeurs propres réelles distinctes.
2 1
-1 0)°

Exercice 106 :Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont diagobédisa

b2 G2 63 G

Le cas échéant, on donnera une base de vecteurs propres.
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4.3 Changement de base

Définition : A une base:, v deR?, on associe lanatrice de passag#ont les colonnes sont les matrices respectives
dewu etv dans la base canonique.

1 1
Par définition, la matricé est toujours inversible. De plus, elle permetp@dsser d’une base a I'autre
1. siX estla matrice colonne de dans la base, v, alors la matrice de dans la base canonique €3X ;
2. siX estla matrice colonne de dans la base canonique, alors la matricevdans la base, v estP~1 X,

Exemple :Siu = 7+ Jetv = 7— 7, alorsP = <1 —1).

Elle permet aussi de calculer la matrice d’une applicaiiogdire f dans la base, v a partir de sa matricd dans
la base canonique. Pour cela, on considere la matrice oel¥rdiun vecteurw dans la base, v :

1. la matrice dev dans la base canonique €3X ;
2. celle def (w) dans la base canonique est dohE X ;
3. celle def (w) dans la base, v est donc”'APX ;
On en déduit que la matrice dedans la base, v estP~1AP.
Exercice 107 :Soientf etg les applications linéaires dont les matrices respectiges th base canonique sont :

Go) (%)

Calculer les matrices respectives flet g dans la base, v, olu = 7'+ jetv = 77— 7.
Exercice 108 :Si B est la matrice d¢ dans la base, v, quelle est la matrice d¢ dans la base canonique ?
Exercice 109 :Si B = P~'AP etn € Z, exprimerB" en fonction ded” et A” en fonction deB™.

Exercice 110 :Montrer que siB = P~'AP, alors les matriced et B ontle méme déterminant, le méme polynéme
caractéristique, et les mémes valeurs propévelopperP (A — A1) P.]

4.4 Diagonalisation et changement de base en dimension 3

Définition : UnebasedeR? est la donnée de 3 vecteursv, w non coplanaires. Autrement ditet (u, v, w) # 0.

On a de méme la décomposition unique de tout vecteli®d#ans la base, v, w. On a aussi la notion deatrice
d’'une application linéaire dans la base v, w, ainsi que les notions de matricgisgonalestdiagonalisables

Remarque : Dans ce cas, le polyndme caractéristifuest de degré 3. Or un tel polyndme a au moins une racine
réelle. Donc toute matrice carrée d’ordre 3 a au moins ureuvalropre réelle.

Exercice 111 :Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres:de? — R? dans les cas suivantsymétrie
centrale homothétie de rappom, symétrie orthogonale plangu axiale projection orthogonale planeu axiale,
affinité orthogonale plane de rappqgst rotation d’angled.

Exercice 112 :Soit A une matrice carrée d’ordre 3. Montrer quési A > 0 (respectivementet A < 0), alorsA

a au moins une valeur propre positive (respectivement ivegCalculer les limites d&'(\) en+oo et en—oo.]
Exercice 113 :Montrer qu’'une matrice carrée d’ordre 3 est diagonalisabé seulement si 'une des conditions
suivantes est satisfaite : elle a trois valeurs proprekesegistinctes ; ou elle a deux valeurs propres réellesdists

et il existe deux vecteurs propres non colinéaires assadiégae d’elle ; ou elle est de la formd.

0 0 1
Exercice 114 :Soit f I'application linéaire dont la matrice dans la base canosigstdA = [1 0 0
0 1 0
1. Montrer que 1 est une valeur propre de cette matrice, etefam vecteur propre associé.
2. Donner un vecteur non nul et orthogonal a, puis calculetw = u A v.
3. Donner la matrice de passaBessociée a la basev, w et calculerP—!,
4. Montrer que la base formée des vectelirs: ﬁu v = ﬁv, etw’ = ”—;Hw estorthonormée directe
u Lo, u L, v L, det(u’, v, w') = 1.
5. Montrer que la matrice de passage associée a cette balgelasormeP () ou la matrice) est diagonale.

6. Calculer la matrice d¢ dans la base’, v, w'. [Calculer(PQ)~' a partirde P~ etQ 1]
7. En déduire l'interprétation géométrique fle
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5 Matrices orthogonales et matrices symétriques

5.1 Transposée

Définition : Si A est une matrice alignes etp colonnes, séransposééA est la matrice & lignes ety colonnes
dont les lignes correspondent aux colonnegidet réciproquement).

Cas particulier des matrices carrées d’ordre 2 et des raatftolonnes ou lignes) de vecteursite:

-6 Qe wa()

Plus généralement, si= ¢, alors’A s’obtient en échangeant les coefficients symétriques pporaa ladiagonale
principaleg, et siX est la matrice colonne d’un vecteur R&, alorstX est sa matrice ligne, et vice-versa.

Remarque : Siu etu’ sont des vecteurs de matrices colonnes respectivesX’, alors on au - v’ = X X',
Exercice 115 :Vérifier les propriétés suivantes dans le cas des matriceSesad’ordre 2 :

A = A, "(A+ B)="A+"'B, FA) = A, Y(AB) = 'B'A.
Remarque : Ces propriétés s’étendent aux matrices de types quelcsiiquie la figure 7 pour le cas du produit).
De plus, on &0, = 0, , et'l, =1,.
Exercice 116 :Montrer que siA est une matrice carrée inversible, albtsest inversible et(A~1) = (‘4)~1.

5.2 Matrice d’'une forme bilinéaire

Définition : Uneforme bilinéaire suiR? est une applicatiop : R? x R? — R telle que, pour tout vecteure R?,
les deux applications — ¢(u, v) etu — ¢(v, u) sontlinéaires. Autrement dit, on a les identités suivantes

p(u+u',v) = p(u,0) + (', v),  e(Au,v) = Ap(u,v),

o(u, v +v") = p(u,v) + @(u,v'), o(u, W) = Ap(u,v).
Exemples :Le produit scalaire est une forme bilinéaire Bi#r. Le déterminant est une forme bilinéaire &r.

A toute matrice carréd = (Z Z) , on associe la forme bilinéaire: R? x R? — R définie par :

o(u,u') = axa’ + bxy' + cyx’ +dyy’ pour u=(x,y)=zr+y7 et v =(2',y)=2"T+vy'7
Réciproquement, toute forme bilinéaire R? x R? — R est de cette forme. Pour reconstruité partir dep, il
suffit de poset = ¢ (.7), b = ¢(2,7), ¢ = ¢(3,7), etd = ¢(7, ).

Définition : Dans ce cas, on dit queestla forme bilinéaire de matricel, ou queA estla matrice dep.
Exercice 117 :Quelles sont les matrices respectives du produit scalbite ééterminant (suR?) ?

Exercice 118 :Vérifier que sip : R? x R? — R est une forme linéaire de matricketw, +’ sont des vecteurs de
matrices colonnes respectiv&set X', alors on ap(u, u’) = X AX".

Définition : Plus généralement, la matrice d’une forme bilinéairsur R? est la matrice carrée d’ordgequi
satisfait une telle identité pour, v’ € R?.

Remarque : Toute matrice carrée d’ordredéfinit a la fois une application linéaire : R? — RP et une forme
bilinéairey : R? x R? — R. Par définition, on @ (u,v’) = u - f(u’) pouru, v’ € RP.

5.3 Changement de base

Soitu, v une base d&2 et P la matrice de passage associée.

Définition : La matrice d’une forme bilinéaire : R? x R? — R dans la base:, v estA = (ZL Z) ou:

a=p(uu), b=ep,v), c=pu), d=ep,).
Siw, w' sontdes vecteurs de matrices colonnes respectives{’dans la base, v, on a done(w,w’) = X AX".

Exercice 119 :Montrer que si4 est la matrice d’une forme bilinéaige: R? x R? — R (dans la base canonique),
alors la matrice de» dans la base, v est!P AP. [Utiliser la formule de changement de base pour les vecteurs.

Remarque : En particulier, la matrice du produit scalaire dans la haseest'PP.

On définit de méme la matrice d’'une forme bilinéajre R3 x R?> — R dans une base d&®. La formule de
changement de base est alors la méme queRéur
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5.4 Matrices orthogonales

Définition : Unematrice orthogonal@st une matrice carréé d’ordrep telle queAA = I,,.
Autrement dit, une matrice carréeest orthogonale si elle est inversible etsi' = ‘A.

Exercice 120 :Vérifier que la matrice de passage associée a unehasieR? est orthogonale si et seulement si
cette base esirthonorméec’est-a-dire siona L v et||u| = [|v|| = 1.

Remarque : D’apreés la section précédente, la matrice de passage begortale si et seulement si la matrice du
produit scalaire dans cette baselest

Exercice 121 :Montrer que la matrice d’'une application linéaife: R> — R? (dans la base canonique) est
orthogonale si et seulementfspréserve le produit scalaireautrement dit, si,, v’ € R?, alorsf (u)- f(u') = u-u'.

Exercice 122 :Montrer que le produit de deux matrices orthogonales esmatdce orthogonale, et que l'inverse
d’'une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.

5.5 Matrices symétriques

Définition : Unematrice symétriquest une matrice carréételle que‘d = A.

En particulier, une matrice carrée d’ordre 2 symétriqueiastmatrice de la forméz C) .

Exemple : Les matrices diagonales sont symétriques.

Exercice 123 :Montrer que siA et B sont des matrices carrées d’orgreymétriques, alors la matricéB est
symétrique si et seulementdicommute ave®.

Exercice 124 :Montrer que siP et A sont des matrices carrées d’'orgret la matriceP est orthogonale, alors la
matrice A est symétrique si et seulement si la matidite! AP = *P AP est symétrique.

Exercice 125 :Montrer que la matrice d’une application linéaife: R? — R? (dans la base canonique) est
symétrique si et seulement gisatisfait la propriété suivante : gju’ € R?, alorsf(u) - u’ = u - f(u').
Exercice 126 :Soit f : R? — R? une application linéaire dont la matrice est symétrique.

1. Montrer quef a des valeurs propres réelle€a]culer le discriminant du polynéme caractéristique.

2. Monter que sk, v forment une base orthogonale®é et est un vecteur propre dg alorsv est aussi un
vecteur propre d¢. [Utiliser I'exercice précédent.

3. En déduire le théoreme ci-dessous :
Théoréme 3 :La matrice d’une application linéairg : R2 — R? (dans la base canonique) est symétrique si et
seulement sf est diagonalisable dans une base orthonormée.

Remarque : Autrement dit, une matrice carréed’ordre 2 est symétrique si et seulement s'il existe uneigeatr
orthogonaleP telle que la matric® ' AP = ‘P AP est diagonale.

'/vtA

‘B ‘B'A

FIG. 7 — Transposée de la matrides
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6 Compléments de géométrie

6.1 Equation d’un cercle ou d’'une sphére

Définition : La distanceentre deux points, v € R? estd(u,v) = ||ju — v||.
Siug est un point du plaik?, le cercle de centrey, et de rayorp > 0 est donc :

C={ueR?|d(u,u0) = p} = {u € R? | |Ju— uo|* = p°}.
Si on poseuy = (79, y0) etu = (z,y), on obtient ainsi Equation cartésienngr — )% + (y — v0)? = p*.
Exemple : Le cercle de centre, = (1,0) et de rayor2 a pour équatiofix — 1)? + y? = 4, soitz? +y? — 2z = 3.
Exercice 127 ‘A quelle condition sur les coefficienisb, ¢ 'équation cartésienne? +y%+ax+by = c définit-elle
un cercle dan®? ? Quels sont alors le centre et le rayon de ce cercle ?
Exercice 128 :Quelle est I'équation cartésienne de la sphére de ceptre (xo, yo, z0) et de rayorp ?

Exercice 129 :Montrer que le cercle de centtg et de rayorp estC = {ug + pvy | 0 € [0,27[} ou on pose
vg = (cos 6, sin §). En déduire usystéme paramétriqueurC. [Tout vecteur unitaire d&? est de la formey, .|

Exercice 130 :Montrer que la sphére de cenirget de rayorp estS = {ug + pvs,, | 0 € [0, 27[, ¢ € [0, 7]} ou
on posevy,, = (cos @' sin ¢, sin fsin ¢, cos ). En déduire ursystéme paramétriquymursS.

Exercice 131 :A partir des propriétés de la norme euclidienne, montréesele la distance euclidienne :
d(v,u) = d(u,v), d(u, w) < d(u,v) + d(v, w), d(u,v) = 0 si et seulement si = v.

6.2 Projections orthogonales

Théoréme 4 :Si u est un vecteur non nul d&?, alors tout vecteur de de R” se décompose de fagcon unique en
v=1v+v" avecv’ € Ruetv” € ut.

Dans ce cas, ond = Au etu-v =u-v' +u-v" avecu - v’ = Au-u = A|ul|* etu-v” = 0, d’oll les formules :

v = D, u-v
y avech = —.
v = v — A, HUH2
Réciproquement, ceci donne bien une décompositien’ + v” avecv’ € Ru etv” € u*. C.Q.F.D.
Remarque : Dans le plarR?, 'ensembleu- est une droite vectorielle. Dans I'espa®g c’est un plan vectoriel.
Définition : On dit que les vecteurg etv” sont lesprojetés orthogonausev respectivement stRu et suru’.

Remarque : Si on notew le symétrique de par rapport a la droit®u«, alors le projeté’ dewv surRu est le milieu
dev etw : autrement ditp’ = 3 (v + w), d'oliw = 2v’ — v. Si P est la matrice de la projection orthogonale sur
la droiteRu, alors la matrice de la symétrie orthogonale par rapportadae Ru est doncS = 2P — I,,.

Exercice 132 :Soitu = (a, b) un vecteur non nul d&?. Calculer la matrice de la projection orthogonale sur I'axe

Ru, puis celle de la symétrie orthogonale par rapport a IlRxeMéme question pour = (a, b, c) € R?

Exercice 133 :Montrer que si’ etv” sont les projetés orthogonaux deespectivement stk et suru, on a :
~uv] | det(u,v)|

lv'll = Il =
[l [

_lunol

(dans le plariR?), [lv"]] (dans I'espac®?).

il
[Dans le plariR?, exprimerju - v| et| det(u, v)| en fonction de{v’|| et ||v”||. Utiliser le fait queju - v| = ||ul|||v]| Si

et seulement si etv sont colinéaires, et le fait quelet(u, v)| = ||ul|||v| si et seulement si ils sont orthogonaux.
Remarque : ||v'|| est aussi la distance entre le poingt la droite vectorielle ou le plan vectoriet. De méme,
||[v"]] est la distance entre le poinet la droite vectoriell®w.

Définition : L’ angled entre les vecteurs etv est déterminé par les formules suivantes :

cosh = U sinf = det(u, v) (dans le plarR?), sinf = funvf (dans I'espac®?).

o] Il [[ullflv

Remarque : Dans I'espacéR?, on a toujoursin @ > 0 car cet angle eston orienté: autrement ditf € [0, 7).
Dans ce cas, on peut aussi retrouver le sinus a partir duusim § = /1 — cos? 6.
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6.3 Equation d'un cylindre

Pour calculer la distance entre un paingt une droite ou un plan affine passant par un pajnbn se raméne au
cas vectoriel en appliquant la translation de vecteus. Ainsi, dans I'espac®&?, la distance entre le pointet la
droite parallele au vectewrpassant par le point, est :

d(u, up + Rv) = d(u — ug, Rv) = I
Le cyclindre de rayom > 0 dont I'axe est la droite parallélewdpassant pat, est donc :
C={uecR®|d(u,uo +Ro) = p} = {u e R?| ||(u—uo) Av|* = p*|[v]*}.
Exemple : Pourug = (0,0,2), v = (1,1,0), etp = 3, on obtient 'équation cartésienne suivante :
z 1 ?
y o1 = 18, soit 2% + %+ 22% — 22y — 8z = 10.
Exercice 134 :Calculer I'équation de I'intersection de ce cylindre aveolan d’équatiorny = 0, et donner

l'interprétation géométrique de cette intersection. M@uestion pour l'intersection avec le plan d’équatios 0.

x 12

2
Y 1
z—2 O‘ +

z—2 O‘ +

6.4 Equation d’une ellipse

Soientu etv deux vecteurs non nuls et orthogonaux®fe: autrement dit, ils forment une base orthogonale, mais
pas forcément orthonormée. On considére la codrd&quationz? 4 y? = 1 dans la basex, v.

Remarque : Si ||u]| = ||v]| = 1, c’est-a-dire si la base est orthonorméest le cercle de cent@ et de rayon 1.
De méme, sjju|| = ||v|| = p, c’est le cercle de centi@ et de rayorp. Si ||u|| # ||v||, alors€ est uneellipse Les

vecteurs: etv déterminent lesxes de I'ellipse le plus grand correspond guand axeet le plus petit aypetit axe

Si||ul| > ||v||, alors||u|| est ledemi-grand axet ||v|| est ledemi-petit axelci, le centre est toujours I'origin®.

v v
T </O
Pour trouver I'équation dé€ dans la base canonique, il suffit de faire un changement @e bas

Exemple :Siu = 27°etv = J, I'équation de€ dans la base canonique €5t? + y? = 1, soitz? + 4y* = 4.
Exercice 135 :Donner I'équation d€ si u = a’’etv = b7, c’est-a-dire si un axe est horizontal et I'autre vertical.

. . — 1
Exemple :Siu = 27+ 2)etv = 7—1, alors la matrice de passage £st (; 11) etonaP~! = 1 (_12 ;)
L'équation est don¢t?)? + (222)2 = 1, soit5a? + 5y® — 6zy = 16.

On considére maintenant le cas ou la basen’est pas orthogonale. On va montrer guest encore une ellipse,
bien qu’ici, les vecteurs etv ne correspondent plus aux axes de cette ellipse.

Remarque : Soit P la matrice de passage associée a la baseOn posed = P~ et on noteX la matrice(z).
L'équation de€ dans la base canonique s’écrit albfd X ) (AX) = 1, soit’ X BX = 1 avecB = 'AA.

Exercice 136 :Montrer que pour toute matrice carrée d’ordrd hversible, la matrice3 =  AA est symétrique
et ses valeurs propres sont strictement positi@snimencer par calculetet t A, puisdet B.]

D’apres le théoréme 3, la matride est diagonalisable dans une base orthonormée. Autrentest dn noteQ)
la matrice de passage associée a cette base orthonorméstized = Q—'BQ =t QBQ est diagonale. Dans
cette base, I'équation deestaz? + py? = 1 aveca, 3 > 0. D’aprés I'exercice 135, il s’agit bien d’une ellipse.

On peut interpréter ce résultat en termes de transfornsliiodaires :
Théoréme 5 :L'image d’un cercle par une transformation linéaire (tije&) du planR? est une ellipse.

Remarque : Pour retrouver I'ellipse a partir de son équatiart + by 4 2czy = d, on diagonalisés = (Z Z)
dans une base orthonormée, puis on réécrit I'équation dteslase.

Exercice 137 :Retrouver par cette méthode les axes de I'ellipse d’équatior y? + xy = 3.
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7 Complexes

7.1 Forme algébrique

Définition : Unnombre complexe = x+iy est la donnée de deux nombres réeis fRe(z) (partie réelledez) et

y = Jm(z) (partie imaginairede z). Lensemble des nombres complexes@st R + iR = {x + iy | z,y € R}.
Remarque :Pourz = 2+ iy etz = 2’ + iy’ avecr,y,2’,y’ € R, onaz = 2’ si et seulementsi = 2’ ety = ¢/'.
Autrement dit, laforme algébriquel’un complexe est unique.

Lasommel opposéet ladifférencesont définis comme pour les vecteurskie de méme que le produit par un réel.
Le produits’étend aux complexes en poséht= —1. On adondx +iy)(z’ +iy') = (za’ —yy') +i(xy’ +ya').
Définition : Si z = x + iy, on posez = x — iy (conjuguéde z) et|z| = v2%Z = /22 + y2 (modulede 2).

Remarque : L inversese calcule a partir du conjuguelt:: R +1 Y _siz= x+iy # 0.
z

7 |Z|2 CC2 _|_y2 1172 +y2

Exercice 138 :Calculer la forme algébrique du quotient:’ pourz = x+iy etz’ = 2’ +iy’ avecr,y, 2,y € R.

Remarque : On a aussi les identités suivantéBe(z) = % etim(z) = 22;2 = 1(272_2)
1

Exercice 139 :A quelle condition a-t-orf = z ? A quelle condition a-t-08 = —z ?

Exercice 140 :Montrer que le conjugué et le module satisfont les propsigtévantes :

zZ=z, 242 =Z+ 72, z=—Z, 22! =% 2, 1/z =1/Z pourz # 0.
IZ| = ||, |—z| = |2, |z2'| = |2]|7'], |z] =0ssiz =0, |1/z] = 1/|z| pourz # 0.

Remarque : On a aussi Inégalité triangulaire|z + 2| < |z| + |2/|.

7.2 Plan complexe

On représente le complexe= x + iy par le point daffixez (c’est-a-dire de coordonnéesty) dans le plan, ou
encore par le vecteur de composantes y.

iR C
(47 S z=xz+1y
g :
|
of T = R

Dans cette représentation, I'origine est O et la base cgnerestl,i. Les ensembleR, iR, et C sont appelés
respectivemerdxe rée) axe imaginaireetplan complexeChaque opération a une interprétation géométrique :

— l'opérationz — —z correspond a laymétrie centralpar rapport a I'origine O ;

— l'opérationz — Z correspond a laymétrie orthogonalpar rapport a I'axe réel;

— sic = a+ ib, 'opérationz — z + ¢ correspond & l&ranslationde vecteur:;

— Sia € R, 'opérationz — az correspond a Homothétiale rapport: ;

— Sic = a + ib, 'opérationz +— cz correspond a laimilitudede matrice<g _ab

De plus,|z| est lanorme euclidiennéu vecteur, c’est-a-dire la distance entre I'origine O et le point
Remarque : On pourrait aussi défini comme I'ensemble desatrices de similitudegu planR?2.
Exercice 141 :Quelle est I'interprétation géomeétrique de 'opération> —z ?

Définition : Le cercle unitéest I'ensembl@) = {z € C | |z| = 1}. C’est aussi le cercle de centre 0 et de rayon 1.
En particulier,l, —1, i et—i sont des éléments dé

Exercice 142 :Montrer les propriétés suivantes :

siz, 2 € Ualorszz' € U, sizeUalors—z e Uetl/z2 =7z U.

Exercice 143 :En dehors dé&, —1, i et —i, existe-t-il des éléments dédont la partie réelle et la partie imaginaire
sont des entiers (respectivement des rationnefSh@icher des entiers, ¢, r tels quep? + ¢ = r2.]
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7.3 Racines carrées

Définition : Uneracine carréedu complexe: est un complexe tel quez? = c.

Exercice 144 :Quelles sont ces racines carrées dans le casoR ? [Distinguer les cag > 0, ¢ = 0, ete < 0.]
Théoréme 6 :Tout complexe: # 0 adeux racines carrées opposéps sont notées-/c .

En effet, soitc = a+ib aveca, b € R. On cherche = = + iy tel quez? = ¢, c’est-a-direr? — y? = a et2zy = b.
Oronaaussi? + 42 = |z|> = |22| = |¢|, si bien quer? ety? sont les solutions du systéme linéaire suivant :

X+Y = |,
X-Y =a.

En général, cela donne quatre possibilités posf = + iy, mais comme I'équatioRzy = b impose quer ety
aient le méme signe 8i> 0, ou des signes différentsisic 0, il ne reste en fait que deux solutions opposées.

Exemple : Les racines carrées de- i sont+ (\/ @ — v/ %) :

Remarque : La notation,/c (non précédée du symbole) n’a de sens que dans le cas®ast un réel positif :

comme les deux racines carrées sont réelles, on choisittdefiecelle qui est positive.

Exercice 145 :Résoudre les équations suivantes et représenter toutssléions dans le plan complexe :
Z2:1 2'4:17 28:1

3

7.4 Equations du second degré

Définition : Un polyndme complexde degré 2 est une fonction de la forgie) = az? + bz + c aveca, b, c € C.
Exercice 146 :Exprimer les coefficients, b, ¢ en fonction def (0), f(1) et f(—1). [Résoudre un systeme linéajre.
Théoréme 7 :Si f(z) = az? + bz + c aveca # 0, on a la factorisatiorf (2) = a(z — a)(z — 3) ol «, 3 sont les

. —b+ VA . . . . .
racines compIexesT avecA = b? — 4ac. Ces racines sont aussi les solutions de I'équatian = 0.
a

Exercice 147 :Exprimera+ 3 etaS en fonction des coefficients b, c. [Développer le polyndme(z — o) (z— 3).]
A partir de 13, retrouver la formule pour les racines3. [Exprimer(a — 3)? en fonction déa + ()2 et dea3.]

—b £ VA

Remarque :Sib = 2V, les racines s’écrivent auss————— avecA’ = b2

Ao p
— ac = — (discriminant rédui}.
a 4
Exemple : Les racines de? + 2iz — 2 + i sonty/ Y3t — (y/% + 1) et—\/ Y2 1 ( va-1 _ 1).

Remarque : Si le discriminantA est nul, on a la factorisatiof{z) = a(z — a)? olla = ~%a est laracine double
a
Exercice 148 :Résoudre les équations suivantes et représenter toutaslléi®ns dans le plan complexe :
z3=1, 2621, 212 =1.

[Commencer par factorisef(z) = 2 — 1 en remarquant que I'équatior® — 1 = 0 a une solution évidenfe.

7.5 Exponentielle imaginaire
Définition : L’ exponentielle imaginairest I'applicationf : R — C définie parf () = ¢ = cos + isin 6.
En particulier, on @ = 2™ = 1, ¢ = —1, etes =i.
Exercice 149 :En utilisant les formules trigopnométriques, montrer lesppiétés suivantes :
e =1,  f0F0) =0l om0 — i — 1 /e,

Remarque : L'exponentielle imaginaire est périodique (de péri@dg et sonimagef (R) est le cercle unité&J.
Réciproquement, le cosinus et le sinus s’expriment a ptitexponentielle imaginairdgrmules d’Eulej :
7619 —;e 107 sinf = Jm(ew) = e? _2; v = e 192_ 610)

De plus, siu = €' etn € Z, on au™ = ¢*?, d’oli laformule de Moivre (cos 6 +isin §)" = cos(nf) +i sin(nf).
Exercice 150 :En utilisant les formules d’Euler ainsi que les propriété§exponentielle imaginaire, retrouver les
formules trigonométriques pouss(—0), sin(—0), cos(6 +6"), sin(0 +6"), cos 6 cos 0’, sin 0 sin 0’ etsin 6 cos ¢'.

cosf = Re(e) =
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7.6 Forme trigopnométrique
Tout complexer # 0 est de la forme = pu avecp = |z| > 0 etu = z/p € U. D’apres ce qui précéde, on a :
z = pe'? = pcosf + ipsinf avecp > 0 etd € R.
Remarque : Pourz = pe' etz = p'e’® avecp,p’ > 0 et,f € R, onaz = 2’ si et seulement si = o’ et
0 —0" € 2nZ = {2kn | k € Z}. Autrement dit, lenodulep est unique et Argument est défini modul@r.
Le module et 'argument de sont lescoordonnées polairedu point d’affixez :
iR C

2 = peif
araL
NA :

Cela permet d’expliciter I'interprétation géométrique ldemultiplication parc = pe : I'opérationz — cz
correspond a laimilitudede rapporp et d’angled. En particulierz — €z correspond a leotation d’anglef.
A partir des propriétés de I'exponentielle imaginaire, btient les régles de calcul suivantes :

|pei0| = p, peiepxeie’ _ ppxez'((9+9’)7 W _ pefie’ 1_9 _ lefw_

pe p

Remarque :On a aussi-pe®® = pet®+™) mais il n'y a pas de régle simple pour la sompa& + pei®’.
Exercice 151 :Pourz = pe'® etz' = p'ei?’, quelle est la forme trigonométrique du quotiepit’ ?

7.7 Racines n-iemes

Définition : Sin > 1, uneracinen-iemedu complexe: est un complexe tel quez™ = c.
Exercice 152 :Montrer que 1 admet racinesn-iemes distinctes &y, u2, ..., u" ! ollu = e°r".
Remarque : C’est dans cet ordre qu’apparaissent les racines si onafdalans lesens trigonométrique
Les racinesi-iemes de 1 sont aussi appeléasinesn-iémes de 'unitéPourn = 1, 2, 3, 4, on obtient :

2

j:egﬂ-
G e L B eeaOn
)7 =17 3 .

Exercice 153 :Retrouver les valeurs remarquables du cosinus et du sinuislieant les exercices 145 et 148.

Exercice 154 :Montrer que siz = pe'?, alorsv = {z/ﬁe%} est une racine-ieme dez, et que siv’ est une autre
racinen-iéme dez, alorsv’ /v est une racine-ieme de I'unité. En déduire le théoréme ci-dessous :
Théoréme 8 :z = pe’® admetn racinesn-iémes distinctes, vu, vu?, ..., vu"~! ollv = /pe™r etu = e’ .
Remarque : Ces racines-iemes s’obtiennent en appliquant la similitude- vz aux racinesi-iemes de l'unité.
Elles forment urpolygone régulier & sommets

Exercice 155 :Calculer la somme des racinegemes dez. [C’est la somme d’une suite géométridue.
Définition : S'il existe un entien > 1 tel quez est une racine-iéme de 1, on dit que est ungacine de l'unité

Exercice 156 :A quelles conditions sus et le complexez = pe'® est-il une racine de l'unité ?

7.8 Exponentielle complexe

Définition : L’ exponentielle complexast I'applicationf : C — C définie par la formule suivante :
f(z) = e = e%e™ = e%cosy +ie¥siny pour z=x -+ iyavecr,y € R.

Exercice 157 :Montrer les propriétés suivantes :

’ ’ = JR— .
?Re(z)’ A7 = o7e , 7 — ez, % — 1/62.

"] =e

Exercice 158 :Etant donné = pe’ avecp > 0 et € R, résoudre I'équation® = ¢ dansC.



