Examen

MAT13 - Calcul matriciel
23 mai 2005

Durée de I'épreuve : 3 heures. Documents, calculettes et éghones interdits.
Ce sujet comporte 2 pages et ainsi qu’une feuille suppléarerpiour répondre a I'exercice 5.

Exercice 1 :Le détail des calculs est seulement demandé pour la questEinine justification pour la question e.
Pour les trois premiéres questions, on donnera seulemegguéat.

a. Calculer le déterminant et I'inverse de chacune des ceatguivantes :
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. Donner l'interprétation géomeétrique de chacune de cédaes.
. Donner un exemple de matrice non nulle et non inversible.

1 2 3
. Calculer le déterminant et I'inversede lamatrice= {1 2 0
1 0 0

e. Quel est le volume du parallélépipéde défini par les vested 7'+ k, 27+ 27, et3’?

o

o

Exercice 2 :0On poseu = 7'+ 7+ ketv=7— 7, ou7, 7, k sont les vecteurs de la base canoniquide

On noteC l'intersection NS oU’H = u™ etS est la sphére de centig = au et de rayon > 0.

. Donner une équation cartésiennegleQuelle est la nature géométrique e

. Donner une équation cartésienneXde

. Montrer quex L v et déterminer un vecteuwr tel queu, v, w forment une base orthogonale directeRie

. En déduire une base @¢et un systéme paramétrique pGdr

. Déterminer trois vecteurs € Ru, v’ € Rv, v’ € Ruw tels quew’, ', w’ forment une base orthonorméelRie.
En déduire une base orthonorméeide

. Donner les coordonnées du poaigtdans la base’, v, w’, puis une équation cartésiennesldans cette base.

. En déduire une équation cartésienn€ dkans la base orthonormée He
A quelle condition sur: etr a-t-onC # (). Quelle est alors l'interprétation géométriquetie
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Exercice 3 :La suite de Fibonacaogst définie patg = 1,ay = 1, eta,, = a,—1 + a,,_o pour toutn > 2.
a. Calculer les entiers, . . ., as.

b. SoitA — (1 L

1 0 Ap_1 Qp_9

. Calculer le polyndme caractéristique et les valeursigsp, 5 de A. [On noterax la plus grande des deyx.

. Exprimera? en fonction dex en utilisant uniquement I'addition et une constante.

. Montrer que. = a7+ Jetv = §7’+ j'sont des vecteurs propres de[Utiliser la question précédenie.
Ecrire la matrice de passageassociée a cette base et calculer son invBrse

a 0

0 p

h. En déduire une formule explicite (non-récurrente) pour

An, Gn—1

). Calculer les matriced?, ..., A® et montrer qued™ = ( ) pour toutn > 2.
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. SoitD = ( ) . Calculer les coefficients de la matri€®® puis de(PDP~1)".
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Exercice 4 :Si A est une matrice quelconque, on nbtela transposéele A obtenue en échangeant les réles des
lignes et des colonnes d& On rappelle que si le produit B est défini, alors on &(AB) = '{BtA. Si A est une
matrice carrée d’ordrg et si on & A = A, on dit queA estsymétriqueSi on a’4 A = 1,,, on dit que la matrice

A estorthogonale

a. Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont symégigiiesquelles sont orthogonales ?

A ) IR G IR |

b. Montrer que sid est une matrice carrée d’ordsealors le produit AA est une matrice symétrique.
c. Montrer que s et B sont des matrices carrées d’orgrerthogonales, alord B est une matrice orthogonale.

/
d. Calculer le produitX AX’ pourA = (¢ b X =(")etx =(%).
c d Y Yy

e. SoitA une matrice carrée d’ordre 2. Montrer qu'ohdAX’ = ' X X’ pour tout choix de colonneX et X’
si et seulement sil est la matricds,. [Utiliser les matrices colonnes des vecteurs de la base dgunemeR?.]

f. En déduire que la matricd d’une application linéairg : R> — R? est orthogonale si et seulement si on a
f(u) - f(u') = u-u' pour tout choix de vecteursetu’ dansR?.

Exercice 5 :Sur la figure ci-dessous, on a représenté le repére du plaplexat formé de 'origine daffixed et

des points d’affixes respectivé®t:. On a également représenté le cercle unité ainsi que le ghaiffixe e~ = .

1R

Dans les questions qui suivent, on vous demande de placpoitgs sur cette figure. Veillez a bien annoter chaque
point avec son affixe. N'hésitez pas a expliquer vos constmg, ou a calculer explicitement les coordonnées des
points lorsque cela vous parait nécessaire. Une feuillaréépest fournie pour les réponses, mais vous pouvez
utiliser la figure ci-dessus comme brouillon. Si vos calsalst justes, et en vous aidant des éléments déja présents
sur la figure, le seul outil nécessaire pour placer tous leggpest une régle ou un crayon un peu droit.

a. On pose = 3 + 2i. Sur la figure, le point d’affixe est déja mentionné. Placez les points d’affixes respectives

z—Z z |z]

2 7z 27
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b. Placez précisément le point d’affixe/2e "5 aprés avoir calculé la forme algébrique de ce complexe.
c. Placez précisément le point d’affixé — 3i aprés avoir calculé la forme trigonométrique de ce complexe
d. Calculez les racines quatriemes-déen forme algébrique et placez les points correspondanta figure.



