Corrigé de I’exercice 114

Soit f l'application linéaire dont la matrice dans la base canonique est
0 0 1
A= 1 0 0
0 1 0

Montrer que 1 est une valeur propre de cette matrice, et donner un vecteur propre associé.

Soit T le polynome caractéristique associé a cette matrice. On a I'(z) = det(A — xI3). Pour prouver que
1 est valeur propre de cette matrice, il suffit de prouver que I'(1) = 0.

-1 0
1 -1

0 1

T(1)=det(A-Is)=| 1 -1 0 |=-1x A

’—1><

}:—1><1—1><(—1):O.

On a démontré que 1 est une valeur propre de cette matrice. On cherche un vecteur propre @(z,y, z)
associé. Il s’agit de trouver une solution a ’équation f(@) = i, c’est-a-dire :

0 01 z x
1 0 0 X Y = Y
0 1 0 z z
ce qui donne le systéme
z=x
T=Y
Y=z

Une solution possible de ce systéme est x = 1,y = 1,2z = 1, soit @(1,1,1).

Donner un vecteur ¥ non nul et orthogonal a u, puis calculer W = @ A v.

On cherche ¥(x,y, z) tel que @.¥ = 0, c’est-a-dire 1z + 1y + 1z = 0.
Une solution possible est 2 = 1,y = —1,z = 0, soit ¢(1, —1,0).

1 1 1x0—(=1)x1 1
w=|1|A[l -1 |=| -(0Ix0-1x1) | = 1
1 0 I1x(-1)—-1x1 -2

Et on a w(1,1, —2).

Donner la matrice de passage P associée a la base #, 7,7 et calculer P~'.

Il s’agit de placer dans les colonnes de P les coordonées des vecteurs u, ¥, W dans la base canonique et on
obtient

1 1 1
P = 1 -1 1
1 0 =2

1 1 1 1 0 0

1 -1 1 0 1 0

1 0 =2 0 0 1
Ly=Ly— Ly, L3=L3— L,

1 1 1 1 0 0

0 -2 0 -1 1 0

0 -1 -3 -1 0 1



Lo = (—1/2) x Lo. Le pivot est —2.

Li=L;— Ly, L3=L3+ Ly

L3 = (—1/3) x L. Le pivot est —3.

Ly =1L, — Ls

et on a

—_

o

o O

OO =

S O =

Montrer que la base formée des vecteurs u' =

directe.

On a également
On a det(lz’ 0,
Le pivot de Gauss précédent permet également de calculer le determinant de A:

On a det A = produit des inOtS X (_1)nombrc d’échanges de lignes _

11 1 0 0
1 0 /2 —1/2 0
-1 -3 -1 0 1
0 1 /2 1/2 0
1 0 /2 —1/2 0
0 -3 -1/2 —-1/2 1
0 1 /2 1/2 0
10 /2 —-1/2 0
0 1 1/6 1/6 —1/3
0 0 /3 1/3  1/3
10 /2 —-1/2 0
0 1 /6 1/6 —1/3

/3 1/3  1/3
= 12 -1/2 0

/6 1/6 —1/3

s v = s W

Par ailleurs ||u]|||]|||W]| = v3v/2v6 = v/36 = 6.

oo o - -
Donc det(u/,v',w’) = 1 et on a démontré que v/, v’, w’ est une base orthonormée directe.

—

1 1

el 1211 1]

det(i, ¥, @

¥ ce qui permet d’obtenir de méme
) 1

1

[

!

) = rmr
[l

W est orthonormeée

(—2) x (—3) x (=1)° = 6.

Montrer que la matrice de passage associée a cette base est de la forme PQ ou () est une

matrice diagonale.

oo o
Soit P’ la matrice de passage de la base canonique vers v’,v’,w’. On a

1/V6
1/v6
_2/\/6

On a par ailleurs

et on cherche @ de la forme

1/V3

1/V2

1/vV3 —1/v2

1/v/3 0

1 1 1
P = 1 -1 1
1 0 =2
a 0 O
Q= 0 b 0
0 0 ¢



ce qui fait que

1 1 1 a 0 0
PQ=11 -1 1 x| 0 b O
1 0 -2 0 0 ¢
On remarque qu’on obtient bien PQ = P’ si on choisit a = b L ¢=-L. On a démontré que la

f
matrice de passage associée a cette base est de la forme PQ avec

1/vV3 0 0
Q= 0 1/vV2 0
0 0 1/V6

Calculer la matrice de f dans la base v/, v, w'.

Soit B la matrice de f dans la base u/,v’,w’. On a donc B = (PQ) " *A(PQ) = Q 'P~'AP'. P~1 P/
ont été calculés précédemment et

1/a 0 0
Q! = 0 1/b
0 0 1/c

ATTENTION : il s’agit la d’une propriété particuliére des matrices diagonales. Ce n’est pas vrai pour
les matrices quelconques.

On obtient
1 0 0

B=| 0 —1/2 —/3/2
0 V3/2 —1/2

En déduire l’interprétation géometrique de f.

Ona 1 0 0 1 0 0
B=|0 -1/2 —/3/2 | = 0 cos(27/3) —sin(27/3)
0 v3/2 —1/2 0 sin(27/3)  cos(27/3)

f est donc la rotation d’axe Ow' et d’angle 2?7’



