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A Quelques problèmes sur les matrices

A.1 Isométries vectorielles du plan

On suppose quef : R2 → R2 est uneisométrie vectorielle, c’est-à-dire une application linéaire quipréserve la
norme euclidienne: autrement dit, on a‖f(u)‖ = ‖u‖ pour toutu ∈ R2.

1. Montrer quef préserve aussi le produit scalaire : autrement dit, on af(u) · f(v) = u · v pour toutu, v ∈ R2.
[Exprimer d’abordu · v en fonction de‖u + v‖, ‖u‖ et‖v‖. Utiliser ensuite le fait quef est linéaire.]

2. En déduire que les vecteursf(~ı ) et f(~ ) forment unebase orthonorméedeR
2 : autrement dit,f(~ı ) et f(~ )

sont à la foisorthogonauxetunitaires(c’est-à-dire de norme 1).

SoitA =

(
a b

c d

)
la matrice def (dans la base canonique~ı,~ ).

3. Écrire les conditions sur les coefficients deA exprimant le fait quef(~ı ) etf(~ ) forment une base orthonormée.

4. Montrer que toute matrice qui vérifie ces conditions est celle d’une isométrie vectorielle.

5. Vérifier que ces conditions sont satisfaites par les matrices suivantes :

Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, Sθ =

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
.

6. Montrer que toute matrice qui satisfait ces conditions est de la formeRθ ouSθ avec−π < θ 6 π.

7. Calculer les matricesR2
θ etS2

θ .

8. Quelle est l’interprétation géométrique deRθ ? Pourθ = 0 et pourθ = π, quelle est celle deSθ ?

On suppose maintenant queA = Sθ avec0 < |θ| < π. On poseu =~ı + f(~ı ) etv =~ı − f(~ı ).

9. Montrer que les deux vecteursu etv sont orthogonaux et non nuls.

10. Exprimerf(u) etf(v) en fonction deu etv. [Utiliser la linéarité def ainsi que la question 7.]

11. Calculer les deux composantes du vecteur unitaire
1

‖u‖
u, et en déduire l’angleθ′ entre les vecteurs~ı et u.

[Exprimercos θ en fonction decos
θ

2
, puiscos

θ

2
en fonction decos θ.]

12. Quelle est l’interprétation géométrique deSθ ?

A.2 Application affines en dimension 1

On considère iciR comme une droite, appeléedroite réelle.

1. Quelle est l’interprétation géométrique de l’applicationτb : R → R définie parτb(x) = x + b ?

2. Quelle est celle de l’applicationσb : R → R définie parσb(x) = b − x ? [Commencer par le casb = 0.]

Rappel : une applicationf : R → R est diteaffinesi elle est de la formef(x) = ax + b.

3. À quelle condition l’applicationf est-elle linéaire ?

4. À quelle condition l’applicationf est-elle bijective ? Dans ce cas, quelle est sa réciproquef−1 : R → R ?

5. À quelle condition l’applicationf est-elle uneisométriede la droite réelle. Autrement dit : à quelle condition
a-t-on|f(x) − f(y)| = |x − y| pour toutx, y ∈ R ?

À l’application affinef , on associe l’application linéairêf : R
2 → R

2 définie parf̂(x, y) = (ax + by, y), de sorte
quef̂(x, 1) = (f(x), 1). La matrice de l’application affinef est alors celle de l’application linéairêf .

6. À quelle condition une matrice carrée d’ordre 2 est-elle la matrice d’une application affinef : R → R ?

7. Quelle est la matrice d’unetranslationde la droite réelle ? Quelle est celle d’unesymétriede la droite réelle ?

8. Montrer que siA est la matrice de l’application affinef : R → R et B est celle de l’application affine
g : R → R, alorsAB est la matrice d’une application affineh : R → R. Exprimerh en fonction def etg.
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A.3 Matrices stochastiques

A Middle City, dans le Kansas, tout citoyen est républicain ou démocrate. Chaque année, 20% des républicains
deviennent démocrates et 30% des démocrates deviennent républicains. Pour simplifier, on suppose que la liste des
électeurs ne change pas.

1. Calculer le pourcentage des républicains qui seront démocrates et celui des démocrates qui seront républicains
dans 2 ans, dans 3 ans, et dans 4 ans.

2. On suppose de plus que les pourcentages de républicains etde démocrates dans Middle City ne changent pas.
Quels sont ces pourcentages?

Un matriceA à coefficients réels est ditestochastiquesi elle satisfait les deux conditions suivantes : ses coefficients
sont positifs ou nuls, et la somme des coefficients de chaque colonne vaut 1.

Exemple :A =

(
a b

c d

)
où :

– si on est républicain :a est la probabilité de rester républicain etc est celle de devenir démocrate ;
– si on est démocrate :b est la probabilité de devenir républicain etd est celle de rester démocrate.

Remarque : Dans la littérature, on trouve souvent une définition analogue, mais avec la somme des coefficients de
chaquelignequi vaut 1. C’est fondamentalement la même notion, mais l’interprétation est légèrement différente.

3. Écrire la matriceA correspondant à l’exemple de Middle City et calculer les matricesA2, A3, etA4.

4. Montrer que siA etB sont deux matrices carrées d’ordre 2 qui sont stochastiques, alorsAB est stochastique.

5. Montrer que siA est une matrice carrée d’ordre 2 qui est stochastique, alorsil existe une matrice colonne
stochastiqueX telle queAX = X , et que cepoint fixeX est unique, sauf dans un cas que l’on précisera.

On noteΣp la matrice ligne àp colonnes
(
1 · · · 1

)
. C’est la seule de ce type qui soit stochastique.

6. SiA est une matrice àq lignes etp colonnes, à quelle condition a-t-onΣqA = Σp ?

7. Montrer que siA etB sont des matrices stochastiques et si le produitAB est défini, alorsAB est stochastique.
[Utiliser la question précédente.]

A.4 Nombres complexes et matrices de similitudes

Si A =

(
a b

c d

)
, on posetA =

(
a c

b d

)
. La matricetA s’appelle latransposée deA.

Si z ∈ C et z = x + iy avecx, y ∈ R, on poseMz =

(
x −y

y x

)
.

1. Exprimer les matricesMz+z′ etMzz′ en fonction deMz et deMz′ .

2. Exprimer les matricesMz etMz−1 en fonction deMz.

3. Exprimer le déterminant deMz en fonction dez.

4. Siρ > 0, quelle est l’interprétation géométrique deMρ ?

5. Siz = eiθ, quelle est l’interprétation géométrique deMz ?

6. Siz = ρeiθ avecρ > 0, quelle est l’interprétation géométrique deMz ?

A.5 Matrices à coefficients entiers

SoitA =

(
a b

c d

)
une matrice carréeà coefficients entiers, c’est-à-dire telle quea, b, c, d ∈ Z.

1. Calculer l’inverse de chacune des matrices suivantes :

A =

(
1 2
3 5

)
, B =

(
1 2
3 6

)
, C =

(
1 2
3 7

)
, D =

(
1 2
3 8

)
.

2. Montrer que sidetA = ±1, alorsA est inversible etA−1 est aussi une matrice à coefficients entiers.

3. Réciproquement, montrer que siA est inversible etA−1 est aussi une matrice à coefficients entiers, alors
detA = ±1. [Utiliser les propriétés du déterminant.]


