Examen de calcul matriciel

Licence MASHS - MI - SPC, semestre 2
23 juin 2006

Durée de I'épreuve : 3 heures. Documents, calculettes et églhones interdits.

Ce sujet comporte deux pages.

Exercice 1 :Soit A = (é 1)

a. CalculezA?, A et AL,

b. Quelles sont les valeurs propres de cette matrice ? Estiafienalisable ?

c. Trouvez une formule poud™ et démontrez que cette formule est valable pour toatZ.
Indication : commencer par la démontrer pour tout N.

Exercice 2 :Soit f : R? — R? 'application linéaire de matricd = <_11 _1

> dans la base canonique.
. La matriceA est-elle symétrique ? orthogonale ? inversible ?

Trouver un vecteur unitaire dans le noyau d¢.

Construire un vecteur unitairequi soit orthogonal .

. Montrer quev est un vecteur propre déet donner la valeur propre correspondante.

. Exprimer f(u) et f(v) en fonction de: etwv, et en déduire la matrice dedans la base, v.

La suite est une vérification des résultats précédents gaméthode directe.
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f. Calculer le polyndme caractéristique dest en déduire ses valeurs propres. Comparer avec (b) et (d).
g. Construire la matrice de passaBeassociée a la base v et calculerP—!.
h. Donner la signification géométrique @' AP et calculer cette matrice. Comparer avec (e).

Exercice 3 :0n se place dans le pl&? muni de sa base canoniqtig.

a. Montrer que les vecteuns = 7'+ 27 etv = —47+ 27 forment une base orthogonale Ré.
Soit £ la courbe d’équation? + y? = 1 dans la base, v.

b. DessinerE et préciser quelle est la nature de cette courbe.

c. Donner I'équation de¥ dans la base canonique.

Exercice 4 :0On se place dans I'espaB& muni de sa base canoniqtg; k.

Soit P le plan vectoriel engendré par les deux vecteyrs- 27+ 7+ ketuy = —27'+ k.

a. Donner un vecteur non nulorthogonal au plar.

b. Ecrire une équation cartésienne du plan

Notonsf la projection orthogonale sur la droif et g la projection orthogonale sur le pldh
Soitw un vecteur quelconque .



c. Exprimer f(w) en fonction dew etv.
d. Exprimerg(w) en fonction dew et f(w), puis en fonction dev etwv.
e. Donner les matrices dg et ¢ dans la base canonique.

Exercice 5:

a. Ecrire les racines cubiques de I'unité en forme trigonomeédr, puis en forme algébrique.
Remarque : aucune justification n’est demandée pour cettgiqn.

OnposeQi] =Q+ Qi ={a+1ib| a,b € Q} C C, ouQ est'ensemble des nombres rationnels.
b. Montrer que sk, 2’ € Q|i], alorszz’ € Q[i].

c. Montrer que sk € Q[i] etz # 0, alors1/z € Q[i].

d. Les racines cubiques de l'unité sont-elles dans ?

e. Trouvera, b € Q tels quea + ib soit un complexe de module 1 et distinctde-1, ¢, —i.
Indication : chercher des entiers non nplg tels quep? + ¢2 soit un carré.



