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Un premier exemple

δ[,][X ,Y ] = 2(X ⊗Y −Y ⊗X)
+ 1

2 (X[1]⊗ [X[2],Y ]+ [X ,Y[1]]⊗Y[2]

+Y[1]⊗ [X ,Y[2]]+ [X[1],Y ]⊗X[2])

1
2

2=



Quelques définitions,

nonunitary infinitesimal
δ(XY ) = X ⊗Y + X1 ⊗X2Y + XY1⊗Y2

Lie bracket Lie cobracket
[X ,Y ] = XY −YX δ[,](X) = δ(X)− τδ(X)

−= −=



Et quelques propriétés,

anti-cocommutativity for Lie polynomials
δ(X) = −τδ(X) where τ(X ⊗Y ) = (Y ⊗X)

= −

corollary
2δ(X) = δ(X)− τδ(X) = δ[,](X)

== −2



Preuve

δ[,][X ,Y ] = (δ− τδ)(XY −YX)

= δ(XY )− δ(YX)− τδ(XY )+ τδ(YX)

= X ⊗Y + X1 ⊗X2Y + XY1 ⊗Y2 −Y ⊗X −Y1 ⊗Y2X −YX1 ⊗X2

−Y ⊗X −X2Y ⊗X1 −Y2 ⊗XY1 + X ⊗Y + Y2X ⊗Y1 + X2 ⊗YX1

= X ⊗Y + X1 ⊗X2Y + XY1 ⊗Y2 −Y ⊗X −Y1 ⊗Y2X −YX1 ⊗X2

−Y ⊗X + X1Y ⊗X2 + Y1 ⊗XY2 + X ⊗Y −Y1X ⊗Y2 −X1 ⊗YX2

= 2(X ⊗Y −Y ⊗X)+ X1 ⊗X2Y −X1 ⊗YX2 + XY1 ⊗Y2 −Y1X ⊗Y2

+Y1 ⊗XY2 −Y1 ⊗Y2X + X1Y ⊗X2 −YX1 ⊗X2

= 2(X ⊗Y −Y ⊗X)

+X1 ⊗ [X2,Y ]+ [X ,Y1]⊗Y2 + Y1 ⊗ [X ,Y2]+ [X1,Y ]⊗X2

= 2(X ⊗Y −Y ⊗X)+
1

2
(X[1]⊗ [X[2],Y ]+ [X ,Y[1]]⊗Y[2]

+Y[1]⊗ [X ,Y[2]]+ [X[1],Y ]⊗X[2])



Preuve
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(by 1)

(by 2 and 3)

(by 4)

(by 2)

(by 5)



Σ-diagrams

Les Σ-diagrammes sur Q sont des diagrammes avec une nouvelle
opération : la somme (et la multiplication par un scalaite λ ∈ �).

+

· · ·m · · · · · ·m · · ·

· · ·n · · · · · ·n · · ·

Φ Ψ

Interprétation :

◮ Σ-diagrammes : f :�(Q m) → �(Q n)

◮ Composition parallèle : f ⊗ f ′

◮ Somme et multiplication scalaire : λf + g

Règles :

φ → Ψ
Où φ est un diagramme, et Ψ un Σ-diagramme.



Déconcatenation sur le semi-goupe libre

L’alphabet A, et le semi-groupe libre S = A+.

Définition : δ :�S → �S ⊗�S = �S2,



Déconcatenation sur le semi-goupe libre

L’alphabet A, et le semi-groupe libre S = A+.

Définition : δ :�S → �S ⊗�S = �S2,pour w ∈ S :

δ(w) = ∑
w=u·v

u⊗ v

Exemple :δ(abaa) = a⊗baa+ ab⊗aa+ aba⊗a



Déconcatenation sur le semi-goupe libre

L’alphabet A, et le semi-groupe libre S = A+.

Définition : δ :�S → �S ⊗�S = �S2,pour w ∈ S :

δ(w) = ∑
w=u·v

u⊗ v

Exemple :δ(abaa) = a⊗baa+ ab⊗aa+ aba⊗a
définition récursive :

◮ ∀a ∈ A, δ(a) = 0

◮ for u,v ∈ S, δ(u · v) = δ(u) · v + u⊗ v + u ·δ(v)

u · (v ⊗ v ′) = (u · v)⊗ v ′(v ⊗ v ′) ·u = v ⊗ (v ′ ·u)



Théorème

La déconcatenation sur S est coassociative :



Théorème

La déconcatenation sur S est coassociative :

δ(w) = Σui ⊗ vi alors,

Σδ(ui)⊗ vi = Σui ⊗δ(vi)



Σ-diagramme et déconcaténation (semi-groupe)

Portes :

Concaténation Déconcaténation



Σ-diagramme et déconcaténation (semi-groupe)

Portes :

Concaténation Déconcaténation

Règles :

Interaction
δ(u · v) = u ·δ(v)+ δ(u) · v + u⊗ v

Coassociativité



Structure de la preuve

?
φ

φ′Ψ

Ψ′

whereφ = andφ′ =



Preuve I



Preuve I
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Preuve I



Preuve II

u v u v u v u v



Preuve II

u v u v u v u v



Preuve II

u v u v u v u v



Déconcaténation sur le monoïde libre

L’alphabet A, et le monoïde libre M = A∗.

Déconcaténation totale : ∆ :�M →�M ⊗�M =�M2, pour w ∈ M :

∆(w) = ∑
w=u·v

u⊗ v



Déconcaténation sur le monoïde libre

L’alphabet A, et le monoïde libre M = A∗.

Déconcaténation totale : ∆ :�M →�M ⊗�M =�M2, pour w ∈ M :

∆(w) = ∑
w=u·v

u⊗ v

Déconcaténation primitive δ :�M → �M2 étendant δ :�S → �S2,
pour w ∈ M :

◮ δ(w) = ∑
w=u·v
u,v,ε

u⊗ v , si w ∈ S

◮ δ(ε) = −ε⊗ ε
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Déconcaténation sur le monoïde libre

L’alphabet A, et le monoïde libre M = A∗.

Déconcaténation totale : ∆ :�M →�M ⊗�M =�M2, pour w ∈ M :

∆(w) = ∑
w=u·v

u⊗ v

Déconcaténation primitive δ :�M → �M2 étendant δ :�S → �S2,
pour w ∈ M :

◮ δ(w) = ∑
w=u·v
u,v,ε

u⊗ v , si w ∈ S

◮ δ(ε) = −ε⊗ ε
Remarque : ∆(m) = δ(m)+ m⊗ ε+ ε⊗m

∆(ε) = δ(ε)+ ε⊗ ε+ ε⊗ ε = −ε⊗ ε+ 2ε⊗ ε = ε⊗ ε



Théorème

La déconcaténation totale est coassociative.



Nouvelles portes et Nouvelles règles

Portes :

Déconcaténation totale constante ε



Nouvelles portes et Nouvelles règles

Portes :

Déconcaténation totale constante ε

Règles :

∆(m) = δ(m)+ m⊗ ε+ ε⊗m δ(ε) = −ε⊗ ε



Preuve



Preuve



Shuffle sur le monoïde libre

Shuffle : σ :�M → �M2, pour w = a1 · · ·ak et de taille k :

σ(w) = ∑
(u,v)∈Iw

u⊗ v

Où Iw est l’ensemble des paires (u,v) de mots de la forme :

◮ u = ai1 · · ·aip avec i1 < i2 < · · · < ip
◮ v = aj1 · · ·ajq avec j1 < j2 < · · · < jq

où {i1, · · · , ip}∪{j1, · · · , jq} = {1, · · · ,n} et
{i1, · · · , ip}∩{j1, · · · , jq} = /0.



Shuffle sur le monoïde libre

Shuffle : σ :�M → �M2, pour w = a1 · · ·ak et de taille k :

σ(w) = ∑
(u,v)∈Iw

u⊗ v

Où Iw est l’ensemble des paires (u,v) de mots de la forme :

◮ u = ai1 · · ·aip avec i1 < i2 < · · · < ip
◮ v = aj1 · · ·ajq avec j1 < j2 < · · · < jq

où {i1, · · · , ip}∪{j1, · · · , jq} = {1, · · · ,n} et
{i1, · · · , ip}∩{j1, · · · , jq} = /0.

Exemple :

σ(abaa) = ab⊗aa+ 2aba⊗a+ abaa⊗ ε+ 2aa⊗ba+ aaa⊗b

+aa⊗ab + 2a⊗aba+ ε⊗abaa+ 2ba⊗aa+ b⊗aaa



Théorème

Le shuffle est coassociatif.



Définition inductive du shuffle

◮ σ(w ·w ′) = ∑
(u,v)∈Iw

(u′,v ′)∈Iw′

u ·u′⊗ v · v ′ = σ(w) ·σ(w ′)

◮ σ(ε) = ε⊗ ε
◮ σ(a) = ε⊗a+ a⊗ ε

(u⊗ v) · (u′⊗ v ′) = (u ·u′)⊗ (v · v ′)



Règles et portes

Portes :

unité lettres Concaténation Shuffle



Règles et portes

Portes :

unité lettres Concaténation Shuffle

Règles :

Unité Lettres

Interaction (Hopf) Coassociativité



Preuve



Preuve

*

*



Théorème

Le shuffle est co-commutatif :



Théorème

Le shuffle est co-commutatif :

σ(w) = ∑
(u,v)∈Iw

v ⊗u



Théorème

Le shuffle est co-commutatif :

σ(w) = ∑
(u,v)∈Iw

v ⊗u



Preuve



Preuve
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Autres règles


