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Un premier exemple

&X,Y] = 2(x @Y —Y ®X)

(X[l] & [X[Z] Y] + [X Y[l]] & Y[2]

+Y [ ® [X, Y[z]] + [X[l]uY] ® X[Z]
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Quelques définitions,

nonunitary infinitesimal
O(XY)=X®Y + X1 ®@XY +XY1®Y;

Lie bracket Lie cobracket
[X,Y]:XY—YX 6[’](X):6(X)—T6(X)
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Et quelques propriétés,

anti-cocommutativity for Lie polynomials
O(X) = —T1d(X) where (X ®Y) = (Y ®X)

corollary
25(X) = 3(X) — 13(X) = &3(X)
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Preuve

oylX,Y] = (8—T1d)(XY —YX)

= J(XY)—9d(YX)—T1d(XY)+1d(YX)

= XQY+X1®X2Y +XY1®Y2—Y ®X —-Y1®Y2X —YX1® X
—Y @X —=XY @X1 —Y2@XY1+ XY +Y2X Y1+ X2 @YX

= XY +X1Q@X2Y +XY1®@Y2—Y XX =-Y1R®Y2X —YX1®Xz
Y RX+XY @X+Y1@XYo+ XY =Y XR®Yy — X1 ®YX;

= 2(X®Y -Y®X)+X1®@XY = X1 @YXz +XY1®Y2—Y1X ®Y2
FY1RXY2 = Y1 ®YoX +X1Y @ Xo — YX1 ® X2

= 2(X®Y-YQ®X)
X1 @ [Xo, Y]+ [X, Y1] ® Y2+ Y1 @ [X, Yo] 4+ [X1, Y] ® X2

1
= 2(X®Y-Y ®x)+§(x[1] ® X2, Y]+ [X, Yyl @ Y
Y @ [X, Y]+ [Xp, Y] @ Xpzp)
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> -diagrams

Les > -diagrammes sur Q sont des diagrammes avec une nouvelle
opération : la somme (et la multiplication par un scalaite A € Z).

Interprétation

» Y-diagrammes : f : Z(Q™M) — Z(Q")

» Composition paralléle : f @ f/

» Somme et multiplication scalaire : Af +g
Régles :

-V
Ou @est un diagramme, et WV un X -diagramme.



Déconcatenation sur le semi-goupe libre

Lalphabet A, et le semi-groupe libre S = AT,

Définition :d:7ZS — ZSR7ZS = 7S?,



Déconcatenation sur le semi-goupe libre

Lalphabet A, et le semi-groupe libre S = AT,

Définition :8:7ZS — ZS®ZS = ZS?pourw €S :

O(w) = z u®v

wW=u-v

Exemple :d(abaa) = a®baa+ab ®aa+aba®a



Déconcatenation sur le semi-goupe libre

Lalphabet A, et le semi-groupe libre S = AT,

Définition :8:ZS — ZS RZS = ZS? pourw €S :
o(w) —W:zwu®v
Exemple :d(abaa) = a®baa+ab ®aa+aba®a
définition récursive
» YacA d(a)=0
» foru,v €S,8(u-v)=0(u)-v+u®v+u-3(v)
u-(vev)=(u-v)evivev) u=ve (v u)



Théoreme

La déconcatenation sur S est coassociative :



Théoreme

La déconcatenation sur S est coassociative :

O(w) = Xu; ®v; alors,
Zé(ui) QV; = Zui & 6(Vi)



> -diagramme et déconcaténation (semi-groupe)

Portes :

Concaténation Déconcaténation

Y of



> -diagramme et déconcaténation (semi-groupe)

Portes :

Concaténation Déconcaténation

Y of

Interaction
O(u-v)=u-8(v)+9d(u)-v+u®v

Regles :

Coassociativité



Structure de la preuve

) ¢ where@= andq =
























Déconcaténation sur le monoide libre

Lalphabet A, et le monoide libre M = A*.
Déconcaténation totale : A : ZM — ZM @ ZM = ZM?, pour w € M :

Aw) = z u®v

wW=u-v



Déconcaténation sur le monoide libre

Lalphabet A, et le monoide libre M = A*.
Déconcaténation totale : A : ZM — ZM @ ZM = ZM?, pour w € M :

A(W) = uxv
WZZU'V
Déconcaténation primitive & : ZM — ZM? étendant & : ZS — Z.S?,
pourw € M :
» d(w) = Z URVv,siw es
w=u-v
uyv#e

» O(g) = —e®¢



Déconcaténation sur le monoide libre

Lalphabet A, et le monoide libre M = A*.
Déconcaténation totale : A : ZM — ZM @ ZM = ZM?, pour w € M :

A(W) = uxv
w:zuv
Déconcaténation primitive & : ZM — ZM? étendant & : ZS — Z.S?,
pourw € M :
» d(w) = Z URVv,siw es
w=u-v
uyv#e
» O(g) = —e®¢
Remarque : A(m)=08(m)+mM®Ee+E®@m



Déconcaténation sur le monoide libre

Lalphabet A, et le monoide libre M = A*.
Déconcaténation totale : A : ZM — ZM @ ZM = ZM?, pour w € M :

Aw) = z u®v

wW=u-v
Déconcaténation primitive & : ZM — ZM? étendant & : ZS — Z.S?,
pourw € M :
» d(w) = Z URVv,siw es

W=U-v
u,v£€e

» O(g) = —e®¢
Remarque : A(m)=08(m)+mM®Ee+E®@m

Ale)=0(e) +EeRE+ERE= —EREF2XERE=ERE



Théoreme

La déconcaténation totale est coassociative.



Nouvelles portes et Nouvelles regles

Portes :

Déconcaténation totale constante €



Nouvelles portes et Nouvelles regles

Portes :

Déconcaténation totale constante €

A9

A(m)=93(m)+me+ex@m )=-€®E

YR

Régles :









Shuffle sur le monoide libre

Shuffle : 0:ZM — ZM?, pour w = a; - - - a et de taille k :

o(w) = ; u®v
(uv)€Ely

Ou Iy est 'ensemble des paires (u,v) de mots de la forme :
> U=ga --a, avec i <lip < -+ <l
> v=a,-a,avecj <jz <-- <Jq

ot {ig, i} U{js, - ,jq} = {1,--- ,n} et

{il’... 7ip}ﬂ{j1,"' 7jq} = 0.



Shuffle sur le monoide libre

Shuffle : 0:ZM — ZM?, pour w = a; - - - a et de taille k :

o(w) = ; u®v
(uv)€Ely

Ou Iy est 'ensemble des paires (u,v) de mots de la forme :
> U=ga --a, avec i <lip < -+ <l
> v=a,-a,avecj <jz <-- <Jq

ot {ig, i} U{js, - ,jq} = {1,--- ,n} et

{il’... 7ip}ﬂ{j1>"' 7jq} = 0.

Exemple :

o(abaa) = ab®aa+2aba®a-+abaa®e€+2aa®ba+aaa®b
+aa®ab +2a® aba+&®abaa+2ba®aa+b ®aaa



Théoreme

Le shuffle est coassociatif.



Définition inductive du shuffle

>ow-w)= Y u-uev-v' =0w) ow)
(uv)€ely
(U Vel

» 0(e) =e®e
» O(a) =e®a+a®e

(Uev)-(Uev)=(u-u)e(v-v)



Régles et portes
Portes :

unité lettres Concaténation Shuffle

ce A



Regles et portes
Portes :

unité lettres Concaténation Shuffle

ce A

Unité Lettres
A-T7 AT

Interaction (Hopf) Coassociativité

-84 4

Régles :



Preuve

A TR AT TT
A~ XA
-~ AT
&~ X7



Preuve

N
N =




Théoreme

Le shuffle est co-commutatif :



Théoreme

Le shuffle est co-commutatif :

ow)= % v®u
(uv)€ely



Théoreme

Le shuffle est co-commutatif :

o(w) = z vVeu

uv elw
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