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PROs

Definition : Un PRO est une catégorie monoidale stricte
(C, =) telle que :

® |es objets de C sont les entiers naturels ;
® si p et g sont des entiers naturels, alors pxg = p+q.

Un morphisme de C est donc de la forme f:p — q.
Exemples :
® f:p — g est une application de {1,...,p} vers {1,...,q} ;

® idem, mais on suppose que f:p — g est croissante ;

® f:p — g est une application linéaire de KP vers K9
(ou encore une matrice p X g a coefficients dans K).



Classification des PROs

® cas basique : + (union disjointe)
f:p—q (p={1,....,p}=1+4+---+1)

® cas classique : X (produit cartesien)
f:B°>BY (B={0,1}=1+1,B°=Bx--- x B)

® cas linéaire : ® (somme directe)
fzgﬁzg (ZQZ{O,"}, Z'SZZQ@@ZQ)

® cas quantique: ® (produit tensoriel)

f:B®P -B% (B=C°=CoC,B**=B®---@B)

Le Tétragramme : + X ® ®



Diagrammes
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Remarque : Ce sont les morphismes du PRO libre.



Exemple :le PRO © des
permutations finies

generateur : H
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Theoreme : Cette présentation par générateurs et
relations definit le PRO des permutations finies.

Définition : Un PROP est un PRO qui contient ©.



Exemple : le PRO § des
applications finies

generateurs : H w ¢
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Exemple : le PRO dual §*

generateurs : H A
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Termes ou diagrammes!

® Une theorie equationelle finie (termes) donne une
presentation finie (diagrammes) [Burroni 91].

® Un systeme de reecriture convergent fini (termes)
qui est linéaire a gauche donne une presentation
convergente finie (diagrammes) [Lafont 95].

Le cas non linéaire est plus delicat (pics critiques).



Exemple :le PRO L(Z>) des
applications linéaires modulo 2
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Exemple :le PRO GL(Z>) des
bermutations linéaires modulo 2

generateurs : H p< = ¢><
relations : é _ >< E _
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2-diagrammes

Deéfinition : Un 2-diagramme ® : p—q est une
combinaison linéaire > Ai (pi de diagrammes @i : p—q.

Remarques :
® |es coefficients A\i sontdans Z,Q, R,ou C, ...

® Ces 2-diagrammes forment un PRO.

® On les interprete dans le cas quantique (opérades).

Analogies :
® diagrammes de Feynman ;

® réseaux d’interaction différentiels.
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