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Exercice classique : Supposons queab = 1 = bc dans un monoïde (non commutatif).
Peut-on en déduire queba = 1 ? Même question si on suppose seulement queab = 1.

Plus généralement, peut-on déduire une identitéu = v à partir d’une liste d’axiomes
u1 = v1, . . . , un = vn ? C’est ce qu’on appelle leproblème du motpour les monoïdes.

En codant le problème de l’arrêt pour les machines de Turing,on démontre facilement
que ce problème est indécidable. Autrement dit, il n’existeaucun algorithme qui puisse
répondre oui ou non à cette question, étant donnés les motsu, v etu1, v1, . . . , un, vn.

Ce problème est aussi indécidable dans le cas des groupes. Lapremière démonstration
de ce théorème non trivial a été publiée par P. S. Novikov en 1955. Elle a été ensuite
simplifiée par W. W. Boone en 1958, puis par divers auteurs.

La démonstration que nous présentons ici est inspirée par unarticle de S. Anderaa
et E. Cohen [1]. Nous utilisons laréécriture à la place dulemme de Britton, et les
machines affinesà la place desmachines modulairesintroduites par ces auteurs.

La réécriture apparaît dans un contexte un peu inhabituel, car elle a été plutôt inventée
pour résoudre le problème des mots, au moins dans les bons cas. À la fin de cet article,
nous évoquerons d’autres applications de la réécriture.

Enfin, il faut savoir que la variante commutative de ce problème du mot est décidable.
Pour cela, on utilise un analogue commutatif de la réécriture : lesbases de Gröbner.
Ceci illustre le fait que l’algèbre est généralement plus simple dans le cas commutatif.

Cet article commence par trois sections introductives, respectivement à laréécriture,
auxpreuves d’indécidabilité, et à lathéorie combinatoire des groupes.
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1 Groupes libres et réécriture

Definition 1 (présentation de monoïde)

SoitΣ un ensemble de symboles. Lemonoïde libreΣ∗ est l’ensemble des mots formés
avec ces symboles, c’est-à-dire les suites finiesa1 . . . an aveca1, . . . , an ∈ Σ, muni de
la concaténationu, v 7→ uv. L’unité deΣ∗ est lemot vide, noté1.

Uneprésentationdu monoïdeM (ou d’un monoïdeM ) est la donnée de deux ensembles
Σ etR ⊂ Σ∗ × Σ∗, tels queM soit isomorphe au quotient deΣ∗ par la congruence
↔∗

R engendrée parR, c’est-à-dire la plus petite relation d’équivalence∼ contenantR
et compatible avec la multiplication.

Si les deux ensemblesΣ etR sont finis, on dit que le monoïdeM estfiniment présenté.

Si un groupe est finiment présenté, il l’est en tant que monoïde, et réciproquement.

Un cas simple est le groupe〈a〉 ∼= Σ∗/↔∗
R où Σ = {a, a} etR = {(aa, 1), (aa, 1)}.

C’est legroupe libre à un générateurF1. On dit que ce dernier, en tant que monoïde,
est présenté par le symbolea et soninverse formela, avec les relations suivantes :

aa = 1, aa = 1.

Pour calculer dansF1, on considère ces relations comme desrègles de réduction:

aa → 1, aa → 1.

Definition 2 (réductions)

Siu, v ∈ Σ∗ et (r, s) ∈ R, on écriturv →R usv (réduction élémentaire).

Siu0 →R u1 →R · · · →R un, on écritu0 →∗
R un (réduction composée).

On dit que le motu estréduits’il n’existe aucune réduction élémentaireu →R v.

Dans notre exemple, un mot est réduit lorsqu’il est de la formean ouan (avecn ∈ N).
De plus, pour tout motu ∈ Σ∗, il existe un unique mot réduitv ∈ Σ∗ tel queu →∗

R v.
C’est laforme réduite deu, notéêu. Par exemple, la forme réduite deaaaaaa estaa.

De ce fait, les mots réduits sont des représentants canoniques pour la congruence↔∗
R.

On peut donc identifierF1 avec l’ensemble de ces mots, muni du produitu, v 7→ ûv.
On en déduit que le groupe multiplicatifF1 est isomorphe au groupe additifZ.

De même, on a legroupe libre à deux générateursF2 = 〈a, b〉. En tant que monoïde,
ce dernier est présenté par les symbolesa, a, b, b, avec les règles suivantes :

(1) aa → 1, (2) aa → 1, (3) bb → 1, (4) bb → 1.

Un mot réduit est alors un produit alterné de mots réduits nonvides pour〈a〉 et pour〈b〉.
Par exemple, le motaababa est réduit. Ainsi,F2 est isomorphe auproduit libreZ ∗ Z.
On peut représenter les éléments de ce groupe comme les noeuds d’un arbre fractal
(voir figure 1).

Pour obtenir une présentation dugroupe abelien libre à deux générateurs, c’est-à-dire
du produit cartésienZ2 = Z×Z, il suffit d’ajouter la relation de commutationba = ab.
Autrement dit, on a laprésentation de groupesuivante :

Z
2 ∼= 〈a, b | ba = ab〉 ∼= 〈a, b | bab−1a−1〉.
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FIG. 1 – le groupe libreF2 = 〈a, b〉

Mais pour calculer la forme réduite d’un mot, il faut ajouterd’avantage de règles :

(5) ba → ab, (6) ba → ab, (7) ba → ab, (8) ba → ab.

Un mot réduit est alors le produit d’un mot réduit pour〈a〉 et d’un mot réduit pour〈b〉.
Notez que les règles (6) à (8), en tant que relations, se déduisent des règles (1) à (5).
Par exemple, la règle (6) se déduit de la façon suivante :ba = aaba = abaa = ab.
On dit que ce calcul est unedérivation, et non une réduction, car certaines règles sont
utilisées en sens inverse.

Nous venons de voir trois exemples deprésentations convergentes(pourF1, F2 etZ2).

Definition 3 (présentation convergente)

On dit qu’une présentationΣ,R estnoetheriennesi on a lapropriété de terminaison :
Il n’existe aucune réduction infinieu0 →R u1 →R · · · →R un →R · · ·

On dit que la présentation estconvergentesi, de plus, on a lapropriété de confluence :
Pour tousu, v, v′ tels queu →∗

R v etu →∗
R v′, il existew tel quev →∗

R w etv′ →∗
R w.

∗

u

v v′

w

∗∗

∗
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FIG. 2 – confluence des 12 pics critiques pour la présentation deZ
2

Notez que dans ce dernier cas, on obtient l’existence de la forme réduite par la propriété
de terminaison et son unicité par la propriété de confluence.Ainsi, pour savoir si les
motsu etv représentent le même élément dansM ∼= Σ∗/↔∗

R, il suffit de comparer les
formes réduiteŝu et v̂.

La propriété de terminaison est immédiate pour la présentation deF1 et celle deF2,
puisque la longueur des mots décroît. Pour la présentation de Z

2, il faut totaliser le
nombre de fois où unb (ou bien unb) apparaît avant una (ou bien una), c’est-à-dire
le nombre de décompositions du mot de la formeuβvαw avecβ ∈ {b, b}, α ∈ {a, a},
etu, v, w ∈ Σ∗.

Pour montrer qu’une présentation noetherienne est convergente, il suffit de vérifier la
confluence de chaquepic critique, qui correspond au chevauchement de deux règles.
Par exemple, il y a 12 pics critiques à considérer pour la présentation deZ2 (figure 2).

Proposition 1 (famille libre infinie)

La famille infinie(bnab−n)n∈Z est libre dans le groupeF2 = 〈a, b〉.

Autrement dit, on a un plongement dugroupe libre à une infinité de générateursFω

dans le groupe libre à 2 générateursF2.

Preuve : Pour montrer cela, on construit une présentation convergente infinie deF2.

On part de la présentation deF2 par les symbolesa, a, b, b, avec les relations suivantes :

aa = 1, aa = 1, bb = 1, bb = 1.

Pour chaquen > 0, on introduit les 4générateurs superflussuivants :

an = bnab
n
, an = bnab

n
, a−n = b

n
abn, a−n = b

n
abn.
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Autrement dit, on ajoute à chaque fois le nouveau symbole et la relation qui le définit.
On écrit aussia0 poura, eta0 poura, puis on ajoute lesrelations dérivablessuivantes :

anan = 1 (pourn > 0 oun < 0), anan = 1 (idem),

ban = an+1b, ban = an+1b, ban = an−1b, ban = an−1b.

Finalement, on supprime les relations définissant lesan et lesan (pour n > 0 ou
n < 0), qui sont désormais dérivables. On obtient une nouvelle présentation deF2 par
les symbolesan (pourn ∈ Z), b et b, avec les relations suivantes, que nous écrivons
comme des règles de réduction :

anan → 1, anan → 1, bb → 1, bb → 1,

ban → an+1b, ban → an+1b, ban → an−1b, ban → an−1b.

Notez que cette présentation ressemble beaucoup à la présentation convergente deZ2.
En utilisant les mêmes arguments, on voit que cette présentation deF2 est convergente.
De plus, elle contient une présentation du groupe libreFω = 〈Σ〉 oùΣ = {an |n ∈ Z}.

On a donc un morphismeϕ : Fω → F2 tel queϕ(an) = bnab−n pour toutn ∈ Z.
Comme tout mot réduit pour la présentation deFω est aussi réduit pour celle deF2,
on en déduit queϕ est injectif. Autrement dit, la famille(bnab−n)n∈Z est libre. ◭

Enfin, notons que tout monoïdeM a uneprésentation standard, qui est convergente.
Celle-ci est donnée par les symbolesax (pourx ∈ M ) et les règles suivantes :

axay → axy, a1 → 1.

Les mots réduits pour cette présentation sont lesax tels quex 6= 1 et le mot vide 1.

2 Problème du mot et machines affines

Definition 4 (machine à registres déterministe)

Une machine à 2 registresest une suite den instructions de l’une des deux formes
suivantes :

incrémenterx et aller àj, si x = 0 alors aller àj, sinon décrémenterx et aller àk,

oùx est l’un des 2 registres etj, k ∈ {0, . . . , n}.

Comme il n’y a pas d’instruction 0, on écrirastopà la place dealler à 0. Par exemple,
la machine suivante calcule la multiplication dex par 2 (si on commence avecy = 0) :

1. six = 0 alors stop, sinon décrémenterx et aller à 2,

2. incrémentery et aller à 3,

3. incrémentery et aller à 1.

Definition 5 (configurations et transitions)

Uneconfigurationpour une machineM à 2 registres etn instructions est donnée par
un triplet (i, x, y) aveci ∈ {0, . . . , n} etx, y ∈ N.

Chaque instruction deM induit une ou deuxtransitionsde l’une des formes suivantes :

(i, x, y)→M (j, x+1, y), (i, 0, y)→M (j, 0, y), (i, x+1, y)→M (k, x, y),

(i, x, y)→M (j, x, y+1), (i, x, 0)→M (j, x, 0), (i, x, y+1)→M (k, x, y).

On note alors→∗
M et↔∗

M le préordre et l’équivalence engendrés par ces transitions.
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Par exemple, la machine ci-dessus correspond aux transitions suivantes :

(1, 0, y) →M (0, 0, y), (1, x+1, y) →M (2, x, y),

(2, x, y) →M (3, x, y+1), (3, x, y) →M (1, x, y+1).

Théorème 1 (indécidabilité du problème de l’arrêt pour les machines à 2registres)

Il existe une machineM à 2 registres telle que le problème suivant soit indécidable:

Etant donnée une configuration(i, x, y) pourM, a-t-on(i, x, y) →∗
M (0, 0, 0) ?

Pour montrer ce théorème, on code le problème de l’arrêt pourune machine de Turing :
Si celle-ci utilise un alphabet àn symboles, on remplace le ruban par deux entiers dont
les développements en basen correspondent aux parties gauche et droite du ruban.

Théorème 2 (indécidabilité du problème du mot pour les monoïdes)

Il existe une présentation finieΣ,R telle que le problème suivant soit indécidable :

Etant donnés deux motsu, v ∈ Σ∗, a-t-onu ↔∗
R v ?

Preuve :SoitM une machine à 2 registres etn instructions. On introduit les symboles
a, b, c0, . . . , cn, d, e et on code la configuration(i, x, y) par le mot[i, x, y] = abxcid

ye.
Chaque transition deM correspond alors à une règle de l’une des formes suivantes :

ci → bcj, aci → acj , bci → ck, ci → cjd, cie → cje, cid → ckd.

On obtient alors une présentation finieΣ, R sans pic critique telle que les trois énoncés
suivants sont équivalents :

(i, x, y) →∗
M (0, 0, 0), [i, x, y] →∗

R [0, 0, 0], [i, x, y] ↔∗
R [0, 0, 0].

L’équivalence entre les deux derniers énoncés résulte de l’absence de pics critiques,
qui implique la propriété de confluence même si on n’a pas la propriété de terminaison.

On a ainsi réduit le problème de l’arrêt pourM au problème du mot. Par le théorème 1,
on obtient donc une présentation finieΣ,R pour laquelle ce dernier est indécidable.◭

Il existe aussi une présentation finieΣ, R telle que le problème suivant soit indécidable :

Etant donné un motu ∈ Σ∗, a-t-onu ↔∗
R 1 ?

Il suffit d’ajouter la règleac0e → 1 à la présentation précédente, qui reste confluente.

Dans le cas des groupes, ce dernier problème est équivalent au problème initial, car on a
x = y si et seulement sixy−1 = 1. Pour montrer qu’un tel problème est indécidable, on
voudrait plonger le monoïde précédent dans un groupe : ÉtantdonnéM ∼= Σ∗/↔∗

R, on
peut évidemment construire un groupeG en ajoutant un inverse formelα pour chaque
symboleα ∈ Σ, avec les relationsαα = 1 etαα = 1. On obtient alors un morphisme
ϕ : M → G, mais celui-ci n’est pas forcément injectif.

Considérons par exemple le monoïdeM construit à partir de la machineM suivante :

1. six = 0 alors stop, sinon décrémenterx et aller à 2,

2. incrémenterx et aller à 3,

3. siy = 0 alors stop, sinon décrémentery et aller à 3.
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Dans ce cas, on obtient une présentation confluente deM avec les règles suivantes :

ac1 → ac0, bc1 → c2, c2 → bc3, c3e → c0e, c3d → c3.

Commec1 etc3 sont réduits pour cette présentation, on ac1 6= c3 dans le monoïdeM .
Mais dans le groupeG, on ac1 = b−1bc1 = b−1c2 = b−1bc3 = c3, ce qui nous donne
ac1de = ac3de = ac3e = ac0e. Pourtant, on n’a pas(1, 0, 1) →∗

M (0, 0, 0).

Ainsi, l’existence d’inverses crée des « interférences » dans le codage de nos machines.
En fait, cette méthode est vouée à l’échec, et il faut changercomplètement de codage.

Definition 6 (machine affine)

Unemachine affineest un ensemble finiA ⊂ Z × Z
•× Z × Z

•, oùZ
•= Z \ {0}.

Chaque(p, q, p′, q′) ∈ A définit unetransition affinep+qz →A p′+q′z (pourz ∈ Z).

On note↔∗
A la relation d’équivalence engendrée par→A.

Théorème 3 (indécidabilité du problème de l’équivalence pour une machine affine)

Il existe une machine affineA etm ∈ Z tels que le problème suivant soit indécidable :

Étant donnéz ∈ Z, a-t-onz ↔∗
A m ?

Preuve : SoitM une machine à 2 registres etn instructions. On posem = n + 1 et
on code la configuration(i, x, y) par l’entier[i, x, y] = i + m2x3y. Chaque transition
deM correspond alors à une ou deux transitions affines de l’une des formes suivantes :

i + mz → j + 2mz, i + m(2z+1) → j + m(2z+1), i + 2mz → k + mz,

i + mz → j + 3mz, i + m(3z+1) → j + m(3z+1), i + 3mz → k + mz,

i + m(3z+2) → j + m(3z+2).

On obtient ainsi une machine affineA qui satisfait les deux propriétés suivantes :

si z →A z′, alorsz est le code d’une configuration si et seulement siz′ l’est ;

(i, x, y) →M (i′, x′, y′) si et seulement si[i, x, y] →A [i′, x′, y′].

CommeM est déterministe, les trois énoncés suivants sont équivalents :

(i, x, y) →∗
M (0, 0, 0), (i, x, y) ↔∗

M (0, 0, 0), [i, x, y] ↔∗
A [0, 0, 0].

Comme[0, 0, 0] = m, on a réduit le problème de l’arrêt pourM au problème ci-dessus.
Il suffit alors d’appliquer le théorème 1. ◭

3 Extensions de Higman-Neuman-Neuman

On va démontrer ici quelques résultats classiques de théorie combinatoire des groupes
en utilisant des techniques de réécriture.

On écritH ⊏ G si H est un sous-groupe deG etF ⊐ G si F est une extension deG,
c’est-à-dire siG est un sous-groupe deF .

On note〈x1, . . . , xn〉 le sous-groupe deG engendré par les élémentsx1, . . . , xn ∈ G,
et on dit qu’un tel sous-groupe estfiniment engendré.
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Proposition 2 (extension HNN associée à un sous-groupe)

Pour toutH ⊏ G, il existeF ⊐ G et t ∈ F tels queH = {x ∈ G | tx = xt}.

De plus,F est finiment présenté siG l’est et siH est finiment engendré.

Preuve : SoitF = Ĝ/↔∗
C où Ĝ = G ∗ 〈b〉 etC = {(bu, ub) |u ∈ H}.

En partant de la présentation standard deG (voir la fin de la section 1), on obtient une
présentation deF (en tant que monoïde) par les symbolesax (pourx ∈ G), b etb, avec
les relations suivantes :

axay = axy, a1 = 1, bb = 1, bb = 1, bau = aub (pouru ∈ H).

On choisit alors un ensembleH⊥ de représentants pour lesclasses à droite moduloH .
Autrement dit, toutx ∈ G a une unique décompositionx = uv oùu ∈ H et v ∈ H⊥.
De plus, on peut supposer que1 ∈ H⊥.

Pour chaquev ∈ H⊥\{1}, on introduit les générateurs superflusbv = bav etb′v = bav.
On écrit aussib1 pourb et b′1 pourb, puis on ajoute les relations dérivables suivantes :

b1b
′
v = av (pourv ∈ H⊥), b′1bv = av (pourv ∈ H⊥),

bvax = aubw (si u ∈ H , v, w ∈ H⊥ etvx = uw), b′vax = aub′w (idem).

Notez que dans le cas oùx = u etv = w = 1, on retrouve la relationbau = aub.

On supprime les relationsbb = 1 et bb = 1, ainsi que celles définissant lesbv et lesb′v,
qui sont désormais dérivables. On obtient une présentationconvergente du groupeF
par les symbolesax (pourx ∈ G), bv et b′v (pourv ∈ H⊥), avec les règles suivantes :

axay → axy, a1 → 1, b1b
′
v → av, b′1bv → av,

bvax → aubw (si u ∈ H , v, w ∈ H⊥ etvx = uw), b′vax → aub′w (idem).

Cette présentation deF contient la présentation standard deG, et tout mot réduit pour
celle deG est aussi réduit pour celle deF . On en déduit queF est une extension deG.
On vérifie de même queF est une extension de〈b〉. En particulier, on ab ∈ F .

Si x = uv où u ∈ H et v ∈ H⊥, la forme réduite deb1ax estaubv (ou bv si u = 1),
et le motaxb1 est réduit (ou sa forme réduite estb1 si x = 1). Ces formes réduites
coïncident lorsquev = 1, c’est-à-direx ∈ H . Autrement dit,H = {x ∈ G | bx = xb}.

Enfin, remarquons que siΣ,R est une présentation finie deG (en tant que monoïde),
et si u1, . . . , un ∈ Σ∗ sont des mots dont les classes moduloR engendrent le sous-
groupeH , alors on obtient une présentation finieΣ′,R′ deF (en tant que monoïde) en
posantΣ′ = Σ ∪ {b, b} etR′ = R∪ {(bb, 1), (bb, 1), (bu1, ub1), . . . , (bun, ubn)}. ◭

Corollaire 1 (réduction du problème de Magnus au problème du mot)

SiG a une présentation finieΣ,R (en tant que monoïde) et le sous-groupeH ⊏ G est
finiment engendré, alors on peut réduire le problème suivantau problème du mot pour
une extension finiment présentéeF ⊐ G :

Etant donné un motu ∈ Σ∗, la classe deu moduloR est-elle dansH ?

Notez que dans le cas particulier oùH = {1}, on retrouve le problème du mot.
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Definition 7 (isomorphisme local)

Un isomorphisme local deG est un isomorphismeϕ : H → H ′ avecH, H ′
⊏ G.

On dit quet ∈ G représenteϕ si on atxt−1 = ϕ(x) pour toutx ∈ H .

On dit que le sous-groupeK ⊏ G estinvariant parϕ si on aϕ(H ∩ K) = H ′ ∩ K.

Proposition 3 (extension HNN associée à un isomorphisme local)

Pour tout isomorphisme localϕ : H → H ′ deG, il existeF ⊐ G et t ∈ F tels que :

1. t représenteϕ ;

2. 〈K, t〉 ∩ G = K pour toutK ⊏ G invariant parϕ ;

3. F est finiment présenté siG l’est et siH est finiment engendré.

Ici, 〈K, t〉 désigne le sous-groupe deF engendré par l’ensembleK ∪ {t}.

Preuve : SoitF = Ĝ/↔∗
C où Ĝ = G ∗ 〈b〉 etC = {(bu, ϕ(u)b) |u ∈ H}.

On introduit les deux ensemblesH⊥ etH ′⊥ comme dans la preuve de la proposition 2.
On obtient ainsi une présentation convergente deF par les symbolesax (pourx ∈ G),
bv (pourv ∈ H⊥) et b′v (pourv ∈ H ′⊥), avec les règles suivantes :

axay → axy, a1 → 1, b1b
′
v → av, b′1bv → av,

bvax → aϕ(u)bw (si u ∈ H , v, w ∈ H⊥ etvx = uw),

b′vax → aϕ−1(u)b
′
w (si u ∈ H ′, v, w ∈ H ′⊥ etvx = uw).

On en déduit queF est une extension deG et de〈b〉. En particulier, on ab ∈ F .

Si u ∈ H , la forme réduite deb1aub′1 estaϕ(u) (ou1 si u = 1). Ainsi, b représenteϕ.

Si K ⊏ G, on choisit des ensembles de représentantsH⊥ etH ′⊥ compatibles avecK.
Autrement dit, on peut supposer que toutx ∈ K a une unique décompositionx = uv
oùu ∈ H ∩ K etv ∈ H⊥ ∩ K (respectivementu ∈ H ′ ∩ K etv ∈ H ′⊥ ∩ K).

Supposons maintenant queK soit invariant parϕ. D’après ce qui précède, si tous les
symboles d’un mot ont leurs indices dansK, il en va de même pour sa forme réduite.
On en déduit aisément que〈K, b〉 ∩ G ⊂ K, et l’inclusion réciproque est immédiate.

Pour le reste, on procède exactement comme dans la preuve de la proposition 2. ◭

On peut facilement généraliser cette construction :

Proposition 4 (extension HNN associée à plusieurs isomorphismes locaux)

Pour toute suiteϕ1 : H1 → H ′
1, . . . , ϕn : Hn → H ′

n d’isomorphismes locaux deG,
il existeF ⊐ G et t1, . . . tn ∈ F tels que :

1. ti représenteϕi pour chaquei ;

2. 〈K, t1, . . . , tn〉 ∩ G = K pour toutK ⊏ G invariant par chaqueϕi ;

3. F est finiment présenté siG l’est et si lesHi sont finiment engendrés.

Ici, 〈K, t1, . . . , tn〉 désigne le sous-groupe deF engendré parK ∪ {t1, . . . , tn}.

Preuve : Par récurrence surn, en utilisant la proposition 3. ◭
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4 Théorème de Novikov-Boone

Si n ∈ Z, on posean = bnab−n ∈ F2 = 〈a, b〉. Notez queap+qn ∈ 〈ap, b
q〉.

Lemme 1 Sip, q ∈ Z avecq 6= 0, alors le couple(ap, b
q) est libre dans le groupeF2.

Preuve : Commea et bq sont d’ordre infini, le couple(a, bq) est libre dans le groupe
F2

∼= 〈a〉 ∗ 〈b〉. Il suffit alors d’appliquer l’isomorphisme intérieurx 7→ bpxb−p. ◭

Lemme 2 Si p, q, p′, q′ ∈ Z avecq, q′ 6= 0, alors on peut construire un isomorphisme
ϕ : 〈ap, b

q〉 → 〈ap′ , bq′

〉 tel queϕ(ap+qz) = ap′+q′z pour toutz ∈ Z.

Preuve :Par le lemme 1, on a〈ap, b
q〉 ∼= F2

∼= 〈ap′ , bq′

〉. Ainsi, on a un isomorphisme
ϕ : 〈ap, b

q〉 → 〈ap′ , bq′

〉 tel queϕ(ap) = ap′ etϕ(bq) = bq′

, d’où le résultat. ◭

Si P ⊂ Z, on note[P ] le sous-groupe deF2 engendré par l’ensemble{az | z ∈ P}.

Lemme 3 Sip, q ∈ Z, alors on a〈ap, b
q〉 ∩ [Z] = [p + qZ].

Preuve :CommeK = [p+qZ] est invariant par l’isomorphisme intérieurx 7→ bqxb−q

etap ∈ K, il apparaît que toutx ∈ 〈ap, b
q〉 est de la formeuv avecu ∈ K etv ∈ 〈bq〉.

De plus, on aK ⊏ [Z] ⊏ kerπ oùπ : F2 → 〈b〉 est défini parπ(a) = 1 etπ(b) = b.
Dans le cas oùx ∈ [Z], on obtient donc1 = π(x) = π(u)π(v) = v, d’où x = u ∈ K.
Ainsi, on a〈ap, bq〉 ∩ [Z] ⊏ K, et l’inclusion réciproque est immédiate. ◭

Les deux lemmes suivants sont des conséquences immédiates de la proposition 1 :

Lemme 4 SiP, Q ⊂ Z, alors on a[P ] ∩ [Q] = [P ∩ Q].

Lemme 5 Si z ∈ Z etP ⊂ Z, alors on az ∈ P si et seulement siaz ∈ [P ].

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème de Novikov-Boone :

Théorème 4 (indécidabilité du problème du mot pour les groupes)

Il existe un groupe finiment présenté pour lequel le problèmedu mot est indécidable.

Preuve : SoitA une machine affine et soitm ∈ Z.

Le lemme 2 associe des isomorphismes locauxϕ1, . . . , ϕn deF2 aux transitions deA.
Par la proposition 4, on a une extension finiment présentéeF ⊐ F2 et t1, . . . , tn ∈ F
tels que chaqueti représenteϕi.

On poseH = 〈am, t1, . . . , tn〉 etK = [P ] oùP = {z ∈ Z | z ↔∗
A m}.

En utilisant le lemme 2, on obtient les deux propriétés suivantes :

si z →A z′, on aaz′ = ϕi(az) = tiazt
−1
i pour un certaini ∈ {1, . . . , n},

si z ↔∗
A m, on aaz = uamu−1 pour un certainu ∈ 〈t1, . . . , tn〉.

On a doncK ⊏ H , et commeam ∈ K, on en déduit queH = 〈K, t1, . . . , tn〉.

CommeK ⊏ [Z], on aK = [Z] ∩ K. Par les lemmes 3 et 4, on obtient :

〈ap, b
q〉 ∩ K = 〈ap, b

q〉 ∩ [Z] ∩ K = [p + qZ] ∩ [P ] = [(p + qZ) ∩ P ].
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On en déduit queK est invariant par chaqueϕi, d’oùK = H∩F2 par la proposition 4.

D’après le lemme 5 et la proposition 2, on a une extension finiment présentéeE ⊐ F
et t ∈ E tels que les quatre énoncés suivants sont équivalents :

z ↔∗
A m, az ∈ K, az ∈ H, azt = taz.

Comme une égalité dansE revient à une équivalence modulo une certaine congruence
engendrée↔∗

R, on a ainsi réduit le problème de l’équivalence pourA etm au problème
du mot pourE. Il suffit alors d’appliquer le théorème 3. ◭

Épilogue

Revenons maintenant à l’exercice du début. La réponse à la première question est oui,
car on aba = babc = bc = 1. Mais comment trouver cette réponse sans tâtonner ?

Il suffit de considérer la présentation définie par les générateursa, b, c avec les règles
ab → 1 etbc → 1. Cette présentation satisfait évidemment la propriété de terminaison,
mais pas la confluence, à cause du pic critique suivant :

abc

c a

Pour y remédier, on ajoute la règlec → a, qui est bien sûr dérivable en tant que relation,
et qui produit un nouveau pic critique :

bc

ba 1

De même, on ajoute la règleba → 1, qui donne cette fois une présentation convergente
et qui permet de répondre à la question posée.

Par contre, la réponse à la deuxième question est non, car la règleab → 1 définit une
présentation convergente (sans pic critique) pour laquelle les motsba et1 sont réduits.

On a utilisé l’algorithme de Knuth-Bendixqui construit une présentation convergente
Σ,R à partir d’une présentation finie et d’unordre de terminaisonsurΣ∗ : voir [3].
Mais cet algorithme ne permet pas de résoudre le problème du mot dans tous les cas.

Un contre-exemple classique à la méthode de Knuth-Bendix que l’on vient d’illustrer
est la présentation du monoïdeB+

3 des tresses positivespar les symbolesa, b et la
relationbab = aba. Dans ce cas, l’algorithme ne termine pas. En fait, il est impos-
sible de construire une présentation convergente finie deB

+
3 sans ajouter de nouveau

générateur. On y arrive si on introduit le générateur superflu c = ab.

En 1987, C. C. Squier construit un exemple de monoïde finimentprésenté pour lequel
le problème du mot est décidable, mais qui n’a aucune présentation convergente finie.
Il utilise le critère suivant : si un monoïdeM admet une présentation convergente finie,
alors son groupe d’homologieH3(M) est de type fini. Voir [4].

Ces travaux sont à l’origine d’unethéorie homotopique du calculqui relie la réécriture
à l’algèbre homotopique en passant par la notion decatégorie de dimension supérieure.
Cette théorie fournit de nouveaux outils pour calculer les invariants homologiques de
groupes ou de structures algébriques plus générales. Voir [5] et [6] pour en savoir plus.
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