Réécriture et probleme du mot

Yves Lafont
Institut de Mathématiques de Luminy (UMR 6206 du CNRS)
Université de la Méditerranée (Aix-Marseille 2)

25 mars 2009

Exercice classique : Supposons @gihe= 1 = be dans un monoide (hon commutatif).
Peut-on en déduire gue = 1? Méme question si on suppose seulementajue 1.

Plus généralement, peut-on déduire une identité v a partir d’'une liste d’axiomes
uy = v1,...,u, = v, ? C'est ce qu'on appelle lerobléme du mopour les monoides.

En codant le probléeme de I'arrét pour les machines de Tuonglémontre facilement
que ce probleme estindécidable. Autrement dit, il n’exasteun algorithme qui puisse
répondre oui ou non a cette question, étant donnés lesumo®st uy, v1, . . . , Un, Vn.

Ce probléme est aussi indécidable dans le cas des groupger#re démonstration
de ce théoréme non trivial a été publiée par P. S. Novikov &% .1Blle a été ensuite
simplifiée par W. W. Boone en 1958, puis par divers auteurs.

La démonstration que nous présentons ici est inspirée partiche de S. Anderaa
et E. Cohen [1]. Nous utilisons l&écriture a la place ddemme de Brittonet les
machines affines la place demachines modulairgstroduites par ces auteurs.

La réécriture apparait dans un contexte un peu inhabitaegle a été plutdt inventée
pour résoudre le probléeme des mots, au moins dans les bars leafin de cet article,
nous évoquerons d’autres applications de la réécriture.

Enfin, il faut savoir que la variante commutative de ce pnotdélu mot est décidable.
Pour cela, on utilise un analogue commutatif de la rééeritdesbases de Grobner
Cedci illustre le fait que I'algebre est généralement plagpée dans le cas commutatif.

Cet article commence par trois sections introductiveqpaetsvement a laéécriture
auxpreuves d’'indécidabilitéet a lathéorie combinatoire des groupes



1 Groupes libres et réécriture

Definition 1 (présentation de monoide)

SoitY un ensemble de symboles.renoide librex* est I'ensemble des mots formés
avec ces symboles, c’est-a-dire les suites fimjes . a,, avecay, . .., a, € X, munide
la concaténation, v — wuwv. L'unité deX* est lemot vide notél.

Uneprésentationu monoidé/ (ou d’'un monoidé/) est la donnée de deux ensembles
Y etR C ¥* x ¥*, tels queM soit isomorphe au quotient d&* par la congruence
—% engendrée paR, c’est-a-dire la plus petite relation d’équivalensecontenank

et compatible avec la multiplication.

Siles deux ensembl&set R sont finis, on dit que le monoidé estfiniment présenté

Si un groupe est finiment présenté, il I'est en tant que man@iréciproquement.

Un cas simple est le groude) = ¥* /<% ouX = {a,a} etR = {(aa, 1), (aa,1)}.
C’est legroupe libre a un génératedr;. On dit que ce dernier, en tant que monoide,
est présenté par le symbailet soninverse formeti, avec les relations suivantes :

Pour calculer danE';, on considére ces relations comme tgles de réduction
aa — 1, aa — 1.

Definition 2 (réductions)
Siu,v € ¥* et(r,s) € R, on écriturv —x usv (réduction élémentaire).
Siug =g U1 —R -+ =R Up, ON écrituyg —7% u,, (réduction composée).

On dit que le mot: estréduits’il n’existe aucune réduction élémentatre—x v.

Dans notre exemple, un mot est réduit lorsqu’il est de la @rfhoua” (avecn € N).
De plus, pour tout mot € ¥*, il existe un unique mot réduit € >* tel queu —7 v.
C’est laforme réduite de:, notéeu. Par exemple, la forme réduite d&aaaa estaa.

De ce fait, les mots réduits sont des représentants caresmpur la congruence .
On peut donc identifieF'; avec I'ensemble de ces mots, muni du produlit — uv.
On en déduit que le groupe multiplicalif, est isomorphe au groupe addiif

De méme, on a lgroupe libre a deux générateuls, = (a,b). En tant que monoide,
ce dernier est présenté par les symbales b, b, avec les regles suivantes :

(1) aa— 1, (2) @a— 1, (3) bb— 1, (4) bb— 1.

Un mot réduit est alors un produit alterné de mots réduitsates pour(a) et pour(b).
Par exemple, le matababa est réduit. AinsiF5 est isomorphe aproduit libre Z « Z.
On peut représenter les éléments de ce groupe comme lessndendarbre fractal
(voir figure 1).

Pour obtenir une présentation groupe abelien libre a deux générateucsest-a-dire
du produit cartésiefi? = Z x Z, il suffit d’ajouter la relation de commutatidn = ab.
Autrement dit, on a Iprésentation de groupsuivante :

7% = {(a,b| ba = ab) = {(a,b | bab~'a™1).



FIG. 1 —le groupe librd&s = (a,b)

Mais pour calculer la forme réduite d’un mot, il faut ajoutiéavantage de régles :
(5) ba — ab, (6) ba — ab, (7) ba — ab, (8) ba — ab.

Un mot réduit est alors le produit d’'un mot réduit pduf et d’'un mot réduit poufb).
Notez que les régles (6) a (8), en tant que relations, se si&atuiles régles (1) a (5).
Par exemple, la régle (6) se déduit de la facon suivabie= aaba = abaa = ab.

On dit que ce calcul est urdgrivation et non une réduction, car certaines reégles sont
utilisées en sens inverse.

Nous venons de voir trois exemplesmgtésentations convergentgourF, F, etZ?).

Definition 3 (présentation convergente)

On dit qu’une présentatioR, R estnoetheriennsi on a lapropriété de terminaison :
Il n'existe aucune réduction infinigy —x u1 —x -+ —R Un —R -

On dit que la présentation esbnvergentsi, de plus, on a lgropriété de confluence :
Pour tousu, v, v’ tels queu —%, v etu —% v/, il existew tel quev —%, w etv’ —% w.
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FiG. 2 — confluence des 12 pics critiques pour la présentatidi?de

Notez que dans ce dernier cas, on obtient I'existence der@foéduite par la propriété
de terminaison et son unicité par la propriété de confluedicei, pour savoir si les

motsu etv représentent le méme élément dans= ¥* /%, il suffit de comparer les
formes réduites etw.

La propriété de terminaison est immédiate pour la présentdeF; et celle deF',,
puisque la longueur des mots décroit. Pour la présentaddty dil faut totaliser le
nombre de fois ol uh (ou bien unb) apparait avant ua (ou bien ura), c'est-a-dire
le nombre de décompositions du mot de la form¥eaw avecs € {b,b}, a € {a,a},
etu,v,w € ¥*.

Pour montrer qu’une présentation noetherienne est coentgil suffit de vérifier la
confluence de chaqumc critique, qui correspond au chevauchement de deux régles.
Par exemple, il y a 12 pics critiques a considérer pour lagmtésion dez? (figure 2).

Proposition 1 (famille libre infinie)
La famille infinie(b™ab~"),,cz est libre dans le group®s = (a, b).

Autrement dit, on a un plongement dwoupe libre a une infinité de génératedrs,
dans le groupe libre a 2 génératelrs

Preuve : Pour montrer cela, on construit une présentation convézgefinie deF.

On part de la présentation @e par les symboles, @, b, b, avec les relations suivantes :

Pour chague > 0, on introduit les 4yénérateurs superflgiivants :

anp = b"aEn, a, = b"ﬁgn7 a_, = Bnabn7 _p = b ab".



Autrement dit, on ajoute a chaque fois le nouveau symbolke riation qui le définit.
On écrit aussiiy poura, etay poura, puis on ajoute leelations dérivablesuivantes :

anGn, = 1 (pourn > 0oun < 0), anan = 1 (idem)
ba,, = an4+1b, ba,, = a,11b, Ban = an_lg, Bﬁn = En_lg.

Finalement, on supprime les relations définissantale®t lesa,, (pourn > 0 ou

n < 0), qui sont désormais dérivables. On obtient une nouvellsgntation d& - par

les symboles:,, (pourn € Z), b etb, avec les relations suivantes, que nous écrivons
comme des régles de réduction :

AnGp — 1, Anay, — 1, bb — 1, bb — 1,
ba,, — an41b, ba, — Gpi1b, ba, — an,ll;, ba,, — Tp_1b.
Notez que cette présentation ressemble beaucoup a la fatiseconvergente dé?.

En utilisant les mémes arguments, on voit que cette présamtieF» est convergente.
De plus, elle contient une présentation du groupe yfe= (X) ouX = {a,, | n € Z}.

On a donc un morphisme : F,, — Fs tel quey(a,) = b™ab™"™ pour toutn € Z.
Comme tout mot réduit pour la présentationKg est aussi réduit pour celle d&,
on en déduit que est injectif. Autrement dit, la familléb™ab—"),,cz est libre. <

Enfin, notons que tout monoidd a uneprésentation standardjui est convergente.
Celle-ci est donnée par les symboles(pourz € M) et les régles suivantes :

gy — Oy, a1 — 1.

Les mots réduits pour cette présentation sontjetels quer # 1 et le mot vide 1.

2 Probleme du mot et machines affines

Definition 4 (machine a registres déterministe)

Une machine a 2 registresst une suite de instructions de I'une des deux formes
suivantes :

incrémenter: et alleraj, siz = 0 alors aller aj, sinon décrémenter et aller ak,
ouz est'un des 2 registres gtk € {0,...,n}.

Comme il n'y a pas d'instruction 0, on écristopa la place daller a 0. Par exemple,
la machine suivante calcule la multiplicationdear 2 (si on commence avgce= 0) :

1. siz = 0 alors stop, sinon décrémenteet aller a 2,
2. incrémentey et aller a 3,
3. incrémentey et aller a 1.

Definition 5 (configurations et transitions)

Une configurationpour une maching\ a 2 registres et instructions est donnée par
un triplet (¢, z, y) aveci € {0,...,n} eta,y € N.

Chagque instruction dé induit une ou deukransitionge I'une des formes suivantes :
(z’,:v,y) —M (]ax"i_lay)a (l,O,y) —M (jaoay)a (Z,.T‘f'l,y) —M (k,l',y),
(z’,:v,y) —M (]axay+1)a (2,1’,0) —M (j,fE,O), (Z,x,y—i-l) —M (k,l’,y)

On note alors—7 , et le préordre et I'équivalence engendrés par ces transitions



Par exemple, la machine ci-dessus correspond aux trarsgigvantes :

(1,0,y) —m (0,0,y), (Lz+ly) —»m (2,2,y),
(2,1’,3/) —M (3,x,y+1), (3,1’,3/) —M (1axay+1)
Théoreme 1 (indécidabilité du probleme de I'arrét pour les machines iegistres)

Il existe une machin@d a 2 registres telle que le probléme suivant soit indécidable
Etant donnée une configurati¢n x,y) pour M, a-t-on(i, z,y) —%, (0,0,0)?

Pour montrer ce théoréeme, on code le probléme de I'arrétypmaimachine de Turing :

Si celle-ci utilise un alphabetiasymboles, on remplace le ruban par deux entiers dont
les développements en baseorrespondent aux parties gauche et droite du ruban.
Théoreme 2 (indécidabilité du probléeme du mot pour les monoides)

Il existe une présentation finke, R telle que le probléme suivant soit indécidable :

Etant donnés deux motsv € ¥*, a-t-onu <5 v ?

Preuve : Soit M une machine a 2 registresreinstructions. On introduit les symboles
a,b, co, ..., cn,d,eetoncode la configuratian, x, y) par le moti, z, y] = ab®c;dVe.
Chaque transition d&1 correspond alors a une regle de I'une des formes suivantes :

c; — bej, ac; —acj, be; —cp, ¢ —cid, cie—cje, cid— cpd.

On obtient alors une présentation fidieR sans pic critique telle que les trois énoncés
suivants sont équivalents :

(i, 2,y) =3 (0,0,0),  [i;2,9] =% [0,0,0],  [i,2,y] =% [0,0,0].

L'équivalence entre les deux derniers énoncés résulteatbsdhce de pics critiques,
qui implique la propriété de confluence méme si on n’a pasdpnité de terminaison.

On a ainsi réduit le probléme de I'arrét pout au probleme du mot. Par le théoréme 1,
on obtient donc une présentation fidieR pour laquelle ce dernier est indécidabie.

[l existe aussi une présentation fidieR telle que le probléme suivant soitindécidable :
Etant donné un mat € ¥*, a-t-onu <5 1?
Il suffit d’ajouter la reglexcoe — 1 a la présentation précédente, qui reste confluente.

Dans le cas des groupes, ce dernier probléme est équivalprdlaléme initial, car on a

x = y sietseulement siy—* = 1. Pour montrer qu’un tel probléme est indécidable, on
voudrait plonger le monoide précédent dans un groupe : Btamté)M = ¥* /%, on
peut évidemment construire un grougesn ajoutant un inverse formalpour chaque
symbolea € ¥, avec les relations@ = 1 et@a = 1. On obtient alors un morphisme
¢ : M — G, mais celui-ci n’est pas forcément injectif.

Considérons par exemple le monoideconstruit a partir de la machinet suivante :
1. siz = 0 alors stop, sinon décrémenteet aller a 2,
2. incrémenter et aller a 3,
3. siy = 0 alors stop, sinon décrémentgeet aller a 3.



Dans ce cas, on obtient une présentation confluenie deec les régles suivantes :
acy — acg, bcy — ca, cg — bes, cze — cpe,  c3d — cs.

Commec; etes sont réduits pour cette présentation, an g c; dans le monoidé/.
Mais dans le group€&', on ac; = b~ 'be; = b~ 'co = b~ 'bes = c3, ce qui nous donne
acide = acsde = acse = acpe. Pourtant, on n'apa@,0,1) —%, (0,0,0).

Ainsi, I'existence d'inverses crée des « interférencesnsdicodage de nos machines.
En fait, cette méthode est vouée a I'échec, et il faut chaogaplétement de codage.

Definition 6 (machine affine)

Unemachine affineest un ensemble fild C Z x Z* x Z x Z°, ouZ* = Z \ {0}.

Chaque(p, ¢,p’, ¢') € A définit unéransition affiner+qz — .4 p'+¢'2 (pourz € Z).

On note—? la relation d’équivalence engendrée paf 4.

Théoréme 3 (indécidabilité du probléme de I'équivalence pour une niaekaffine)

Il existe une machine affiné etm € Z tels que le probleme suivant soit indécidable :
Etantdonné& € Z, a-t-onz <% m?

Preuve : Soit M une machine a 2 registres:setnstructions. On pose. = n + 1 et
on code la configuratiofy, x, y) par I'entier[i, z, y] = 7 + m2*3Y. Chaque transition
de M correspond alors & une ou deux transitions affines de I'usédmes suivantes :

i+mz—j+2mz, i+m(2z+1) — j+m(2z+1), i+ 2mz — k+ mz,
i+mz—j+3mz, i+m(3z+1) — j+mBz+1), i+ 3mz— k+ mz,
i+ m(3z+42) — j +m(32+2).
On obtient ainsi une machine affinequi satisfait les deux propriétés suivantes :
siz — 4 2/, alorsz est le code d’une configuration si et seulement $est ;
(i,2,y) = m (2", y) sietseulement $i, z,y] —4 [/, 2", y'].

CommeM est déterministe, les trois énoncés suivants sont équigale

(i, 2,9) =i (0,0,0), (i, 2,9) <3 (0,0,0),  [i,2,9] <74 [0,0,0].

Comme[0, 0, 0] = m, on aréduitle probleme de I'arrét paW au probléme ci-dessus.
Il suffit alors d’appliquer le théoréme 1. |

3 Extensions de Higman-Neuman-Neuman
On va démontrer ici quelques résultats classiques de théombinatoire des groupes
en utilisant des techniques de réécriture.

On écritH = G si H est un sous-groupe de et F' J G si F' est une extension d&,
c’est-a-dire siG est un sous-groupe de.

On note(x, ..., x,) le sous-groupe d€ engendré par les éléments, . .., z, € G,
et on dit qu’un tel sous-groupe dstiment engendré



Proposition 2 (extension HNN associée a un sous-groupe)
Pour toutd C G, il existeF 1 G ett € F tels queH = {z € G |tz = xt}.

De plus,F est finiment présenté 6l I'est et siH est finiment engendré.

Preuve : Soit F = G/<% oG = G * (b) etC = {(bu,ub) |u € H}.

En partant de la présentation standard:dgvoir la fin de la section 1), on obtient une
présentation dé’ (en tant que monoide) par les symbalggpourz € G), b etbh, avec
les relations suivantes :

Az ly = Ugy, a; =1, bb=1, bb=1, ba,, = a,b (pouru € H).

On choisit alors un ensemblé! de représentants pour lelsisses a droite moduld .
Autrement dit, toutr € G a une unique décompositian= uv otiu € H etv € H*.
De plus, on peut supposer que H= .

Pour chaque € H+\{1},onintroduitles générateurs superfys= ba, etb,, = ba,.
On écrit aussh, pourb etd) pourd, puis on ajoute les relations dérivables suivantes :
bib! = a, (pourv € H+),  b,b, = a, (pourv € HY),

bpay = ayby (Siv € H,v,w € H' etvr = uw), b a; = a,bl, (idem).

Notez que dans le cas at= u etv = w = 1, on retrouve la relatioba,, = a,b.

On supprime les relatiorid = 1 etbb = 1, ainsi que celles définissant leset lesb’,,
qui sont désormais dérivables. On obtient une présentatiomvergente du groupe
par les symboles, (pourz € G), b, etd, (pourv € H+), avec les régles suivantes :

Ay — gy, a; — 1, bibl, — ay, biby — ay,

bpay — ayby (Siv € H,v,w € H' etvr = uw), bl a; — a,b, (idem).

Cette présentation dE contient la présentation standard@eet tout mot réduit pour
celle deGG est aussi réduit pour celle d& On en déduit qué’ est une extension dg.
On vérifie de méme quE est une extension dé). En particulier,on & € F.

Siz =uwvoluu € H etv € H*, la forme réduite dé,a,, esta,b, (Oub, siu = 1),
et le mota,b; est réduit (ou sa forme réduite dstsi x = 1). Ces formes réduites
coincident lorsque = 1, c’est-a-direr € H. Autrement ditH = {x € G | bx = xb}.

Enfin, remarquons que 8, R est une présentation finie de(en tant que monoide),
etsiuy,...,u, € X* sont des mots dont les classes modRl@ngendrent le sous-
groupeH,, alors on obtient une présentation fidig R’ de F' (en tant que monoide) en
posant’ = X U {b,b} etR’ = R U {(bb, 1), (bb, 1), (buy,uby), ..., (bu,,ub,)}. <

Corollaire 1 (réduction du probléeme de Magnus au probléme du mot)

SiG a une présentation finig, R (en tant que monoide) et le sous-groupe_ G est
finiment engendré, alors on peut réduire le probleme suigargrobléme du mot pour
une extension finiment présentéel G :

Etant donné un mat € X*, la classe de: moduloR est-elle dang? ?

Notez que dans le cas particulier &= {1}, on retrouve le probléme du mot.



Definition 7 (isomorphisme local)

Un isomorphisme local d& est un isomorphisme : H — H' avecH,H' C G.
On dit quet € G représente si on atzt—! = () pour toutr € H.

On dit que le sous-groupk G estinvariant parp sionap(HNK) = H' N K.

Proposition 3 (extension HNN associée a un isomorphisme local)

Pour tout isomorphisme local : H — H’ deG, il existeF' 1 G ett € F tels que :
1. t représentep;
2. (K,t) NG = K pour toutK C G invariant pary;

3. F estfiniment présenté 6l I'est et siH est finiment engendré.

Ici, (K, t) désigne le sous-groupe dieengendré par I'ensembl€ U {¢}.
Preuve : Soit F = G/<% oG = G * (b) etC = {(bu, p(u)b) |u € H}.

On introduit les deux ensemblés- et H'- comme dans la preuve de la proposition 2.
On obtient ainsi une présentation convergenté'qear les symboles, (pourz € G),
b, (pourv € HL) etd! (pourv € H'*), avec les régles suivantes :

Ay — Oy a; — 1, b1bl, — ay, biby — ay,

byaz — Gy (y)bw (siu € H,v,w € H- etvx = uw),

e(u
Ve — ay-1(u)b, (Siu € H',v,w € H'" etvz = uw).

On en déduit qué’ est une extension d& et de(b). En particulier, on & € F.

Siu € H, la forme réduite dé,a,,b] esta,, (oul siu = 1). Ainsi, b représente.

Si K C G, on choisit des ensembles de représentiintet H' compatibles aved .
Autrement dit, on peut supposer que teut K a une unique décompositian= uw
ollu € HNK etv € H- N K (respectivement € H' N K etv € H'* N K).

Supposons maintenant qi soit invariant parp. D’aprés ce qui précede, si tous les
symboles d’'un mot ont leurs indices dalis il en va de méme pour sa forme réduite.
On en déduit aisément quUé&’, b) N G C K, et l'inclusion réciproque est immédiate.

Pour le reste, on procéde exactement comme dans la preva@dipbsition 2. <

On peut facilement généraliser cette construction ;

Proposition 4 (extension HNN associée a plusieurs isomorphismes locaux)

Pour toute suitep; : Hy — Hj, ...,¢n : H, — H,, d'isomorphismes locaux dg,
il existe ' 1 G etty,...t, € F tels que:

1. ¢; représentep; pour chaque ;

2. (K,ty,...,t,) NG = K pour toutK C G invariant par chaque; ;

3. F estfiniment présenté 6l I'est et si lesH; sont finiment engendrés.
Ici, (K, t1,...,t,) désigne le sous-groupe dieengendré pak U {t1,...,t,}.

Preuve : Par récurrence sur, en utilisant la proposition 3. <



4 Théoreme de Novikov-Boone
Sin € Z, on poseai,, = b"ab™" € Fy = (a,b). Notez quei,+q, € (a,,b?).
Lemme 1 Sip, q € Z avecq # 0, alors le couplga,, b?) est libre dans le group®',.

Preuve : Commea et b? sont d’ordre infini, le coupléa, b?) est libre dans le groupe
Fy = (a) % (b). Il suffit alors d’appliquer lsomorphisme intérieut — bPzb 7. <«

Lemme 2 Sip,q,p’, ¢ € Z avecq, ¢’ # 0, alors on peut construire un isomorphisme
@ : (ap, b9) — (ay,b?) tel quep(aptq-) = ap+q- POUr toutz € Z.

Preuve :Par le lemme 1, on &u,,, b?) = Fy = (a,,, b7 ). Ainsi, on a un isomorphisme
¢ (ap,b?) — (ap/,bq'> tel quep(ay) = a, etp(b?) = e, d’oli le résultat. <

Si P C Z, on note[P] le sous-groupe dE; engendré par 'ensemble.. | z € P}.
Lemme 3 Sip, g € Z, alors on a(a,, b?) N [Z] = [p + ¢Z].

Preuve :CommeK = [p+ ¢Z] estinvariant par I'isomorphisme intérieur— b92b~¢
eta, € K, il apparait que tout € (a,, b?) est de la formew avecu € K etv € (b9).

De plus,on & C [Z] C kerm ouw : Fo — (b) est défini parr(a) = 1 etw(b) = b.
Dans le cas ou € [Z], on obtientdond = 7 (z) = m(u)w(v) = v, doliz =u € K.
Ainsi, on a(a?,b,) N [Z] T K, et linclusion réciproque est immédiate. <

Les deux lemmes suivants sont des conséquences immédideeprdposition 1 :
Lemme 4 SiP,Q C Z,alorsonalP|N[Q] = [P N Q).

Lemme5 Siz € ZetP C Z, alorson az € P si et seulement &i, € [P].

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de NovikamnrB:

Théoréme 4 (indécidabilité du probléme du mot pour les groupes)

Il existe un groupe finiment présenté pour lequel le probldmmot est indécidable.

Preuve : Soit A une machine affine et soit ¢ Z.

Le lemme 2 associe des isomorphismes locaux . . , ¢,, deF5 aux transitions ded.
Par la proposition 4, on a une extension finiment présehtéeF; etty,...,t, € F
tels que chaqug représente,;.

On poseH = (am,t1,...,tn) €K = [P]OUP = {2z € Z|z <% m}.
En utilisant le lemme 2, on obtient les deux propriétés suas:

Siz—2,0naa, = ¢;(a) = tiazti_l pour un certaini € {1,...,n},

Siz <% m,onaa, = uamu~t pourun certain € (ty,...,t,).
OnadoncK C H, etcommes, € K, onendéduitquél = (K, t1,...,t,).

CommeK C [Z], onaK = [Z] N K. Par les lemmes 3 et 4, on obtient :

(4 D) N K = (a,,0%) N [ZIN K = [p+qZ) N [P = [(p + 4Z) 0 P,
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On en déduit quéX est invariant par chaque, d’'ou K = HNF; par la proposition 4.

D’aprés le lemme 5 et la proposition 2, on a une extension énimprésentéé& 1 F
ett € E tels que les quatre énoncés suivants sont équivalents :

z e m, a, € K, a, € H, a,t =ta,.

Comme une égalité darfsrevient a une équivalence modulo une certaine congruence
engendrée-%,, on a ainsi réduit le probléme de I'équivalence pdwetm au probléeme
du mot pourFE. Il suffit alors d’appliquer le théoréme 3. <

Epilogue

Revenons maintenant a I'exercice du début. La réponse &Mi@re question est oui,
car on aba = babc = bc = 1. Mais comment trouver cette réponse sans tatonner ?

Il suffit de considérer la présentation définie par les génaraa, b, ¢ avec les regles
ab — 1 etbe — 1. Cette présentation satisfait évidemment la propriétéadeihaison,
mais pas la confluence, a cause du pic critique suivant :

abe

¥ N\

C a

Poury remédier, on ajoute la regle- a, qui est bien sir dérivable en tant que relation,
et qui produit un nouveau pic critique :

be

¥/ N\
ba 1

De méme, on ajoute la reghe — 1, qui donne cette fois une présentation convergente
et qui permet de répondre a la question posée.

Par contre, la réponse a la deuxiéme question est non, oagleah — 1 définit une
présentation convergente (sans pic critique) pour lagledl motda et1 sont réduits.

On a utilisé lalgorithme de Knuth-Bendigui construit une présentation convergente
3, R a partir d'une présentation finie et d'wndre de terminaisorsur ¥* : voir [3].
Mais cet algorithme ne permet pas de résoudre le problémeotidans tous les cas.

Un contre-exemple classique a la méthode de Knuth-BendixX'qo vient d'illustrer
est la présentation du monoids destresses positivepar les symboles, b et la
relationbab = aba. Dans ce cas, I'algorithme ne termine pas. En fait, il estasap
sible de construire une présentation convergente finB fisans ajouter de nouveau
générateur. On y arrive si on introduit le générateur superf ab.

En 1987, C. C. Squier construit un exemple de monoide finimersenté pour lequel
le probleme du mot est décidable, mais qui n’a aucune pras@miconvergente finie.

Il utilise le critére suivant : si un monoidd admet une présentation convergente finie,
alors son groupe d’homologltés (M) est de type fini. Voir [4].

Ces travaux sont a I'origine d’urieéorie homotopique du calcqui relie la réécriture
al'algébre homotopique en passant par la notiooatégorie de dimension supérieure
Cette théorie fournit de nouveaux outils pour calculer tesiiants homologiques de
groupes ou de structures algébriques plus générales 5fat [6] pour en savoir plus.
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