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Précisions de notations :
— Soient E, F et G trois espaces vectoriels et T1 : E → F , T2 : F → G deux applications définies

respectivement sur E et sur F . La fonction T2 ◦ T1 est la fonction définie sur E par : pour tout x ∈ E,

T2 ◦ T1(x) = T2 (T1(x)) .

— La notation 1IA indique que 1IA(x) = 1 si x ∈ A et 0 sinon.
— Une suite (un)n∈Z appartient à `2(Z) si

∑
n∈Z
|un|2 < ∞. On dit que c’est un signal numérique d’énergie

finie.
— Si f ∈ L2(R), c’est à dire

∫
R |f(t)|2dt < +∞ on note ‖f‖2 =

√∫
R |f(t)|2dt et f̂ est sa transformée de

Fourier au sens L2(R).
— Si deux fonctions f et g dans L2(R) on note

〈f, g〉 =

∫
R
f(t)g(t)dt

— On rappelle l’identité de Plancherel pour toute fonction f et g dans L2(R),

〈f, g〉 =
1

2π
〈f̂ , ĝ〉

Exercice 1 (Transformée de Fourier et base hilbertienne)

Soit g = 1I[−1/2,1/2[.

1. Calculer la transformée de Fourier de g.

2. Calculer la transformée de Fourier de gm,n : x 7→ g(x− n)e2iπmx pour n ∈ Z et m ∈ Z.

3. Montrer que pour tout n ∈ Z fixé
∑
m∈Z
|〈f, gm,n〉|2 =

∫ 1
2

− 1
2

|f(u+ n)|2du =
∫ n+ 1

2

n− 1
2

|f(x)|2dx pour toute

fonction f de L2(R).

4. Montrer que le système {gm,n,m ∈ Z, n ∈ Z} est une base hilbertienne de L2(R).

5. Question bonus, hors barême : On suppose maintenant que ψ est la fonction dont la transformée
de Fourier est

√
2πg. On pose ψm,n : x 7→ ψ(x−2πn)eimx. Que peut-on dire de {ψm,n,m ∈ Z, n ∈ Z} ?

Indication : on pourra commencer par montrer que ψm,n est la transformée de Fourier inverse de√
2πgm′,n′ pour m′ et n′ à préciser.



Exercice 2 (Filtre adapté et détection)

On suppose qu’on dispose d’observations de la forme, pour n ∈ Z,

Fn = Aun +Xn = zn +Xn, (1)

où
— A est une variable aléatoire réelle de variance finie qui ne dépend pas de n, on note a = E(A),
— u ∈ `2(Z) est un signal de référence connu, et z = Au,
— X est un bruit, modélisé comme un processus aléatoire du second ordre, stationnaire en moyenne

d’ordre deux et centré, possédant une densité spectrale SX supposée connue,
— A et Xn sont indépendantes pour tout n ∈ Z,
— la fonction û/SX est bornée.

Etant donné un filtre Kh de réponse impulsionnelle h, on note Sn = (Khz)n et Yn = (KhX)n les images de
Au et X par Kh.

On cherche ici à choisir h pour que en un instant k0 fixé le rapport signal à bruit soit optimal. En
télécommunications ce type de méthodologie est courante lorsque A ne prend que deux valeurs (par exemple
+1 ou 0) et que le signal a été bruité par exemple lors de sa transmission.

1. Montrer que (Fn)n∈Z est un processus aléatoire du second ordre. Calculer E(Fn) pour n ∈ Z.

2. Expliciter E(Sn) en fonction de la Transformée de Fourier à temps discret û de u, de ĥ celle de h et
de a.

3. Expliciter E[|Yn|2] en fonction de la densité spectrale SX et de ĥ, et vérifier qu’elle est indépendante
de n.

4. Connaissant u et SX , on cherche le filtre Kh (donc la réponse impulsionnelle h) tel que le rapport
signal à bruit à l’instant k0 ∈ Z fixé

ρ[k0] =
E(Sk0)2

E[|Yk0 |2]
(2)

soit maximal.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, donner une borne supérieure ρopt[k0] pour ρ[k0] indépendante
de h, et montrer que celle-ci est atteinte pour un h = hopt particulier.

Expliciter ce dernier en fonction des données du problème (c’est à dire û, SX).

5. On suppose dans ce qui suit que (Xn)n∈Z est un bruit blanc de variance σ2 c’est à dire SX(ω) = σ2

pour tout ω ∈ [−π, π].

On cherche maintenant h tel que Kh soit un filtre à réponse impulsionnelle finie de taille N fixée tel
que hk = 0 pour k < 0 et k > N−1 et tel que le rapport signal à bruit ρ[k0] donné en (2) soit maximal.

(a) Soit h ∈ `2(Z) tel que hk = 0 pour k < 0 et k > N − 1.

Montrer que E(Sk0) =
a

2π

∫ π

−π
ĥ(ω)ûN (ω)eik0ωdω où ûN (ω) =

k0∑
n=−N+1+k0

une
−inω.

(b) En déduire la réponse fréquentielle du filtre optimal Khopt tel que ρ[k0] ≤ ρopt[k0] et tel que sa
réponse impulsionnelle hopt = g vérifie les conditions gk = 0 pour k < 0 et k > N − 1.



Exercice 3 (Codage en sous-bande)

Pour coder des signaux, on utilise parfois des représentations faisant intervenir deux signaux, dits “sous-
bande”, obtenus par filtrage (avec des filtres de réponses impulsionnelles bien choisies) et sous-échantillonnage ;
si on s’y prend bien, le signal original peut alors être reconstruit à partir des deux signaux sous-bande par
sur-échantillonnage, suivi par un filtrage. L’objectif de ce problème est d’étudier cette procédure en utilisant
la transformation de Fourier à temps discret.
D’autre part on considère dans ce problème quatre opérateurs de filtrage :

— Un opérateur de filtrage noté K défini grâce à sa réponse impulsionnelle h. Par définition pour tout
x signal numérique d’énergie finie

v = K(x) = h ∗ x

— Un opérateur de filtrage noté L défini grâce à sa réponse impulsionnelle g. Par définition pour tout
x signal numérique d’énergie finie

w = L(x) = g ∗ x

— Un opérateur de filtrage noté M défini grâce à sa réponse fréquentielle ĥ : ω 7→ ĥ(ω). On note

a =M(x)

— Un opérateur de filtrage noté N défini grâce à sa réponse fréquentielle ĝ : ω 7→ ĝ(ω). On note

b = N (x)

1. Rappeler combien vaut v̂(ω) en fonction de ĥ(ω) et x̂(ω), ainsi que ŵ(ω) en fonction de ĝ(ω) et x̂(ω).

2. On note S l’opérateur de sous-échantillonnage qui à un signal d’énergie finie x ∈ `2(Z) associe

s = S(x) : sn = x2n

Montrer que la transformée de Fourier à temps discret du signal s est donnée par la formule

ŝ(ω) =
1

2

(
x̂
(ω

2

)
+ x̂

(ω
2

+ π
))

3. Les compositions H = S ◦ K et G = S ◦ L permettent de calculer

y = H(x) = S(h ∗ x)

z = G(x) = S(g ∗ x)

Montrer que

ŷ(ω) =
1

2

[
ĥ
(ω

2

)
x̂
(ω

2

)
+ ĥ

(ω
2

+ π
)
x̂
(ω

2
+ π

)]
et donner de même l’expression de ẑ(ω) en fonction de x̂ et ĝ.

4. On considère maintenant l’opérateur de ”suréchantillonnage” U tel que

u = U(x) :

{
u2k = xk
u2k+1 = 0

Montrer que û(ω) = x̂(2ω).

5. Soit H? et G? tels que H? =M◦ U et G? = N ◦ U .

Montrer que Ĥ?(x)(ω) = ĥ(ω)x̂(2ω) et Ĝ?(x)(ω) = ĝ(ω)x̂(2ω) pour tout ω ∈ R.

6. En déduire que

H ◦H?(x)
∧

(ω) +G ◦G?(x)
∧

(ω) =
1

2

(
|ĥ(

ω

2
)|2 + |ĝ(

ω

2
)|2 + |ĥ(

ω

2
+ π)|2 + |ĝ(

ω

2
+ π)|2

)
x̂(ω)

7. Dire à quelle condition sur ĥ et ĝ on a H ◦H? +G ◦G? = Id où Id désigne l’identité.

Connaissez-vous des suites h et g qui vérifient cette condition ? Si oui donnez un exemple de telles
suites.




