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Exercice 1.
Soit (E, T,m) un espace mesuré.

Soient α ∈]0, 1] et 1 < p < +∞. On considère A ∈ T tel que m(A) < +∞.
On note 1IA la fonction indicatrice de A telle que pour tout x ∈ E 1IA(x) = 1 si x ∈ A

et 0 sinon.
1. Montrer que si f est une fonction mesurable sur E à valeurs réelles alors

∫
|f |α 1IAdm ≤

(∫
|f |pdm

)α
p

(m(A))1−α
p

2. On suppose que E est de mesure finie. Montrer que si f est une fonction mesurable
sur E à valeurs réelles alors

∫
|f |αdm ≤

(∫
|f |pdm

)α
p

(m(E))1−α
p

3. En déduire que si E est de mesure finie alors LpR(E, T,m) ⊂ L1
R(E, T,m).

4. A-t-on LpR(E, T,m) ⊂ L1
R(E, T,m) si E n’est pas de mesure finie ? Justifiez votre

réponse.

Exercice 2.
On note λ2 la mesure de Lebesgue sur R2 muni de sa tribu borélienne Bor(R2).

Soit f : R2 → R définie par

∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = sin(x2 + y2)

On note pour n ∈ N∗ Dn = {(x, y) ∈ R2, x2+y2 < nπ} et In =
∫
Dn
fdλ2 =

∫
1IDnfdλ2.

1. Calculer In pour n ∈ N∗.
2. f est-elle λ2-intégrable sur R2 ?
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