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Espace des configurations

o A alphabet fini, G un groupe de type fini (nombre fini de générateurs).
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Espace des configurations

o A alphabet fini, G un groupe de type fini (nombre fini de générateurs).

++ o, blab? = ba?
. *—:’i_ﬁ* (a, blab® = ba?)

(a, blab = ba)

2 3
(a, bla”b = ba”)
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Espace des configurations
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Espace des configurations

o A alphabet fini, G un groupe de type fini (nombre fini de générateurs).
o A® : espace des configurations, compact.

@ action de G sur A® par translation :

GxA® - A®
(&:x) = Gg(x)

avec (Sg(x)), = Xg-1., pour tout he G
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Sous-décalages

° (AG, 6) est un systéme dynamique, le full-shift

o un sous-décalage est un sous-systéme de (A®, &) :
(et

ou |'ensemble de configuration X est fermé et stable par &.
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Sous-décalages

° (AG, (‘5) est un systéme dynamique, le full-shift

o un sous-décalage est un sous-systéme de (A®, &) :
(et

ou |'ensemble de configuration X est fermé et stable par &.

@ X est un sous-décalage s'il existe un ensemble de motifs interdits F tel que

X = {x € AG,| aucun motif de F n'apparait dans x}.
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Sous-décalages de type fini (SFT)
Sous-décalage de type fini (SFT) = on peut choisir |F| < oo

it
o
=

(a, t| @) (a, t| at® = ta®)

SFT ~ ensemble de pavages par des tuiles de Wang
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Sous-décalages de type fini (SFT)
Sous-décalage de type fini (SFT) = on peut choisir |F| < oo

.5

(a, t| @) (a, t| at® = ta®)

M X K X X X
~+
L

SFT ~ ensemble de pavages par des tuiles de Wang
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Groupes de Baumslag-Solitar

Groupes a deux générateurs et une relation

avec m,ne N*.

BS(m,n):=(a,t|t *a"t=2a")
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Groupes de Baumslag-Solitar

Groupes a deux générateurs et une relation :

BS(m,n):={(a,t|t 'a"t=2a")

avec m,ne N*.

@ en 1951 Higman construit un groupe G de présentation finie, isomorphe a I'un de ses
sous-groupes quotient G/H non triviaux.

H=(a,t|at=ta’) = BS(1,2)

Higman pense qu'un tel G a nécessairement deux relations.
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Groupes de Baumslag-Solitar

Groupes a deux générateurs et une relation :

BS(m,n):={(a,t|t 'a"t=2a")

avec m,ne N*.
@ en 1951 Higman construit un groupe G de présentation finie, isomorphe a I'un de ses
sous-groupes quotient G/H non triviaux.
H=(a,t|at=ta’) = BS(1,2)

Higman pense qu'un tel G a nécessairement deux relations.

o En 1962 Baumslag et Solitar le contredisent avec

BS(2,3) = (a, t| a’t = ta>)
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Groupes de Baumslag-Solitar

Groupes a deux générateurs et une relation :

BS(m,n):={(a,t|t 'a"t=2a")

avec m,ne N*.

@ en 1951 Higman construit un groupe G de présentation finie, isomorphe a I'un de ses
sous-groupes quotient G/H non triviaux.

H=(a,t|at=ta’) = BS(1,2)

Higman pense qu'un tel G a nécessairement deux relations.

o En 1962 Baumslag et Solitar le contredisent avec

BS(2,3) = (a, t| a’t = ta>)

= les groupes de Baumslag-Solitar!
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BS(m,n) avec m,n >2

BS(2,3) :=(a,t| a’t = ta’)
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Les groupes BS(1,n)

BS(1,n) :=(a,t|t tat = a")

un relateur = probléme du mot décidable

moyennable

un seul bout

@ chaque feuille est un graphe d'orbite de a — aa

deux feuilles fusionnent toujours

o forme normale élégante : t'a’t ™" avec i,keNetntjeZ
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BS(1,n) plongé dans R?

On peut définir & : BS(1, n) - R? injective :

BS(1,n) - R?
tat* o~ (jon k-i)

=] =3 E A
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BS(1,n) plongé dans R?

On peut définir & : BS(1, n) - R? injective :

BS(1,n) - R?
tdt™ - (jonk-i)

g=t'dt™* = d(g)-boite = ®(g) + [0,n"*[x] -1,0] c R?
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BS(1,n) plongé dans R?

On peut définir & : BS(1, n) - R? injective :

BS(1,n) - R?
tdt™ - (jonk-i)

g=t'dt™* = d(g)-boite = ®(g) + [0,n"*[x] -1,0] c R?

L'ensemble des ®-boites d'une méme feuille de BS(1, n) forment une partition de R>.
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Probléme du Domino d'un groupe G

Probléme du Domino : étant donné F fini, le SFT Xr est-il vide?
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Probléme du Domino d'un groupe G

Probléme du Domino : étant donné F fini, le SFT Xg est-il vide?

Le probléme du Domino est décidable pour
o 7, les groupes libres

@ les groupes virtuellement libres
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Probléme du Domino d'un groupe G

Probléme du Domino : étant donné F fini, le SFT Xg est-il vide?

Le probléme du Domino est décidable pour
o Z, les groupes libres

@ les groupes virtuellement libres

Le probléme du Domino est indécidable pour
o 72 (Berger 1964, Robinson 1971)
@ les groupes polycycliques non cycliques (Jeandel, 2015)
@ les groupes de Baumslag-Solitar (A. & Kari, 2013)

les groupes Gy x Gy (Jeandel, 2015) (= le groupe de Grigorchuk)
les groupes de surface (A., Barbieri & Moutot 2019)

+ propriétés d'hérédité par sous-groupe/quotient/quasi-isométrie/action
translation-like
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Conjecture

Le probléme du Domino est décidable pour G ssi G est virtuellement libre.
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La conjecture du Domino

Conjecture
Le probléme du Domino est décidable pour G ssi G est virtuellement libre. J

Pourquoi ?

@ On peut exprimer le probléme du Domino en logique MSO (Wang, 1961).
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La conjecture du Domino

Conjecture
Le probléme du Domino est décidable pour G ssi G est virtuellement libre. J

Pourquoi ?
@ On peut exprimer le probléme du Domino en logique MSO (Wang, 1961).

@ Un groupe est virtuellement libre ssi son graphe de Cayley a largeur arborescente
bornée (Muller & Schupp, 1985).
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La conjecture du Domino

Le probléme du Domino est décidable pour G ssi G est virtuellement libre.

Conjecture J

Pourquoi ?
@ On peut exprimer le probléme du Domino en logique MSO (Wang, 1961).

@ Un groupe est virtuellement libre ssi son graphe de Cayley a largeur arborescente
bornée (Muller & Schupp, 1985).

o Les graphes de largeur arborescente bornée sont exactement ceux avec MSO
décidable (Kuske & Lorhey, 2005).
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La conjecture du Domino

Conjecture
Le probléme du Domino est décidable pour G ssi G est virtuellement libre. J

Pourquoi ?
@ On peut exprimer le probléme du Domino en logique MSO (Wang, 1961).

@ Un groupe est virtuellement libre ssi son graphe de Cayley a largeur arborescente
bornée (Muller & Schupp, 1985).

o Les graphes de largeur arborescente bornée sont exactement ceux avec MSO
décidable (Kuske & Lorhey, 2005).

@ Si un groupe n'est pas virtuellement libre, alors il posséde des grilles de tailles
arbitraires comme mineurs (Robertson & Seymour, 1986).
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La conjecture du Domino

Conjecture
Le probléme du Domino est décidable pour G ssi G est virtuellement libre. J

Pourquoi ?
@ On peut exprimer le probléme du Domino en logique MSO (Wang, 1961).

@ Un groupe est virtuellement libre ssi son graphe de Cayley a largeur arborescente
bornée (Muller & Schupp, 1985).

o Les graphes de largeur arborescente bornée sont exactement ceux avec MSO
décidable (Kuske & Lorhey, 2005).

@ Si un groupe n'est pas virtuellement libre, alors il posséde des grilles de tailles
arbitraires comme mineurs (Robertson & Seymour, 1986).

@ Ou sont ces grilles? Comment les coder dans un SFT ?
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Apériodicité : définition
Si x € A®, son stabilisateur est

Stab(x) :={g e G| Sz(x) =x}.

Un sous-décalage X est fortement apériodique si toutes ses configurations ont
stabilisateur trivial.
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Apériodicité : définition
Si x € A®, son stabilisateur est
Stab(x) :={g € G| Sz(x) = x}.

Un sous-décalage X est fortement apériodique si toutes ses configurations ont
stabilisateur trivial.

Exemple sur Z? :

N~
LA LA

cf 5

ti il oo
VY
KXI::%M S
| ) ]
Fgl | | } { | | i
4 250! H
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Apériodicité : résultats

Résultats positifs :

o Z% pour d >2 a un SFT fortement apériodique (Robinson 1971, Kari & Culik 1996)

o les groupes de surface, les groupes hyperboliques (Cohen, Goodman-Strauss & Rieck
2017)

o les groupes Z2 x¢ H ott H a probléme du mot décidable (Barbieri & Sablik 2019)
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Apériodicité : résultats

Résultats positifs :

o Z% pour d >2 a un SFT fortement apériodique (Robinson 1971, Kari & Culik 1996)

o les groupes de surface, les groupes hyperboliques (Cohen, Goodman-Strauss & Rieck
2017)

o les groupes Z2 »¢ H ott H a probléme du mot décidable (Barbieri & Sablik 2019)

Obstructions :

@ si G a au moins deux bouts, alors il n'a pas de SFT fortement apériodique (Cohen
2017)

@ si G a probléme du mot indécidable alors il n'a pas de SFT fortement apériodique
(Jeandel 2015)
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Apériodicité : résultats

Résultats positifs :
o Z% pour d >2 a un SFT fortement apériodique (Robinson 1971, Kari & Culik 1996)

o les groupes de surface, les groupes hyperboliques (Cohen, Goodman-Strauss & Rieck
2017)

o les groupes Z2 »¢ H ott H a probléme du mot décidable (Barbieri & Sablik 2019)

Obstructions :

@ si G a au moins deux bouts, alors il n'a pas de SFT fortement apériodique (Cohen
2017)

@ si G a probléme du mot indécidable alors il n'a pas de SFT fortement apériodique
(Jeandel 2015)
Question

?
Un groupe G posséde un SFT fortement apériodique ssi G a un seul bout et probléme du
mot décidable.
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Substitutions

g:A—> A"

A= {0}

A={a, b}
0+~ 00 o(a) = aab
o(b) = ba

o =3 = E A
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Substitutions

c:A—> A" A={0} A={a, b}
0+~ 00 o(a) = aab
o(b) = ba

P :Z — Z surjective croissante
(fonction parent)

w,w' e AL

o(w) =p W' si Vi, o(wi) = wIIP'i(")
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Substitutions

c:A—> A" A={0} A={a, b}
0+~ 00 o(a) = aab
o(b) = ba

P :Z — Z surjective croissante
(fonction parent)
w,w' e AL

o(w) =p W' si Vi, o(wi) = wIIP'i(")

2 1
My = (mj) avec mj = |o(a;)|; Moooo = (2) M, = ( L )
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Substitutions
og:A-> A"

P :Z — Z surjective croissante
(fonction parent)
w,w' e AL

o(w) =pw' si Vi, o(wi) = wp-1(;y
M, = (m,_,) avec mjj = |a(a,-)|j
Si o est primitive (mj;; > 0) :

eI\ v. p.t.g. A>|p| ¥V pvp. A

edve (RY) t.q. Mov =Av
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Moo00 = (2)

A={a, b}
o(a) = aab
o(b) = ba
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Graphe d'orbite
o:A— A* primitive et {(wi, P’)}iez une orbite de ¢

On associe a I'orbite {(wi, P,-)},,eZ un graphe dont les sommets sont Z2 :
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Graphe d'orbite
o:A— A* primitive et {(wi, Pi)}ieZ une orbite de ¢

On associe a I'orbite {(wi, P,-)},,eZ un graphe dont les sommets sont Z2 :

wi+1 - >Q®->0-">0-—">0-">0-"0-"0-1"0-10

avec
. C i i
@ une aréte pointillée entre w; et wj,q;

@ une aréte étiquetée par k entre w} et son kiéme enfant.
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Graphe d'orbite

Exemple avec o(a) = bca, o(b) = ab,o(c) = aabb :

b a

2
- -->0--->20--->20--->30--->20-—-—->0--->0--->0
a b a a b b b C a
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Graphe d'orbite

Exemple avec o(a) = bca, o(b) = ab,o(c) = aabb :

b

2
- -->0--->0--->0--->30--->0--—->0--->0--->0
a b a a b b b c a

Graphe d'orbite et son dual

a

A

V.l

Y Y

o - >+
o(a)1  0(a)s(a)
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Exemple 1: 0(a) = a

N.Aubrun, (CNRS, LISN) Dynamique symbolique sur BS(m, n) 19/33



Exemple 1: 0(a) = a

.
|
?

N.Aubrun, (CNRS, LISN) Dynamique symbolique sur BS(m, n)

Z2

L

19 /33



N.Aubrun,

Exemple 2 : o(a) = aa

(CNRS, LISN)

Dynamique symbolique sur BS(m, n)



Exemple 2 : o(a) = aa

e
i

A‘A :

A




Exemple 2 : o(a) = aa

i i m m m m i m m m m i i m m m m i i m m m y
L { \ i EN FN EN EY & ry

pavage de H, par des pentagones
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Exemple 3 : o(a) = aab, o(b) = ba
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Exemple 3 : o(a) = aab, o(b) = ba
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Exemple 3 : o(a) = aab, o(b) = ba

{V_A“;V\\M - a 'A—;\;’—}
Ve \ A | X
a @ W @ @ —p- a
Y A 4 a \| Y N
a a Bb a a a a a \b a a

ubrun, (CNRS, LISN)

b
HHRE

age de H par deux tuiles a et

o
Y]
<

H:

-

-

o

H

b
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Superposition de graphes d'orbites
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Superposition de graphes d'orbites
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Superposition de graphes d'orbites
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Superposition de graphes d'orbites
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Superposition de graphes d'orbites

[T1] L1111 111 T (111
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Superposition de graphes d'orbites
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Superposition de graphes d'orbites

N N

b b

N AN

DIEEEQJIDJ DIEEEQJIDJ

N9 N 10 N 6 N 9 N 10 N
i

RIRRIBRRIRRIIRIRRRIRR NN
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Superposition de graphes d'orbites

[11J REREN LLI LI 11
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Superposition de graphes d'orbites
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Superposition de graphes d'orbites

~Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Si o et o’ sont deux substitutions avec X\, A’ > 1, alors on peut coder un graphe d’orbite
de o' comme un SFT sur un graphe d’orbite de o.
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Superposition de graphes d'orbites

~Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Si o et o’ sont deux substitutions avec A\, A’ > 1, alors on peut coder un SFT sur un
graphe d’orbite de o' comme un SFT sur un graphe d’orbite de o.

combiné avec

Théoreme (Kari 2007)

Le probléme du Domino est indécidable sur les graphes d'orbites de a — aa.

N.Aubrun, (CNRS, LISN) Dynamique symbolique sur BS(m, n) 24 /33



Superposition de graphes d'orbites

~Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Si o et o’ sont deux substitutions avec A\, A’ > 1, alors on peut coder un SFT sur un
graphe d’orbite de o' comme un SFT sur un graphe d’orbite de o.

combiné avec

Théoreme (Kari 2007)

Le probléme du Domino est indécidable sur les graphes d'orbites de a — aa.

on obtient

Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Le probléme du Domino est indécidable sur les graphes d'orbites d'une substitution o
avec A > 1.
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Plan de I'exposé

@ Des graphes d'orbites a BS(1, n)
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Des graphes d'orbites a BS(1, n)

Technique générale pour toute substitution o avec A > 1 :

SFT sur un SFT sur
—>—] A. & Schraudner 2020 F>—
graphe d’orbite de o ( chraudner ) BS(1,n)
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Des graphes d'orbites a BS(1, n)

Technique générale pour toute substitution o avec A > 1 :

SFT sur un SFT sur
—>—] A. & Schraudner 2020 F>—
graphe d’orbite de o ( chraucher ) BS(1,n)
Applications :
Théoréme (A. & Schraudner 2020)
Le probléme du Domino est indécidable sur BS(1, n). J
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Des graphes d'orbites a BS(1, n)

Technique générale pour toute substitution o avec A > 1 :

SFT sur un SFT sur
—>—] A. & Schraudner 2020 F>—
graphe d’orbite de o ( chraucher ) BS(1,n)
Applications :
Théoréme (A. & Schraudner 2020)
Le probléme du Domino est indécidable sur BS(1, n). J

Théoréme (A. & Schraudner 2020)
Il existe un SFT fortement apériodique sur BS(1, n). J

N.Aubrun, (CNRS, LISN) Dynamique symbolique sur BS(m, n) 26 /33



N.Aubrun,

|dée de la construction (1)

On replie BS(1,n) dans R?, et on superpose un graphe d’orbite.
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|dée de la construction (1)

On replie BS(1,n) dans R?, et on superpose un graphe d’orbite.

Chaque g € BS(1,n) code le contenu de sa ®-boite.

t1(b,j,a,i) t2(a, ) t3(a, i) ta(a, i)

(b.j) (a,i)

HHEDHE

my(a,i) ma(b,j,a,i) ms(a,i) mq(a,i) ms(a, i)

(b.j)
bl(a,i) b3(3,l‘)
) 0}

N.Aubrun, (CNRS, LISN) Dynamique symbolique sur BS(m, n) 27 /33



Idée de la construction (II)

Intuition derriére |I'alphabet

xg = t1(. ;)

xg = t2(a,.) xg = t3(a,.)
b d [ =

] 3 8

¢(g) NN = .: — ¢(g) NN
‘:ﬁ—tuile
= bi(a,.) xg = baa,.)
= —
] ¢

(8 1= *(g)

o =3 = E 9DaACe
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Idée de la construction (III)

Reégles locales pour dessiner des rectangles :

4 g-a
Q
e ()
Xg :tl(b7j7av I)
Xg-a

=mo(a,i,c, k)

N.Aubrun,

(CNRS, LISN)
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Idée de la construction (III)

Reégles locales pour synchroniser les feuilles :

g-tattt 8 g-tatt

(b a0y = | e TR
gy

Xg

Xg.ta=1t-1 = t4(baj)

Xg = ml(aa ’) & Xgta1t1 = mz(bajaaa ’)
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Idée de la construction (V)

Reégles locales pour coder la substitution

|“ ““““““““““““““““““““ (a’i) “““““““““““““““““ |
| [ [ | [ [ [ [ [ |
[ ] [ b L e e | SRR N S R S SR B
(a1,1) (a2,2) (as,3) (as,4)
avec 0(a) = a1...30(a)

o =3 = E A
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N.Aubrun,

Idée de la construction (V)

Pourquoi ca marche?
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N.Aubrun,

Idée de la construction (V)

Pourquoi ca marche?

Sens facile : d'un graphe d’orbite vers BS(1,2)
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Idée de la construction (V)

Pourquoi ca marche?
Sens facile : d'un graphe d’orbite vers BS(1,2)

Plus délicat : de BS(1,2) vers un graphe d'orbite
o chaque feuille de BS(1,2) code un graphe d’orbite

@ ce sont tous les mémes!
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Idée de la construction (V)

Pourquoi ca marche?
Sens facile : d'un graphe d’orbite vers BS(1,2)

Plus délicat : de BS(1,2) vers un graphe d'orbite
o chaque feuille de BS(1,2) code un graphe d’orbite

@ ce sont tous les mémes!

Théoreme (A. & Schraudner 2020)
Le probléme du Domino est indécidable sur BS(1, n). J
Théoréme (A. & Schraudner 2020)
Il existe un SFT fortement apériodique sur BS(1, n). J
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Pour aller plus loin. ..

o groupes BS(1,n) plutdt bien compris
@ caractériser les entropies des SFT ?
o SFT fortement apériodique pour BS(m,n)?

@ groupes a un relateur?
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Pour aller plus loin. ..

o groupes BS(1,n) plutdt bien compris
@ caractériser les entropies des SFT ?
o SFT fortement apériodique pour BS(m,n)?

@ groupes a un relateur?

Merci :-)
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