SL(2) NOTES PROVISOIRES

JEAN-PIERRE LABESSE

RESUME. Nous explicitons la stabilisation locale et globale de la formule des traces pour
SL(2) en donnant des formulations et des preuves valables en toute caractéristique.
Quelques faits nouveaux apparaissent en caractéristique 2. Le développement asympto-
tique pour les intégrales orbitales locales au voisinage de I’identité, obtenu via la stabi-
lisation, est équivalent au développement en germes de Shalika en caractéristique p # 2
mais il est nouveau en caractéristique 2. De méme le développement fin de la contribution
unipotente a la formule des traces (globale) ne peut pas étre obtenu par les techniques
d’Arthur en caractéristique 2 et nécessite une pré-stabilisation.
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INTRODUCTION

L’essentiel des résultats de cette note a été exposé lors d'une conférence & Budapest en
aott 1971, a 'exception de ce qui concerne les germes, encore que ceci est implicite dans
la preuve de 'existence du transfert endoscopique. Il s’agissait 1a de la premiére forme
d’un travail en collaboration avec Langlands initi¢ & Bonn entre avril et juin 1971 et qui
s’est poursuivi dans les années ultérieures.

Dans les proceedings de la conférence de Budapest on trouvera dans [Labl| une esquisse
trés sommaire des arguments. L’article [LL| donne une preuve détaillée mais qui, contrai-
rement & [Labl|, se limite a la caractéristique nulle. Le cas des corps de caractéristique
positive aurait imposé quelques développements supplémentaires, d’ailleurs présents dans
les notes préparatoires. Les difficultés de la caractéristique positive sont de deux ordres :
du point de vue géométrique, les contributions unipotentes pour SL(2) doivent étre trai-
tées différemment en caractéristique 2, et du point de vue spectral il n’était pas connu a
I'époque que les caractéres des représentations admissibles irréductibles de SL(2, F'), o
F' est un corps local, étaient représentables par des fonctions localement intégrables, ce
qui est maintenant établi dans [Le].

On observera que 'article |[LL|, essentiellement rédigé par Langlands, n’a été soumis
pour publication qu’en 1977 apreés la rédaction de [Lan| de sorte que divers lemmes tech-
niques indispensables dans [Lan|, mais qui résultaient de notre collaboration et avaient
leur place dans [LL|, ont été incorporés dans [Lan].

Nous complétons ici ces articles anciens en donnant des preuves complétes en toute
caractéristique. L’essentiel des argument, sauf ce qui est spécifique a la caractéristique 2,
se trouve déja dans [LL]. Contrairement a [LL|, et pour simplifier, nous nous limitons au
groupe SL(2) et a ses formes intérieures. Nous ne traitons pas les groupes intermédiaires
entre SL(2) et GL(2) définis par une condition de nature arithmétique sur le déterminant,
ce qui était utile pour tester des conjectures sur les variétés de Shimura, mais ne présente
pas de difficulté nouvelles autres que des complications de notation.

On appelle stabilisation, ou endoscopie, I’étude du comportement par conjugaison stable
(qui dans notre exemple se réduit a la conjugaison sous GL(2, F')) des intégrales orbitales
et des caractéres de représentations irréductibles pour SL(2, F'). Nous commencerons par
la stabilisation des intégrales orbitales des éléments semi-simples pour SL(2) sur un corps
local. Les deux résultats importants sont ’existence du transfert endoscopique et le Lemme
Fondamental.

Le transfert endoscopique fournit un développement asymptotique au voisinage de 1
valable sur un corps local p-adique en toute caractéristique. En caractéristique p # 2
ce développement est équivalent, modulo une transformée de Fourier, au développement
en germes de Shalika mais il est nouveau en caractéristique 2. L’observation principale
est que pour p = 2 les orbites unipotentes ne sont pas les bons objets pour paramétrer
un développement asymptotique car, sur un corps local en caractéristique 2, les orbites
unipotentes pour SL(2) forment un ensemble infini non dénombrable. Nous étudierons
ensuite la stabilisation locale du point de vue spectral c’est-a-dire I’étude des L-paquets
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et du transfert spectral. La représentation de Weil fournit une construction explicite des
L-paquets.

Dans un second temps nous rappellerons la formule des traces pour SL(2) sur un corps
global. On note p la représentation réguliére droite dans I'espace de Hilbert

L*(G(F)\G(AF))
et soit

o(f) = /G L ) e

Popérateur défini par l'intégrale (faible) de p contre une fonction f € C°(G(Ap)). On
s’intéresse au spectre discret L3, (G(F)\G(Ar)) C L*(G(F)\G(Ar)). On souhaite avoir
une formule géométrique pour calculer la trace de 'opérateur p(f) restreint au spectre

discret :
trace (p(f)|Lise (G(F)\G(AF)) .

disc

On définit par troncature spectrale une variante de cette trace

Topec(f) = trace (p(f)| Lo (G(FN\G(AF)) + c(f)

o ¢(f) est un terme complémentaire explicite. L’expression géométrique Jyeom(f) est
elle obtenue par une troncature de l'intégrale sur la diagonale du noyau représentant
lopérateur p(f). La formule des traces est une identité

Jgeom(f) - Jspec(f)

qui, pour SL(2), remonte pour 'essentiel & Selberg [Se].

La stabilisation de la formule des traces est son écriture comme somme de distribu-
tions stablement invariantes (ce qui dans notre cas est I'invariance par conjugaison sous
GL(2,Ar)) et de termes correctifs, appelés contributions endoscopiques : elles mesurent la
différence entre la formule des traces “a la Selberg” et sa variante stable. Pour G = SL(2)
ou pour G’ une forme intérieure, ces termes correctifs proviennent de distributions sur
des tores. Cela se fait sans difficultés, une fois connus le transfert et le Lemme Fonda-
mental, pour les formes intérieures G’ non déployées car pour de tels groupes le quotient
G'(F)\G'(AF) est compact et la formule des traces est une identité entre distributions
invariantes sous G'(Ar). Pour G = SL(2) la non compacité du quotient G(F)\G(Ar)
impose 'utilisation de troncatures qui produisent des distributions non-invariantes sous
SL(2,Ar) ce qui rend plus délicate 1’étude de la conjugaison sous GL(2, Ar). C’est pour-
quoi on parle de forme non-invariante de la formule des traces et il est classique (cf. [LL],
[A4, A5, A6] et [MW]) de passer d’abord & une forme invariante avant de tenter de la
stabiliser. Mais, comme dans [Labl|, nous ferons la stabilisation en partant de la forme
non-invariante ; le passage a une forme invariante sera la derniére étape.

Une premiére étape appelée pré-stabilisation permet d’obtenir la forme fine du déve-
loppement géométrique c’est-a-dire une expression qui est somme de produits d’intégrales
locales. Une telle pré-stabilisation semble une étape indispensable si on veut travailler en
toutes caractéristiques car, comme dans le cas des germes évoqués ci-dessus, les techniques



SL(2) NOTES PROVISOIRES 5

classiques (généralisées par Arthur [A3| aux groupes réductifs généraux en caractéristique
zéro) ne sont pas utilisables pour calculer la contribution unipotente en caractéristique 2.

En combinant la pré-stabilisation avec le transfert on obtient une écriture du coté
géomeétrique Jyeom(f) et du coté spectral Jype.(f) de la formule des traces non-invariante

comimne une somine
Jo(f) =D 8IE(f5)
E

indexée par les données endoscopiques, ot les divers termes vérifient des identités
Jgeom(f) = Jspec(f) et S‘];eom(fg) = ijpec(f(‘:) .

Les distributions S.J¢(f¢) sont ce que nous appellerons les termes géométriques (resp.
spectraux) de la formule des traces T-stable pour les divers groupes endoscopiques, a
savoir SL(2) lui méme et les tores attachés aux extensions quadratiques séparables.

La formule des traces pour les tores est automatiquement stable car ce sont des groupes
abéliens. Le passage a la forme stablement-invariante a partir de la formule 7 -stable pour
SL(2) peut alors se faire comme derniére étape et la formule des traces invariante est une
somme d’expressions stablement invariantes sur chaque groupe endoscopique

L(f) =) SE(f*)
&

et on a les identités de formules des traces invariantes et stablement invariantes :

]geom(f> = ‘ISPeC(f) et Slgfeom(fg) = Sjgpec(f(‘:) N



6 JEAN-PIERRE LABESSE

1. PRELIMINAIRES

1.1. Corps et extensions quadratiques. Dans toute la suite F' désigne un corps local
ou global de caractéristique p > 0. Si F' est un corps local non archimédien, on note O p
I'anneau des entiers, wp une uniformisante, pp = wpOp son idéal maximal et F, le corps
résiduel. Lorsque F' est global on note Ap 'anneau des adéles de F'. Si F' est un corps de
nombres on pose

1\
gr = e = lim <1+—> — 2, 718281828459045... de sorte que loggp = 1
n

n—oo
et si ' est un corps de fonctions de caractéristique p on note

gr =q=p’

le cardinal du corps [, des constantes. On notera log,, le logarithme en base gr. On

notera Cr le groupe multiplicatif F'* si F est local et Cr sera le groupe des classes
d’ideéles A5 /F* si F est global. Dans tous les cas le groupe

Qr = Cr/(Cp)?

est un groupe compact dont le dual de Pontryagin est le groupe (discret) des caractéres
d’ordre 2 de CF. Les caractéres du groupe QQr sont en bijection, par la théorie du corps
de classes, avec les extensions quadratiques séparables E//F' (déployées si le caractére est
trivial). Plus précisément, le groupe Qp est d’ordre 1 si F' = C, d’ordre 2 si F' = R et
d’ordre 4 si F' est local non archimédien de caractéristique résiduelle différente de 2. I1
est toujours fini si F' est local de caractéristique p # 2 (par exemple il est d’ordre 8 pour
Q2). C’est un groupe compact de cardinal non dénombrable si F' est un corps local de
caractéristique 2 ou si F' est global.
Soit R(X) un polynéme de la forme

R(X)=X?>—tX+0
avec t € F et 0 € F*. On suppose que R(X) n’est pas un carré dans F[X]. Alors,
la F-algébre £ = F[X]/R(X)F[X] est semi-simple de dimension 2. Tout élément de E
induit par multiplication un F-endomophisme de E. Notons 7 I'image de X dans E alors

I'ensemble {1,7} est une base de E sur F. On obtient ainsi un plongement de E dans
M (2, F). L’endomorphisme induit par 7 a pour matrice

- (2 —f) .
a

T+T =t=tracer et TT =0 =detT = Ngp(7)

La matrice

vérifie

ot Ng/p est la norme pour E/F.
On suppose désormais 7 # T (ce qui est toujours le cas sauf en caractéristique p = 2
ou cela impose t # 0). L’extension E/F est alors séparable, éventuellement déployée (i.e.
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E = F @ F). On notera Tg/p le groupe algébrique des matrices de la forme ¢ = a + b7
avec det(t) # 0. C’est un tore dans GL(2). L’automorphisme a + b — a + b7 est induit

par la conjugaison sous
W — 0 0
E=\1 0/

On notera eg/p le caractére d’ordre 2 de Cp associ¢ a E par la théorie du corps de
classes : c’est le générateur du groupe des caractére de Cp/Ng,pCpg. 1l est non trivial si
et seulement si E est un corps. On observe que 0 est une norme et on a le

Lemme 1.1.1.
EE/F(det(wE)) =ep/r(—1) .

On notera v un caractére non trivial du groupe additif F si F' est local et de Ap/F si F
est global. Lorsque F' est local le scalaire A\(E'/F, 1) est introduit par Langlands dans ses
notes de Yale sur les facteurs e. Il apparait lorsque ’on calcule la transformée de Fourier,
au sens des distributions tempérées, de la fonction de £ dans C

x = Y(xT).
Formellement on a
NE/F0) = vp [ wlam)ds
E
ol vp désigne la “valeur principale” de 'intégrale divergente. On aura besoin du

Lemme 1.1.2.
AE/F, ) = epye(-1) .
Siap est non trivial sur p~t mais trivial sur Op et si E/F est non ramifié alors
AE/F.)=1.

En particulier \(E/F,1) est une racine quatriéme de l'unité. Pour une extension qua-
dratique séparable de corps globaux E/F le produit sur toutes les places des facteurs
MNE,/Fy, ) ou B, = E® F, vaut 1.

Démonstration. On renvoie au Lemme 1.1 de [JL] et & [W]. O
1.2. Groupes et sous-groupes. Comme dans [LL| on pose
G=5SL(2) e G=GL(2).

On note Z le centre de G et Z celui de G. Le déterminant induit, aprés passage au
quotient, un isomorphisme N N
G(F)Z(F)\G(F) = Qr

si F' est local et, si I est global, un isomorphisme
G(AR)G(F)Z(Ap)\G(Ar) = Qr .

On note P le sous-groupe de Borel de G et P celui de G formés de matrices triangulaires
supérieures, M le tore des matrices diagonales de G et M pour GG. On note U le radical
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unipotent de P et de P. Le normalisateur de U dans G est P. Le radical unipotent U du
sous-groupe de Borel P est 'union de deux sous-ensembles P-invariants a savoir {1} et
U’ formé d’unipotents réguliers.

Pour v € G(F) on note I, son centralisateur schématique. Les centralisateurs des
éléments semi-simples sont lisses et connexes. On rappelle qu’un élément semi-simple
v € G(F) est dit elliptique si le centralisateur du tore déployé maximal A, du centre de
L, est égal a G. Pour G = SL(2) cela signifie que A, est trivial. Pour v unipotent régulier
le centralisateur I, est non connexe et non réduit en caractéristique 2. On observera que
I’élément neutre est elliptique et unipotent.

On notera Gy (resp. Gpqer) le sous-ensemble de G(F) formé des éléments elliptiques
(resp. non elliptiques).

1.3. Compact maximal et décomposition d’Iwasawa. Soit F' un corps local. On
munit I'espace vectoriel F' @ F' de la norme euclidienne pour les corps archimédiens et de
la norme “sup” pour les corps non archimédiens et on notera ||(z, y)|| la norme du vecteur
(z,y) € FOF. On note K le groupe d’isométrie de la norme sur F&F. Ona K = O(2,F)
siF =R, K=U@2)si F=Cet K=GL29p) si Fest non archimédien. C'est le
compact maximal naturel de G(F) et K = K NG(F) est celui de G(F). On dispose alors
des décompositions d'Iwasawa G(F) = M(F)U(F)K et G(F) = M(F)U(F)K.

Pour un groupe sur les adéles le compact maximal que nous utiliserons sera le produit
sur toutes les places du compact naturel sur les corps locaux. Il sera encore noté K siiln’y a
aucune ambiguité et on a les décompositions d’Iwasawa globales G(Ar) = M (Ap)U(Ap)K
et G(Ap) = M(Ap)U(Ap)K.

On note « la racine positive de M dans U et, pour m € M(Ar), on pose

Hp(m) = log(|m®['/?)/1og gr = log,,.(Im*['/?) .
On a ainsi défini une application surjective
Hp: M(AF) — Qpr

ol ay ~ R si F est un corps de nombres et ay; ~ 7Z pour les corps de fonctions. On
prolonge Hp en une fonction
H P G(AF) — Op
au moyen de la décomposition d’Iwasawa : si x = muk est une telle décomposition on
pose Hp(z) = Hp(m).
Considérons les matrices

(1 n (0 —1 ¢ _fa O
=1 1) » Y7\t o) ° "7 \o a)
Soit wu,, = muk une décomposition d’Iwasawa pour wu,. Donc Hp(wu,k) = Hp(m) et
(0, 1)wu,, = (1,n) mais
11(0, Dymuk]| = [1(0, 1)m]] = [|(0,a™")]]

puisque k € K est une isométrie et donc ||(1,n)|| = |a™!|. En résumé :
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Lemme 1.3.1.
Hp(wu,k) = Hp(m) =log,, |a| = —log,, (||(1,n)]]) .
On dispose sur G(Ar), U(AFr) et sur les tores des mesures de Tamagawa. On pose
[G] = G(F)\G(Ap)  [U]=UF)\U(AF) .
On a
7(G) =vol[G] =1 et T(U)=vol[U]=1.

Lemme 1.3.2. Pour un tore anisotrope T de G c’est-a-dire un groupe isomorphe au
groupe Tg/p des éléments de norme 1 dans une extension quadratique séparable E/F on
a

7(T) =vol[T] =2 .
Démonstration. En effet, d’aprés Ono

(1) = kel (F,T)

On a la suite exacte
1> F*" > E*=>T(F)—1
ou 'application E* — T'(F') est e — ¢/e. La dualité de Tate-Nakayama montre alors que
#H' (Ap/F,T)=2 et #ker' (F,T)=1.
U

Soit T un tore dans GG. On note Ay la valeur absolue du “dénominateur de Weyl” pour
SL(2)

Ar(t) = |2/ = 7o) = e /21 = 1]

Soit wr l'ordre du groupe de Weyl : Np(F)/T(F') ot Np le normalisateur de 7. On a la
formule d’intgration de Weyl :

Lemme 1.3.3. Pour f € C°(G(F))

/ fz)de = Zw;/ / Aq ()2 f(z ") dt di
G(F) T T(FN\G(F) JT(F)

ot la somme porte sur un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores

T.
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1.4. Conjugaison stable. Dans la littérature la conjugaison stable n’est définie que
pour les éléments semi-simples d'un groupe réductif H(F') pour F' de caractéristique 0.
Pour z € H(F) semi-simple on note I, le sous-groupe engendré par H, la composante
neutre du centralisateur de x dans H et le centre Z de H : I, = H,.Z. On appelle I, le
centralisateur stable. On dit que z et 2’ = yry™' avec z et 2’ dans G(F) et y € G(F*°P)
sont stablement conjugués si le cocycle a, = yo(y)~! prend ses valeurs dans I,. L’orbite
stable est paramétrée par 'ensemble de cohomologie galoisienne HO(F, I\ H).

On notera F une cloture algébrique de F et F*% la cloture séparable de F dans F. Pour
G = SL(2) deux éléments semi-simples z et 2’ de G(F') sont dits stablement conjugués
s’ils sont conjugués sur la cloture algébrique :

= yxy ! pour un y € G(F) .

On observe que pour x € SL(2, F') le centralisateur stable I, est le centralisateur. L’en-
semble des points rationnels de I'orbite de 2 sous G(F) est paramétré par 'ensemble de
cohomologie plate (flat topology)

HY(F, L\G).
L’ensemble C(z) des orbites par conjugaison sous G(F') dans 'ensemble des points ra-
tionnels de I'orbite géométrique est paramétré par

C(x) ~ Coker[H}(F,G) — HY(F,I,\G)] ~ ker[H;(F, I,) — H}(F,G)] .
Mais on sait que le H' de notre G est trivial on a donc ici
C(z) ~ H{(F,1,) .

Supposons que x est semi-simple non central ; ses valeurs propres sont distinctes et en-
gendrent une extension quadratique séparable E (éventuellement déployée). Il est élémen-
taire de voir que si z et &’ sont stablement conjugués ils sont alors conjugués dans G(FE).
Donc, pour les éléments semi-simples la conjugaison sur la cloture algébrique coincide avec
la conjugaison sur la cloture séparable. Maintenant pour y € G(F*P) et o € Gal (F*P/F)
on a aussi
v =o(y)zo(y)™t  etdonc  a, =yo(y) ' €1, .

On a ainsi défini un élément du noyau du morphisme entre ensembles pointés en cohomo-
logie étale

ker[HX(F,I,) — HX(F,G)] = H:(F, I,)

puisque H!(F,G) est trivial. Le cocycle a, définit une classe c(x) dans H!(F,I,). Cet
ensemble décrit donc I'ensemble des classes de conjugaison rationnelles dans la classe de
conjugaison stable d’un élément semi- Slmple . Maintenant on a l'inclusion de G dans G ;
notons [ le centralisateur de x dans G. Puisque z est semi-simple I est un tore 1somorphe
a E*. La 1-cohomologie du tore I, est triviale et donc le 1- cocycle a, définissant ¢(z) est
un 1-cobord a valeurs dans ] Donc, quitte & modifier y par un élément de Iw, on obtient
un y € G(F*?) tel que y/o(y/)™ = 1 et donc on a y € G(F) avec @' = y'z(y)~L.

1. En fait ce résultat est sans surprise car il est connu que pour les groupes lisses et connexes la
cohomologie plate coincide avec la cohomologie étale.
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On a ainsi montré que deux éléments semi-simples de G(F') stablement conjugués sont
conjugués sous G (F). En d’autres termes, dans G(F') la conjugaison stable coincide avec
la. conjugaison ordinaire sous G(F).

Soit 2 € G(F) semi-simple régulier. Son centralisateur dans G (resp G) est un tore T
(resp. f) Il résulte des remarques ci-dessus que 'application naturelle

H(F, T\G) — HY(F, T\G) ~ T(F)\G(F)

induite par 'inclusion G C G est un isomorphisme qui sera utilisé systématiquement dans
la suite pour la définition et le calcul des intégrales k-orbitales.

Distributions stablement invariantes. Soit F' un corps local. On dit qu'une distribution
sur G(F') est invariante si elle est invariante par conjugaison et qu’elle est stablement
invariante si elle est invariante par conjugaison stable. Dans notre cas cela se réduit a
demander l'invariance par conjugaison sous G/(F') dans le cas local. Dans le cas d’un corps
global une distribution adélique stablement invariante est une distribution stablement
invariante localement partout.

1.5. Données endoscopiques. Nous ne ferons pas ici la théorie de I’endoscopie en géné-
ral et nous nous contenterons du cas G = SL(2). Une donnée endoscopique est un couple
E = {Hg,ke} ou He est un groupe réductif qui ici sera soit G soit un tore T de G, et kg
un caractere de G(F)Z(F)\G(F) si F est local ou de G(Ap)G(F)Z(Ap)\G(Ap) si F est
global. Un tel caractére, qui peut étre vu comme un caractére de (), est nécessairement
d’ordre 2. Les classes d’équivalence de données endoscopiques pour G sont de deux types
Type 1: € ={SL(2),1}

Type 2 : € = {Tg/p,ep/r} ot E/F est un extension quadratique séparable, déployée ou
non, et T/ le sous groupe des éléments de norme 1 dans E*.



12 JEAN-PIERRE LABESSE

2. ENDOSCOPIE GEOMETRIQUE LOCALE

2.1. Stabilisation et transfert géométrique local. Soient F' un corps local et f €
C(G(F)). Soit T un tore dans G = SL(2) et soit ¢ € T(F) régulier; son centralisateur
est T'(F'). L’intégrale orbitale O(t, f) de t € T(F) est, par définition, I'intégrale

o(t, f) :/ f(z ) dx .
T(F\G(F)

On note E lextension quadratique séparable (éventuellement déployée) définie par t et T'
est isomorphe a T/ r, le sous-groupe des éléments de norme 1 dans

E* = Tgp(F) .

On note eg/r le caractére de F'* associé a 'extension quadratique E/F par la théorie du
corps de classe. Si E est un corps c’est le caractére non trivial du groupe Ng,pE>\F*
qui est d’ordre 2. C’est le caractére trivial si £ = F @ F.

Soit k un caractére du groupe compact

Z(F)G(F)\G(F) ~ Qp = (F*)’\F* .
On s’intéresse aux intégrales du type
/~ ~ k(detT) f(ztT)dx
Z(F)T(F)\G(F)
On observe que
T f(z'T)

est invariant a gauche par le centralisateur T'(F) de ¢ dans G(F) et donc une telle intégrale
est nulle sauf si x est trivial sur T'(F') ce qui impose x =1 ou k = £g/p et on pose

O"(t, f)z/ n(deta?)f(a?‘lt%)d%:/ rk(det 7) f(2't7)dT .
HO(FT\G) T(F)\G(F)

L’inclusion
T(F)\G(F) C T(F)\G(F)

munit T(F)\G(F) d'une mesure invariante & droite et c’est celle qui est utilisée pour
calculer I'intégrale. Si E est un corps, c’est-a-dire si eg/r # 1 on a

O%(t, ) = Ot f) + K(det DO, f) et O, f) = %(Ol(t, f)+0%ir (e, )

ou t' = T 17 et t' est stablement conjugué mais non conjugué a t. Par contre dans le cas
ol E=F®F onaOFft, f)=0O(t, f). L'intégrale O'(t, f) est appelée intégrale orbitale
stable.
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Transfert principal. Lorsque € = {SL(2),1} le transfert est simplement 'identité
fe=1r

Dans la suite de ce paragraphe & = {Tg/r,cg/r}. On choisit un isomorphisme entre

T(F) et E* ¢est-a-dire une diagonalisation simultanée de tous les éléments de T(F). On
a alors un isomorphisme entre T'(F)) et le tore T, p(F') des éléments de norme 1 dans £ ;
on note ' 'image de ¢t € T'(F) par cet isomorphisme. On fixe un élément régulier T dans

T(F). On note v et 7 les valeurs propres de t’ (resp. T et T les valeurs propres de 7).

Definition 2.1.1. Lorsque & = {TE/F,aE/F} le facteur de transfert est ’expression sui-

vante
e Y
— Iy =7
T—T

AE(t, 1) = geE/F<

ou ¢ est une constante.
Une variante consiste a écrire
t'=a+br € EX :TE/F(F)

avec a et b dans F' et on a alors

AS(t, 1) = cepr(D)|b(T —7)|E -
Dans la suite nous prendrons

c=MNE/F, )™

ce qui est I'inverse du choix fait dans [LL]. Nous verrons plus loin (3.5.2) que le choix fait
ici semble plus naturel. On posera

O°(t, f) = Ab(t,t)O%F/F (¢, f) .

Remarque 2.1.2. Les intégrales x-orbitales O"(t, f) se prétent & une pré-stabilisation :
elles permettent d’écrire les intégrales orbitales comme des sommes d’intégrales faisant
intervenir les classes de conjugaison stable. Le produit avec le facteur de transfert fournit
des expressions O° (', f) qui sont constantes sur les classes de conjugaison stable. Nous
allons maintenant voir que, de plus, elles se prétent au transfert endoscopique.

Nous allons montrer qu’il existe une fonction
& e Cx(He(F))
appelée transfert de f pour la donnée endoscopique &€ telle que, pour t régulier, on ait
fE(t) = 0%t f) .

On observera que la définition du transfert dépend du choix des mesures de Haar utilisées
pour calculer les intégrales orbitales. Nous distinguons les différents cas.
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2.2. Transfert déployé. Soit & = {Tg/r,ep/r} avec E = FOF et egyp = 1. Alors T p
est un tore déployé et a conjugaison prés on peut supposer que Tg,p est le tore diagonal

M.

Lemme 2.2.1. La fonction t — A®(t,t)O(f,t) définie pourt € M(F)—Z(F) se prolonge
en une fonction f¢ lisse sur Ty p(F) ~ M(F). Plus précisément, st

- (g GQI) e M(F)

fg(t):/K/Ff(k:‘l <g anl) k:)dndk.

1|.

alors

Démonstration. Le facteur de transfert vaut A(¢,t) = |a —a~!| . On a donc

AE(,1)O(f, 1) = \a—al\/K/U(F)f<k1u1 (g a91> uk)dudk

soit encore
Ag(t,t)O(f,t):/K/Ff<k‘1 (8 a”1> k)dndk.

On observera que pour z € Z(F) (ot z = z.1 et 1 est la matrice unité)

fo(z) = O'(zv, f)

Ol(zu,f):/K/U(F)f<k_l (g Z) k) dndk et v = <(1) }) :

Corollaire 2.2.2. Si F' est non archimédien, si f la fonction caractéristique de K et si
dn et dk sont les mesures canoniques (volume 1 pour les entiers de F et volume 1 pour
K), alors f€ est la fonction caractéristique du sous-groupe Oy des unités de F*.

2.3. Transfert elliptique. Soit F' un corps local. Soit £ un corps extension quadratique
séparable de F'. Le groupe E* des éléments inversibles est un tore elliptique T/ (F') que
'on suppose plongé dans G(F') comme dans 1.1 :

E* = Tgp(F) C G(F) ~ GL(E) .

On note E! le sous groupe des éléments de norme 1 c’est-a-dire E* N G(F') et on posera
E* = F' — {£1}. On pourra observer que 1'on a une bijection naturelle

ENG(F)U ENG(F)ny — EX\G(F)

ot 7 vérifie e p(det(n)) = —1.
On note A, le semi-groupe des matrices

a0 =5 1)
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avec |u| > 1.
Proposition 2.3.1. Tout g € G(F) s’écrit g = ea(p)k avec e € fE/F(F) =F ke K
et |\u|>1:

G(F) = TE/F(F)A+K :
Soient dp la mesure de Haar standard pour le groupe F* et dk la mesure normalisée pour
K. Pour e € E* on a la formule d’intégration

[ satma= [ [ e o duar
EX\G(F) K J|p/>1

ou C(p) = |pu— p Y pour |u| > 1 si F =R pour un choix convenable de la mesure de
Haar sur G(R). Si F' non archimédien et E/F ramifié on a si |u| > 1

C(u) =2¢™ =2|u] .
Si E/F est non ramifié C(p) =1 si |u] =1 et

1 1
Clu) = <1+5)qm = (1+5)Iu| pour |u[ >1.

Démonstration. Si F'=R et F = C la décomposition de Cartan peut s’écrire
G(F) =C* A, K
ou K = SO(2,R). La formule d’intégration

|ovwde= [ [ plaluk) Ol iy dksdi
G(F) (k1,k2)EK XK J|pu|>1

est classique (voir par exemple [H, Chap. X, Proposition 1.17]). Ceci conclut la preuve
lorsque F' = R. Soit maintenant F' un corps local non archimédien. On observera que la
mesure invariante sur EX\G(F') est déterminée par le choix de mesures de Haar donnant
la masse 1 au quotient E'\ K qui est un ouvert de E*\G(F). L’argument ci-dessous (déja
utilisé dans [LL]) est emprunté a la démonstration du Lemme 7.3.2 de [JL]. L’anneau O
des entiers de E est un O p-module libre de rang 2; on choisit 7 € O tel que

En particulier {1,7} est une base de E vu comme F-espace vectoriel. On note K le
sous-groupe compact maximal

K = GL(Og) C GL(E) ~ GL(2,F) .

On note M 'ensemble des O p-modules m de type fini dans F et qui 'engendrent comme
espace vectoriel sur /. En d’autres termes m contient une F-base de E. Maintenant m et
m’ sont dits equivalents s’il existe e € E* tel que m’ = em. On observe que tout g € G(F)
définit un module m = ¢gOg € M et ils sont tous de cette forme. De plus, m = ¢Og et
m’ = ¢'Op sont équivalents si et seulement si

g =egk  avec eEfE/F(F):EX et  keK=GOp).
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Donc les classes d’équivalences dans 90 sont en bijection avec l’ensemble des doubles
classes B B B

Tg/r(F)\G(F)/K .
Un m € 9 qui est de plus un sous-anneau de O est appelé un “ordre”. La classe d’équi-
valence de m contient un unique “ordre” a :

a={ae€Op|am Cm}.

On a donc une bijection entre I’ensemble des “ordres” et I’ensemble des doubles classes.
Maintenant un “ordre” a admet une base de la forme (1,0) :

a=9r POy ol 0 =wpTt

et ot m € N est uniquement déterminé. Donc a = wia(wz")Og. On a ainsi montré que
chaque double classe

Tpr(F)\G(F)/K

contient un unique élément de la forme a(wy"™) et on remarque que

~ (n 0
k—(o 1>k

avec k € K et || = 1. Reste a calculer C(u). On écrira T pour TVE/F et on pose
F(F, 1) = alp) F(F)aly)

On a alors
C(u) = card {T(F)Q(M)IN(/Z(F)IN(} = card {T(F, 1) /T(F, 1) N Z(F)IN(} :
On observe que
T(F,u)NZ(F)K = {g —ak ou acF* et (ba _bﬂla) S f(}
w o a+bt
ce qui impose

a€Or , bueOr et a2—|—abt—|—b20€53§.

On pose E(u) =1+ p 'Op. Comme b € p'Op = p avec m > 1 si || > 1 alors a est
une unité et on peut donc choisir a de sorte que a = 1. Il en résulte que C'(p) est I'ordre
du quotient E*/F* E(u). Supposons tout d’abord E/F non ramifié. Dans ce cas

Xy X Z X s X Z
F*~9O5 xwhr et EX~9Op X wp.

Comme T(F) ~ E* et Z(F) ~ F* le cas |u| = 1 est clair. Supposons désormais que
|| > 1. Comme E/F est non ramifié¢ E(u) =1+ p et donc
card (O5/E(p)) (¢ — 1)g*mb

C(H) = card (DE‘/D;E(M)) = card (D?/D; N E(M)) - (q _ 1)q(m71)

o= (143 )= (14 )ul.

soit encore
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Si E/F est ramifié¢ wrOp = wpOp et E(u) =1+ p3" si [ul = ¢™ et m > 0. Donc
_ card (@50 p/@wEOE) card (O5/E () _2(g —1)gmD
N card (O3 /OF N E(p)) " (g—1gtmD

C(p) =2¢" =2|y| .

Proposition 2.3.2. Il existe une fonction lisse f¢ sur Hg(F) = Ty p(F) vérifiant

o) = A% (110"t f)
avec Kk = eg/p lorsque t € Ty p(F) est régulier. Pour z € Z(F) (ot z = 2.1 et 1 est la
matrice unité)

fo(z) = O"(zv, f)

(’)“(zu,f):/K/Um(n)f(k;l <g Z) B)dndk et v= ((1) 1) |

Démonstration. Nous reproduisons la preuve donnée dans [LL, Lemma 2.1| valable en
toute caractéristique. Un élément ¢ € T,/ p(F) s’écrit sous la forme ¢ = a 4 b7 et donc

ol

Maintenant, si

un calcul élémentaire montre que

iiltf: 1 * —bNE/F(bl —|—d17')
det(z) \bNg/r(a1 +c17) *
En posant
~ 1,~ [ Q2 b2
T tr = <C2 d2)
on a
bNE/F(al +Cl7') —bNE/F(bl +d17'>
Cy = — et bg = =
det() det()

On en déduit que
K(c2) = k(—by) = k(det T)r(b) .
Par ailleurs, si T = ea(u)k avec e € fE/F(F), a(p) € Ay et k € K on a aussi
-1
~ 1~ .1 f(a —pbd
T tr=k (Mb a—l—bt)k'

Nous allons évaluer I'intégrale

AE (4, 1)OR(t, ) = A(B/F, i)~ / Db)r(ea)f G HT)d

Z(F)T(F)\G(F)
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ot D(b) = |b(t — 7)|g. Compte tenu de la décomposition :
G(F) = Tgyr(F)ALK
¢tablie en 2.3.1 on a
AS(t,)O%(t, f) = N(E/F,¢) "' A
ou
A :/ D(O)C ()b £ (7 (b@ _b“_1°> k) dud
K Jp>1 w o a+ bt
Si t tend vers z dans T'(F) alors a tend vers z € po(F) et b tend vers 0. Maintenant il
existe une fonction lisse sur F? x K :

e (a,b,p, k) — e(a,b, u, k)

qui tend vers zéro avec b uniformément pour |u| > 1 et k € K telle que, si bu est borné
(ce qui est loisible puisque f est a support compact), on ait

4 fa —bu'o > B < 4 (z 0 )
f<k (b,u a—i—bt)k —(1+8(a,b,u,k))f K u z &
avec u = bu. Pour un corps non archimédien on peut prendre (a, b, i, k) = 0 si b est assez

petit. Enfin on utilise que v est conjugué sous K de son transposé inverse.
O

La combinaison de 2.2.1 et de 2.3.2 fournit le

Théoréme 2.3.3. Soit £ = {Tg/r,cp/r} ot E/F est une extension quadratique séparable
(déployée ou nmon). On a plongé Tg/r dans G. La fonction O%(t, f) définie pour t €
Tp/r(F) — Z(F), c’est-a-dire pour t régulier, se prolonge en une fonction lisse f€ sur le
groupe compact Tg/p(F).

On dispose d’une forme plus précise dans le cas particulier ol tout est non ramifié et
ot f est la fonction caractéristique de K. C’est le résultat désormais connu sous le nom

de “Lemme Fondamental”. On suppose les mesures de Haar normalisées de sorte que du
donne la mesure 1 & O et dk la mesure 1 & K.

Théoréme 2.3.4. Supposons F' non archimédien, E/F non ramifié et que f est la fonc-
tion caractéristique de K = SL(2,0p). Si la constante ¢ du facteur transfert vaut 1 alors

t fE(t) = A%, 1) O (¢, f)

est la fonction caractéristique de Tg/p(OF) = OF le sous-groupe des éléments de norme
1 dans O,

Démonstration. Si E = F @ F c’est le corollaire 2.2.2. Supposons maintenant que F est
un corps. Pour t = a + br on a

F0 =200 = [ pwcwsonr( (g, 7))
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On rappelle que puisque E/F est non ramifié on a choisi 7 € D7 de sorte que d et t sont
des entiers et
D(b) = |b(r =7)| = [b] .
On a donc
fEla+br)=0
sauf si a € O et by € O auquel cas,
Plasim= [ pCGstmda.
[bl<[bu|<1

On rappelle que dp donne la mesure 1 a 97, que

. 1 .
BCG) = o] s il =1 et rb\cm):(wa)rbm S lul>1.

De plus k(bp) = (—1)™ si [bu| = ¢™™. Donc sia € Op et [ = ¢ < 1

féla+br)=(=1)"¢ "+ Z (=)™ (1 + é)q_m =1.

o<m<n

4

Sous les hypothéses de ce lemme mais avec des mesures de Haar différentes pour GG
et Tg/p on obtient comme transfert la fonction caractéristique du compact maximal de

Tg,r(F) multipliée par vol (Tg/r(OF))\vol (G(OF)) :

Corollaire 2.3.5.
fg(t) _ vol (G(DF>)
vol (TE/F(DF

ol xg/r est la fonction caractéristique de Tg/p(OF).

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.6. Soit F' un corps local, € = {Tg/r,ep/r} une donnée endoscopique de type
2 et t un élément de Tg/p(F). On a

FEEh = 1o -
Démonstration. On a exhibé en 1.1.1 un élément w € G(F) qui vérifie
wtw™ =t7" et epp(det(w)) =epr(—1) .

On en déduit que
Ot f) = epyr(=1)O"(t, f)
et comme par ailleurs
ARt = ey (—1)A%(t,1)
le lemme en résulte. g

2.4. Développement en germes pour SL(2).
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La problématique. Dans toute cette section F' désigne un corps local de caractéristique
p > 0. On note U un ensemble de représentants des classes de conjugaison d’unipotents
réguliers. Cet ensemble est isomorphe au groupe F*/(F*)%. On a donc

U= Qr=G(F)Z(F)\G(F) .

Un tel isomorphisme est bien entendu trés particulier au groupe SL(2).

Soit T un tore anisotrope de G. On considere ¢ € T'(F) et f € C2°(G(F)). On cherche
un développement asymptotique de l'intégrale orbitale O(t, f) lorsque ¢t — 1. En caracté-
ristique p = 0 on dispose du développement en germes de Shalika indexé par I’ensemble
des classes de conjugaison unipotentes rationnelles. En caractéristique 2 I’ensemble U des
classes de conjugaison unipotentes rationnelles réguliéres est paramétré par un groupe
compact de cardinal non dénombrable. Le développement en germes de Shalika pour
SL(2) ne peut pas étre défini stricto sensu et les sommes sur U doivent étre remplacées
par des intégrales si p = 2. On dispose d’un développement en k-germes qui lui a un
sens en toute caractéristique et qui en caractéristique p # 2 est équivalent, modulo une
transformation de Fourier sur un groupe fini, au développement en germes de Shalika.

Le cas p # 2. Lorsque p # 2 le groupe U est fini et on a le développement en germes de

Shalika
O(t, f) = )+ > Tyl

neu
On dispose des intégrales k-orbitales unipotentes

O (v, f) ol v= ((1) 1) :

cCest a dire l'intégrale sur G(F)/U(F )~(F ) tordue par k. On a par inversion de Fourier

O, f) = Z<m>0“ )

card L{

ou k parcourt le dual U deU. Le développement de Shalika peut donc se récrire

O(t.f) =i (1) + ——= 33 < kun > L, (DO w.f)

NeU welf

Il est alors naturel d’introduire les x-germes :
1
Iw,t) = < > I (t
(V7 ) Cardunezu Kk, M ’V]()

et on a alors un développement en k-germes

O(t, f) = Ta(t) f(1) + Y T (v, )0 (v, [) .

K€U

Un tel développement en k-germes existe aussi en caractéristique p = 2. C’est 'objet de
la section suivante.
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Cas général. On va utiliser la stabilisation de I'intégrale orbitale de ¢t € T'(F") pour donner
un développement asymptotique de l'intégrale orbitale O(t, f) au voisinage de 1 en toute
caractéristique. On a

O(ta f) =G Zoﬁaa f)
néa
et O%(t, f) est nul sauf si K = 1 ou bien si kK = e/ est le caractére attaché par la théorie
du corps de classe a l'extension quadratique F engendrée par un plongement de T'(F)
dans M (2, F').
Pour x = 1 lintégrale O'(t, f) est I'intégrale orbitale pour un élément d’un tore ellip-
tique dans GL(2, F') pour lequel on dispose des germes de Shalika :

O'(t, f) =TT () f(1) + T (1) Oa(v. f) .
On observera que 'intégrale orbitale sur GL(2, F') a un sens bien que f ne soit définie que

sur SL(2, F') car les conjugués sous GL(2) des éléments de SL(2) restent dans ce groupe.
Maintenant, si k = €g/p,
O"(t, f) = A% (t, )T fE(E)
et
FE) = fe()

si t' est assez voisin de 1. Le germe I'*(¢) est donné par 'inverse du facteur de transfert.
On pourra observer qu’il existe une constante ¢, dépendant du choix des mesures telle
que

FF) =00y, f).



22 JEAN-PIERRE LABESSE

3. ANALYSE HARMONIQUE ET TRANSFERT SPECTRAL LOCAL

3.1. Séries principales. On appelle séries principales les représentations induites pa-
raboliques a partir d’un caractére unitaire A du sous-groupe de Levi M (F) prolongé a
P(F) trivialement sur U(F'). Elles sont réalisées par la représentation réguliére droite
dans 'espace V) des fonctions

og) = p0rl) Pola) 0w on( (G 1)) = ok

On la notera 7. De méme un caractére unitaire A de P(F) :

p= (g Z) P = p(a)u(b)

définit une série principale 75, également notée 7(u, ), pour G(F'). La notation 7(u,v)
est celle de [JL] ou il est montré que ces représentations sont unitaires irréductibles, que
7(p, v) est équivalente a 7(v, 1) et que ce sont les seules équivalences. Si A est la restriction
de A a P(F) la représentation my est la restriction de 75 & G(F'). On verra en 3.3.5 que
les 7y sont irréductibles sauf si A est non trivial d’ordre 2.

3.2. L’opérateur d’entrelacement. Les représentations m, et 7, sont équivalentes et
un opérateur d’entrelacement M(w, \) entre m et m,) est donné pour ¢ € V) par le
prolongement méromorphe de l'intégrale

M(w, \)p(g) = /U . p(wug) du

ou w est ’élément non trivial du groupe de Weyl de M. De fait cette intégrale ne converge
que dans un cone. En effet, si

a n s .
p= (0 a_l) et 90(}?/{)) :X(p)q%+1)HP(P)S0(k> — ( )‘CL’ +1 (k) pour ke K

ou Y est un caractére unitaire on a

d
/ o(wug) du = / <,0(k:(wunk))x(mn)—nS+1 si wunk = muu'k(wu,k)
ur) F (L, )|
et I'intégrale est convergente pour R(s) > 0. Une telle intégrale admet un prolongement
méromorphe. Par exemple, si F' est un corps local non archimédien, x = 1 et (k) =1 on
a

1t (U —gp)a® _ Z(s)
p(wug) du (1—qr — =
/U(F) ( 4 21: 1 —qp Z(1+s)

ou Z(s) = 1/(1 — ¢z°) est la fonction Zéta locale. Pour le cas général on renvoie a la
littérature.
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3.3. Induction et restriction. Soit 7 une représentation admissible irréductible de
G(F). On note X (7) le groupe des caractéres x de G(F) = GL(2, F) (c’est-a-dire des
homomorphismes dans C*) tels que 7 ® x ~ 7 . De tels caractéres x sont d’ordre 2
puisqu'ils doivent étre triviaux sur G(F)Z(F).

Proposition 3.3.1. Le groupe X (7) est fini.

Démonstration. La finitude de X () est évidente si F' est un corps local de caractéristique
p # 2 compte tenu de la finitude du groupe quotient

G(F)/G(F)Z(F) ~ Q.

Sip = 2 ot ce quotient est seulement compact et la finitude est établie dans [S| (voir aussi
[He]). O

Soit H un sous-groupe distingué fermé de G(F) contenant G(F) = SL(2, F). On notera
Xy (7) le sous-groupe de X(7) des x dont la restriction & H est triviale et ny(7) son
cardinal.

Proposition 3.3.2. Toute représentation unitaire irréductible m de H apparait dans la
restriction a H d’une représentation unitaire irréductible @ de G(F). Etant données deuz
telles représentations w et ™ il existe un caractére x du quotient é(F)/H tel que ™ = TRX
et leurs restrictions a H ont les mémes composants. Ces composants sont de la forme
7 ou 7 (x) = w(grg™') avec g € G(F). Par restriction a H, la représentation T se
décompose en une somme de ng(T) représentations deuzr o deux inéquivalentes de H avec
multiplicité 1. Un caractére v du groupe additif F étant donné, si la représentation 7
n’est pas de dimension 1 elle admet un modéle de Whittaker relativement a v et un seul
composant irréductible de la restriction a G(F') admet un modéle de Whittaker pour 1.

Démonstration. L’analyse des propriétés de l'induction et de la restriction entre H et
é(F ) se fait suivant une variante de la classique théorie de Clifford (voir par exemple
[LS]). La multiplicité 1 comme lexistence et 1'unicité du composant 7 ayant un modéle
de Whittaker pour un ¢ donné résulte de I'unicité des modeéles de Whittaker pour G (F),
lorsqu’ils existent, et de 'induction par étages. Les représentations de G (F) n’admettant
pas de modeéle de Whittaker sont des caractéres et la proposition est triviale dans ce
cas. U

Remarque 3.3.3. L’existence de modéles de Whittaker est essentielle pour affirmer la
multiplicité 1. On verra plus loin que pour une représentation 7 du groupe des unités
d’une algebre de quaternions G'(F') la restriction au sous-groupe G'(F') des éléments de
norme 1 peut avoir des composants de multiplicité 2.

Definition 3.3.4. On appelle L-paquet de m l’ensemble L(m) des classes d’équivalence de
représentations de la forme 79 lorsque g parcourt G(F).
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Un premier exemple.

Lemme 3.3.5. Une représentation de la série principale unitaire wy est réductible si et
seulement st A est d’ordre 2 non trivial. Dans ce cas elle se décompose en deux représen-
tations inéquivalentes.

Démonstration. Si & = m(u, v) est une série principale pour G(F') alors

T®x = m(ux,vx)

ol x = yodet. Donc ™ ~ 7 ® x avec x non trivial impose puy = v et u = vy de sorte que

T =m(p, px) =m(l,x) @ pu .

Cette représentation se restreint en une somme de deux représentations inéquivalentes 7+

et 7~ de G(F). O

Soit 7 une représentation de G(F) et x € X (7). Un tel caractére x est nécessairement
de la forme x = eg/p ot E/F est une extension quadratique séparable, non déployée si
est non trivial, ce que I'on supposera désormais. En particulier 7 n’est pas de dimension
1. On note G(F)g le sous-groupe d’indice 2 de G(F') des matrices dont le déterminant est
dans I'image de norme

NE/F:EX—>FX.

On fixe un caractére additif ¢ D’aprés 3.3.2 la représentation 7 est induite d’une repré-
sentation irréductible 7+ de G (F') g ayant un modéle de Whittaker pour 1) et la restriction
de © & G(F)p est somme de deux représentations inéquivalentes 7+ & 7~ échangées par
conjugaison par un élémgnt 5 € é(F ) dont le déterminant n’est pas une norme de E/F.

Soit T'(F) un tore dans G(F) et pour t € T(F) N G(F)g régulier considérons la différence
des caracteres distribution :

Zx(t) = trace T (t) — trace T (1) .
Cette distribution est représentée par une fonction localement intégrable ([Le]) sur G(F)g.

Lemme 3.3.6. Soit T un tore de G(F) non isomorphe fE/F(F) Alors pourt € T(F)n
G(F)g régulier =Zx(t) = 0.

Démonstration. Soit t € T(F) N G(F)E ou T n’est pas isomorphe & TE/F. Dans ce cas il
existe s € T(F) tel que eg/p(s) = —1. Mais alors

trace 7' (t) = trace 7 (sts~!) = trace 7 (1) .

Nous allons maintenant construire d’autres couples de représentations (7+, 7).
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3.4. Représentation de Weil et endoscopie spectrale. Soit £ un corps extension
quadratique séparable de F' (éventuellement déployée). On considére & € S(F) l'espace
des fonctions de Schwartz-Bruhat sur E. On pose

d(a,b):(g 2) , n(u):((l) lf) ot 'w:<_01 é) .

(ro(d(a,a™))®)(e) = eg/r(a)lalr®(ac)
(ru(n(u))®)(e) = v (uee) B(e)

(ry(w)®)(e) = A(E/F, ) ©(e)

D(e) : /E(I)(e)¢(ee) de .

On a ainsi défini des opérateurs unitaires dans un sous-espace dense de I'espace de Hilbert
L*(E) (pour une mesure de Haar additive sur E). On sait que G(F) est engendré par ces
trois familles d’éléments et on vérifie (cf. §1 de [JL| et [W]) que les opérateurs associés
vérifient les relations de commutation. Ils engendrent une représentation unitaire r,; de
G(F') appelée représentation de Weil (associée a I'extension quadratique séparable E/F
et au caractére additif ). On peut décomposer r, en une somme directe hilbertienne
suivant les caractéres 6 de E' le sous-groupe compact des éléments de norme 1 de E* :

S(E)=EPS(E.9)

ou S(E,0) est le sous-espace des & € S(F) satisfaisant
d(et) = 0(t)"*®(e) pour tout t & E .

La restriction de 7, au sous-espace de Hilbert engendré par S(E, ) est une représentation
qui sera notée (6, ).

On notera Fy = Ng/pE* le sous-groupe des € F* qui sont des normes c’est-a-dire
tels que x = ee pour un e € E*. Si¢/(x) := ¢ (ax) avec a = €€ € Fy; Iapplication ¢ — .,
définie par ®.(e) = P(ee), entrelace les représentations (6, ) et 7(6,) qui sont donc
équivalentes. L’application ® — ®, définie par ®(e) = ®(€), entrelace 7(6, 1) et 7(67, )
qui sont donc équivalentes.

Nous noterons 7 la classe d’équivalence de la représentation 7(6,1) et 7~ celle de
7(6,7¢') ou ¢’ (x) = ¢ (ax) avec a ¢ Fj;.

Rappelons une construction introduite dans le §4 de [JL| et poursuivie dans [Lan]. Soit
0 un caractére unitaire de E* qui prolonge 6 ; on associe a une ® € S(E, 0) une fonction
¢ sur Fj; en posant

o(f,z) = ~(e)|e|2/2fb(e) pour x = e€ € Fy .

La représentation 7 se réalise dans l'espace L?(F ), pour une mesure de Haar notée d*x
sur ce groupe, au moyen des opérateurs suivants :

<7T+ (d(a, a_l)gb)) (x) = (EE/FQ(Q))flgzﬁ(ozZm) pour a € F*
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(7" (n(w)6) (x) = ¥(uz) 6. 2
(vt w)e) @) = [ I motay

ou le noyau J(z,y) est défini comme suit : on doit avoir

(7 (w)) (x) = ME/F,v)b(e)|e| /> (e)

e) = | dea@ldsdie= | v(Ede) el o) de

En posant y = €€, n = ee et t = e ! de sorte que ee = 7], on a
1/2

d*t

(%) I(x,y) = ME/F,9) () |z a@@méum*lg

[t]=1

ou les mesures de Haar sur £*, Fiy et T'(F) sont normalisées de facon compatible a la
suite exacte

1->T(F)—=E*—>F; —1
la fleche E* — FJ étant la norme € — ee. On observera qu'un composant de 71 admet
un modeéle de Whittaker pour ¢ : c¢’est ’espace des fonctions

Wolg) = (7" (9)9) (1) .

Si 7 est une représentation unitaire irréductible de G(F') nous noterons y. (et aussi
“tracen”) le caractére de 7 (cf. A.2.1). Nous aurons besoin du lemme 7.19 de |Lan].?
Nous en reproduisons la preuve a ceci prés que la partie la plus délicate de I’argument est
désormais inutile puis qu’on sait grace a [Le| que le caractére est donné par une fonction
localement intégrable.

Proposition 3.4.1. Si g est conjugué de v = a + B € E!
7—7>@W%+WVU)

=7/ fy=7
Démonstration. Si
b — (1 u) (O 1) (1 v) _ (—u 1—uv)
0 1 -1 0/\0 1 —1 —v

(Fr o) (@) = [ I, y)ilu + vy)o(y)dy

X
FE

trace 71 (t) — trace ™ (t) = A(E/F, ¢)€E/F<_1)5E/F<

on a

Un élément g € G(F') dans la grosse cellule s’écrit

(Y- 2 ()

2. On observera que [LL] renvoie a des énoncés du chapitre 5 des notes de I'IAS sur le Changement
de Base, devenu le chapitre 7 du livre [Lan]|.
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avec ad — bc =1 et ¢ # 0. Donc

u=ac , v=— et a= _—1
et
(7*(9)6) (@) = exyp(@)P(@) ™ (7 (R)s ) (aa)

est représenté par un noyau intégral :

xz

(7 @)0)a) = [ (errsb)=01T 500 (

ax + dy

)ow)dy
La représentation virtuelle 7% — 7~ est donc représentée par le noyau intégral :

(w9 -7 @)0) @) = [ opd-asGme(“=L)oway

Fx

La différence des caractéres x,+ — x»-, calculée au sens des distributions sur G(F), est la
valeur principale de l'intégrale sur la diagonale de ce noyau

x)zb(x—t)dxx :

C

T

Xerlo) = (0) = [ (=05

)
02

ou t est la trace de g, soit encore
~ x
w0) =X @ = [ EopB)-e)I(Cwe)iletaa
FX

ce qui, compte tenu de la définition de J (voir (x) ci-dessus), est encore égal a
ME/F,¥)err(— Up// “Lpp(t)Y(xt) dv d*t
[t]=1

Comme z = y on a i = 2% et donc n = t1x ou |t;| = 1. L’expression ci-dessus peut alors
s’écrire

ME/F,Y)eg/r(— vp/ A » “p(—at)(xt) de d*t

soit encore, en rappelant que t = trace g,
ANE/F, w)eE/F(—c)vp/ / 5(t)_1w(x(traceg — traceE/Ft)>dx d*t
FJp=1

On rappelle qu’au sens des distributions

/F Y(ry)dy = 6(x)

ol § est la mesure de Dirac & lorigine et que pour t € E! les différentielles vérifient :

Gt

d(tracet) =0t +t ") =(t—t")— ;
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On obtient
0(y)+60(v1))

trace " (t) — trace ™ (t) = AN(E/F,¢)eg r(—c) ( Y

()

est conjugué de v = a + 7 € E' alors ep/p(c) = eg/p(f) et donc

Pour conclure on observe que si

ep/r(—c) = EE/F(_l)gE/F(7 — Z)
T—T

O

On a noté G(F)g le sous-groupe de G(F) des matrices dont le déterminant est dans
I'image de la norme Ng/p. En fait 7t := 7(6,) se prolonge & G(F) g en une représentation

7t :=m(0,¢) au moyen des opérateurs

(7 (d(a, 8))¢) (z) = (ep/rd)(B)p(af™'w)  pour aff € F; .
Le sous-groupe G(F)g est d’indice 2 dans G(F) et on définit une représentation Tpg de
G (F) par induction :
~ G ~
Tpg = IndéggEﬂ(G,w) :

Il résulte de 3.3.2 que 7 ;7 décompose par restriction a G (F)g en deux représentations
inéquivalentes irréductibles :

%E,g é(F)E = 7T<07 ¢) 2 7T(57 ¢a)

ou a ¢ Fy,. Les représentations (6, ) sont irréductibles en tant que représentations de

G(F)g mais on verra en 3.4.5 que ce n’est plus toujours le cas par restriction a G(F).
Une variante de 3.4.1 montre que

Z4(9) = tracem(0,¢)(g) — tracem(6,v")(9)

ou ¢ (z) = ¢(ax) avec a ¢ Fy admet 'expression suivante :
gl 7) (001 +6()
T=7/  |y=7l

=;(9) = ME/F, ¢)6E/F(—1)€E/F(

si g est conjugué dans é(F)E a la matrice v = a + 7.

Les représentations 7(60,v) et w(6,1’) sont équivalentes si ¢' = 1, ou ¥, (z) = ¥ (ax)
et a € FE = NE/FEX.

On observera que dans [Lan| et [LL] les formules pour Zj; différent de la nétre par le
facteur eg, p(—1). Cela résulte d'un choix different pour I'identification de T avec Tg/r
(voir page 137 ligne —4 de |Lan|). Notre choix du facteur de transfert est aussi différent.
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Corollaire 3.4.2.

A% (1,1) Eglt) = exyr(~1) (0(2) + 0(F)) -
Démonstration. Compte tenu de 1.1.2 et 2.1.1 la formule souhaitée est une conséquence
immédiate de 3.4.1. O
Proposition 3.4.3. Les représentations %E,é sont unitaires irréductibles et indépendantes
du choix de ). Les représentations %E,é et %Eﬁ’ sont inéquivalentes sauf si 0 =000 avec
o € Gal(E/F). C’est une série principale si 0 = 1 c’est-a-dire si 0 est le composé d’un
caractere pi de F* avec la norme : 0 = po Ng/p auquel cas
Tpg = (1, HEB/F) -

Les mpg sont cuspidales;si 0 # 1. De plus si x est un caractére (unitaire) de F*, vu
comme un caractére de G(F) par composition avec le déterminant, on a :

%Eﬁ ®x = %E,(?.g
ot & est un caractére de E* trivial sur E' : £(x) = x(2T).
Démonstration. Les diverses assertions résultent des théorémes 4.6 et 4.7 de [JL|. O

Proposition 3.4.4. Soit T = 7, 5. Le cardinal du groupe X (7) : il est d’ordre 1, 2 ou 4.
S’il est d’ordre 4 alors X(7w) ~ Z/2 x Z]2.

Démonstration. On sait que la restriction de 7 & G(F') est irréductible si X (7) est un
singleton. Sinon, il existe un caractére x non trivial d’ordre 2 tel que

TRX T .
Soit E//F D'extension quadratique séparable telle que x = eg/p. Il résulte de 3.4.6 que
T = %E,é“ pour un caractére # de E*. Supposons d’abord # = 1 c’est-a-dire que 6 est le
composé d’'un caractére de F'* et de la norme pour E/F. Dans ce cas %Eﬁ est une série
principale 7T(§, € E/F(?) (c’est-a-dire induite unitaire par le caractére du tore des matrices

diagonales défini par (6, eg/p0)) et il en résulte que eg/p est le seul caractére x non trivial
tel que

TRX T .
Nous supposerons désormais 6 # 1. On en donnera deux démonstrations indépendantes.
— Premiére démonstration. D’aprés 3.4.3, pour y € X(7) on aura

%E79~® X = %Eﬁ{ ~ %Eﬁ et donc 5(J}>X(l’f) = 50 0‘(1’)

avec 0 € Gal (E/F) et ou {(x) = x(«T). Supposons x & {1,eg/r}; cela impose
O(z)x(2T) = 6(T) et donc x(aF) = O(F/x) = &(x)

ou ¢ est un caractére non trivial d’ordre 2 de E*. Puisque l'application z — /T est une

surjection de E* sur le tore T p(F) ~ E* ceci impose

0(T/x) = 0(x/2) = £(x)
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et donc 62 = 1. Le noyau N de ¢ est I'image par la norme du groupe multiplicatif L* pour
une extension quadratique L/E. Tout élément de X (7, 7) est trivial sur I'image de N par
la norme de E/F qui est un sous-groupe d’ordre 4 de F*. Donc X (T 5) a 4 ¢léments
et comme chaque élément est d’ordre 2 le groupe X (7, 7) est isomorp}ie aZ/2x7Z/2.
L’extension L/F est bi-quadratique ; son groupe de Galois est le dual de X (%Eﬁ)'

— Seconde démonstration. Soient § # 1, 7t = 7(6,¢) et 7= = 7(0,7¢’) ou Y¥'(z) = ¢ (ax)

pour a ¢ Fp = Ng/pE*. Avec la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact
Tg/p(F) on a d’apres 3.4.1,
/ [trace 7+ () — trace 7~ () 2PAp(t)? dt / 0(8) + 0t 1)[2 dt
Tgr(F) Tr/r(F)
et donc

2 sif?£1

/ trace 7t (t) — trace 7~ () PAp(t)* dt = o
TE/F(F) 4 si6°=1

Maintenant les relations d’orthogonalité (cf. A.2.3) montrent que 7 et 7~ sont irréduc-
tibles si 6% # 1 et que si #* = 1 (mais § # 1) chacune se décompose en somme de deux
représentations donnant au total quatre représentations irréductibles inéquivalentes. On
conclut comme ci-dessus. U

En résumé on a les assertions suivantes (cf. [ST| lorsque la caractéristique résiduelle est
différente de 2).

Proposition 3.4.5.

(1) — Les représentations w(0,1), restriction o G(F) des représentations 7(0,1) de
G(F)g, sont irréductibles sauf si 0> =1 et 0 # 1 auquel cas elles se décomposent
en deux représentations inéquivalentes.

(ii) — Les représentations w(0,1) et w(0',1) sont inéquivalentes sauf si ' = 6+

(11i) — Elles sont cuspidales si 6 # 1. Si 0 = 1 ce sont des “limites de série discrétes”.

Démonstration. La définition de 75 par induction de é(F JE & é(F ) montre que
Tpalow) = m(60,9) © (0, ¢a)
avec a ¢ I . L’action du groupe de Galois de E/F :
g:e—e

induit un isomorphisme entre 7(6,) et (6~ ). Ceci montre une partie de (i) et (i)
et on invoque 3.4.4. L’assertion (iii) se déduit de 3.4.3. O

Soit x un caractére de F*/(F*)2. Par abus de notation on notera encore x le caractére

de G(F') obtenu par composition avec le déterminant. Rappelons maintenant le lemme
7.17 de |Lan]|.
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Proposition 3.4.6. Si x est non trivial, une représentation 7@ de é(F) qui veTifie TROX =~
7 est de la forme T = 7, 5 ot 0 est un caractere de E* ou E est I'extension quadratique
séparable de F attachée a x par la théorie du corps de classe.

Démonstration. Si T est une série principale et donc, dans les notations de [JL|, 7 =
7(p, v) on a déja observé que 7(u,v) ® x ~ mw(ux, vy) et comme par ailleurs on suppose
que 7(p,v) @ x ~ 7(p,v) ceci impose v = px si x est non trivial :

T =7, px) =m(l,X) ®u="gz

o f = po Ngsp (cf. [JL, Theorem 4.6]). Le cas des représentations spéciales est exclu.
Supposons maintenant que 7 est cuspidale. Une représentation 7 de G(F') qui vérifie
T ® x ~ T est nécessairement induite d’une représentation irréductible 7+ de G(F)g et

la restriction de T & G(F)g est somme de deux représentations inéquivalentes 7 @ 7~
échangées par conjugaison par un élément dont le déterminant n’est pas une norme de
E/F. Soit T(F) un tore dans G(F') et pour ¢t € T(F) régulier considérons la différence
des caracteres :

Zx(t) = trace ' (t) — trace T (1) .

D’apres 3.3.6 cette différence est nulle si T' n’est pas isomorphe & T /p. Par ailleurs, on a
observé en 1.1 que 'élément de G(F') noté wg était tel que

wEfngl = 7 et 5E/F(det(wE)) = EE/F(—l) .
Il en résulte que
Ex(wpgwy') = epyr(—1)Ex(9)

et donc

=x(t) = €E/F(—1)E%(t)
pour t € T(F). De méme
=5(t) = empr(=1)Z5(1) -

On se restreint maintenant a des représentations de G(F') qui admettent un méme carac-
tére central. On observe que les Z; forment une base orthogonale de ’espace de Hilbert des
fonctions vérifiant ces relations avec caractére central donné. Compte tenu des relations
d’orthogonalité pour les caractéres ([JL, Chapter 15|, A.2.1 et A.2.3) il en résulte que =

ne peut pas étre orthogonal a tous les Zj et il y a nécessairement un 0 tel que

Ex = +55 .
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3.5. Transfert spectral local. Soit F' un corps local et f € C°(G(F)) on souhaite
définir un transfert spectral 7 — 7€ dual du transfert géométrique. Il doit vérifier

trace L(7)(f¢) = trace 7 (f)

ou L(m) est la somme des représentations dans le L-paquet contenant w. On a vu que
c’est I'ensemble des classes de représentation 79 ou g parcourt é(F ). Cet ensemble est
fini de cardinal 1,2 ou 4 avec toujours multiplicité 1. Nous verrons que pour les unités
des algébres de quaternions les L-paquets sont de cardinal 1 ou 2 mais certains L-paquets
sont des singletons mais avec multiplicité 2.

Lorsque &€ est la donnée endoscopique principale c’est-a-dire £ = (SL(2), 1) le transfert
géométrique est trivial : f€ = f et le transfert spectral vérifie

7 = L(x) .

Si € est une donnée endoscopique attachée a une extension quadratique (éventuelle-
ment déployée) E/F et 6 un caractére unitaire du groupe Tg(F') on souhaite montrer
I'existence des représentations virtuelles ¢ (c’est-a-dire combinaisons linéaires formelles
de représentations irréductibles) de G(F) telles que

/ FE0E) dt = 0(F5) = trace 0( f5) = trace 05 ()
Tg/r(F)
Proposition 3.5.1. (1) Si E=F & F et si 6 est un caractére du tore diagonal, on a
/ FE®)0(t) dt = trace g o(f)
Tg/r(F)

ou g est la série principale induite-parabolique (normalisée) de 6 vu comme un caractére
du sous-groupe parabolique P.
(2) Si E est un corps, pour notre choiz du plongement de E* dans G(F) on a

/ FE(0)0(t) dt = trace 75 o(f) — trace s, (f)
Tp,r(F)

ou :
7'['59 =m(0,v) et Tpo = 7(6,v")
si ' (x) = Y(ax) pour un a ¢ Ng/pE™.

Démonstration. On observe qu’avec notre choix de la constante ¢ du facteur de transfert
et d’aprés 1.1.2
Ag(t, t)Q = EE/F(—]_)AT(t)Q .

Si E = F & F lassertion (1) est une conséquence immédiate de 2.2.1 et de la formule
pour la trace des séries principales. Lorsque F est un corps et compte tenu de 3.4.2 et on
a

Ar(t)2Zo(t) = A (t8) (6(1) + 0(7)
ol

—_

Eg(t) = trace ] o(t) — tracemy ,4(t) .
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Maintenant au vu de 2.3.3 et 2.3.4 on a

£ 1 . »
/TE/F(F) f 0t di = 2 /TE/F(F) S ) (9<t) +6(t )) dt

_ 1/ Ar(t)? Zp(H)O(f, 1) dt
2 Tr/r(F)

On rappelle que
Oﬁ(ta f) = O(t7 f) - O(tlv f)

ot t’ est stablement conjugué mais non conjugué a t. On distingue deux cas : si il existe
une seule classe de G(F)-conjugaison de tores dans G(F) isomorphe & T/ p alors ¢ et ¢!
sont stablement conjugués mais non conjugués dans G(F') et wy = 1. Dans 'autre cas ¢
et t7! sont conjugués dans G(F) mais il y a deux classes de G(F)-conjugaisons de tores
isomorphes a Tg/p et wyr = 2. Dans tous les cas la formule d’intégration de Weyl 1.3.3
montre que :

/ et dt = / Eg(x) f(x) do = tracemy o(f) — trace mg 4(f) -
Tgr(F)

G(F)
U

Remarque 3.5.2. La correspondance @ — #¢ suppose divers choix : celui du caractére
additif ¢ et 'identification entre T" et T /r et du facteur de transfert. Comme déja observé
juste aprés 3.4.2 ce n’est pas la méme identification pour les tores qui est utilisée dans
[LL]. 11 semble que l'identification choisie ici soit plus naturelle. Elle justifie alors le choix
du facteur de transfert.

On pourra observer que la proposition 3.5.1 fournit une nouvelle démonstration du
Lemme Fondamental 2.3.4. En effet, si I'extension E/F est non ramifiée (resp. déployée),
'espace de la représentation 75, = 7(0,%) (resp mrp) est non-ramifice (i.e. posséde un

vecteur invariant sous un sous)groupe hyperspécial) si et seulement # est non ramifié.

3.6. Action de I'opérateur d’entrelacement. Soit 7, la représentation de la série prin-
cipale induite parabolique (normalisée) par le caractére £ de F'*. On note R(§) 'opérateur
d’entrelacement normalisé entre 7 et me-1.

On suppose maintenant que { = eg/p. Donc, £ est d’ordre 2 et 'opérateur R(€) est un
endomorphisme dont le carré est l'identité. Si E = F@ F alors £ = 1 et R(&) est I'identité.
Si E est un corps extension quadratique de F'; la représentation m¢ se décompose en deux
sous-représentations irréductibles :

me =7(1p,¢) & 7(1p, V)

ol 1p est le caractére trivial du groupe compact E'. On pose 75 = m(1g,¢) et 75 =
7(1g,1’). On observera que 7}, admet un modele de Whittaker pour 1. Le lemme ci-aprés
est [LL, Lemma 3.6].

Lemme 3.6.1. L opérateur R(ep/r) vaut £1 sur ms
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Démonstration. Comme eg/p est d’ordre 2 et non trivial, 'endomorphisme R(eg/p) est
non trivial et de carré l'identité; il vaut nécessairement +1 sur un des composants et
—1 sur autre. Reste a montrer que c’est +1 sur le composant admettant un modeéle de
Whittaker. D’aprés la formule (7.1) page 106 de |[Lan| on dispose d'un développement
asymptotique de la forme

V() ~ ev(a)|a|*{o(1) + epyp(@)R(err)p(1)} -
On a deux expressions pour l'opérateur d’entrelacement appliqué a ce développement
asymptotique :

begyr(a)¥(a) ~ Riegp)ev(a)lal?{o(1) + epp()Rieg/r)e(1) }
ou b= =+1. On a donc
(bEE/F(Oé) — R(EE/F)) (1 + EE/F(OZ)R(EE/F))QD(l) =0
soit encore

(b —1)(eg/r(@) + Rlepr))p(1) =0

ce qui impose b = 1. O
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4. LA FORMULE DES TRACES POUR SL(2)

4.1. Un peu d’histoire. Désormais F' est un corps global. Nous allons tout d’abord
expliciter la formule des traces pour SL(2) sous sa forme non-invariante en suivant les
techniques de troncatures géométrique et spectrale utilisées dans [JL| qui ont été généra-
lisées par Arthur au cas d'un groupe réductif quelconque. Du coté spectral, ¢’est-a-dire
pour les séries d’Eisenstein, la troncature a été introduite par Selberg en rang 1 puis
généralisée par Langlands en rang arbitraire.

Nous nous conformerons pour I'essentiel aux notations d’Arthur [A1, A2|. Les diverses
troncatures utilisent la fonction 7p qui pour SL(2) ou GL(2) est la fonction caractéristique
des réels strictement positifs. La troncature dans [JL, pages 529-531| utilise une fonction
notée x(z) définie par une inégalité large dépendant d’une constante c¢; alors que, suivant
les conventions d’Arthur, nous utilisons des inégalités strictes. Sans cette différence on
aurait x(z) = Tp(Hp(x) — X) pour X = log(c;). Pour les corps de nombres on obtient les
mémes intégrales car la frontiére est de mesure nulle; ce n’est pas le cas pour un corps de
fonctions.

Sauf mention expresse du contraire les mesures sur les groupes adéliques sont les mesures
de Tamagawa. En particulier 7(G) = 7(G) = 7(M) = 7(U) = 1. De plus 7(Tg/p) est égal
alsi E=F&F etégal a2siF estun corps.

4.2. La troncature géomeétrique. Soit f € C°(G(Ar)). Le noyau de la formule des

traces est
= > flaM)
vEG(F)

et on note k(z) sa restriction a la diagonale x = y. Le noyau tronqué sur la diagonale est,
pour X € R &,

oo (@) - > Z Tp(Hp(yx) — X)kpe(vyz)

EEM(F) ~e \G(F)
ol

kpe(z) = /U(A )f(x_léua:)du :

On note G(F')e; 'ensemble des éléments elliptiques dans G(F') (réguliers ou non) et on

pose
Keu( Z f(z™tym)

On note

M(F)y ={§e M(F)|£¢& Z(F)} .

3. Ce paramétre est usuellement noté T', en particulier chez Arthur. 11 est ici noté X pour libérer la
lettre T réservée aux tores.
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I'ensemble des éléments réguliers du tore déployé maximal. Pour £ € M (F')* on pose

ke(x) = Y fla 'y )

YEM(F)\G(F)
et
k() =ke(x) = Y Fo(Hp(yz) — X) (kpe(vr) + kper () du .
YEP(F)\G(F)

Les éléments & et €71 étant conjugués dans G sous le groupe de Weyl et toujours distincts
on a donc

ke() = ke (x) et K (x) = kX (2) .

C’est la contribution au noyau tronqué sur la diagonale de la classe de conjugaison de
¢ € M(F)*. La contribution des classes de conjugaison d’éléments hyperboliques c’est-a-
dire des éléments semi-simples ayant des valeurs propres rationnelles distinctes est donc

Fnp() = Y kX (x).
EEM(F)* /W
Enfin, on introduit *

ump Z Z Z fﬁ? 7 ZV’)/.T)

2€Z(F)vyeP(F)\G(F) veU(F

ou U(F)* est 'ensemble des éléments v € U(F) tels que v # 1. La contribution des
classes de conjugaison des éléments de G(F) produits d’un élément unipotent régulier par
un élément du centre est donnée par

Foip(®) = kunip(x) = > > Te(Hp(yw) = X)kp(y2) .
€ 2(F) veP(F)\G(F)

La fonction kgeom(x) se décompose en la somme des contributions elliptiques, hyperbo-
liques et unipotentes :

k;iom( ) - kell(x) + kfig/p( ) + kziinp( )

Chaque terme fournit une intégrale sur
[G] = G(F)\G(AF)

qui est convergente. La convergence de l'intégrale de ke () résulte de le finitude du nombre
de classes de conjugaisons qui contribuent. La preuve de la convergence des intégrales des
deux autres termes, au moins pour X assez grand, repose sur l'usage de la formule de

4. On prendra garde que notre définition de kyy;p différe de celle d’Arhur. D’une part, chez Arthur
Eunip ne contient que la contributions des unipotents alors que, de plus, nous sommons sur le centre
et il contient aussi la contribution de 1 qui est unipotent et elliptique et que nous avons rangé dans la
contribution elliptique kej;.
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Poisson (voir le cas unipotent plus bas) et on renvoie a [LW]| et |[LLe| pour des preuves
détaillées valables pour les groupes généraux en toute caractéristique. On pose :

JX(f) = /[G] KX () di

et on a
TX o (F) = Jea(f) + TS (f) + T (f) -

C’est le coté géométrique de la formule des traces non invariante. Pour X tendant vers
I'infini ces expressions sont asymptotiques a des polynomes en X si F' est un corps de
nombres et & des élément de PolExp pour les corps de fonctions (cf. [LLel). II est usuel
de remplacer ces expressions par leur polyndéme asymptotique évalué en X = 0.

Contribution elliptique. L’intégrale orbitale adélique O(~, f) de v est I'intégrale

0t.)= [ fla~ya) di
Iy(Ap)\G(AF)

ou I, est le centralisateur de v. On supposera que les mesures quotients sont définies au
moyen des mesures de Tamagawa. Si f est décomposable i.e. f = ®,f, on a une décom-
position en produit d’intégrales orbitales locales; toutefois il convient de tenir compte
des facteurs qui servent a normaliser les mesures locales et globales permettant la conver-
gence des produits. Pour les mesures de Tamagawa les facteurs de normalisation sont des
fonctions L. En particulier :

Definition 4.2.1. Soit E un corps quadratique sur F. Pour v € Tg/p(F) régulier linté-
grale orbitale globale avec les mesures de Tamagawa s’écrit :

'7 fv
O, f) :/ f(@y2)d
T/ r(Ar)\G(AF) H L(1, ky)

ou K = €g/r, les intégrales orbitales locales étant calculées au moyen des mesures de

Tamagawa locales non normalisées.

La classe de conjugaison d'un -y elliptique contribue par le produit de son intégrale
orbitale adélique multipliée par le nombre de Tamagawa 7(/,) du centralisateur :

Jell(f) = Z T(I’)’)O(ry’ f)

ou T'yy est un ensemble de représentants des classes de G(F')-conjugaison elliptiques.
On peut regrouper les termes au moyen de la conjugaison stable sur F. Notons Y.; un
ensemble de représentants des classes de conjugaison stables rationnelles elliptiques. Si on
pose

D(v,F) := L(F)\G(F)/G(F)
Ja(f)= > 7(L) Y O@E '3, f).

YEX el 0€D(~,F)

on a
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Pour v € Z(F) l'ensemble D(v, F') est trivial. Un + elliptique régulier dans G(F) en-
gendre dans M (2, F') une F-algébre qui est une extension quadratique séparable E de F'.
Notons ¥ un ensemble de représentants des classes de conjugaison stables d’éléments
elliptiques réguliers attachés a la classe d’isomorphie de ’extension quadratique séparable
non déployée E (cf. 1.1) et posons

Je(f) =7(Ter) > D>, OG5, f).

YEXLE §€D(v,F)

Jeu(f G) > f(2)+ > Julf)

z€Z(F)

On a alors

ou E parcourt I’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions quadratiques séparable

de F.
Lemme 4.2.2. En posant E* = E' — {£1} ou E' est le sous-groupe des éléments de

norme 1 on a
7(T;
Tp(f) E/F SN 06 f) .

YEE* §&€D(v,F)

Démonstration. Le facteur 1/2 résulte de ce que dans E* les éléments v et y~! sont

toujours stablement conjugués mais distincts. ([l

Contribution hyperboliqgue. On observe que pour £ € M (F)* on a

-1, -1 du = -1, -1 d
/U(F)\U( Z flz™ v Evux)du / flz7 u™ Eux)du

AF) LeU(F) U(Ar)
kpe(z) = / flo ™ ur)du = / flz ™ u ur)du .
U(Ar) U(AF)
On introduit ’expression

he(z, X) ( > e §V$)> —7p(Hp(z) — X)(’fp,f(ft)JrkP,s*l(x))
veU(F)

on voit alors que

o)=Y he(yz, X)
YEP(F)\G(F)
et on pose

= he(r, X) da
P(F)\G(AF)
On en déduit que pour & € M(F)*

JEX(f) :/ he(x, X)dx :/ f(x_lfx)n(a:,X)dx
P(F)\G(AF) M(F)\G(AF)
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ol, en notant w 1’élément non trivial du groupe de Weyl, on a posé
n(z,X)=1—-7p(Hp(x) = X) — 7p(Hp(wz) — X) .
On observe que si x = muk est une décomposition d’Iwasawa
Hp(z) =Hp(m) et Hp(wzr) =Hp(wu) — Hp(m)
On a
n(z,X)=1 si Hp(wu)— X <Hp(m) <X
ainsi que
n(z,X)=-1 si X <Hp(m) <Hp(wu) — X
et n(xz,X) = 0 sinon. On en déduit que pour u et X fixés la fonction m — n(muk, X)
est & support compact. On note M(Ar)! le groupe des m € M(Ap) avec Hp(m) = 0.
On normalise la mesure de Haar en imposant la mesure de Lebesgue (resp. la mesure de

comptage) sur M(Ap)'\M(AFr) pour les corps de nombres (resp. les corps de fonctions)
et vol (M(F)\M(Ap)') = 1. On pose

n(z, X) = / n(mx, X)dm
M(Ap)'\M(AF)

et
JE(f) = / flaex)n (e, X)da .
M(Arp)\G(AF)

I1 est usuel de ne considérer que la valeur en X =0 : on pose n(z) = n(z,0) et

Je(f) = / flz™ ex)n(x)dx .
M(AR)\G(AF)

Si wu = myu'ky on a Hp(wu) = Hp(mq). On voit alors que si F' est un corps de nombres
n(z) = —Hp(wu) =log,,. ([[(L,n)|]) si x=muk .
Pour les corps de fonctions on a
n(z) =1 - Hp(wu) =1 +log,, ([|(1,n)]]) .
Nous laissons au lecteur le soin de faire le calcul explicite des PolExp lorsque X est
rationnel (Voir 'appendice C).
La distribution J¢(f) est une intégrale orbitale pondérée globale. Puisque Hp est un

logarithme on a pour les corps de nombres (et & un décalage prés pour les corps de
fonctions)

n(z) = Z ()

et I'intégrale est une somme sur toutes les places v de produits d’objets locaux & savoir
des intégrales orbitales locales ordinaires aux places v' # v et pondérée en v.
La contribution des classes de conjugaison hyperboliques est donnée par

Tl = [ Bpet= S g (=5 > A
“ )

EeM(F)x/W ceEM(F)*
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Contributions unipotentes. On pose

ump(f x,2) ( Z fz™ zux)) — 7p(Hp(x) — X)/ f(z™ zux) du

veU(F)* U(Ar)

_ / FOak) di
K
Par définition,

X
ump Z ump Z ou ‘]ump(f Z) =

Z€Z(F)

et

/ ump(f x Z)
M(F)U(Ar)\G(AFr)

En décomposant = sous la forme x = muk on voit que

um (f Z) / q)uXm (f , T, Z)dp(m)il dm .
’ MF\M(Ag)
_ 1 (1 n _ (K 1 n
g(n,z) = /Kf<k P <o 1) k)dk ¥ (z (o 1))
a O 1 ¢
m = (O a1> et v= <O 1) .

Avec ces notations on a dp(m) = |a|? et

(I)anzp(fK7m72) = ( Z g(a72£>z>) - ?P(lquF ]a\ — X) /AF g(a*Zn,z)dn .

geFX

On pose

ainsi que

Considérons les intégrales, portant sur des sous-ensembles du groupe Cp des classes
d’ideéles, la mesure sur ce groupe étant notée d*a

AN(f,2) = ) > g(a*¢,2) ) |al* d*a
AIZQFX (

EEFX
BX(f,z2) :/a|<q;X ( Z

EEFX

et
gla%€, 2) — / gla’n, z)dn) a? d*a
Ap

Lemme 4.2.3.
Jonip(fr2) = AX(f,2) + BX(f, 2) .

Démonstration. La convergence de la premiére intégrale résulte de la compacité du sup-
port de g. La convergence de la seconde intégrale est prouvée en faisant appel aux tech-
niques mises en ceuvre dans la thése de Tate (voir appendice B) et qui reposent sur 'usage
de la formule de Poisson. O
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Pour X > 0 on pose vp(X) = X pour les corps de nombres et pour les corps de fonctions
on pose vp(X) = F(X) la partie entiére de X, faisant ainsi apparaitre des PolExp lorsque
X est rationnel (Voir 'appendice C). On a alors

T2 = 2002 + B + [

Ap

g(n, z)dn> vp(X) .
Une formule plus explicite pour Jyn;,(f) sera donnée au moyen de la pré-stabilisation.

4.3. Troncatures et identité fondamentale. La troncature spectrale repose sur 'opé-
rateur de troncature d’Arthur A¥ qui généralise la troncature des séries d’Eisenstein due
a Selberg et Langlands. Pour SL(2) et une fonction ¢ sur [G] Popérateur de troncature
s’écrit :
Mo =ele) = Y[ F(He(0) - X)pluro)du
1eP(P)\G(F) 7]

C’est un projecteur orthogonal dans I'espace de Hilbert L*([G]) qui agit trivialement sur
le sous-espace des fonctions cuspidales. Une troncature compatible avec la décomposition

spectrale, est obtenue en faisant agir I'opérateur A~ sur la premiére variable du noyau
K(z,y) :

Kgeo(r,y) = K(w,y) — / p(Hp(yz) — X) K (uyz, y)du
WEP(F NG(F) Y uEll]
On considére alors sa restriction a la diagonale :
X b's
kspec( ) Kspec( ) :
Proposition 4.3.1. Pour X assez grand (dépendant du support de f) on a
b'e _ X
kgeom( ) kspec( )
Démonstration. On doit montrer que pour X assez grand
Z Z Tp(Hp(yx) X)/ fla 'y tuéya)du
veP(F)\G(F) ¢eM(F) U(Ar)
est égal a
3 Z o(He(0) = X) [ faty Nuba)du
yeP(F)\G(F) §€U (F)\G(F U(Ar)
qui peut s’écrire
Z Z 7p(Hp(yzx) — X)/ fla 'y tud ya)du
YEP(F)\G(F) §'€U(F)\G(F) Ulhr)
Il suffit alors d’observer que
7p(Hp(z) — X)f(z " 'ud'z) =0
sauf peut-étre pour ¢ € P(F') si X est assez grand. O
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Remarque 4.3.2. Nous avons utilisé une troncature spectrale simple : la restriction a la
diagonale du noyau avec troncature sur la premiére variable. Dans le Morning Seminar
(cf. [LW]) on a introduit une troncature spectrale plus compliquée, qui elle a ’avantage de
donner lieu a une égalité pour toutes les valeurs de X et qui est vraie plus généralement
pour les espaces tordus [LW, Proposition 8.2.2]. Dans le cas non tordu la troncature
spectrale simple donne une égalité pour X assez grand qui n’est pas vraie dans le cas
tordu le plus général (voir [LW, Proposition 10.3.4]).

4.4. Décomposition spectrale. Nous aurons besoin de la décomposition spectrale de la
représentation réguliére droite p dans l'espace de Hilbert L?([G]) ou [G] = G(F)\G(AF).
On note L?,,,([G]) Padhérence de I'espace des fonctions ¢ lisses et cuspidales c’est-a-dire

telles que ©°, le terme constant le long de P, est nul :

OO(x) = / o(uz)du =0 .
U(FN\U(AF)

On note L%([G]) est 'adhérence de I'espace des fonctions de la forme

Op(x) = > o(y)

YEP(F)\G(F)

ol ¢ est une fonction lisse & support compact sur U(Ap)P(F)\G(AFr). On a une premiére
décomposition
L*([G]) = Leugy (IG]) & LE((G]) -

cusp

En effet si ¢ est orthogonale a toutes les fonctions 64 alors ¢ est cuspidale car

f(2)0,(x)da = P (2)é(x) di .
a)

[ /U(AF)P(F)\G(AF)

Si A est un caractére (non nécessairement unitaire) de M (F)\M (Ar) prolongé a P(Ap)
trivialement sur U(Ag) on note V) 'espace des fonction ® qui vérifient

O (muk, ) = m MO (k, \)

oit m" = 6p(m)'/? et dont la restriction & K est dans L?(K). Cest I’espace de la représen-
tation de la série principale adélique ) c’est-a-dire de I'induite parabolique du caractére
A, le groupe agissant par translations a droite :

On analyse le spectre de L%([G]) grace aux séries d’Eisenstein Fy,
E\(z,®) = Z O(vyx, ) pour decl,.
YEP(F)\G(F)

Les séries d’Eisenstein définissent, au moins formellement, des opérateurs d’entrelacements
entre 'espace V), et I'espace des formes automorphes. Mais ces séries ne convergent pas
pour les valeurs utiles du paramétre A et un prolongement méromorphe est nécessaire
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pour montrer que L%([G]) se décompose en la somme d’un spectre résiduel et d’un spectre
continu :

LE([G]) = Lo (IG]) @ Le,,(IG1)

res cont

Le spectre résiduel L2 ([G]) pour G = SL(2) est de dimension 1 : il se réduit a la

représentation triviale. Le spectre discret est la somme du spectre cuspidal, du spectre
résiduel :
L?lzsc([G]) = Lzusp([G]) D Lies([G]) .

Le spectre continu peut écrire formellement

2 1 @
Lcont([G]) = 5 V)\ dA
A

€A

ol A est le dual de Pontryagin de M (F)\M (Ar). La présence du facteur 1/2 vient de ce
que les représentations my et m,, sont équivalentes. De fagon plus explicite un élément
o € L2 .([G]) peut s’écrire (encore formellement)

o0 =5 [ 3t e, Do (o B ah

PeB)
ou B, est une base orthonormale de V). Nous renvoyons a la littérature pour un traitement
rigoureux de ce qui précede.

4.5. Le coté spectral de la formule des traces. L'opérateur de troncature opére
trivialement sur le spectre cuspidal. On a donc une décomposition

KXol y) = Keusp(@,y) + KX (2,y) + KX, (2,y) .

Le coté spectral de la formule des traces est donné par Iintégrale sur [G] du noyau K, ..
restreint a la diagonale :

spec spec spec spec

JE(f) = /[G}kx ()dx ou ki (x)=KZX (2,2)

et on a
Jg;ec<f) = JCUSP(f) + Jés(f) + Jc)gnt(f) .

L’opérateur K.,s,(z,y) est un opérateur a trace. On obtient donc

Jeusp(f) = trace peusp(f) = Z Meusp(T)trace m(f)

Ol Meusp(m) est la multiplicité de 7 dans le spectre cuspidal. La partie résiduelle fournit
I'intégrale de AX f sur le domaine fondamental :

1
JEX(f) = ———= | A*1 di dx .
D= ey [ s

Il reste a calculer I'intégrale

1 = .
/[G] kX (x)de = 3 /[G] /A > AYEN(maA(f)®, 2)Ex(x, @) d) di .

deBy
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Pour obtenir des formules explicites il faut inverser I’ordre des intégrations. Pour les corps
de fonctions la compacité du dual d’un réseau rend la preuve aisée; c’est plus délicat
pour les corps de nombres. On trouvera dans [LW] et [LLe| des preuves valables pour des
groupes généraux en toute caractéristique. Nous esquissons les arguments pour les corps
de nombres. Le cas des corps de fonction se traite de fagcon analogue et ne présente aucune
difficulté supplémentaire autre que de notation. (voir [LLe]).

Pour les corps de nombres si A\ = sr 4 x avec x unitaire trivial sur RY vu comme
sous-groupe de M (F)\M(Ar) et R(s) > 0 on pose

e(N\) = / 7p(Hp(m))ym > dm .
M(F)\M(Ar)

Cette fonction est nulle si x est non trivial sur M (F)\M (Ar)*. Si x est trivial elle vaut 1/s.
La formulation pour les corps de fonctions est laissée au lecteur (cf. [LLe|). On introduit,
avec des notations analogues a celles de [LW],

WX ) = DY 0 e(sh — )Mt 1) TM(s, )
s t

les sommes en s et t portant sur le groupe de Weyl pour le tore déployé. On observera
que e(sA — tu) est nul si (sy — tx) # 0.

Lemme 4.5.1.
/[G] A By (2, my (1)) E (2, 8) dit = (w* (A, j)ma (), ®)

On a alors

JX (f) =& / trace (Tim w¥ (A, )y () d .
2 A

n—A

Démonstration. On note E&) le “terme constant” de E :

EY(x,®) = / Ey\(ux, ®) du
U(F)\U(AF)
et on rappelle que
ES(z, @) = ®(z, \) + (M(s,\)®)(z, sA) .

On commence par calculer le produit scalaire
A\ ) = / NS By (e, ma(f) ) E (@) di
[G]

pour des valeurs des parameétres pour lesquelles les séries :

Bz, ®)= ), 20w
YEP(F)\G(F)
convergent. On observe que dans ce cas A Ey(x, m\(f)®) est donné par la série

S Bl m(H)o.)

YEP(F)\G(F)
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B(z,®,\) = ®(z,\) — 7p(Hp(z) — X)((z, A) + (M(s,\)®)(z, s)))
et donc

A\ ) = / B, my ()@, \V BV (x, ®) di
P(FYU(AR)\G(AF)

et on obtient
A\ ) = (X O ) ()8, D)
O

On doit maintenant passer a la limite lorsque p tend vers A. Explicitons cette limite
pour les corps de nombres. Supposons que A est unitaire de la forme

m/\ — merrx N r_

et ou x est trivial sur R identifié & un sous groupe de Cr. Soit w 'élément non trivial
du groupe de Weyl, on notera M'(w, A) la dérivée de M(w, A) par rapport a s et on pose
M(A) = M(w, \) M (w, \) .
Enfin on pose §(\) = 1 si la restriction de A & M(F)\M(Ag)! est triviale et et §(\) = 0
sinon. Avec ces notations on obtient I’expression suivante :
ins(X,Y
sin s( X, >M
s

ou c et Y sont des constantes. Les deux premiers termes donnent, pour les corps de
nombres, par intégration en A un polynéme du premier degré en X :

JX (f) = f(/Atrace m(f) d)\> X - %/Atrace (M()\)m(f)> d\ .

W) =cX — M(N\) +6(2)) (w, \)

2

TN . , . . X .
Le troisiéme terme donne, par intégration en A\, une expression Jcompl( f) qui est une somme
d’intégrales oscillantes en s indexées par les caractéres d’ordre 2. Lorsque le paramétre de
troncature tend vers l'infini I'intégrale oscillante tend, a un facteur scalaire prés, vers la

mesure de Dirac et on obtient a la limite le

Lemme 4.5.2. 57 F' est un corps de nombres

1 , 2sin s(X,Y) ds
3 ; 0(2x) Jim . —,  M(w, s+ X)Wswrx(f)%

est égal a

M(w, \)ma(f) -
{X]22=0}

R

Démonstration. En effet, pour h lisse et a décroissance rapide sur R

lim [ h(e) BN

N—oo Jp T 2T
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On a une formule analogue pour les corps de fonctions. Au total on a

X . X X
/[ | k:cont(x) di = Jcont(f) + Jcompl(f) :
q
L’expression spectrale se décompose donc en une partie discréte et une partie continue :

‘]s)giec(f) = ‘]jz(sc(f) + ‘]c)gnt(f)

et la partie discréte JoX_ (f) est somme de trois termes :

‘]jz{sc(f) = JCUSP(f) + Jris(f) + Jéﬁmpl(f) :

Les deux derniers termes ont une limite finie lorsque X tend vers +oo et en fait J3,.(f)
est indépendant de X. On pose

Jres(F) = Jim TX(F) et eompu(F) = lim I, ()

lim
X—o0
et on a

Jaise ) = Tousp(f) + Jres(F) + Jeomp(f) = Y _ a(m)trace n(f)

s

ot les a(m) sont des nombres rationnels. La distribution Jys., qui est une combinaison
linéaire de traces, est donc invariante par conjugaison de f sous G(Af). Les deux premiers
termes correspondent & la trace de 'opérateur pgs.(f) défini par f dans le spectre discret

LZZSC([G]) :
trace pdisc(f) = trace pCUSp(f) + trace pTGS(f) = qusp(f) + JT@S(f) .

Pour 7 dans le spectre discret a(m) = m(m) la multiplicité de m dans le spectre; ce sont
des entiers positifs 5. En particulier

Jres(f) = trace pres(f) = trace 1(f) = /[G} flx)dt .

Les contributions discrétes provenant de la troncature du spectre continu donnent le terme
complémentaire Jeompi(f) pour lequel les a(m) ne sont plus nécessairement des entiers
positifs. De fait & la limite on a vu en 4.5.2 que

Tem(f) = 37 trace (M{w, ) (1))

{X]22=0}

oil on somme sur les caractéres A d’ordre 2 de M(F)\M (Ar) ~ Cr.(9 Si A = 0 la série
principale 7y est irréductible et 'opérateur d’entrelacement M(w, 0) est le scalaire —1 :

trace (M(w, 0)m(f)) = —trace (mo(f)) -

5. Il a été démontré [R] que la multiplicité est toujours 1. Mais nous n’utiliserons pas ce fait.

6. Si on compare avec [LW] on voit que le scalaire 1/4 est U'inverse du produit du cardinal #W du
groupe de Weyl W et de la valeur absolue du déterminant de (1 —w) agissant dans 1’espace vectoriel réel
apr attaché a M : #W.|det(1 —w)| = 4.
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On a donc a(my) = —1/4. Si A # 0 la représentation 7, se décompose en une somme infinie
de représentations irréductibles deux & deux inéquivalentes qui peuvent se regrouper en
deux sous-représentations :

T =Ty BTy
ot 7y est la somme des composants admettant un modéle de Whittaker pour un caractére
Y de U(F)\U(AFr) localement partout sauf en un nombre pair de places. Cette parité est
indépendante du choix de . Il résulte de 3.6.1, par produit sur toutes les places, que

trace (M(w, \)m\(f)) = trace (f) — trace 7} (f)
et donc a(m) = £1/4 si m est un composant de 7y .

4.6. Les formules des traces. On rappelle que, d’aprés 4.3.1, pour X assez grand
(dépendant du support de f) on a

EX  (x) = kX (7).

geom spec

On obtient par intgration sur [G] la formule des traces non invariante :

Proposition 4.6.1. Pour X assez grand on a l’identité :
T (f) + Tigo(F) + Tamip(F) = Jaise(f) + Tooni(f) -

Le terme elliptique Jo;(f) et le terme spectral discret Jys.(f) sont des distributions
invariantes par conjugaison de f c’est-a-dire en remplacant

frg=flo)  par  fTigw faTlgx) .
Les autres termes de formule des traces ne sont pas invariants sous une telle conjugaison :

ils dépendent du choix du compact maximal K et du sous-groupe parabolique minimal
P.
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5. PRE-STABILISATION

5.1. La méthode. On va étendre chaque terme du développement de k et de

geom( )

b
kpee() en une fonction sur

(G) = G(F)Z(Ar)\G(AF) .

Ce sont ces fonctions que 1’on souhaite analyser : en effet on sait que la conjugaison sous
GL(2) équivaut a la conjugaison stable pour SL(2). La transformation de Fourier sur

Qr ~ G<AF)6(F)Z(AF)\6(AF>
fournira la pré-stabilisation. On observe tout d’abord que

Zf:v YT)

YEG(F)

a un sens pour ¥ € G(Ap) puisque det(Z719%) = 1 et que k(nF) = k(%) pour tout
n € Z(Ap)G(F). On a ainsi défini une fonction sur

(G = G(F)Z(Ap)\G(AF) -
Nous allons montrer qu’il en est de méme pour tous les kX (z) :

Lemme 5.1.1. Les fonctions

sont invariantes & gauche par G(F)Z(Ap).

Démonstration. L'invariance sous Z(Ap) est évidente. On sait déja que ces fonctions sont

invariantes a gauche par G(F'). 1l suffit donc de prouver I'invariance par les £ € M (F).
Mais de tels £ normalisent P(F') et G(F') et donc laissent invariantes les troncatures. O

Par intégration sur [G] contre un caractére k de Qp on définit des distributions
TEw) = [ (et (3 di
(G]

et on a, si Qr est muni de la mesure de Haar lui donnant le volume 1,
AGEDIPAGDE

C’est ce que nous appellerons la pré-stabilisation de la formule des traces pour G = SL(2)
Nous étudions tous les termes plus en détail ci-dessous.
On rappelle que pour X assez grand (dépendant du support de f) on a d’aprés 4.3.1
Fgeom (%) = Kipec(@)

geom spec

et on voit de méme que
k;i,om(,v) = kigzec(,v)

On en déduit que pour tout x une identité que nous allons expliciter.

geom(f H) spec(f I‘i) N
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5.2. Contributions elliptiques. Soit E/F une extension quadratique séparable. On
note €g/p le caractére de Cp associé a E//F par la théorie du corps de classe; c’est de

fagon naturelle un caractére de (Qr. On note T E/r le tore défini par la restriction des
scalaire a la Weil pour E/F du groupe multiplicatif £* et Tx/p le sous tore des éléments
de norme 1 :

T/p(F)=E* et  Tgp(F)=E
ot E! est le noyau de la norme

NE/FIEX%FX.

On peut réaliser Tg/r comme un sous-groupe de G et Tp /F comme un sous-groupe de G.
Les intégrales orbitales qui interviennent dans I'expression Jg(f, k) qui est la contribution
des termes elliptiques réguliers relatif a I’extensions quadratique non déployée E/F qui
ont en facteur I'intégrale de x de I'image par le déterminant de

Z(Ap)Ti/p(F)\Tg/p(Ap) = ASEX\AY =~ Cp\Cg .

Cette intégrale est nulle sauf si x est constant sur Ng,p(Cg) c’est-a-dire si K = 1 ou
k = ep/r. On a donc

Je(f) = Je(f,1) + Je(f.cp/r) -
On a défini en 4.2.1 une intégrale orbitale globale pour v € T, p(F) régulier en posant

'7 fv
O, f) = / FE )
T/ r(Ar)\G(AF) H L(1, ky)

oll k = eg/p. Les mesures utilisées pour le calcul des intégrales orbitales locales O,(7, fy)
sont les quotients de mesures de Tamagawa locales non normalisées sur T}, et GG,,. On peut
maintenant définir une intégrale s-orbitale globale en posant

O+ (v, f) =Y emw(det(n)O(n ", f)

n€ED(y,AF)
ou
D(v, Ar) = T/r(Ar)G(AR)\G(AF) .
Mais ce groupe est la limite inductive sur la famille des ensembles finis S de places :
D(v,Ar) =1limD(y, Fs) ou D(y, Fs) = HD v, F,
- ves
et si on utilise les mesure locales comme ci-dessus on a

O (v, f) = k(x) f(a " ya) di = L(1, k) [ | Oy (. fo)

/:FE/FmF)\é(AF) L(1, )

Remarque 5.2.1. Dans |[LL]| le facteur de transfert est intégré dans la définition des
k-intégrales orbitales locales O% (v, f,).
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Lemme 5.2.2. Pour v € E* on a lidentité
> O, f) = ZO"“ 7).

neD(v,F)

Démonstration. On rappelle que D(v, F)) ~ Ng,p E*\F*. Maintenant
T/ p(Ar)\G(AF) ~ Tg/p(Ap)\G(Ar)" U Tpp(Ar)\G(Ar) ™
ol
G(Ap)t = {z € G(Ap)| det(z) € F*NgpA}} et det(n) ¢ F*NgpAl

Par ailleurs, si on pose

G(Ap)* = {z € G(Ap) | det(z) € F*}

en utilisant que F* N Ng/pAy = Ng/pE* (principe de Hasse valable pour les extensions
quadratiques) on voit que

E*Tgp(Ap)\G(Ap)* = Tp/r(Ar)\G(Ap)*

La formule de Poisson pour le groupe discret D(, F') vu comme sous-groupe d’indice 2
de

> o, f) = ZO’Wf

n€D(v,F)

montre alors que

O

Remarque 5.2.3. On aurait pu utiliser le résultat plus général [Lab2, Théoréme 3.9| qui,
dans notre cas, affirme que

T(Tep) Y, O 'y, f) =7 ZO“%
neD(v,F)
et on sait que 7(Tg/p) =2 et 7(G) = 1.

Corollaire 5.2.4. On suppose les k-intégrales orbitales calculées au moyen du quotient
des mesures de Tamagawa. Alors

To(foemym) = =72 D OFr(y, ) = 5 3 077 (3, ) -
yEE* YEE*

Démonstration. D’aprés 4.2.2,
T(Tx/r) _
Je(f) = 2/ > o, f) .
YEE* n€D(v,F)
11 suffit alors d’invoquer 5.2.2 0
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5.3. Contributions hyperboliques. Le calcul de la contribution hyperbolique fait ci-
dessus fournit I'expression suivante :
=D S (fn)

avec

= [ (X))
Z(Ap)M(F)\G(AF)
Lemme 5.3.1. Pour m € M(Ap)

T (fo 1) = F@ I m@)n(F, X)k(w)dz =0

/Z(AF) M(F)\G(AF)
st Kk est non trivial.
Démonstration. En effet,
my = f(@ P m i mmg @) n(myx, X)
est constant pour m; € M(AF) et donc l'intégrale sur Z(AF)M(F)\M(AF) est nulle. [

On en conclut que
JE(f) = JE(f.1) -
Nous dirons que la contribution des éléments F-hyperboliques, quoique non invariante,
est T-stable.

5.4. Contributions unipotentes. On souhaite calculer J;,, (f, z). Comme ci-dessus on
pose :

ump(f T, 2) Z f(z " 2vz) — 7p(Hp(z) — X)/ f(z™ zux) du

VeU (F)* U(Ar)

ump(f R, 2) = /Fﬁ(y)</M(F)U(AF)\G(AF) ump(f Y, 2) dx') dy

ol Qr est le groupe compact
Qr = Z(Ar)M(F)G(Ar)\G(Ar) ~ Z(Ar)M(F)M(Ar)\M (Ar)
muni de la mesure de Haar qui lui donne le volume 1. Avec ces conventions
Bolfosa)= [ () @ (s) di
Z(Ap)M(F)U(AR)\G(AF)
soit encore

R() OX,, (X, i, 2)3(m) " dif

unip

ump(f K, Z)

et, par inversion de Fourier,

/’z“(AmM(F)\M(AF)

ump E : unip f K, Z
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ol on somme sur le dual de Pontryagin de (). La somme a priori infinie ne porte que sur
un nombre fini de termes, dépendant de f. Ici ce n’est pas le support de f qui importe
mais sa lissité, a savoir le sous-groupe ouvert compact H € G(AY¥) sous lequel f est bi-
invariante. On a noté A% l'’anneau des adéles finis et H est un sous-groupe d’indice fini
du sous-groupe compact maximal de G(AY) :

K~ =[] SL2.9,).
vE{oo}
Considérons, comme ci-dessus, la fonction sur Ap :

g(n,2) = fX(zu) ou u= (1 n) :
0 1
Posons

AX(f R, 2) = / k(a)g(a,z)|al d*a

—-X
a€A} ,la|>qn

et

BX(f k) = / w(a)h(a, )|a] d*a

aeCp, |a\<q;X
ou h(a, z) est la fonction sur le groupe Cp = A5 /F* des classes d’idéles
ha2) = 3 gla¢.2)~ [ glan,2)dn.
CGFX nEAF
On a alors

Lemme 5.4.1. Les mesures de Haar étant choisies de sorte que Qr ait le volume 1 on a
1
Taalfk,2) = 5 (A% (fk,2) + BX(f,5,2))

Démonstration. Le facteur 1/2 vient du changement de variable a + a? dans la comparai-
son avec les intégrales qui apparaissant dans 4.2.3. En effet, pour les corps de nombres la
mesure de Haar sur le groupe multiplicatif des réels vérifie d*t? = 2d*t et pour les corps
de fonctions on doit sommer sur des réseaux isomorphes & Z ou 2Z et on observe que

S o) = 5 (S et + S (-1)(m))

ne227Z neL neE”L

O

Pour obtenir de expressions plus explicites on introduit des variantes régularisées. Pour
s € C et R(s) > 0 on pose

C(f, )k, 2) = / w(a)]a**g(a, z) d*a

Ap

DX(f,S,Fo,z):/ (K(a)’a|1+s/

|a\<q;X n€Ap

g(an,z)dn) d*a



SL(2) NOTES PROVISOIRES 53

DX(f,s,k,2) = (/ k(a)|al® dxa)(/A g(n,z)dn>

al<qp™ F

soit encore

qui sont convergentes pour R(s) > 0. On a alors
AX(fv K, Z) + BX(f7 '%72’/) = llH(l) (C(f,S,/i, Z) - DX(f7 S, ’%72’/)) :
S—r

On supposera désormais que f est un produit de fonctions locales f,. On introduit des
facteurs locaux :

C(fo, S, Ko, 2) :/ RU(G)‘G|1+SQU((I, z) d*a .

F
On observe que pour presque toute place v la fonction
-1 N 1 n
n g,(n,z) = fo(k™ zuk)dk ou wu=
K, 0 1

est la fonction caractéristique de ’anneau des entiers. Dans ce cas
C(fo, 8, kv, 2) = L(1+ 5, Ky)

ou L(e, k,) est le facteur local de la fonction L de Hecke pour k,. En passant au produit
sur toutes les places on obtient que

C(8, Ky
C’(f,s,m,z)zL(l—l—s,n)Hﬁ.

Le produit ne porte que sur un nombre fini de places (dépendant du support de f) et la
seule singularité au voisinage de s = 0 est celle de la fonction L.
Pour x =1 la fonction L est la fonction Zeta du corps F :

L(1+s,1)=2Z(1+s)

et donc C(s,1,z) a un pole en s = 0; ce pole est compensé par le pole de D¥(s, 1, 2).
On obtient une expression explicite en calculant la différence des termes d’ordre 0 des
développements de Laurent. Reste & montrer que ngp( f,1, z) est une somme de produits
sur toutes les places d’intégrales orbitales pondérées sous le groupe adjoint. Le terme
provenant de D° est, & une constante prés, I'intégrale orbitale unipotente sous le groupe
adjoint. Par ailleurs
Cy(s, 1,2)
C(s,1,z) Z(1+s)1:[ZU(HS)

le produit sur les places v étant toujours convergent et holomorphe au voisinage de s = 0
puisque presque tous les facteurs valent 1. Il suffit maintenant d’observer que la valeur
en s =0de Cy(s, 1, 2) et de sa dérivée C) (s, 1, z) sont les intégrales orbitales unipotentes
pondérées (locales) sous le groupe adjoint :

Cy(0,1,2) :/ fo(z7tzvz) di = O (v, f,) ou v = (1 D
ZyU\Go 0
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et, pour une certaine constante c,, on a

C/(0,1,2) = cv/ fo(z ™t zva)Hp, (x) di .

ZUUU\é’U
Si k = eg/p # 1 le terme D (s, k) est nul. Donc JiX, (f, k) est indépendant de X si
k # 1 et on omettra alors I'exposant.

Lemme 5.4.2. Sik =cp/p # 1
1. 1., .
Junip(faﬁ'az) = EE_{%C(JE?S?/@Z) - 511_{20 (taf)
pourt € TE/F(F)

Démonstration. Si k # 1 on a

f’Uas Ry, 2 O(O, KJU,Z>
c(0 _1 L(1 = L(1
(0, %, 2) = lim +MHL1+MU (’H)U TS
ou
Co0.wd) = [ wla)fe o) di
ZyUs\G
soit encore
— : Oﬁv(t fU) K
C(0,k,2) = L(L“)H?_{I;Am(t,t)m lim O*(t, f)
pour t € T p(F). O
5.5. Pré-stabilisation spectrale. La fonction sur G(AF) :
kﬁ)sc(~> K(E7 3’:> - Z / ?P(HP(V%) - X)K<u/y"f7 %)du :
u€[U]

YEP(F)\G(F)

passe au quotient sur [G] et on a

spec § : spec

On pose
o) = flaya™) et 7%(y) = m(zyz™)
et on a
Jaise(fy K) :/ Jdisc(f Jr(det )dx = Za Jtrace 7(f)
avec

a"‘(ﬂ):/Q a(n®)k(det T)dx

On a utilisé que les k sont d’ordre 2. On verra que méme pour des représentations du
spectre discret il n’est pas toujours vrai que a”(7) soit un entier positif.
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Proposition 5.5.1.
Jc)gnt(f) = cont(f 1)

c’est-a-dire que les J= .(f, k) sont tous nuls si k # 1.

Démonstration. Tout z € G(AF) peut s’écrire de facon unique comme

T = ar avec 1 € G(Ap) et a= <de1;)(x) (1)>

et on définit une fonction f sur G(Ap) en posant :

f(x) = 0(det(x)) f(x1)
ou # est une fonction sur Ay de support assez petit de sorte que les deux conditions :
€€ F* et (&) # 0 impliquent £ = 1. On impose de plus que #(1) = 1. La fonction f
permet de définir un noyau K pour G :

K@y =Y. f@'59)
FEG(F)
et
k(@) = K@3) — ) 75(Hp(77) — X)K (A7, 7)du .
yeB(FNG(F) * “EUAF)
On observe que K (%,7) = K(,%) et de méme K(ui%,7) = K(ui7, ) et donc
X () X
kspec( ) kspec( )
ce qui implique

X TX (2N (3 I
Tidtn) = [ R @n(@) di
[G]
ou le second membre est le coté spectral de la formule des traces pour G tordue par le
caractére x pour la fonction f (cf. [LW]). La contribution du spectre continu est, & un

scalaire prés, une intégrale de la forme
/ trace (MX(X)%X(}V) . I,.i)dX
el

ou I, est 'opérateur envoyant I'espace V5 de 75 sur celui de 75 ® &. Il convient d’observer
que N N

MEN75(f)
est un opérateur dans I'espace de 75 alors que I, échange 'espace de 75 et celui de 75 ®@ k.
La trace est nulle sauf si

TR =T QK

ce qui ne peut intervenir que pour un ensemble de X de mesure nulle. O
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6. STABILISATION

6.1. La T-stabilisation. La 7 -stabilisation de la formule des traces est, par définition, ce
que I'on obtient en composant la pré-stabilisation de la formule des traces non-invariante
avec un transfert endoscopique pondéré. Un tel transfert n’a pas été établi en général;
toutefois on dispose dans la littérature du lemme fondamental pondéré et I'existence du
transfert pondéré géométrique est facile a établir pour les fonctions a support régulier ; le
cas général reste conjectural. Dans notre cas le transfert pondéré est disponible puisque
pour la donnée endoscopique principale £ = {G, 1} le transfert est I'identité f¢ = f et que
par ailleurs il n’y a pas de distributions pondérées a considérer pour les autres groupes
endoscopiques : ce sont des tores. Pour la donnée endoscopique £ = {G, 1} on voit que

geom(f 1) et spec(f 1)

donnent le coté géométrique et le coté spectral de la formule des traces T-stable pour
G = SL(2). Les termes elliptiques dans .J;,,,(f, 1) et les termes discrets dans J..(f, 1)

spec
sont G (A p)-invariants et donc stables. Mais les termes hyperboliques ou unipotents et les
termes continus ne le sont pas strictement : de fait ils ne sont méme pas G(Ap)-invariants.
Mais ils le sont si on se limite & la conjugaison sous M (Ax) pour les éléments dans P(Ar),
ce qui est d’ailleurs une conjugaison triviale pour les éléments hyperboliques; mais elle
est non triviale pour les unipotents.

6.2. Termes instables. On supposera dans cette section que k = eg/p ol E est un
corps, extension quadratique séparable du corps global F'. Il résulte de ce qui précéde (cf.
5) que
Joeom([re8/7) = JE(fr68/8) + Junip(f,€5/F)
que l'on notera
ngm(fa €E/F>
puisqu’il est indépendant de X et de méme
Jovee fr€8/F) = Tepec(fr€8/F)
est indépendant de X. On a donc
Jgeom(fr€8/F) = Jspec(f,€0/F)
et
Jgeom ([, €6/7) = Ju(f, €B/F) + Junin([,€E/F) -
Le transfert local 2.3.3 et le lemme fondamental 2.3.4 fournissent un transfert global

encore noté f — f€. Toutefois les mesures de Haar locales et globales sont & comparer.

Lemme 6.2.1. Pour & = (Tg/p,ep/r) avec cp/p # 1 le terme Junip(f,cp/r) fournit la
contribution de Z(F) a Uexpression géométrique de la formule des traces pour le tore T p
attaché a lextension quadratique sépamble E/F associée d eg/p.

Junip(fr€B/F) = ZC (0,ep/F, 2) %ng(z)
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Démonstration. D’aprés 5.4.2, compte tenu de 2.3.3 et 2.3.4, et en utilisant des mesure
de Tamagawa locales non normalisées on a pour ¢t € T p(AFr) :

O(0.e5/p.2) = Im O%(t, f) = lim () = £°(2) .

O
Lemme 6.2.2.
1
Jgeom(f7€E/F) - 5 Z fg(/Y)
YETE/r(F)
pour la fonction f€ avec £ = (Te/r.eB/F)
Démonstration. D’apres 2.1.1 et 5.2.4
1
Je(f emr) = 5 > oy, f Z Fe()
yEE* veE*
Par ailleurs 6.2.1 montre que
1
Junip(fa KJ) = 5 Z OEE/F ZV f ng
z€Z(F)
O

Le second membre de 6.2.2 est, & un scalaire prés, le coté géométrique de la formule
des traces (en l'occurence de la formule de Poisson) pour Tx/p. C’est la contribution
endoscopique pour le groupe endoscopique Tg/p :

Jgeom(f75E/F) = L( ) geom(fg)

La formule de Poisson s’écrit

JE(fE) = Z £E () (TE/F) > o)

ol Y{E/\F est le dual de Pontyagin de TE/F(F)\TE/F(AF). On a donc

Jgeom(fr€B/F) Z trace 7, o(f) — tracemg o(f) .
GETE/F

L’égalité
Jgeom(fa gE/F) = Jspec(fa <’J‘E/F)

montre donc que

Jspec(fu €E/F> cusp(f gE/F) + Jcont(f €E/F Z trace 7TE 0 — trace WE,G(f) :
QETE/F
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+ ot -~
On rappelle que 7p 5 ~ Mg € Mgy =T

Ef-1
sentations apparaissent dans Jope(f, £) pour k € {1, /r}. La s-multiplicité de ﬂjE[ﬂ vaut
1/2 pour k =1 et £1/2 pour kK = eg/p ,

Si @ = 07! mais 0 # 1 alors 0 est d’ordre 2 et définit une extension quadratique L de
E et L/F est une extension bi-quadratique. Dans ce cas 7@5’9 ® Tp 4 se décompose en une
somme de 4 représentations inéquivalentes et on notera 7y, le composant ayant un modéle
de Whittaker. Il interviendra pour 3 extensions quadratiques F; entre F' et L soit donc
au total avec multiplicité 3/4 dans la partie instable et il interviendra avec multiplicité
moyenne 1/4 dans la partie stable Jys.(f, 1) et donc au total 1 dans Jyse(f). Les autres
apparaissent avec multiplicité —1/4 = (1/4) —2(1/4) dans la partie instable et +1/4 dans
la partie stable et donc n’apparaissent pas dans Jys.(f).

Enfin, le terme correspondant a ¢ = 1 est la contribution de Jeon:(f, €p/r), ¢’est-a-dire
un des termes discrets issus de la troncature du spectre continu.

Donc lorsque 0 # 671 de telles repré-

6.3. La formule des traces T-stable. Si x = ep/p est non trivial et &€ = {Tg/p,cp/r}
on pose H = Tg/p, L(€) = 7(Tg/r)/4 = 1/2 et on a montré

SIL ()= S ) et ST = ——— 3 ()

n€Tg,r(F) 0Ty, r
On a alors
IO (fremr) = IS (Frepr) = U(E)SII(fE) .
Maintenant si & = {SL(2),1} on a f& = f; on pose 1(€) =1 et
SIE(fE) = JFX(f.1) .
Puisque

TSN =I5 (S k)

la formule des traces pour GG peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’expressions,
que nous appellerons T -stables, sur les groupes endoscopiques

TEN) = 2 HE)SIIH ()
£
oll ® = geom ou Spec.

6.4. Sur certaines distributions non-invariantes. Pour la stabilisation des distribu-
tions non invariantes par conjugaison nous aurons besoin d’une distribution non invariante
auxiliaire : pour m € M (F) on pose pour g € G(Ap) :

U(f,m,g) = 5(m)1/2/ / Hp(kg)f (k™ 'muk) dudk .
K JU(AF)
Maintenant si m € M(Ap)* on a

¥(fm,g) = Au(m) | P ) (Fp(g) — Hp(a)) di

MAF)\G(AF)
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En effet si x = myu,k, alors Hp(xg) — Hp(z) = Hp(k,g) donc
¥(fm.g) = Bui(m) o ) Hp ()
M(Ap)\G(Ap)

et I’égalité cherchée résulte du changement de variable u — ' ot x = uk et

1 1

v =m""u""mu .

Du coté géométrique les éléments hyperboliques et unipotents donnent naissance a des
distributions non-invariantes appelées intégrales orbitales pondérées notées J,,(f) pour
m € M(Ag). Pour m € M(Ap)* on pose

Tu(f) = Ang(m) /M g S ) i

Lemme 6.4.1. On pose w(m) := wmw=t. Pour m € M(Ap)* on a
Tn(f7) = Ju(f) = = (¥(f,m, 9) + T(f,w(m). g)) -
Démonstration.

Tu(F9) = Tu(f) = Ans(m) /

(Ftor~tmeg™) — fla~ma) ()
M(Ap)\G(AF)

soit encore
InF) = I £) = Baatm) [ o 1 ) (n(eg) () di
On a vu que
n(z) =e — (Hp(z) + Hp(wz))

ol € = 0 ou 1 suivant que l'on travaille avec un corps de nombres ou un corps de fonctions
et donc

Jm(fg) - Jm(f) = —(lp(f,m,g) + \Ij(f’w(m>7g)) :

On considére 'unipotent

1 n,
et on pose
U(z) =log, (Inu|) si z=k"'uk avec ke K et n, €A} .

Cette fonction est bien définie car le normalisateur dans G (Ar) de 'ensemble des u avec
n, € AL est P(Ap) et donc n,, est bien défini & une unité prés. Pour z € Z(Ap) on définit

L(f) = fa zvn)(v(z)) di on 1/:((1] })

/Z(AF)U(AF)\é(AF)
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Lemme 6.4.2.
Jz(fg) - Jz(f) = _2\Il(f>z7g) :

Démonstration.
L= [ Fgr avag (v (x) di
UAF)\G(AF)

soit encore
L= [ [ ) (v (ag) di
U(Ap)\G(AF)
et en d’observant que
Hp(zg) = Hp(kg) + Hp(z)
et que pour m € ]TJ/(AF) ;
((m~'um) = log,, (lm~*n,|) soit encore {(m~'um) = ((u) — 2Hp(m)

on obtient
U(v(zg)) = l(v(z)) — 2Hp(kg) .

On note A(g) 'opérateur de multiplication par Hp(kg) dans L*(K) :
(A(g)¢) (k) = Hp(kg)p(k) .
Lemme 6.4.3.
trace A(g)m(f) = / U(f,m,g)m>dm .
M(AF)

Démonstration. 11 suffit d’observer que le noyau K (kq, ks) sur K x K représentant I’opé-
rateur 7y (f) dans L?(K) a pour formule

K(ky, ky) = / / F (kT mauks)m? 6 p(m) 2 dmdu .
M(AF) JU(AF)

Lemme 6.4.4.
wwA(g)M’()\)w,\(g)*l —M'(\) = M(N)A(g) + A(g)M(N) .

Démonstration. On observe que si A = sr+ y on a

d%%(g) = A(g)ma(g) et Tur(g)M(A) = M(A)ma(g) -

En dérivant en s la seconde expression on obtient

—A(g)Twr(9)M(A) + mur(g)M'(N) = M'(A)ma(g) + M(A)A(g)ma(g)
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Du coté spectral apparaissent des distributions non-invariantes appelées caractéres pon-
dérés :
f = @\, f) = trace N(\)mA(f)
ou N (A) est la dérivée logarithmique de l'opérateur d’entrelacement normalisé R(\) :
NO) =R RN .

Lemme 6.4.5. On a lidentité de distributions suivante :

O(A, f7) — (A, f) = trace A(g) (ma(f) + Tur(f)) -
Démonstration. Pour ce calcul il revient au méme de remplacer R par M dans la définition
de N puisque les dérivées logarithmiques du facteur de normalisation se compensent. Par
définition

DO ) = B, f) = trace N(A) (ma (%) = ma(f))
c’est-a-dire

trace (NN ()" ma(H)ma(9) = N (f))

soit encore

trace (WA(g)N()\)W,\(g)fl — N<)\)>7TA(f)

On observe que M(A\)7x(g) = mua(g)M(A) et 'assertion cherchée est alors conséquence
immeédiate du lemme 6.4.4. 4

On pose
L\(f) = trace (N (\)mA(f)) —i—/ T (f) m> dm

M(AF)

—

et si M(Ap) est le dual de Pontryagin de M (Ap) on pose
Ln(f) = Jn(f) + / ~ trace (N ma(f))m ™ dA
M(AF)

Proposition 6.4.6. Les distributions I,(f) et L,(f) sont stablement invariantes :
I\(f?) = I\(f)
pour tout g € é(AF) Il en est de méme pour I,,.

Démonstration. 1l résulte de 6.4.1 et 6.4.2 que
[ (- aapin s eman
M(AF)

M(AF)
Par ailleurs 6.4.3 et 6.4.5 montrent que

(I)<)‘7 fg> - q)()‘v f) = traceA(g) (7")\(]0) + WwA(f))

est égal a

/ U, (f) (m* +m**) dm .
M(AF)
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6.5. La forme stablement invariante. Une forme invariante pour la formule des traces
pour SL(2) est obtenue en faisant passer du cété géométrique la partie non-invariante
du coté spectral. Les termes non-invariant du coté géométrique sont les contributions
hyperbolique et le terme correspondant a Kk = 1 de la pré-stabilisation de la contribution
unipotente. On rappelle que I'on a posé

K= [ fla~ o) (a) di
MAp)\G(AF)
et pour £ = z € Z(F') on pose

J.(f) = /K /U . Follk ™ zuk) M) dk du .

Les termes non invariant du coté spectral font intervenir la dérivée logarithmique de I'opé-
rateur d’entrelacement. Mais 'opérateur d’entrelacement M(s, \) peut s’écrire comme le
produit

M(s, A) = m(AN)R()N)
d’un facteur scalaire m(\) quotient de fonctions L de Hecke et d'un opérateur appelé
opérateur d’entrelacement normalisé noté R(A). Cela permet de décomposer sa dérivée
logarithmique M () en une somme d’un opérateur scalaire et d’un autre opérateur :

m'(A)
m(\)

ou N (A) est la dérivée logarithmique de R(M). La clef du passage a la forme invariante
est le

M) = +N(N)

Lemme 6.5.1.

/Atrace (N()\)ﬂ'A(f)) dA = Z Ne(f)

§EM(F)
et
Ie(f) = Je(f) + Ne(f)

est une distribution invariante.
Démonstration. Cela résulte de la proposition 6.4.6. 0]
Le coté géométrique s’écrit
Lyeom(f) = Leu(f) + L(f)

ou

Lu(f) = Jeu(f) et L(f) =D I(f)

Le coté spectral de la formule des traces invariante s’écrit

]sz)eC(f) - ]diSC(f> + Icont(f)
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ou
m’(\)

Idisc(f) = Jdisc(f) et cont / )\ trace 7T/\(f) ah .

La stabilisation invariante s’écrit :

Théoréme 6.5.2. On a les identités

IQGOW(f) = Z ( )Slgeom(fg) et ]SPEC Z L Sjgpec )
& &
avec

SIS =J4  Slie=J4e . SIS =1, et SIS, =1Iom

disc

et

Remarque 6.5.3. Les distributions qui apparaissent dans JE(f, 1) sont les distributions

qui apparaissent dans la formule des traces non-invariante pour G. De méme, les distri-
butions qui apparaissent dans I¢ sont les distributions qui apparaissent dans la formule

des traces stable pour G.
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7. FORMES INTERIEURES : UNITES DES ALGEBRES DE QUATERNIONS

7.1. Théorie locale. Soit F' un corps local et soit H ’algébre de quaternions (non dé-
oloyée) de centre F. On note G'(F) = H* son groupe multiplicatif et H' = G'(F) le
sous-groupe des éléments de norme 1.

Soit F un corps extension quadratique séparable de F. On note a — @ l'action du
groupe de Galois de E/F. Alors on peut identifier H & I’ensemble des matrices dans

M (2, E) de la forme
[« 5o
a=|5 3

acel , BelE , 0€F* mais 0¢& Ng/pk™ .
On a plongé E comme le sous-ensemble des matrices diagonales dans H et 'action de
I’élément non trivial du groupe de Galois est induit par la conjugaison par

0o
Comme 0 n’est pas une norme on a eg/r(9) = —1 d'out le

Lemme 7.1.1.

avec

epyr(det(wp)) = ep/p(—0) = —eg/p(—1) .

Correspondance de Jacquet-Langlands. On a une bijection entre les classes de conjugai-
son d’éléments de H™ et les classes de conjugaison d’éléments elliptiques ou inséparables
de G(F). Cette bijection est duale de la bijection, appelée correspondance de Jacquet-
Langlands et notée JL :
T = JL(7)

entre ’ensemble des représentations (unitaires) irréductibles de G'(F') = H* dans 'en-
semble des séries discrétes de G(F) = GL(2, F) et cette bijection est compatibles aux
torsions par des caracteres et a la bijection entre classes de conjugaison. De plus on a une
égalité au signe preés (le signe de Kottwitz) pour la restriction de caractéres des représen-
tations aux éléments elliptiques réguliers (voir le chapitre 15 de [JL])

trace 7 (t) = —trace JL (7')(¢) .

Décomposition par restriction a G'(F'). Pour le corps des réels la norme des quaternions
n’est pas surjective (elle ne prend que des valeurs positives). Un caractére de H* corres-
pond a deux caractéres de GL(2,R) qui différent par le caractére signe et le groupe X ()
est toujours trivial. Les représentations de H* restent donc irréductibles par restriction a
G'(R).

Si F" est non archimédien et si 7’ est une représentation admissible irréductible (unitaire)
de G'(F) correspondant a m, le groupe X (7') des caractéres tels que ™ ® x' ~ 7' est
isomorphe & X (7); il est donc de cardinal 1, 2 ou 4. Cependant, on verra ci-dessous que
'algeébre d’entrelacement de la restriction 7’ de 7 & G'(F') n’est pas toujours isomorphe a
celle la restriction de 7 a G(F') quoique de méme dimension. Si 7’ ® ep/p ~ 7 il existe un
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caractere 6 de E* tel que JL (%) = T, et T sera notée 7(6). Notons G'(F)g le noyau

de ep/p o det. Par restriction a G'(F)g la représentation 7'(#) se décompose en somme de

deux représentations irréductibles inéquivalentes que nous noterons %};g et %/E_g . Pour
é(F )r lexistence de modéles de Whittaker permettait de distinguer entre %;5 et %1;5 .

Pour G'(F)g et il ne semble pas y avoir de fagon simple pour distinguer les 7?;5 .

Transferts géométrique et spectral. On utilise le méme facteur de transfert

A (1) = A(B/F, ) ey (222 ) by =71

T

Lemme 7.1.2. Pour & = (Tg/p,cg/r) il existe une fonction
18 e Cx(Tgr(F))
appelée transfert de f pour la donnée endoscopique &€ telle que
fEH) = A%, )O"(t, f) -
Démonstration. Si F est non archimédien O(t, f) = O(t, f) pour t assez voisin de 1 dans

dans G'(F) et O%(t, f) = 0; la lissité de f€ en résulte. Si F = R on peut identifier T/ (R)
avec le groupe des nombre complexes de module 1 et

7_7> = = i —ip
com(T=2 )y =71 = e(e¥ =)

(pour un ¢ € R et ¢ de module 1) qui est lisse de méme que 'intégrale orbitale, pour les
mesures de Haar normalisées, les groupe G'(R) et Tg/r étant compacts. OJ

Compte tenu de 7.1.1 le transfert spectral est alors de la forme
-7\ (0(0) —0(v ™))
05 (t) = N(E/F,)e (7 Z)< .
() ( / )E/F P |7_7—1|

Si 6 la restriction de 6 aux éléments de norme 1. On note 7 (6)* les restrictions de %/Eié a

G'(F). On voit comme dans 3.3.6 que la différence des caractéres
trace 77;;9 (t) — trace WE(, (1)

est nulle sur les tores non isomorphes a Tg/p. Il résultera de considérations globales
(stabilisation des formules des traces pour G et G’ sur des corps globaux) que pour
t € Ty p(F) régulier on a

6° (t) = trace ng(t) — trace ng(t) :

On sait déja que les 7/(6)* sont irréductibles inéquivalentes si § n’est pas d’ordre 2. Par
contre, si 6 est d’ordre 2 non trivial, on voit que

trace 7T/1§L,9 (t) = trace Wge(t)

pout tout ¢t € G'(F). Les deux représentations sont donc équivalentes et 'algebre de
d’entrelacement de la restriction de 7'() & G'(F') est isomorphe a l'algebre M (2,C) des
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matrice 2 x 2 complexes alors que celle de la restriction de 7, ; & G(F) était C* : les
algebres d’entrelacement sont de méme dimension mais non isomorphes.

7.2. Théorie globale. Soit F' un corps global, H une algébre de quaternions sur F' et soit
G le groupe des éléments de norme 1. On note I, le centralisateur de v, I'p un ensemble de
représentants des classes de conjugaison dans G'(F’) et II un ensemble de représentants des
classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles de G'(Ar) qui interviennent
dans la décomposition spectrale. de L?*(G'(F)\G'(Ar)). Les classes de conjugaison sont
de deux sortes : Il y a I’élément neutre et d’autre part le éléments semi-simples réguliers
dont le centralisateur est un tore anisotrope. Les éléments hyperboliques ou unipotents
n’apparaissent pas dans G'(F') méme si ils apparaissent localement aux places v ou G'(F},)
est déployé c’est-a-dire partout sauf en un nombre fini pair, mais non nul, de places. La
compacité de G'(F)\G'(Ar) implique que le spectre de L*(G'(F)\G'(AF)) est purement
discret et on note m(w) la multiplicit¢ de 7 dans le spectre discret. Pour G’ la formule
des traces est donc élémentaire :

> vol (I, (F\L(Ap))O(v, f) = Y m(x')trace (7'(f) .

vel'p 7' ell’
La pré-stabilisation et la stabilisation s’établissent comme dans le cas déployé sauf qu’il n’y
a pas distinguer entre la T-stabilisation et la stabilisation invariante. Le seul phénoméne
nouveau est que les multiplicités peuvent ne pas étre plus grandes que 1. C’est clair pour
certaines représentations instables mais c’est aussi le cas pour des représentations stables.
En effet on a vu ci-dessus que certains composants des L-paquets peuvent avoir localement
multiplicité 2.



SL(2) NOTES PROVISOIRES 67

ANNEXE A. RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ANALYSE HARMONIQUE

A.1. Relations d’orthogonalité. Soit H un groupe localement compact unimodulaire.
Soit 7 une représentation de la série discréte c’est-a-dire une représentation unitaire irré-
ductible dans un espace de Hilbert V' dont tous les coefficients

fx) = (m(x)v, w)

sont de carré intégrable. On peut montrer que

/H|f(a;)\2dx < C(m)|fol|-[[w]] -

Si o est une autre représentation de la série discréte dans V' 'intégrale

A(U,v',w,w'):/<7r(x)v,w)(a(x)v’,w’> dg

H
est convergente.

Lemme A.1.1. [l existe une constante d,. dépendant de w et du choix de la mesure de
Haar sur H telle que

A(v,v',w,w’):{

d (v, v") (w, w’) Sit=o0
0 Sim#o
Démonstration. Pour tout y € H
A(v, v w,w'") = A(n(y)v, o(y)v', w, w')
et donc il existe un opérateur (linéaire continu) I/ : V- — V' (dépendant de w et w') tel
ue
! Av, v w,w') = (Tv, vy = A(m(y)v, o(y)v', w,w'") = (I7(y)v, o(y)v’)
et donc
Im(y) = o(y)!
Si A n’est pas identiquement nul I'opérateur I est non nul et entrelace m et 0. Donc A
n’est pas identiquement si et seulement si 7 et ¢ sont équivalentes. U

Le méme raisonnement s’applique si 7 a tous ses coefficients & support compact (ou
plus généralement intégrables) et ¢ unitaire irréductible arbitraire.

Supposons désormais que H = G(F') ou G est un groupe réductif défini sur un corps.
Pour ne pas avoir a prendre en compte le centre nous supposerons pour simplifier que G
est semi-simple. Supposons que 7w a tous ses coefficients & support compact. Ce sera le
cas des représentations super-cuspidales. Soit B, = {e; |i € N} une base orthonormale de
I’espace de Hilbert V' ou se réalise la représentation 7. Notons yx, son caractére qui est
une distribution que ’on supposera représentable par une fonction localement intégrable.
On appelle coefficient normalisé une fonction de la forme

1

fal(z) = a(ﬁ(ﬂﬂ)@m@@

ol ey est un élément de B;.
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Lemme A.1.2. soient w et ©’' deux représentations admissibles de carré intégrables. Un
coefficient normalisé pour w vérifie

tracem(fy) =1 et tracen' (fr) =0 si 7 %7,

Démonstration. La trace de 'opérateur

7 (f) = /H (@) Fol@) de

est donnée par la série

tracew' (fz) = > _ ('(fx)e,e) = di > /(W'(x)e,e><7r(:1:)eo,eo> dx

€€B7r/ eeB s
et le lemme résulte de A.1.1. O

A.2. Caractéres et intégrales orbitales.

Proposition A.2.1. Les représentations admissibles irréductibles des sous-groupes dis-
tingués ouverts d’indice fini de GL(n, F'), ainsi que celles de SL(n, F) et de leurs formes
intérieures, admettent des caractéres distribution qui sont représentables par des fonctions
localement intégrables.

Démonstration. C’est bien connu si F' est archimédien ou si F' est non archimédien de ca-
ractéristique zéro pour des groupes réductifs arbitraires par les travaux d’Harish-Chandra.
Pour les corps non archimédiens, sans restriction sur la caractéristique, le cas GL(2) est
traité dans [JL|. On dispose désormais des résultats de [Le| pour tout n. Le cas des groupes
réductifs arbitraires reste conjectural. O

Lemme A.2.2. Si 7 est cuspidale les intégrales orbitales d’un coefficient normalisé f,
pour un élément x semi-simple réqulier, vérifient

Xr(x st x est elliptique
O, f,) - { )

0 Sinon

Démonstration. Supposons z elliptique régulier. Soit ¢ une fonction lisse a support com-
pact dans un voisinage assez petit de x de sorte que tous les points de ce voisinage sont
aussi elliptiques réguliers. On a

[ 0w setear =g [ ([t wmjen o) dy)ta) e

qui, si on munit /, de la mesure de masse totale 1, est encore égal a

T [ rerwen mwerdy = = Y [ (w)mu)ea,e)lrmlensel dy

7r e€Br

et les relations d’orthogonalité A.1.1 donnent

/H(’)(gg7 fr)o(z)de = Z (r(p)e, e) = trace ()

e€EBr
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et donc
/ O(z, fr)p(z) de = /Hxﬂ(x)gp(x) dx .

Considérons maintenant un élément x semi-simple non elliptique. Nous devons montrer
I'annulation de son intégrale orbitale. C’est classique; faisons le lorsque H = SL(2, F)
pour un coefficient construit a partir de vecteurs lisses c’est-a-dire K-finis. Par hypothése
r =y lay avec a € A(F) ou A est le tore diagonal et a régulier. On a

H=SL(2,F) = A(F)U(F)K

et donc
O(x, fﬁ)dx—/ (m(y~tay)eo, eo) dy—// (k™ u auk)ey, eo) du dk
A(F)\H

soit encore en utilisant que A(F') normalise U(F') et que a est régulier on a

Oz, fr)dr =d // (k™ auk)ey, eo) du dk

Maintenant il suffit d’observer que si les e; sont des vecteurs lisses
/ (m(u)ey, es) du =0
U(F)

si 7 est cuspidale. En effet, par définition de la cuspidalité, le sous-espace des co-invariants
(lisses) sous U(F') est I'espace (des vecteurs lisses) tout entier et on peut donc écrire eq
comme somme finie de vecteurs de la forme (7(u;) — 1)e;. O

Lemme A.2.3. Soit m une représentation cuspidale et fr(x) un coefficient normalisé.
Soit o une représentation unitaire somme finie de représentations de carré intégrables de
G(F). La multiplicité n(m, o) de m dans o est donnée par l'entier

n(m, o) :=tracea(fr) = (Xo, Xx) -
Démonstration. Les relations d’orthogonalité de Weyl A.1.2 montrent que
traceo(fr) = n(m, o) .

La formule d’intégration de Weyl fournit I’égalité

trace o (f / f7T )Xo (T da:—Zw / Ar(t)*xo( )O(fﬂ,t)dt

ou la somme porte sur les classes de conjugaisons de tores dans G(F') et wr est 'ordre du
quotient Np(F)/T(F) ou Nr est le normalisateur de T'. Les tores compacts sont munis
de la mesure de Haar normalisée (vol (T'(F) = 1). Puisque 7 est cuspidale, il résulte de
A.2.2 qu’en un point ¢t € T(F') régulier

O(fm t) - XW(t)
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si T(F') est un tore elliptique dans G(F') et I'intégrale orbitale est nulle pour un tore
déployé. On en déduit que :

traceo(f,) = Zw;l /T(F) Aq(t)*Xo () xx(8) dt = (Xo, Xr)
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ANNEXE B. THESE DE TATE

Adeles et dualité de Pontryagin. Soit F' un corps global et soit Ar 'anneau des adéles. On
rappelle que les groupe additif des corps locaux F), et des adéles Ap sont auto-duaux pour
la dualité de Pontryagin. L’espace de Schwartz S(Ar) est I'espace des fonctions lisse et a
“décroissance rapide”. Rappelons-en la définition. Si F), est non archimédien les fonctions
lisses & “décroissance rapide” sont, par définition, les fonctions localement constantes a
support compact. Pour les corps archimédiens c’est la notion usuelle. Maintenant sur les
adéles une fonction lisse et a “décroissance rapide” est, par définition, une somme finie de
fonctions décomposables
f=11+
v

ou chaque f, est lisse a “décroissance rapide” et ou pour presque toutes les places f, est
la fonction caractéristique de ’anneau des entiers O, de F,. Il en résulte que pour les
corps de fonctions les fonctions lisses a “décroissance rapide” sont les fonctions localement
constantes a support compact. Les espace de Schwartz sont préservés par la transformation
de Fourier.

Fonction Zeta. La fonction Zeta attachée a f est par définition la fonction de s € C
définie par l'intégrale sur les idéles

Z(f,s) = / f(@)lal* d*a

qui est absolument convergente pour $(s) > 1. Cette fonction admet un prolongement
méromorphe sur C avec au plus deux poéles en s = 1 et s = 0 dans le cas des corps de
nombres et une équation fonctionnelle que nous allons établir en suivant la thése de Tate.
Pour les corps de fonctions on obtient des fractions rationnelles en ¢° avec poles quand
¢* =1 ou ¢~ = 1. On observe aussi que, au moins formellement, si f est décomposée en
produit sur toutes les places de F' :
f:::[Ij;
v

on a une formule de produit en terme de fonctions Zeta locales :
Z(f.s) =] 2o(fors) avec  Zy(fos)= | fola)lal;d a, .
v Fy

Les intégrales locales sont convergentes pour R(s) > 0 et le produit est convergent pour
R(s) > 1. La fonction Zeta du corps F est la fonction Z(f,s) ou f, est la fonction auto-
duale décrite plus haut ; elle sera notée Z(s).

Pour établir ces propriétés on introduit une fonction auxiliaire

E(f,a) = Y flag) .

LeF*
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Cette série est convergente, uniformément pour ¢ dans un compact, puisque F' est un sous-
groupe discret de Ag et que f est lisse a “décroissance rapide”. Maintenant, en notant d*¢
la mesure sur Cr le groupe des classes d’idéles,

2049 = [ E(falal da

On pose
Cf ={aeCpla|l > 1} et  Cr={a€Cp,la] =1}

La formule de Poisson montre que

E(f,a) + f(0) = |a| ™! (E(f, a )+ f(O))

et il en résulte que, au moins formellement,

Z(f,s) = /C (B¢ @)l + =(f, @)l + fO)la]'* = £(0)[a]™*) d*a+a(f)

F

ol

On pose
o(f.s)= [ E(fada.
acC

F
Cette intégrale converge pour tout s € C et ®(f,s) est une fonction entiére sur C. Par
ailleurs, pour R(7) > 0 on a

o]~ & 1 si F' est un corps de nombres
a a = —T . .
ch 13? = qflfl si F est un corps de fonctions

On en déduit la convergence de I'intégrale définissant Z( f, s) pour R(s) > 1 et donc aussi
du produit des fonctions Zeta locales.
Si F' est un corps de nombres on a

£(0)  £(0)

1—5_ S

Z(f,S):CI)(f,S)+(I)(f,1—S)—

en remarquant que le compact C+ est de mesure nulle et donc a(f) = 0.
Pour un corps de fonctions on a

Z(f,s)=®(f,s)+D(f,1—s)+ 5—1( - +a(f) .

En observant que
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on obtient

2(0.5) = af9) + a1 —s) - L0 SOy

b(f) = a(f) + f(0)
et la formule de Poisson montre que b(f) = b(f).

On a ainsi obtenu, dans tous les cas, le prolongement méromorphe de Z(f, s) a tout C,
I'équation fonctionnelle Z(f,s) = Z( fi1- s) ainsi que l'existence de poles en s = 1 et
s =0. Le résidu en s = 1 est f(0)/log ¢z

On rappelle enfin que 'on dispose de fonctions f, auto-duales sur chaque corps local :
pour un corps local non-archimédien c’est la fonction caractéristique de l'anneau des

entiers et c’est une gaussienne pour les corps archimédiens :

fv(fE) — e—w\xp
On dispose ainsi d’'une fonction f auto-duale sur Ag. La fonction Zeta du corps F' notée
simplement Z(s) est obtenue en prenant pour f cette fonction.

avec



74 JEAN-PIERRE LABESSE

ANNEXE C. POLEXP

Problématique. La formule des traces pour les corps de nombres fait intervenir des ex-
pressions oul apparaissent le volume de convexes relativement compacts définis par des
intersections de demi-espaces fermés ou ouverts dans un espace vectoriel réel. Sur les
corps de fonctions au lieu du volume c’est le nombre N(X) de points d’'un réseau (dans
le méme espace vectoriel) dans ces convexes qui intervient. On montre que lorsque le pa-
ramétre de troncature est rationnel c’est-a-dire X € 17Z avec n € N on peut écrire N(X)
comme un élément de PolExp c’est-a-dire comme une somme de produits de polyndémes
et d’exponentielles

On observera que 'expression dépend du dénominateur n.

Le cas des segments. Le prototype de cette question consiste a compter les points du
réseau des entiers dans U'intervalle de [-X, X] C R avec X> 0.
Le nombre N(X) de points entiers dans cet intervalle vaut

N(X)=2E(X)+1=2X+1-2(X — E(X))
ou E(X) est la partie entiére de X. Maintenant pour X € 1Z avec n € N on a
X—EX)= Y an.e*™¥
VEZL/NZ

ot les a,,, sont solution du systéme linéaire

P_ E ayn P avec &= e pour 0<p<n.
n
VEL/NL

Dans notre cas on a donc

N(X) = Pon(X) =Y ™™™ | veZ/Z et PRyu(X)=2X+1-2aq, .
v#0
On notera M () la matrice dont les coefficients sont les P avec 0 < p < n et v € Z/nZ.
On observe que

- e LS P
M(g) 1_ M(f 1) dOIlC au,n— n Z ng

n
0<p<n

et, en particulier,
n(n —1) :
ao,n = 2—712 donc nh—>n;olo apn = 1/2 .
Il en résulte que

lim Py, (X) = lim (2X + 1 — 2ap,) =2X .
n—oo

n—o0

On observe que c’est la longueur de l'intervalle [—X, X].
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Un autre exemple est celui de l'intervalle semi-fermé ]0, X]. Dans ce cas le nombre de
points entiers est F(X) et

E(X)=X = > ay.e®™
VEZL/NL

et a la limite on obtient (X — 1/2).
Ceci n’est pas ce que 1’on obtient pour les corps de nombres. Toutefois cela
est cohérent avec 'observation suivante : on a une union disjointe

[—X, X]=[-X,0[Ul0,0]U]0, X]
pour lesquels on obtient a la limite
(X —1/2)+1+(X —-1/2)=2X
alors que pour les corps de nombres on obtient
X+0+X=2X.

En d’autre termes le passage a la limite reste sensible aux ensembles de mesure nulle.
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