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Probléme direct

z = Da(Ly)

z : observations (e.g. signal 2D de taille M = M; x M)
y : signal original (inconnu de taille N)

L : opérateur linéaire (matrice de taille M x N)

D, : perturbation de parametre «

Objectif : résoudre le probleme inverse

Trouver une estimation i/ de y a partir des observations z.
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RAPPELS
oe

MAP

Probléme de minimisation

min - Ai(y)  + LY
YyER —~— ~—~—

Terme de fidélité  Terme de régularisation

Question : que choisir pour f et f>?
Réponse rapide :

» fi(y) = —log(pzjy=y(z)) est liée au bruit (anti-log vraisemblance).

> f, représente un a priori que I'on peut avoir sur i ou une représentation
de y (on le détaillera dans la suite).
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RAPPELS
[ Jele]ele]e}

Représentations en ondelettes

Coefficients de trame (x)

F*

Image originale (y)

> x € RX: Coefficients de trame de l'image originale y € RV

> F*:RX - RY: Opérateur de synthése de trame tel que
Y(v,7) €]0, 400}, vId < F* o F < 7ld
(la trame est dite ajustée lorsque v =7 = v)

y=Fx

[L. Jacques et al., 2011]
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» Transformée en arbre dual (Dual-tree transform) [Kingsbury 98],
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Exemples de trames

Exemples de trames :

» Base d’ondelettes

» Curvelet [Candés, Donoho 02]
» Contourlet [Do, Vetterli 05]

» Bandlet [Le Pennec, Mallat 05]
| 4

Transformée en arbre dual (Dual-tree transform) [Kingsbury 98],
[Selesnick 01]

> ..

Restaurer les coefficients de représentation sur une trame x (ot y = F*x) a
partir de I'observation d'une image z.
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A propos de parcimonie : définition

Définition

o Dire qu'un signal est parcimonieux, c’est dire qu’il n’a pas beaucoup de fea-
tures.
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A propos de parcimonie : définition

Définition

o Dire qu'un signal est parcimonieux, c’est dire qu’il n’a pas beaucoup de fea-
tures.

e Autrement dit, un signal parcimonieux a beaucoup beaucoup de valeurs
(approximativement) a zéro.

e x est un signal k-parcimonieux : #{i|x; # 0} =k

k-sparse signal with k=9
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A propos de parcimonie : exemple jouet

Wavelet coefficients of Ramp signal

Test signal Ramp
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A propos de parcimonie : les images

Test image Barbara

Histogram of Barbara image
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A propos de parcimonie : les images

Wavelet coefficients of Barbara image

Histogram of wavelet coefficients (horizontal subband)
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A propos de parcimonie : les images

Test image phantom

50 Histogram of phanton image
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A propos de parcimonie : les images

Wavelet coefficients of phantom image
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A propos de parcimonie : les images

Wavelet coefficients of phantom image

50 Histogram of wavelet coefficients (horizontal subband)
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UTILISATION DE TRAMES

Représentation du signal

» Formuler un a priori directement sur le signal : pas toujours facile;

» Possibilité d’introduire de I'information a priori sur la représentation
d’un signal, i.e. sur Fy plutot que y.

Exemple : F : base d’ondelettes orthogonales (K = N).

Histogram of wavelet coefficients (diagonal subband)

T 20 0 £ o El

Dans ce cas, f2(y) = w Y p_, |(Fy)®| ot w € ]0, +-00].
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Approche a I’analyse vs. a la synthese
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@00

Approche a I’analyse vs. a la synthese

Lorsque des sont considérées, le probleme
peut étre formulé soit :
(SF):

minimiser fi(F x) + f2(x)
xeRK

(AF):
minimiser f1(y) + f2(Fy).
yeRN

AF est un cas particulier de SF [Chaari et al., 2009].

Equivalence

Equivalence lorsque F modélise une transformée orthogonale.

Par abus de notation, on gardera les mémes notations pour les fonctions fy et fy malgré la présence d’opérateurs linéaires.
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UTILISATION DE TRAMES

(o] o}

Quelles régularisations?

» Tikhonov [Tikhonov, 1963]

fy) = Ay
Ni N 0 1 0
= ZZ{l*y},zj avec I=]1 -4 1
i=1 j=1 0O 1 0
» Variation Totale (TV) [Rudin et al, 1992]

L) =1Vyli2

Ny N
=>> \/(yi,f —Yi-1j)* + Yij — Yij-1)?

i=1 j=1
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UTILISATION DE TRAMES

ooe

Un choix important ...

Grande diversité des images

Evaluation numérique des résultats :
1. Rapport Signal a Bruit (SNR)
2. Indice de similarité (SSIM)
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Un choix important ...

SNR=15.72 dB

SNR=9.61 dB
Régularisation de Tikhonov
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Un choix important ...

SNR=17.82 dB SNR=19.74 dB SNR=5.38 dB
Régularisation par Variation Totale
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Un choix important ...

SNR=10.62 dB

SNR=7.59 dB
Régularisation de Tikhonov
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Un choix important ...

SNR=15.80 dB SNR=9.93 dB SNR=3.50 dB
Régularisation par Variation Totale
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ALGORITHMES
[

Définitions

Fonction propre

Soit f : RN — ]—o00, +00].
» Le domaine de f est domf = {x € RV |f(x) < +oo}.
> fest sidomf # @.

Fonction semie-continue inférieurement

Soit f : RN — ]—o00, +00].
f estune (s.ci)sur RN
si, pour tout x € RY et pour toutes les suites (x;)icy de R,

,liin lxi —x|| =0 = f(x) <liminff(x;).

1—

['o(RN) représente la classe des fonctions propres s.c.i.
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’ Objectif : minimiser une fonction f € T'o(RY) ‘
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Probléme de minimisation simple

’ Objectif : minimiser une fonction f € T'o(RY) ‘

> sif estde gradient avec 8 € 10, +-o0[

‘ (Vn € N) Ynt1 = Yn — Y Vf(Yn) ‘

Algo. itératif de descente de gradient

o1 0 < infyenva et sup,ey v < 2/8

> Lorsquef est , le gradient doit étre remplacé par un
sous-gradient

ofx) = {teRY | (W e RY) f(y) 2 f() + (tly — )}

te of(x): enx € RN
6f:RN—>2RN:
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ALGORITHMES

0@0000000

Sous-différentielle : exemples

> Si f est différentiable en x € RV, alors df (x) = {Vf(x)}.
» Sif =|.|alors

{sign(x)} six#0

(Vx € R), 9f(x) = {[_171} six =0.

» Sif = ic oi1 C est un ensemble convexe fermé non vide de R" alors
(vx € RY), duc(x) = Ne(x)

ol N¢(x) est le cone normal a C en x (N¢(x) = @ six ¢ C).

17 /36



ALGORITHMES
[e]e] le]e]e]e]e]e]

Algorithme de sous-gradient (shor, 1979]

» Forme explicite

‘ (Vﬂ S N) Xnt1 = Xn — Ynbn, tn € af(xn)

Algorithme de Shor.
ott (Vn € N)v, € ]0, +oo tel que 322 74 < 0o et 302 4y = oo.

18/36



ALGORITHMES
[e]e] le]e]e]e]e]e]

Algorithme de sous-gradient (shor, 1979]

» Forme explicite

‘ (Vﬂ S N) Xnt1 = Xn — Ynbn, tn € af(xn)

Algorithme de Shor.
ott (Vn € N)v, € ]0, +oo tel que 322 74 < 0o et 302 4y = oo.

» Forme implicite

(Vfl S N) Xn+1 = Xn — FYnt;n t; € 8f(xn+1)

EXn — Xnt1 € YnOf (Xny1)

Algorithme de point proximal

ott (Vn € N)v, € ]0, +oo tel que 3°0° 77 < 0o et 302 vy = oo.
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ALGORITHMES
000®@00000

Opérateur proximal

Soit ¢ € To(RY). Pour tout x € RY, il existe un unique vecteur ¥ € RV tel que
x — X € Jp(X).

> X = prox,(x)

> prox, : RN — RN : opérateur proximal

(Vn S N) Xn — Xn+1 € ’Ynaf(xn-H)
<

Xn+1 = prOX’Ynf Xn

Algorithme de point proximal

ot infren ya > 0 tel que Y02 ) vu = 0.
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ALGORITHMES
[e]e]ele] Jelele]e]

A propos de l'opérateur proximal
r de ¢ € To(RN) est défini par

1
prox,: RY - RY: u — arg min = |[v — ul]* + ¢(v).
veRN 2

Remarque : si C est un ensemble convexe fermé non vide de RN, et ic
représente la deC,ie., (VYu € H) tc(u) =0siu € C, +0
sinon, alors, prox, - se réduit a la IIc sur C.
e Soit ) = (- —v), ottv € RN. Alors (Vu € RV)

‘ prox,, u = v + prox, (u — v) ‘

e Soit 1: v — $(—v). Alors (Vu € RY)
‘ prox,, u = — prox, (—u) ‘

e Soit ¢ € T'y(RM), L: RY — RM un opérateur linéaire borné. Supposons que
LL* = xI, pour x € 0, +oo[. Alors

prox,,, = I +x'L* (prox, s —I)L|.
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A propos de l'opérateur proximal

e Soit ¢ € To(RM), L: RY — RM un opérateur linéaire borné. Supposons que
LL* = xI, pour x € ]0,+oo[. Alors

prox ., = I +X_]L*(proxx¢ —I)L|

Exemples
L = F* : Opérateur de synthése de trame ajustée (v =7 = v).

Cas particuler
L = U : Transformée en ondelettes (i.e. UU™ = Id)

prox;,y = U" o prox; ol.
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[e]e]ele]e] lele]e]

Opérateur proximal : un exemple

Sif(x) = [lx[h = i, [x7], alors

B Proxy),| X
prox, ., ¥ = ( )icion
ou X s> <0
x® — 0 si e Y ) N

x4 x siox® < -
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Opérateur proximal : un exemple

Sif(x) = |lx[i = SN, [x@], alors

) Proxy|.| X
prox, ., X = ( x(l))lgiSN
ot @ =X siox >0 20
=10 si x® e[\ A A

x@ 4 A si 2 < -

L'opérateur proximal défini ici est le

21/36
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Opérateur proximal : un exemple

4
p=1
3t p=1t
p=3
2r p=2 1
p=3
1+ p=4
o 4
-1 i
_2F i
_3 B
4 L L L L L L L L L
5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5

Tracé de prox,. .
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ALGORITHMES
[e]e]ele]ele] le]e]

Qu’en est il de la minimisation de f; 4 f,?

’ Objectif : minimisation de f; + f> ‘01‘1 fi et f> appartiennent a To(RY) et f; est

de gradient 3-Lipschitz.

(Vi €N)  xup1 = %0 — yulty + V(). by € Of2(xXnt1)

=

Xn41 = PIOX,, g (X0 — 1 Vfi(xn))

Algorithme Forward-Backward [Chen,Rockafellar,1997][Combettes, Wajs,2005]

Convergence de x;, si
1. Argmin(f; +f2) # @
2. 0 < infuen yn et sup,ey 7o < 2/8.
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Autres algorithmes proches du FB

1. Cas particuliers : [Figuereido,Nowak, 2003][Bect et al., 2004][Daubechies,Defrise,De Mol, 2004]
2. Méthodes accélérées : [Nesterov, 2007][Bioucas-Dias, Figuereido, 2007][Beck, Teboulle, 2009]

3. Plus général : [Tseng, 2000][Raguet, Fadili, Peyré, 2013]
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ALGORITHMES
00000000 e

Algorithme de seuillage itératif rapide (FISTA)

’ Objectif : minimisation de f; + f> ‘01‘1 fi et f> appartiennent a To(RY) et f; est

de gradient 3-Lipschitz.

- 1
(Vn € N) Xn = Prox;, g (xn — BVﬁ (xn))
14 /14482
2

t, — 1
tn+1

thrl =

Xn4+1 = 5671 + (52:1 - infl)

FISTA [Beck,Teboulle, 2009]
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ALGORITHMES
[ Jelele)

Exemple simple avec une approche a la synthese

Soit le probleme de suivant :
z=Ly+b

oltb ~ N'(0,0%) et L est un opérateur de convolution.
Le probléme peut se réécrire

z=LF'X+0b

et on peut résoudre le probleme inverse en résolvant

K
minimiser Z (LF* %) — z0)2 4 X Z Ix®].
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[ Jelele)

Exemple simple avec une approche a la synthese

Soit le probleme de suivant :
z=Ly+b

ottb ~ N(0,0?) et L est un opérateur de convolution.
Le probleme peut se réécrire

z=LF'X+D

et on peut résoudre le probleme inverse en résolvant

K
mlnlmlser (LF*x) (') FACALINEDY x®).
nim; Z A1
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ALGORITHMES
(o] Jeje)

Kezako du pas de I'algorithme

Le terme de fidélité f; est donné par (norme ¢5)

:;% ((LF*x)® — 20)2,

I peut se réécrire comme
fi=UoLoF"

ou (Yu = (um)lSiSM € RM) W(u) = Zf\il 1/11( (r)> et =

26 /36



ALGORITHMES
(o] Jeje)

Kezako du pas de I'algorithme

fi=UoLoF”

ot (Vit = (D )1ciom € RY)  W(w) = TM, i (u®) ety = %(. OIS

Vx € RY, Vfi(x) = FL*(V¥(LF*x))
Pour tout x et x’ de (R¥)?,
|IFL* (VW (LF x))—FL* (VU (LF*x"))||
< FHIL™HIVE(LE"x) — VE(LFY)||
< ||FIHIL™[HILF"x — LE*x'||
< IFIP LI e = ]
<P|LIP e = X]-
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ALGORITHMES
(o] Jeje)

Kezako du pas de I'algorithme

fi=PoLoF"

(= z(i))z.

N =

ot (Vu = D )icicw € RM)  W(u) = 31 ohi(u?) et g =
Vx € RS, Vfi(x) = FL* (V¥(LFx))
Pour tout x et x’ de (R¥)?,

|FL* (VW(LF*x))—FL* (V¥ (LF*x'))|
< IFIHILT IV ®(LE"x) — VE(LE™Y)]|
< DILJP|x = X]|-
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ALGORITHMES
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Exemple simple : algorithme

Soit 0 < inf,en yn et sup,cyyn < 2/6 oit 5 est la constante de Lipschitz
Initialiser xo
Forn =0,1,...do

Xup1 = softy, (X, — 7 FL*(LF*x, — z)) ol soft,(x) = max(|x| —
7, 0) sign(x)
end For

Algorithm 1: Algorithme de seuillage itératif.
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ALGORITHMES
oooe

Exemple simple : résultats

Video : FB initialisé avec une matrice de zéros

Video : FB initialisé avec I'image bruitée (z)

Video : PPXA avec une régularisation TV

Video : PPXA avec une régularisation ¢; (trame DTT)
Video : PPXA utilisant une régularisation hybride
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UN PEU PLUS LOIN
[ Jelelele}

Approche variationnelle

J
xeH ij(ij)
j=1

ot (f;)1<j<; : fonctions de la classe T'g(G;) (classe des fonctions convexes semi-continues
inférieurement prenant leur valeur dansj — 00, +o0]) etot, pour toutj € {1,...,J}, Li: H = G;
est un opérateur linéaire borné (ott (Gj)1<j<; représente des espaces de Hilbert).

Ce critere peut étre
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> f peut étre (e.g. un terme quadratique quand le bruit est
Gaussien).
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Approche variationnelle

J
xeH ij(ij)
j=1

ot (f;)1<j<; : fonctions de la classe T'g(G;) (classe des fonctions convexes semi-continues
inférieurement prenant leur valeur dansj — 00, +o0]) etot, pour toutj € {1,...,J}, Li: H = G;
est un opérateur linéaire borné (ott (Gj)1<j<; représente des espaces de Hilbert).

Ce critere peut étre

> f peut étre (e.g. un terme quadratique quand le bruit est
Gaussien).
> fi peut étre lié a un sur la solution cible (e.g. un a priori sur la
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Minimiser Z]] fi(x)
X

» Lorsque ] =2:
> AlgO Forward-Backward [Figueiredo et Nowak, 2003][Bect et al., 2004][Daubechies et al.,
2004][Combettes et Wajs, 2005][Chaux et al., 2007][Beck et Teboulle, 2009],
» Algo. Douglas-Rachford [Lions et Mercier, 1979][Combettes et Pesquet, 2007]
» Lorsque | > 2 : Algorithme Parallele Proximal (PPXA) [Combettes et Pesquet,

2008].
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Autres approches proximales : 1\~Iinijr{niser Z]] fi(Ljx)

» Algorithme Parallele Proximal + (PPXA+) [Pesquet, Pustelnik, 2012]
Meéme esprit que PPXA, requiert de calculer chaque 5
Minimisations quadratiques a effectuer a l'initialisation et pour le calcul
de variables intermédiaires < inversion d'un opérateur linéaire de
grande taille.

» Forward-Backward généralisé [Raguct et al., 2012]

» Approches primales-duales :

» M+SFBF [Bricefio-Arias, Combettes, 2011]
Requiert de calculer chaque 5 et le pas de l'algorithme dépend de ||L;]|.

» M+LFBF [Combettes, Pesquet, 2011]
Possibilité qu'une fonction f]’o soit de gradient Lipschitz; requiert de calculer
le gradient de f;, et chaque 5 for j # jo. Le pas de I'algorithme dépend
de [|L;]].

> Algorithmes basés FB [Chambolle, Pock, 2011],[V1,2013],[Condat,2013]
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PPXA+ : un cadre général

1. PPXA [Combettes, Pesquet, 2008, Algorithm 3.1] est un cas particulier de PPXA+

correspondantaucasolie; =---=¢ =0,G1=--- =G =H, et
Li=---=L=1d.

2. L'algorithme SDMM dérivé du DR [setzer et al, 2010] est un cas particulier de
PPXA+ correspondantaucasolie; = - =g =0,w1 = - =w, \y =1

et (a")i<j< = (0,-++ ,0).
3. L'algorithme introduit par [Atouch and Soueyeatt, 2009] est un cas particulier de
. «@
PPXA+ correspondantaucasolie; = -+ = ¢ = ———,

(@< = (0, ,0).
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Autres algorithmes

> Approches gloutonnes
Fondations : Matching Pursuit [Mallat, Zhang, 1993]
Avec un opérateur linéaire : Gradient Pursuit [Blumensath et.al, 2008], CoSaMP
[Needell, Tropp, 2009], Signal Space CoSaMP.
Accélérations : OMP, random selection [Pecl et. al., 2012]
Terme de fidélité aux données général : GRASP[Bahmani, ct. al, 2011.],
FOSP[Dupé, Anthoine, 2018.]

» Approches MM (Majoration-Minimisation)
Fondations : MM [Figuciredo, et. al. 2007], en astrophysique, imagerie
médicale.
Raffinements : non différentiabilité [Chouzenous, ct. al. 2011), multiples
dépendances [villaron, et. al. 2011]
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Conclusion

» Résoudre un probleme inverse : formulation variationnelle régularisée

» Algorithmes performants, potentiellement paralleles
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