Université de Marseille
Licence de Mathématiques, 3eme année, analyse numérique et optimisation
Examen du 6 janvier 2016

Le polycopié du cours, les notes de cours et les notes de TD sont autorisés.
L’examen contient 4 exercices. Le bareme est sur 31 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour avoir 20. ..

Exercice 1 (Une méthode directe particuliere, bar¢me 4 points). -
Soitn > 1, A € M, (IR), B € IR" (on rappelle que IR" est identifié 4 M,, 1 (IR)), C € My, et D € IR. On note A
la matrice appartenant & M,, ;1 (IR) définie (par blocs) par :

-t 3

On suppose que la matrice A est inversible.
On note z g le vecteur de IR"™ tel que Azp = B.

1. Montrer que A est inversible si et seulement si D — Czp # 0.

2. On suppose maintenant que A est inversible. Soit b € IR" et ¢ € R..
On note xy, le vecteur de IR" tel que Az, = b.

- -C
Montrer que la solution de Az = b est donnée par x = Yl avec » = ST o Y =Tp — ZTB.
c z D —-Czxp
Exercice 2 (Convergence d’une méthode itérative, bareme 9 points).
Soit A € M3(IR) définie par A = I — E — F avec
1 00 0 2 0 0 00
I=|0 1 0O|]E=—-1|1 0 OfetF=—-|0 0 O
0 0 1 0 0 0 1 10

1. Montrer que A est inversible.
2. Soit 0 < w < 2. Montrer que (£ — F) est inversible si et seulement si w # /2/2.

Pour 0 < w < 2, w # V2 /2, on considere (pour trouver la solution de Az = b) la méthode itérative suivante :

I 1-
(= — B2 = (F+ =~ “ 1)z 4,
w w

Onnote B, = (L — E)=}(F + =21). (De sorte que 2"V = B,z(™ + (L — E)~1b.)

3. Calculer, en fonction de w, les valeurs propres de B,,,.

4. Donner I’ensemble des valeurs de w pour lesquelles la méthode est convergente (quelquesoit (9).

5. Déterminer wy €]0, 2] t.q. p(Bu,) = min{p(B,,), w €]0,2[, w # v/2/2}.
Pour cette valeur wg, montrer que la méthode donne la solution exacte de Az = b aprés un nombre fini d’itérations
(quelquesoit ().

Exercice 3 ([Sur la méthode de Newton, baréme 6 points).
On suppose que f € C?(IR,IR) et que f est croissante. Soit N > 1. On s’intéresse au systéme non linéaire suivant
de N équations a IV inconnues (notées u1, ..., uUyN) :

(Au); + oi f(wi) = b; Vi € {1,...,N},
w=(ug,...,uy)t eRY,

ol A € My(IR) est une matrice s.d.p., oi; > O pourtouti € {1,...,N}eth; € IR pourtouti € {1,..., N}.

1)

On admet que (I) admet au moins une solution (ceci peut étre démontré mais est difficile).



1. Montrer que (I) admet une unique solution.

2. Soit u la solution de (). Montrer qu’il existe a > 0 tel que la méthode de Newton pour approcher la solution de (IJ)
converge lorsque le point de départ de la méthode, noté u(?), vérifie |u — u(?)| < a. (On rappelle que | - | désigne la
norme euclidienne dans IR 2

Exercice 4 (Optmisation avec contraintes, bareme 12 points).
Soit n > 1, J une fonction de IR™ dans IR, convexe et de classe C! et K un ensemble convexe fermé non vide de
IR™. On s’intéresse au probleme d’optimisation

ue K, J(u) < J(v) pour toutv € K. 2)

1. Soit u € K. Montrer que u est solution de (2)) si seulement si V.J(u) - (v — u) > 0 pour tout v € K.
[Pour le sens direct, on pourra remarquer que u + t(v — u) € K pourtoutv € K ett € [0, 1].]

Soitp > 1,C € M, ,(IR) et d € Im(C). Pour la suite de I’exercice, on prend K = {v € R"; Cv = d}.
2. Montrer que K est un ensemble convexe fermé non vide.
3. Soit u € K. Montrer que u est solution de (@) si seulement si V.J(u) - w = 0 pour tout w € Ker(C') (c’est-a-
dire V.J (u) € (Ker(C))4).
4(a) Montrer que Im(C*) C (Ker(C))* (c’est-a-dire que v - w = 0 pour tout v € Im(C?) et w € Ker(C)).
(b) Montrer que Im(C?) = (Ker(C))*.
[On rappelle que si F est un sous espace vectoriel de R",ona F' @ F+ = R".]

5. Déduire des deux questions précédentes que u est solution de @) si seulement si il existe A € IR” tel que

VJ(u)+C*A =0, 3)

Cu =d. (4)

6. On suppose maintenant que rang(C) = p et que J(v) = 2Av-v —b-vavec A € M,(IR) symétrique définie

positive et b € IR"™. Montrer que (3)-@) est un systeme linéaire de n + p équations & n + p inconnues ayant une
unique solution.



