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La partiel contient 4 exercices. Le baréme est sur 27 poimtgst donc pas demandé de tout faire pour avoir 20. ..

Exercice 1(A propos deBB! = I, bareme 3 points)
Pourn > 1, on notel,, la matrice identité d’ordre n.

1. Existe-t-ilB € My 1 (IR) telle queBB! = I, (justifier la réponse) ?
2. Soitn > 2, Existe-t-il B € M,, 1 (IR) telle queBB! = I,, (justifier la réponse) ?

Exercice 2(Décomposition.U et mineurs principaux, baréme 4 points)
Soitn > 1. On considére la matricé deM,,(IR) dont les coefficients sont :

—1sii>j,
1sii=j,
1sij =n,
0 sinon.

1. Montrer quelet A = 271, [On pourra par exemple raisonner par récurrence et reraaedet A = det B
ou B est obtenue en ajoutant, pour tout {2,...,n}, la premiére ligne del a la i-ieme ligne de4, ce qui
correspond a la premiére étape de I'algorithme de décommpogiU .]

2. Montrer queA admet une décompositichU sans permutation et calculer les coefficients diagonawade |
matriceU .

Exercice 3 (Conservation du profil, baréme 4 points)n considere des matriceset B € My (IR) de la forme
suivante, olx en position(¢, j) de la matrice signifie que le coefficient; est non nul ed en position(s, j) de la
matrice signifie que; ; = 0)

X X X X X X x 0
X X x 0 X X 0 X
A= 0 x x 0 eth = 0 X X X
0 0 x X 0 X X X

Pour chacune de ces matrices, quels sont les coefficierst$maifs 0 dans les matrices) qui resteront nécessairement
nuls dans les matricdset U de la factorisatior.U sans permutation (si elle existe) ?

..... n € M,(IR) une
matrice s.d.p.. On not® la partie diagonale dd, —F la partie triangulaire inférieure stricte deet —F la partie
triangulaire supérieure stricte dg c’est-a-dire :

D = (d;j)ij=1,..n, dij =08ii#j, di; = ai;,
FE = (ei,j)i,j:l,m,n, €ij = 0siz < 7, €ij = —0Q5; Sii > Js
F = (fij)ij=1,..n, [ij =081i>j, fij =—a;;sii<j.
Soitb € IR"™. On cherche a calculare IR™ t.q. Az = b. Pour0 < w < 2, on considére la méthode itérative suivante :
(a) Initialisation : On choisit:(® € IR™.
(b) Itérations : Pouk € IN,
On calculez(*+1) dansR" solution de(D — E)i*+1) = Fgk) 4,
On poser 1) = Wi+ 4 (1 — w)z®,

Enfin, on poseV/ = Z=£ et N = M — A.



. Montrer que la méthode s’écrit auggiz*+1) = N2(k) 4 b et que la suitéz*)),c v est bien définie (c’est-a-
dire queM est inversible).

. On suppose dans cette question uew < 1. Montrer queM® + N ests.d.p..
N.B. : Un lemme du polycopié (lemme 1.53) donne alors que lhoue est convergente.

. On suppose, dans cette question, que 2. On posed = [: 23] .

(@) Montrer quex > 0, 3 > 0 ety? < af.

(b) Montrer que la méthode est convergente fiourw < 2. [Indication : Soiti; une valeur propre d&/ —!' N,
montrer quew €] — 1, 1].]

(c) Montrer, en donnant un exemple, qu€ + N n’est pas toujours s.d.p.. [Prendrez 0.]

. On suppose, dans cette question, que 3 et on prendd = , avec—% <a<l.

Q@ 2
ISES]
= 2

(a) Vérifier queA est bien s.d.p..
(b) Montrer que sk = —1/2 etw = 2, la matriceM est toujours inversible (maid n'est plus s.d.p.) et que
p(M~1N) > 1. En déduire qu'il exista €] — 1/2, 1[ etw €]0, 2[ tels quep(M ~*N) > 1.

. On suppose > 3. Donner un exemple de matrice(A € M, (IR), A s.d.p) pour laquelle la méthode est non
convergente pour certains€]0, 2. [Utiliser la question précédente.]



