Université de Marseille
Licence de Mathématiques, 3eme année, analyse numérique et optimisation
Examen du 11 janvier 2017

L’examen contient 3 exercices. Le baréme est sur 28 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour avoir 20.

Exercice 1 (Résolution d’un systéme sous forme particuliére, bareme 10 points).

Soitn >1,p>1,Ae M,(R)et Be M, ,(IR).

On suppose que A est une matrice symétrique définie positive et que rang(B) = p (ceci implique que p < n).
Pouri € {1,...,p}, on pose z; = A~ 'c;(B) ou ¢;(B) désigne la i-ieme colonne de B.

1. Montrer que {c¢;(B), ¢ € {1,...,p}} est une base de Im(B).

En déduire que {z;, i € {1,...,p}} est une famille libre de R".
Corrigé — Im(B) = vect{c;(B),i = 1,...,p}. Comme rang(B) = dim(Im(B)) = p, la famille {c;(B), i =

1,...,p} est une base de Im(B) et c’est donc une famille libre.
On en déduit que {z;,1 € {1, .. p}} est une famille libre. En effet, Soient ay, ..., ap € IR tels que Z?:I a;z; =0,
on a donc A(Zf:l (y,z,) = le Az = Zf:l aici(B) = 0 et donc ov; = 0 pour tout i € {1, S ,p} (car la

Sfamille {c;(B),i=1,..., p} est libre).

2. Montrer que {B'z;, i € {1,...,p}} est une base de R”.

Corrigé — Soientav,. .., a; € IR tels que Zle a; Btz = 0, ¢’est-a-dire BtA*l(z:f:1 a;c;(B)) = 0. En notant

ei1,...,ep la base canonique de R” on a ¢;(B) = Be; et donc

0= B'«A—l(i a;Be;) - (i: aie;) = A‘l(i a;Be;) - (i: a;Be;).
i=1 i= i—1 P

Comme A~ est s.d.p., ceci donne B(Z:f:1 aie;) = ZLI a;Be; = 0.

Oy, le théoréeme du rang donne p = rang(B) + dim(Ker(B)) et donc Ker(B) = {0} (car rang(B) = p). On a
donc " | aviei = 0. On en déduit que cv; = 0 pour tout i € {1,...,p} et donc que {B*z;,i € {1,...,p}} est une
Sfamille libre de RP, elle a p éléments, c¢’est donc une base de IRP.
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On pose z = A~ 'b et on note y1, . . ., y, les composantes de y.

3. Montrer que (z, y) est solution de (1)) si et seulement si

p
Z yiBtzi =Bz —¢,
i=1

P
i=1

En déduire que le systeme (I)) a une unique solution.

Corrigé — (x,y) solution de (1)) signifie que Ax + By = bet B'z = c.

Comme A est inversible et que By = Zi;l yici(B), I'équation Ax + By = b est équivalente & & = A~ 'b —
> yi A7 (¢;(B)) et donc équivalente d x = z — > iz

(z,y) est donc solution de si et seulement si v = z — Zle yizi et B'(z — Zf.;l Yizi) = c. ce qui est bien

équivalent a @)-3).

Soient b € R" et ¢ € RP. On cherche le couple (z,y), avec x € IR" ety € IRP, solution du systéme suivant (écrit
sous forme de blocs) :

€]

2

3



L’équation (El) est une équation dans IR, Comme {B'z;,i € {1,...,p}} est une base de RP, cette équation admet
une et une seule solution. On obtient ensuite x de maniere unique avec l’équation (E) Il existe donc une et une seule
solution au systeme @)-[@), ce qui prouve bien que le systeme (1)) a une et une seule solution.

NB : Une maniére de résoudre le systeme (|I) (de (n + p) équations a (n + p) inconnues) consiste donc a calculer z,
21, ..., Zp (avec une factorisation de A) puis a résoudre @) (qui est un systeme de p équations a p inconnues) et enfin
a calculer x.

4. Montrer que la matrice (symétrique) B 0 est inversible mais n’est pas symétrique définie positive.

Corrigé —  La question précédente montre que la matrice { } est inversible. Elle est symétrique. Elle n’est pas

B' 0
s.d.p. car sa diagonale contient des termes nuls.

5. Soit C' e M,, ,(IR).

Donner une condition sur C' (ne dépendant ni de A ni de B) impliquant que la matrice [é ?] est inversible.

Corrigé — On peut refaire les 3 premiéres questions de I’exercice en remplagcant B par C pourvu que {Cz;, i €
{1,...,p}} soit une base de R".
Une condition suffisante pour cela est, par exemple, que Ker(C') = {0}. Cette condition est donc suffisante pour

C

montrer que la matrice [ } est inversible. Elle a I’inconvénient d’imposer n < p (et donc n = p car I’hypothése

sur B impose p < n).

Exercice 2 (Méthode de Newton pour calculer une valeur propre, baréme 6 points).
Soit A € M, (IR) (n > 1) une matrice symétrique. Soient A\ une valeur propre simple de A et a € IR" tel que
a f Ker(A — A1) (ou I est la matrice “identité”).

1. Montrer qu’il existe un unique @ € Ker(A — M) tel que @ - a = 1.

Corrigé — X est une valeur propre simple de A, il existe donc v # 0 tel que Ker(A — \I) = IRu. Comme a [
Ker(A—X),onau-a#0etu=u/(u-a).

Dans la suite, on cherche 2 calculer le couple (%, \), % donné par la question |1} avec 1’algorithme de Newton. On

définit F de R™ ! dans R" " par F( [ﬂ) = [Sua_—kﬂ (pouru e R"et A € R).

u

/\} € IR, calculer la matrice jacobienne de F' au point [K] .

2. Pour tout [

ﬂ appartient & My1(IR), on la note Jp(u, X) et un calcul simple

donne (sous forme de blocs) Jp(u, \) = {A _t)\l —u:| .

Corrigé — La matrice jacobienne de F' au point {

a 0

3. Ecrire I’algorithme de Newton pour trouver les points ot F' s’annule.

Corrigé — L’algorithme de Newton pour F' s’écrit, avec la matrice jacobienne trouvée a la question précédente :
Initialisation : u(¥) € R"™, Ao € IR,

D) l.uc)} - {Aum _ Akuw}

T |

Itérations : pour tout k > 0, Jr(u™, A) { A\ \
k1 — Ak



4. On note (u(®), \) I'initialisation de 1’algorithme de Newton appliqué a la recherche d’un point ou F' s’annule.
Monter qu’il existe € > 0 tel que, si |u(0) —1| < eet|\g — A| < &, la suite donnée par 1’algorithme de Newton
existe et converge vers (U, A).

. . . 2 A oo . N . . o
Corrigé —  La fonction F est de classe C* (et méme de classe C°). Pour répondre a la question, il suffit de montrer

v

que la matrice Jr (@, \) est inversible. Soit donc v € R™ et u € R tels que Jr (G, \) ul = 0. Il s’agit de montrer
L

quev =0et p=0.
Pour cela on remarque que Av — \v — pti = 0 et a - v = 0. En prenant le produit scalaire de la premiére équation
paru, on a donc

Av-TU— -1 — pu-u = 0.

Comme A est symétrique et U € Ker(A —NI), ona Av-u— v -T = Ali-v— N\t -v = 0 et donc pi-u = 0 Comme

u # 0, on adonc p = 0. On en déduit que Av — Av = 0 et donc qu’il existe B € IR tel que v = Pu (car A est une
valeur propre simple). Enfin, comme a-v =0,ona 3 =a-pfu=a-v=0etdoncv = 0.

Exercice 3 (Gauss-Seidel et optimisation, baréme 12 points ). Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie
positive, et b € IR, n > 1. On pose # = A~'b. On note D la partie diagonale de A, —F la partie triangulaire
inférieure stricte de A et —F’ la partie triangulaire supérieure stricte de A, c’est-a-dire :

D = (dij)ij=1,..,n, dij =0sii# j, di; = a;;,
FE = (61‘,]‘)1'7]':17“_,”, € = 0sit < j, €i,j = —Q; Sig > j,
F=(fij)ij=t1,..n, fij =0si0>j, fi; =—a;;sii<]j.

Dans toute la suite, on considere la fonction f de R" dans IR définie par f(z) = £ Az -z —b- .

1. Montrer que la méthode de Gauss-Seidel pour calculer la solution du systtme Az = b peut s’écrire sous la
forme suivante :

Initialisation : (%) € IR",
Itérations : pour tout k& > 0, 2+ = 2() 4 (*) avec w®) = (D — B)~1r) (k) = p — Az(k),
Corrigé —
Les itérations de Gauss-Seidel sécrivent (D — E)z*+1) = Fa™ 4 b c’est-a-dire, comme D — E — F = A,
25 =D -B) ' Fs® + D -E) b =2® + (D - E) ' (Fz® — (D - E) ™)+ (D - E)" "
=z (D -E) Az + (D - E) b =2 + (D — BE)"'(b— Az®).

2. Dans cette question, on étudie la méthode de Gauss-Seidel écrite sous la forme donnée a la question [T}

(a) Soit k& > 0. On suppose que w¥) = 0. Montrer que () = Z pour tout p > k.

Corrigé — Si w®) = 0,ona rk) — (D — E)w““) = 0 et donc ¥ = z. Par récurrence, on a alors z® =z
pour tout p > k.

(b) Soit & > 0. On suppose que w¥) = 0. Montrer que 2r(®) - w®) = Aw®) . w*) + Dw® . w*) [On
pourra utiliser le fait que F' = E*.]
Corrigé — Comme F = E' ona Ew®™ - w® = w® . pu® = puw® . w® e done
2r® ™ = 2(D - BYw™ . 0w™® = 2D — E - F)u® - w™ = 4u® . w® + Duw® . ®),

(c) Déduire des questions (2a) et (Zb) que la méthode de Gauss-Seidel est une méthode de descente pour la
minimisation de f et que w®) est une direction de descente stricte en z(*) des que w®) # 0.



Corrigé — Soit k > 0.

Siw®) = 0, on obtient, a partir de l’itération k, la solution recherchée.

Si w™®) # 0, comme A est s.d.p. la matrice D est aussi s.d.p (car a; ; > 0 pour tout i), on a donc ) ) >
0 (par la question précédente). Comme rk) = —Vf(a:(k), ceci montre que w® est alors une direction de

descente stricte en v,

Ceci montre bien que la méthode de Gauss-Seidel est une méthode de descente. La direction de descente est w®

et le pas dans cette direction est 1.

3. On cherche maintenant a améliorer la méthode de Gauss-Seidel en prenant non plus un pas fixe dans I’algorithme
de descente de la question[I] mais un pas optimal qui est défini a I’itération & par

Fa® + apw®) = 10{1>i1(}f(x(k) + aw®), “4)

ot w(*) est défini a la question On définit alors une méthode de descente a pas optimal par :

2D Z () 4 ().

On appelle cette nouvelle méthode “méthode de Gauss-Seidel a pas optimal”.

(a) Soit k& > 0 tel que w'® = 0. Justifier I’existence et ’unicité du pas optimal défini par (@) et donner son
expression.
Corrigé — Onpose p(a) = f(z<k') +aw'®). Lexistence de vy, découle du fait que ' (0) < 0 et lima oo () =
+oo. Lunicité de ay, découle du fait que ¢ est strictement convexe (car @' (o) = Aw™® w® > ),
Le nombre au, est caractérisé par le fait que V f (x™™) + cw®) - w™ = 0, ¢’est-a-dire (A(z™ + apw™®) —
b) - w® = 0. Ceci donne (a Aw™® —r*)) . w™ =0 er donc
OB

= A0

(b) Soit k > 0 tel (k);«éOM t (k) (k+1) _M
oit k > 0 tel que w . Montrer que f(z'*)) — f(x )_2Aw(k)~w(’€)‘

Corrigé —  En utilisant la symétrie de A, on a

2 2
f(m(kﬂ) = f(x(k))—&—akAx(k)~U)<k'>+%z4w(k)~11)(k)—akbﬂ)(k) = f(m(k‘))—akr(k)-10(1"')—&—%/110(“-10(1“).
() (02

2AwE W’ ce qui donne la formule
wk) - w

En remplagant avy, par sa valeur, on obtient bien f(z" 1) = f(z®)) —

demandée.

(c) Montrer que r*) — 0 lorsque k — 400, et en déduire que la suite donnée par la méthode de Gauss-Seidel
a pas optimal converge vers la solution Z du systéme linéaire Ax = b.

Corrigé — 1l suffit de considérer le cas on w® # 0 pour tout k. On utilise tout d’abord la question
Comme f est bornée inférieurement et que f(z* 1) < f(x®)) pour tout k, la suite (f(z*)) e est conver-
|T(k:) . 71}(1\’3)‘2
2Aw®) - wk)
On utilise maintenant la question Elle donne 2r® - w® = Aw® . " 4 Dw® . p*) > A .y *)
(car D est s.d.p) et donc |r* - w2 > (1/4)(Aw™® - w*))2. En notant Ay la plus petite valeur propre de A
et Ay, la plus grande valeur propre de A, on a donc

13 0 DR O b P

8 An 8 A w2 = 24w k) ()

On en déduit que limy_, 4 o w®) = 0 et donc aussi limg— 4+ 0o r®) =0 (car r®) = (D — E)w<k>). Ce qui
k)

gente (dans IR). On a donc limy_ 4 o

donne bien limy_, 1 ) =7



