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Examen de juin 2018

L’examen contient 2 exercices. Le barème est sur 22 points

Exercice 1 (Matrice à inverse positive, barème 16 points).

Notations :

On rappelle que si x ∈ IRn, la notation x ≥ 0 signifie que toutes les composantes de x (notées xi, i ∈ {1, . . . , n}) sont positives

et la notation x > 0 signifie que toutes les composantes de x sont strictement positives. On note e l’élément de IRn dont toutes les

composantes sont égales à 1.

Soient n ∈ IN⋆ and A ∈ Mn(IR). On note ai,j le coefficient de A correspondant à la ligne i et la colonne j.

1. On suppose que A vérifie la condition suivante :

ai,j ≤ 0 pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j,

ai,i +
∑

j 6=i

ai,j > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

(a) Montrer que

x ∈ R
n, A x ≥ 0 ⇒ x ≥ 0. (1)

[On pourra considérer i0 tel que xi0
≤ xi pour tout i et montrer que xi0

≥ 0.]

(b) Montrer que A est inversible et que tous les coefficients de A−1 sont positifs.

(c) Montrer que

x ∈ R
n, A x > 0 ⇒ x > 0, (2)

2. On suppose maintenant que A vérifie la condition suivante :

ai,j ≤ 0 pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j,

ai,i +
∑

j 6=i

aj,i > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Montrer que A vérifie aussi (1) et (2).

3. On suppose maintenant que A vérifie la condition suivante :

ai,j ≤ 0 pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j,

ai,i +
∑

j 6=i

aj,i = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

On suppose aussi que A vérifie la propriété suivante :

I, J ⊂ {1, . . . , n}, I 6= ∅, J 6= ∅, I ∩ J = ∅, I ∪ J = {1, . . . , n} ⇒ ∃(i, j) ∈ I × J tel que ai,j 6= 0. (3)

(a) Montrer que A n’est pas inversible. Donner explicitement un élément non nul de Ker(At).

(b) Soit f ∈ Ker(A). On note fi, i ∈ {1, . . . , n}, les composantes de f .

i. Montrer que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ai,i|fi| ≤
∑

j 6=i(−ai,j)|fj |.

ii. Montrer que les composantes de f ont toutes le même signe. [Utiliser (3)].

iii. Montrer que dim(Ker(A)) = 1.

On se donne α > 0. On définit la matrice B (par bloc) en posant B =

[

A e

et 0

]

.

(c) Montrer que B est inversible.

(d) Montrer qu’il existe un unique x ∈ IRn tel que Ax = 0 et e · x = α. Montrer que x ≥ 0. Montrer que l’unique solution

du système linéaire By =

[

0
α

]

est y =

[

x

0

]

.



Exercice 2 (Optimisation, barème 6 points). Soient n ∈ IN \ {0}, A ∈ Mn(IR) une matrice symétrique définie positive, b ∈ IRn,

c ∈ IR et f : IRn −→ IR une application définie pour x ∈ IRN par

f(x) =
1

2
x · Ax − x · b + c .

Ici u · v est le produit scalaire canonique entre u ∈ IRn et v ∈ IRn. On note | · |2 : IRn → IR la norme euclidienne sur IRn et

‖ · ‖2 : Mn(IR) → IR la norme matricielle induite sur Mn(IR).

1. Montrer que f est de classe C3(IRn, IR). Donner son gradient, sa hessienne et sa différentielle 3-ième.

2. Montrer que

(∇f(x) − ∇f(y)) · (x − y) ≥ α|x − y|22 , ∀x, y ∈ IRn ,

|∇f(x) − ∇f(y)|2 ≤ M |x − y|2 , ∀x, y ∈ IRn ,

où α > 0 est la plus petite valeur propre de A et M > 0 son rayon spectral.

3. Montrer que f est strictement convexe et que lim|x|2→+∞ f(x) = +∞. En déduire que f admet un unique minimum x ∈ IRn.

Donner sa valeur.

4. En utilisant le point 2, montrer que h : x ∈ IRn 7→ x − ρ∇f(x) ∈ IRn est strictement contractante pour ρ ∈]0, 2α
M2 [. En

déduire que la suite

xn+1 = xn − ρ∇f(xn) , n ∈ IN ,

converge vers x pour x0 ∈ IRN .

5. Montrer que

xn+1 − x = (Id − ρA)(xn − x) , n ∈ IN .

En déduire que la suite (xn)n∈IN converge vers x dès que ρ ∈]0, 2

M
[.

6. Quel est le nom de l’algorithme des questions précédentes?


