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La partiel contient 3 exercices. Le bareme est sur 28 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour avoir 20.. . Les
documents (polycopié du cours, notes de TD, notes personnelles) sont autorisés.

Notation : pour z,y € R" (n > 1), x - y désigne le produit scalaire usuel de x avec y. La notation “s.d.p.” signifie
“symétrique définie positive”. Pour une matrice A, ¢;(A) désigne la i-iéme colonne de A et [;(A) désigne la i-iéme
ligne de A.

Exercice 1 (Diagonalisation du produit d’une matrice s.d.p. et d’une matrice symétrique, baréme 8 points). On rappelle
le théoréme suivant, vu en cours :

Théoréme 1. Soit B € M, (IR) (n > 1) une matrice symétrique. Alors, il existe {f1,..., fn} base de R" et
A .. A € R tels que Af; = i f; pour touti € {1,...,n}et f; - f; = 6; ; pourtout (i,j) € {1,...,n}>%

Soit A € M,,(IR) (n > 1) une matrice s.d.p.. On note {e1, . .., e, } la base canoniquede R™ et { f1, . .., f,, } une base
de IR™ donnée par le théoréme[Il On définit la matrice P dans M,,(IR) par ¢;(P) = Pe; = fypouri € {1,...,n}.

1. Montrer que P est inversible, P! = P~!. On pose D = P~'AP. Montrer que D est diagonale a coefficients
diagonaux strictements positifs.

Corrigé — L’image de P est I’espace vectoriel engendré par les colonnes de P, c’est-a-dire par I’ensemble des f;,
i€ {l,...,n}. Onadonc Im(P) =IR" et donc P est inversible. Comme c;(P) - c;j(P) = fi - f; = 0i,5, la matrice
P est orthogonale, c’est-a-dire pPt=p L Enfin,

ci(D) = De; = P~ APe; = P Afi = M P71 [ = Mies.

Comme A est s.d.p., ona \; > 0 et donc D est diagonale a coefficients diagonaux strictements positifs.

2. On note v/D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les racines positives des coefficients
diagonaux de la matrice D (donnée 2 la question[I). On pose C' = Pv/DP~!, montrer que C? = A et que C
est s.d.p.

Corrigé — C? = PVDVDP™ ' = PDP™' = A Ct = (Pil)tAtPt = PAP! (car P est orthogonale et A est
symétrique). Enfin Cz -z = VDP 'z - Pta = /DP 'z- P~ 'z > 0siz # 0 car /D est s.d.p.. La matrice C' est
donc s.d.p.

Soit B € M, (IR ) une matrice symétrique.

3. En donnant un exemple pour n = 2, montrer que A~' B n’est pas nécessairement symétrique.

.y ] o Tro]l , Jo 2 , ., Jo 2
Corrigé — un exemple possible est A = L) 2] B = {2 0} , de sorte que A" B = L 0}
4. Montrer que les valeurs propres de A~! B sont les mémes que les valeurs propres de C~! BC'~* (la matrice C

étant donnée a la question 2)) et que les sous espaces correspondants sont de méme dimension. En déduire que
la matrice A~! B est diagonalisable dans IR..

Corrigé — Soient A € R et x # 0. On a, comme A = C?,
AT'Br =Xz <= C'C"'Br = Az <= C 'Bx = \Cz <= C~'BC~'Cz = \Cx.
Comme C est inversible, on en déduit bien que X est valeur propre de A~' B si et seulement si X est valeur propre de

y—1 —1 4 . . . —1po—1 4 Sy
C™"BC ™" et que les sous espaces correspondants sont de méme dimension. La matrice C~ > BC ™" étant symétrique,
elle est diagonalisable dans R, ce qui prouve que A~ B est aussi diagonalisable dans TR..



Exercice 2 (Matrice tridiagonale périodique et factorisation périodique, bareme 10 points).
Soient d,u,¢ € R tels que d > |u| + |[¢|. Soit A € M, (IR) tridiagonale périodique : A;; = d, 1 < ¢ < n,
Ai,i—l—l = u, Ai+1)1‘ = 6, 1 < ) < (n — 1), Al,n = 6, An,l =uet Ai)j = 0 sinon.

1. Montrer qu’il existe des réels «, 5 et 7 tels que A = aLU avec

o 2/ € Mn(IR,> telle que -Ei,i =1,1<1<n, IA/H—Li =—-p5,1<i< (n— ].), -iln = —[et IA/l'J‘ =0
sinon.

° 0 S Mn(IR) telle que 01')1' =1,1<1¢<n, 01')1'4_1 = -7, 1 << (’I’L — 1), Un,l = —yet 01')3' =0
sinon.

o B <1 hl<1
Trouver «, 3 ety en fonctionde ¢, d et u.
1+ By si (i,5) = (i,4),
—~ysi(i,5) = (4,4 + 1) ou (n, 1),
—Bsi(i,5) = (4,4 — 1) ou (1,n),
0 sinon.

Indication : On pourra commencer par remarquer que [;(L)c; (U) =

Corrigé — Soiti,j € {1,...,n}, ona Z,-(ﬁ)c_,-(U) = Yf:l ﬁlkUk]
Sit=j5<mn,ona Z:Zl lA/,,-’k(A]M = ii_i(7i.i + f/z',ifle'fl,i =1+ 8.
Sii=j=mn,ona 22:1 ﬁlkUk] = I:l,lf]l,l + I:l,nf],,,] =1+ By.
Sijg=1+1leti<n,ona ZZZI lA/,,-’k(A]M = lA/i_iUz;,Hl = —7.
Sij=1leti=mn,ona 22:1 ﬁlkUkJ =LnnlUn1=—.
Si / =i—1ona 22:1 i/i,k'Uk:._j = f/z}ifle'fl,ifl = *‘34
Sijg=mneti=10na 22:1 lA/,,-’kU,‘,,__,- = [A/l_n(A]n_n = —p.
Dans tous les autres cas, onay ., _, Li Uy j = 0, car pour chaque k on a L; Uy j = 0.
La condition nécessaire et suffisante sur o, 5,y pour que LU = A est donc
a(l+By)=d, ay=u, af = /. (1)
La condition [ donne o # 0 (car d # 0) et & — do +ul = 0. Comme d > |u| + ||, on a d* > u® + €% + 2Jul
donc d* — 4ul > u® + 0% — 2jul| = (Ju| — |[€])* > 0. On en déduit que o = (1/2)(d + /d? — 4ul).
On choisit o« = (1/2)(d + /d? — 4ul), f = u/a et v = £/ La condition (D) est bien vérifiée.

Enfin on remarque que \/d? — 4ul > |u|—|f| et donc o« > (1/2)(d+|u|—|€]) > |u|. De méme v/d? — dul > |0|—|u]
et donc o > (1/2)(d + || — |u|) > |€|. On en déduit que |B| < 1 et |y] < 1.

et

2. Pour résoudre Az = b, on pose ¢ = a~'b et on résout successivement les deux systémes suivants (avec les
matrices L et U de la question[T),

Ly=c
Uxr =y.
(a) (Calcul de y) Pour y € IR™, on note y1, . . ., ¥, les composantes de y. Montrer que ﬁy = c si et seulement
si )
Y = Z cxBF + By, pour tout 1 < i < n. )
k=1

[Utiliser une récurrence sur 7, ¢ allant de 1 a n.]
En déduire que L est inversible et y,, = (3p_, cx 8" %) /(1 — 7).



Corrigé — Le systeme ﬁy = c s’écrit
Y1 — Byn = c1, 3)
—BYi—1 + yi = ci pouri € {2,...,n}. 4)
On donc bien, pour i =1, y1 = Zi::l e BYTF Bryn = c1 + Byn.

puis, par récurrence, sii; = 22:1 BT+ By, 1<i<n—1o0na

i i1
i+1—k i+1 i+1—k i+1
Yit1 = Cit1 + PYi = Cit1 + E Clcﬁl+ + 51+ Yn = E Clc“BZJr + 51+ Yn,s
k=1 k=1

Ce qui termine la récurrence.

Comme || < 1, Ona ™ # 1. On en déduit que le systeme [A/y = c admet une unique solution. Elle est donnée
pary, = (3, _, cxB"7F) /(1 = B™) (c’est I"équation @) pour i = n) puis par @ pouri =1,...,n — 1 ou
(mieux pour le calcul) par @)-@ pouri =1,...,n — 1.

(b) On suppose, dans cette question seulement, que S = 1. Montrer que L nest pas inversible et donner un
élément non nul de KerL.

Corrigé —  Pour avoir un élément du noyau de L, il suffit de prendre un vecteur y dont toutes les composantes
sont égales a 1. On a bien y solution de @) avec ¢ = 0, ¢’est-a-dire Ly = 0.

(¢) (Calcul de x) Par une technique analogue a celle de la question2al montrer que U est inversible et calculer
x en fonction de y. [On pourra calculer les x;, ¢ allant de n a 1 en fonction de x;.]

Corrigé — Le systeme Uz =y s°écrit
—YT1 +xTn = Yn (5)
Ti —Yxig1 = yipouri € {1,...,n— 1}. (6)

On en déduit par récurrence (i allant den a 1)
n
o k—1 n—i+1 .
T = E YrY + v x1, pour tout 1 < i < n.
k=1
En effet, cette équation est bien vraie pour i = n. Puis, si elle vraie pour i, 1 <1 <n,ona

Tio1 = Yio1 + YT = Yio1 + */Zym"“’"' +9" e = Z yry T gyt D gy
k=1 k=i—1

Ce qui termine la récurrence.

Comme |y| < 1, Ona~"™ # 1. On en déduit que le systéme Uz = y admet une unique solution. Elle est donnée

parzi = (D>, ey H) /(1 = 4™) puis par par @-@ pouri=n,...,2.

3. Pour résoudre effectivement le syst¢éme Az = b avec la méthode donnée par les questions[Tl2] pour calculer y
(question 2a) on calcule d’abord les 3* (1 < i < n) et y,,, puis on utilise plutdt la formule y; = ¢; + By;_1
pour i < m (en posant yo = ¥y, ). On calcule ensuite = (question[2c) de maniére analogue. Compter le nombre
d’opérations (on ne demande pas le décompte exact, mais un ordre de grandeur) pour résoudre Ax = b avec
cette méthode.

Corrigé — Calcul de LetU:9 opérations.

Calcul des 3" : n — 1 opérations. Calcul de y,, : 2n + 1 opérations. Calcul de y;, i < n : 2(n — 1) opérations. On
obtient y avec 5n — 2 opérations.

De méme, on obtient x en 5n — 2 opérations.

Le nombre total d’opérations est donc de 1’ordre de 10n.



Exercice 3 (Vitesse de convergence pour la méthode de Jacobi, bareme 10 points).

Soient A € M,,(IR) une matrice symétrique inversible et b € IR"™, n > 1. On pose # = A~1b. On note D la partie
diagonale de A, —F la partie triangulaire inférieure stricte de A et —F" la partie triangulaire supérieure stricte de A.
On suppose que les coefficients diagonaux de D sont strictement positifs et on note By la matrice des itérations de la
méthode de Jacobi, c’est-a-dire By = D~!(E + F). Noter que, grice a I’exercice[l] la matrice B est diagonalisable
dans IR. On rappelle que la méthode de Jacobi s’écrit

Initialisation : (9 € R",

Itérations : pour tout & > 0, Dgk+1) = (E+ F)x(k) +b.

On munit IR™ d’une norme notée || - ||. On note p le rayon spectral de B et suppose p < 1 (de sorte que la méthode
de Jacobi est convergente).

On note a; ; le coefficient de A de la ligne 7, colonne j. On suppose que A est tridiagonale, c’est-a-dire a; ; = 0 si
li —j| > 1.

2 -1 0
1. (Un exemple) On suppose dans cette questionque A = [—-1 2 -1
0o -1 2
(a) Calculer les valeurs propres de B .
Corrigé —
0 1 0
By=(1/2) |1 0 1
0 1 0

Les valeurs propres de B sont donc (O et iﬁ / 2.

(b) Montrer qu’il existe une infinité de 2(*) pour lesquels (1) = Z.

Corrigé — Pour k > 0, on pose e — (k) _ z, de sorte que la méthode de Jacobi s’écrit ekt — BJe(k’)
pour tout k > 0. Si e ¢ KerBj, on a donc e = 0, c’est-a-dire ) = z. Comme dim KerB;y =1, ona
donc une infinité de 9 pour lesquels V) = Z.

2. Soit A une valeur de B ;. Montrer que —\ est aussi valeur propre de B ; et que les sous espaces propres associés
a A et —)\ sont de méme dimension. [Utiliser le fait que A est tridiagonale et remarquer que Byr = Ax est
équivalent & (E' + F')x = ADux. Considérer le vecteur y de composantes y; = (—1)*x;.]

Corrigé — Soit \ € R etx € IR", © # 0. On note x; les composantes de x et on pose par CONVention to = Tp+1 =
a—1,0 = an,n+1 = 0. Le vecteur x est vecteur propre de B associé a la valeur propre X si et seulement si

Ai—1,iTi—1 + Qi i41Tit1 = A@;T; pour tout i € {1,...,n}.
L 5 . i i—1 i+1 i
En multipliant cette équation par —(—1)", on a donc ai—1,;(—1)""'zi—1 + ai i1 (1) 21 = —A(—=1)"a;,:7;,
c’est-a-dire avec y; = (—1)*x;,
Ai—1,iYi—1 + Qi i+1Yi+1 = — a4,y pour touti € {1,...,n}.

. . 1 3 AN . .
Soit maintenant {C[I( ), x('”>} une base du sous espace propre associé a la valeur propre X (k est donc la dimension
de ce sous espace). La famille {y( ), y(“}, formée selon le principe précédent (c’est-a-dire y§"> = (—1)‘x§">)
est alors une famille de vecteurs propres associés a la valeur propre (—\). On note M la matrice dont les vecteurs
colonnes sont les vecteurs :/r,'(l), ..., 2™ et N la matrice dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs y“), o ,;1/<k>.

. . 1 : . . PPN

L’espace vectoriel engendré par {C[I( ), x(“} est de dimension k (c’est le sous espace propre associé a \). La
matrice M, ainsi que M", est donc de rang k. Or M* et N* ont méme rang (les espaces vectoriels engendrés par les
colonnes de M" et N sont les mémes). La matrice N est donc de rang k. ceci montre que la dimension du sous espace
propre associé a valeur propre (—\) est au supérieure ou égale a k. En changeant les réle de A et (—\), on obtient
finalement que les sous espaces propres associés a X et (—\) ont méme dimensions.

Une autre démonstration consiste a introduire [’application linéaire T de IR"™ dans IR" qui a x associe y (défini par
yi = (—1)*w;). Cetta application est bijective et transforme le sous espace propre associé a A en sous espace propre
associé a (—\). Comme T est bijective, les deux sous espaces propres ont méme dimension.



3. Montrer que si n est impair, 0 est valeur propre de B ;.

Question plus difficile, hors baréme : dans le cas ou il existe un réel a tel que a;1,; = a pour tout 7 €
{1,...,n—1}, donner un vecteur propre associé a la valeur propre 0 (chercher un vecteur dont les composantes
appartiennent a I’ensemble {1, —1,0}).

Corrigé — La question précédente nous montre que la somme des dimensions (algébriques et géométriques car By
est diagonalisable) des valeurs propres non nulles de B est paire. Si n est impair 0 est donc nécessairement valeur
propre.

Pour la question hors bareme, on note a la valeur des coefficients non nuls de E et F'. un vecteur propre associé a la
valeur propre 0 est un vecteur tel que

azi—1 + axit+1 = 0 pourtouti € {1,...,n}.
On rappelle que, par convention o = xn+1 = 0. Un vecteur possible consiste a prendre r; = 0 si ¢ est pair,
r; = 1si1 44k, et x; = —1sit = 3+ 4k, avec k € IN. En particulier, grdce au fait que n est impair, on a bien

aTp—1 + axp+1 = 0.

4. On suppose, dans cette question, que Z — z(?) = Yicr@ifi-ou {f1,..., fn} est une base de IR", formée de
vecteurs propres de By, Byf; = A\ifi, et I = {i; |\;] < p}. Montrer qu’il existe C > 0 et u < p tels que
|z — ™| < Cu* pour tout k € IN*.

ca; #0vet J = {i,|\i| = p}. Onap < p. Onpose e = z™ — z, de sorte

el

Corrigé —  On note j = max{|\;
que

On peut supposer 1 # 0 (sinon e® =0 pour tout k € IN et il suffit de prendre C' = 0). On a alors

e®) = uk(z az(ﬁ)kﬂ) + 15 ( Z a,(%)kﬁ)

I
icJ ieI\J
On a donc
e
lim = E o fi,
k—+o0, k pair L
ieJ
e(F)

lim R Z a;sign(A;) fi.

k— 400, k impair uk

ceci prouve que la suite de terme général ||e(¥) || /1* est bornée. On peut alors prendre pour C' une borne de cette
suite.

5. On suppose, dans cette question, que n est impair.
Montrer qu’il existe une infinité de 2(°) pour lesquels z(1) = z.

Corrigé — Comme dans la question[ID) si e® ¢ KerB, ona e = 0, ¢’est-a-dire () = . Comme dim KerB; >
1 (car on sait que O est valeur propre de B, question[3), on a donc une infinité de z© pour lesquels M =z



