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L’examen contient 3 exercices. Le bareme est sur 27 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour avoir 20.. . Les
documents (polycopié du cours, notes de TD, notes personnelles) sont autorisés.

Exercice 1 (Factorisation d’une matrice s.d.p. a 2q+1 diagonales, conservation du profil, bareéme 7 points).
Soit A € M,,(IR) (n > 1) une matrice s.d.p.. On note L la matrice de la décomposition de Choleski de A. On rappelle
que A = LL! et que L peut se calculer avec les formules suivantes (avec les notations habituelles pour les coefficients

de Aetl):
1

by = (a11)"?, g = " (ai1), 1 €{2,...,n}. )]
Jj—1
g = (a5 = > Lirlin)? je{2,...,n}, 2)
k=1
1 =
b= 7 (am — Z&,k&’,k) ,ie{j+1,...,n}, je{2,...,n}. 3)
- k=1

1. Dans quel ordre faut il faire les opérations ci dessus pour obtenir L ?

Corrigé — On calcule les colonnes de L dans I’ordre 1, . .. n.

On calcule d’abord 01 1 puis {; 1 pour tout i > 1 par (1).

Puis lorsque les j — 1 premiéres colonnes de L sont connues, on calcule ; ; (par (2)) et ensuite {; j pour tout i > j
(par (3)). Ceci est possible car k < j — 1 dans (2)-(3). (On rappelle aussi que £; j = 0 pour i < j.)

2. On suppose dans cette question que a; ; = 0si | — j| > 1 (on dit que A a “3 diagonales non nulles”).

(a) (Conservation du profil) Montrer que £; j = 0siz > j + 1.

Corrigé —

Ceci a été vu en cours. Cela peut aussi se montrer avec les formules (1)-(3)) avec une récurrence sur j.

Pour j = 1, il suffit de remarquer £; 1 = ai1/€11 = 0sii > 2.

Puis, on suppose que £; ), = 0 pour k € {1,..., j— 1} eti > k+ 1 La formule (3) donne alors ¢; ; = 0 pour

i>j+ 1(eneffet, ai; =0etl;, = 0dans (3) carpourk < j—1lonai>k+ 1)

(b) Montrer qu’il suffit de 4n — 3 opérations (additions, soustractions, multiplications, divisions, racines car-
rées) pour calculer L.
[Remarquer que I’on calcule seulement ¢; ; pour ¢ = j et j + 1 et que dans (3), comme 7 > j, on a
i 11451, = 0 pour tout £.]

Corrigé — On note N1(j) le nombre d’opérations pour calculer £; ; et N2 (i, j) le nombre d’opérations pour
calculer ¥; j, © > j, de sorte que le nombre total est

N:Z(Nl(j)+ Z Na(4, 7))
j=1 i=j+1

Un calcul simple donne N1(1) = 1, N1(j) = 3 pour j > 1, N2(i,7) = Opouri > j+ 1, No(j+1,7) =1
pourj € {1,...,m — 1}. On en déduit que N =1+ 3(n — 1) + (n — 1) = 4n — 3.

3. Soit ¢ > 1. On suppose que a; ; = 0si ¢ — j| > ¢ (on dit que A a “2¢ + 1 diagonales non nulles”).
(a) (Conservation du profil) Montrer que ¢; ; = 0sii > j +q.



Corrigé —  Cette question a été vue en cours. Il est aussi possible de raisonner comme a la question 2a.

Pour j = 1, il suffit de remarquer ¢; 1 = a;1/€110 =0sii>q+ 1.

Puis, on suppose que U; , = O pour k € {1,...,j — 1} eti > k + q La formule (3) donne alors {; ; = 0 pour
1> jJ+q(eneffet, a;j = 0etl; ), = 0dans (3) carpour k < j—1lonai > k+ q)

(b) Calculer le nombre opérations nécessaires pour obtenir L. On pourra se contenter de donner en fonction
de ¢ une estimation justifiée du terme de plus haut degré en n. Le calcul exact du nombre d’opérations est
hors bareme.

[Remarquer que dans (2) la somme va de k = max{1,j — ¢} ak = j — 1 et que dans (3) la somme va de
k =max{1,i—q} ak = j — 1 (onrappelle que I’on calcule ¢; ; que pour j < i < j + ¢).]

Corrigé — On reprend les notations de la question 2b. Pour ce cas, les formules (2)-(3) donnant L sont :
Pourj=2,...,n,
j—1
Gg=(as5— Y Ll Q)

k=max{1,j—q}
et pouri=j+ 1, min{j + q,n},

Jj—1

1
Zi,j = | aij — Z Ei,kfj,k f_ (5)
757

k=max{1l,i—q}

On distingue maintenant selon les valeurs de j et on calcule pour j donné, N1(j) et N2(j,1%) (et non Na(i,7)),
on calcule donc ici Uj; pour i < j. En fait, on calcule donc la ligne j de L.

Casj <gq
Dans ce cas max{l,j —q} = let, sij > 1,
Ni(j)=2(j—1)+1=25—-1, Na(j,i) =2(i — 1) +1 =2i — 1.
1l faut calculer €; ; pour i allant de 1 a j, le nombre total d’opérations pour cette valeur de j est donc

Jj—1

NG) = NiG) + 3 NoGii) = 2) — 14+ 3 (20— 1) = 2.

Noter que ce calcul est exact méme pour j = 1.

Casj>q

Dans ce cas max{1,j —q} = j — qet
Ni()=20-1-0U-a+1)+1=2¢+1,
N2(j,1) =200—1-(-q@+1)+1=20-j+q +1L

Ici, Il faut calculer £; ; pour i allant de j — q a j, le nombre total d’opérations pour cette valeur de j est donc

NG =NG) + Y Na(Gi) =2q+1+ Y 20i-j+q)+1=2Y k+q+1=(q+1)°

i=i—q i=j—q i=1

On en déduit N :

n

N=SNG) =372+ 3 (qr?= D@D | gy,

6
Jj=q+1

Exercice 2 (Matrices a diagonale dominante, baréme 15 points). Soit A € M, (IR), n > 2.

1. Dans cette question, on suppose que A vérifie (avec la notation habituelle pour les coefficients de A)

a; i > Z |a;, ;| pourtout i € {1,...,n}. (6)
J#i



(a) Montrer que A est inversible.
[Soitz € C" tel que Az = 0. Enutilisant (Ax); = Oaveci € {1,...,n}telque |z;| = max;cq1,. . o} 2],
montrer que z = 0.]

Corrigé — Soit v € C" tel que Ax = 0.

On suppose x # 0 et on choisit i € {1,...,n} tel que |x;| = max;e (1, .. n} |25 De (Ax); = 0 on déduit
aiales =) aigzs| < laiglledl,
J#i JF#i

Ce qui impossible car Z#i lai ;| < ai; et z; # 0. Onadonc z = 0, ce qui prouve que A est inversible.

(b) Montrer que la méthode de Jacobi (pour la résolution de Az = b) converge.

Corrigé — On note By la matrice de la méthode de Jacobi. Soit \ une valeur propre de B et x un vecteur
propre (non nul) correspondant. De Bjx = Az, on déduit que, avec la decomposition habituelle de A, \Dx =

(E+ F)x.
On choisiti € {1,...,n} tel que |v;| = max;c(1,.. n} |T;| et on obtient (avec (6))
Nailzi =1 aiges] < lawgllzi] < aialzl.
i i

Comme a; ;|x;| > 0 ceci donne |\| < 1 et prouve que p(B) < 1 et donc que la méthode de Jacobi converge.

(c) Si A est symétrique, montrer que A est s.d.p.

Corrigé — Comme A est symétrique, les valeurs propres de A sont réelles. Soit X une valeur propre de A et x €

On peut supposer x; > 0 (sinon on remplage x par —x). De Ax = Az on déduit
Ao = (A2)i = aigwi + Y gy > avimi — B laigllzs] > (s — Y laig))zi > 0.
j#i j#i j#i
On a donc Ax; > 0 et donc X > 0, ce qui prouve que A est s.d.p..

Dans la suite de I’exercice, on suppose que A vérifie (6) avec “>" au lieu de “>", c’est-a-dire

ai; > Z la; ;| pourtouti € {1,...,n}. @)
i
On dit que A est irréductible si pour tout 7, J C {1,...,n}telsque INJ =0, 1 #0,J #0, TUJ ={1,...,n},il
existes € et j € Jtelsque a; ; # 0.

2. Dans cette question, on suppose que la matrice A vérifie (7), qu’elle est irréductible et que :

Il existe ig € {1,...,n} tel que a;, 4, > Z laig,]- (8)
J#i
(a) Montrer que A est inversible.
[Soit z € C" tel que Az = 0. Poser
I'={ie{l,...,n}tels que |z;| = max cq1, . n} |75},
montrer, en raisonnant par I’absurde, que I = {1, ..., n}. Conclure en utilisant (8).]
Corrigé —  On suppose que I # {1,...,n}etonpose J ={1,...,n}\ 1. Comme A estirréductible , il existe
i€ letye Jtels que a;; # 0.
De (Ax); = 0 on déduit, comme || < |z;| et a;,; # 0 (et donc |a; jx;| < |ai,;zi|),

aialeil =D ainae] < lasklles] < laikllzi] < aialal,

ki ki ki



Ce qui est impossible. On a donc I = {1,...,n}.

On peut conclure avec (8) en écrivant (Ax)i, = 0. Comme io € I, on a || = max;e1,... oy |75,
Gigsio|Tiol = | D ainan] < laigkllze] < @igiolwiol,
ki k+ig

ce qui est une nouvelle fois impossible. La matrice A est donc inversible.

(b) Montrer que la méthode de Jacobi (pour la résolution de Az = b) converge.

Corrigé — On note B la matrice de la méthode de Jacobi. Soit \ une valeur propre de B et x un vecteur
propre (non nul) correspondant. On pose I = {i € {1,...,n} tels que |x;| = max;cq1,.. oy |z5]}

On distingue deux cas

Cas1SiI#{1,...,n}, onpose J=1{1,...,n}\ I. Comme A est irréductible , il existe i € I et j € J tels
que a; ; # 0.

De \Dz = (E + F)x on déduit, comme || < |z;| et a; j # 0 (et donc |a; jx;| < |ai ;i

Naiilzil =Y aipzel <Y laipllzel < lasklled < ai

ki ki ki

)

5,

On en déduit que |\| < 1.
Cas2Si I ={1,...,n}, alors, de \Dx = (E + F')x on déduit, avec (8),
N aio.iol@iol = 1Y @iows] <Y laio.sl|wia] < @i .iolwiol-
J#i J#i
Comme @iy i |Ti,| > 0 ceci donne |A| < 1.

On a bien montré que p(By) < 1 et donc que la méthode de Jacobi converge.

(c) Si A est symétrique, montrer que A est s.d.p.

Corrigé — Comme A est symétrique, les valeurs propres de A sont réelles. Soit \ une valeur propre de A
et v € R™ un vecteur propre (non nul) correspondant. On pose I = {i € {1,...,n} tels que |z;| =
maxjeqi,. n} |75}

On distingue encore deux cas

Cas1SiI#{1,...,n}, onpose J={1,...,n}\ I. Comme A est irréductible , il existe i € I et j € J tels
que a; ; # 0.

De Az = Az on déduit, en supposant x; > 0 (sinon, on change x en —x) et en utilisant |a; ;x| < |ai jx;

Ax; = (Az); = asmq + Zal,kik > i iTi — Z laik||zk| > (a:s: — Z |aix|)zs > 0.

>

ki ki ki
On a donc \x; > 0 et donc A > 0.
Cas2Si [ = {1, S n}, on obtient, en supposant x;, > 0 (sinon, on change x en —x) et en utilisant (8),
Azig = (AT)i = Qig,igTio + Z Qig,kThk = ig,ioTig — Z |iok|[Tr| > (@ig,io — Z |@ig,k|)Ti > 0.
k#ig k#ig k#ig

Ceci donne \ > 0.
On a bien montré que A est s.d.p..

3. Donner un exemple (avec n = 3) pour lequel A est s.d.p., irréductible, vérifie (7) et la méthode de Jacobi ne
converge pas (et donc ne vérifie pas (8)).

1 a a
Corrigé — Cet exemple a été vu en TD, il suffit de prendre A = |a 1 a| aveca = 1/2.
a a 1



4. Donner un exemple (avec n = 3) pour lequel A vérifie (7)-(8), est a coefficients diagonaux strictement positifs
et est non inversible (et est donc réductible).

1 0 0
Corrigé — Il suffit ici de prendre, par exemple, A = |0 1 1].
0 1 1

5. Montrer que pour les questions 3 et 4, il n’y a pas d’exemple avec n = 2.

o p
Pour la question 3, on veut A s.d.p., irréductible, vérifiant (7). Come A est s.d.p., v = 0, a > 0, 8 > 0 et ’yQ < af.
Comme A vérifie (T), on a |y| < a et |y| < B. On en déduit que |y| < « et/ou |y| < B. Ce qui prouve que (8) est
vérifié.
Pour la question 4, on veut que A vérifie (7)-(8) et que A soit a coefficients diagonaux strictement positifs. On a donc
a>0 08>0 |y <aet|d| < B. Comme A doit aussi étre réductible, on a~y = 6 = 0 et donc A est inversible.

Corrigé — Soit A = [a 7}.

Exercice 3 (Méthode de la puissance, 5 points).

On considere la méthode de la puissance pour la matrice A = ( g ,llt ), avec i € R* :

L0 _ [xl} € R2 20 £,
To

Az®)

(k+1) Il
T A

, pour tout k € N.
(On rappelle que | - | désigne la norme euclidienne.)

1. Montrer que la suite (2(*)),¢c v est bien définie (ce qui revient a montrer que Az(¥) # 0 pour tout k).

Corrigé — Comme 1, # 0, Ker(A) = {0}. On en déduit par récurrence que Az®) £ 0 pour tout k.

2. On suppose dans cette question que p > 0. Montrer que la suite (:z:(k)) keN est convergente. Donner sa limite
ainsi que la limite de la suite (Az®) - 2(F)) oy
k5 (0) .
[On pourra remarquer que z(¥) = % et calculer A¥z(9) en fonction de k, x; et z3.]
Corrigé —
k k—
pnrxy + kp
,U/kz.Z‘Q

nr1 + T2

1
x2
} Cette formule se
T2

On remarque que Az") = [ } Ceci nous suggere que A*z® = [
wFay + kpko

1

T2 P
L , on en déduit
W

vérifie par récurrence, En effet on suppose que Alz© = [

k+1

AR+ _ p(pF oy + kp®
y% T2

t22)) + pan)| (M e+ (R D)t
'uk:Jrl 2o .

On cherche maintenant la limite de ). En notant {e1, e2} la base canonique de R?,

k) _ (uFxy + bkt tas)er + pFaoes (w14 (B/p)x2)er + x2e2

 (pFxr + kpk—lzo)er + pFrses| (w1 + (k/p)w2)er + xaea|

Si x2 = 0, on en déduit limp_, 4 oo z*) = sign(xz1)er et donc limy_s 4 oo Az®) (k) — 1.

€T

Si xo # 0, on en déduit limy,_ 4 o ) = sign(x2)er et donc limyg_ oo Az g (F) — e

Pour la limite de Az®) - 2, on a utilisé le fait que Ae1 = pey eter -e1 = 1.



3. On suppose dans cette question que ;1 < 0. Les (2(7))zen et (A2 - 2(F)) v sont-elles convergentes 2. Si
oui, donner les limite de ces suites.

Corrigé — Dans ce cas, la formule pour =) est

(z1 + (k/p)x2)er + x2en
|(x1+ (k/p)z2)er + xaez] ’

La suite (™)) ren n'est pas convergente, mais les suites (x**)) ey et (z2FH1)
(Az(’”) . x(k‘))kgz\r est convergente et sa limite est [u.

2" = (fl)k

kenN sont convergentes. La suite



