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Exercice 1 (Vrai-faux)

Répondre par vrai ou faux, en motivant la réponse par une démonstration ou un théoréme du cours si c’est vrai, et par un

contre exemple si c’est faux.

1. Le systeme linéaire
n+1

Zai,jmj =0pourtouti =1,...,n

Jj=1

admet toujours une solution non nulle.

VRALI : I’ensemble des solutions est le noyau de la matrice A € M, 41 ,(IR) qui est de dimension au moins un

par le théoréeme du rang.

a 0 «
2. Soit A= [0 b 0] .On suppose que A est symétrique définie positive. La méthode de Jacobi converge pour
a 0 c
n’importe quel second membre et n’importe quel choix initial.
a ¢ 0
VRAI On peut réordonner les équations et inconnues de maniére a resoudre un systeme avec lamatrice A= |¢ « 0| qui
0 0 b
est sdp triadiag.
0 0 —-%
Autre démonstration. By = | 0 0 0 | apour valeurs propres 0 et deux valeurs propres de signe opposés. Le polyndome
o 0 0
caractéristique de la matrice d’itération B est donné par x g, (X) = — X (X? — Z—j) Par conséquent, p(By) = \‘/i% Comme

A est sdp, on sait que a, b, ¢ sont positifs et que detA = b(ac — &) > 0. On en déduit que o < ac et donc que p(By) < 1.

3. La suite (zx)renN, définie par zg € [0, 1] et zx4+1 = cos <

Q.

142k

>, converge vers une limite ¢ indépendante de

On vérifie que I’application f : x — cos (ﬁ) est une application de [0, 1] dans lui-méme qui est contractante. En effet,
T

1 1 1
0< 152 <1 < Z pour tout € [0, 1], donc f(x) € [0, 1] pour tout € [0,1]. De plus, f'(z) = ESE sin <1 +x>'

On voit que f'(x) > 0 pour tout x € [0,1] et f'(z) < sin(1) < 1. On peut donc appliquer le théoréme de point fixe de

Banach pour déduire que f admet un unique point fixe dans Iintervalle [0, 1] qui est limite de toutes les suites x+1 = f(xk),
To € [0, 1].
. L’algorithme de Newton pour F'(z,y) = (sin(z) 4+ y, zy)" est bien défini pour la condition initiale (5, 0). FAUX.

On vérifie que
oy fcos(z) 1
L

pr(5.0)=(5 3)

. L’application de IR? dans IR définie par F'(x,y) = 2% — 227y + 3y> + y admet un unique minimum.

et par conséquent

n’est pas inversible.

Posons X = (z,y)", on reconnait la fonctionnelle quadratique F(z,y) = (AX, X) — (b, X) avec A = (_11 _31) et

b= (1 avec A une matrice symétrique définie positive. Le cours nous dit alors que F' admet un unique minimum.



Exercice 2 (Normes et conditionnement)

1. On munit IR™ de la norme || - || et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || .. Montrer que

n
Alloo = Tt
lAlloo =, max > laisl
Jj=1
2. On munit IR"™ de la norme || - ||; et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||1. Montrer que
je{l,...,n

n
AL = max > ai -
} =1

3. On considere la matrice B = (B;;) de M,,(IR) définie par B;; = 1, B;; = —114 < j, B;; = 0 sinon.
(a) Calculer B~ 1.

1 0 0
OnaB' = -1 0 . Pour calculer B~*, on peut regarder ce qui se passe pour n = 4. On échelonne le
: . .0
-1 .. -1 1
systeme
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0
-1 1 0 O 0 1 0 O — 0 1 0 O 1 1 0 0
To1(1),T31(1), Tu1 (1)
-1 -1 1 0 0 0 1 0 0 -1 1 0 1 0 1 0
-1 -1 -1 1 0 0 0 1 0o -1 -1 1 1 0 0 1
10 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
T 01 0 O 1 1 0 0 — 0 1 0 O 1 1 0 0
T32(1), Tu2(1) Tu3(1)
00 1 o0 2 1 1 0 0 0 1 0 2 1 1 0
00 -1 1 : 2101 00 0 1 4 2 1 1
En dimension supérieure, I’échelonnement va se passer de fagon identique et on voit que le candidat pour étre I’inverse de B
1 0 -+ -or o 0
1
est la matrice C avee C* — | 2 R : . On vérifie par le calcul que I’on abien BC = CB = Id.
A . . . .
. . . . .0
2" ... 402 1 1

En effet (aie aie aie au secours)

(BC)ij = Z Bi;Crj = Z B Cr;j
=1 =y

Osij<i
={ Bj-1;-1Cj-1, +Bj ;10 =1-1=0sij=1i+1

j j—1 j—i—2
BuCij+ Y Biy=2"""1—(> 2" 4B =271 (Y 2" 41)=0sij>i+1.
k=i+1 k=i+1 k'=0

(b) En déduire cond; (B) et cond (B).
On rappelle que [|Allcc = max; >~ |ai;| et [|Ally = max; 37, [ai;|. Par conséquent, [| Bl = || Bl = n et IB~ ) =
B oo =1+1424---+2"2 =142 "=1 — 9"~ Onen déduit, condu.(B) = cond, (B) = n2" .




4. Soit A une matrice carrée de taille n x n. L’objectif de cette question est de montrer que

%condoo(A) < cond; (A) < n?conde(A).

(a) Montrer que pour tout x € R",
[2lloo < llzlls < nfl2floo-

On suppose que |2;,| = ||z||so. On voit alors immédiatement que
n n
il <Y lwil <Y Jwio| = nlail.
i=1 i=1

(b) En déduire que pour toute matrice carrée de taille n x n
1
NAllse < 1A]l1 < 7| Al
On en déduit que pour tout = # 0,

[Az]loo < [|Azl1 < nf|Az[|oo

et donc en utilisant a nouveau la question précédente on obtient

1 Agllee _ JA2lee _ A2l _ A _ [ A2]oc

noflzlle Tzl T izl T 2l T izl

On conclut en utilisant la définition des normes induites.

(c) Conclure. D apres la question précédente
1
Al <Al < nflAfle
1 _ _ _
~lA Yoo <NA7'r <nllA7Yw

Le résultat est alors immédiat.

Exercice 3 (Newton)

On considere I"application f : M (IR) — My (IR) définie par
_ vz (10
oo=x (3 9).

L’ objectif de cet exercice est de trouver les solutions de f(X) = <8 8) .

1. Réécrire I"application f comme une application F' de IR* dans IR*. Notons X = (j

o = (G i)=Y
<x2—|—yz—l y(T"Q‘t) )
2z +t)  yz+t? -1

l;) , on a alors

2?2 +yz—1
y(x +1t)
z(x + 1)
yz+1% —1
2. Trouver I’ensemble des solutions de f(X) = 0.

On voit que soity = z = Oet 2 = t* = 1 soitz = —t et yz = 1 — t*. Autrement dit on a une infinité de solutions.

Onadonc F(z,y,z,t) =



3. Ecrire le premier itéré X; de 1’algorithme de Newton pour I’application f partant de la donnée initiale Xy =

<4 0) (On pourra passer par ’application F'). Montrer que la suite (X} ), définie par cet algorithme est définie

0 4
par tout k et que I’on peut écrire sous la forme X = AzId ot (Ag)x est une suite réelle dont on étudiera la
convergence.
Ona
2x z Y 0
|y z+t 0 Y
DF($7y7Z7t)— z O I+t 2
0 z Y 2t
Par conséquent,
8§ 0 0 O
0 8 0 O
DF(4,0,00)= |, o < o
0 0 0 8
On en déduit
1 4 8 0 0 0\ ' /15
vil _ [o] o 8 0 0 0
21 - 0 0 0 8 0 0
t1 4 0 0 0 8 15
_fo] o] _1o
o 0 o] o
On voit que X; = %Id. Par récurrence on vérifie que
1, X+l
M1 = e — — (A — 1) = = ().
k1 = Ak 2)\k( k—1) e (M)

On vérifie que ¢'(A) = 5 (1 — 5z etdonc ¢' > 0 sur [1, 400 avec ¢(1) = 1donc ¢ : [1, +oo[— [1, +oo[ et [ (| < 3.

On en déduit la convergence de la suite A, vers 1, qui est I'unique point fixe de ¢ dans cet intervalle.

4. Lalgorithme de Newton converge-t-il au voisinage de X, = (01 _01) ?

On vérifie que

-2 0 0 0
DF(-1,0,0,—1) = 8 _02 _02 8

0 0 0 -2

est inversible. Le théoreme de Newton Raphson assure la convergence locale de 1’algorithme.

Exercice 4 (Jacobi et optimisation)

Définition Soit f € C*(IR",IR); on appelle méthode de descente a pas fixe « € IR’ pour la minimisation de f, une
suite définie par

z(® € R™ donné,

2D — 20 4 qp®

ot w(*) est une direction de descente stricte en (*), c.a.d. w*) € IR™ vérifie la condition w®) - V f(2*)) < 0.
Dans toute la suite, on considere la fonction
fTR" >R

1
wa(m):%Aw-a:—b-w, M

ol A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive, et b € IR”. On pose T = A~ 1b.



1. Montrer que la méthode de Jacobi pour la résolution du systtme Ax = b peut s’écrire comme une méthode de
descente a pas fixe pour la minimisation de la fonction f définie par (1). Donner I’expression du pas « et de
la direction de descente w'®) a chaque itération k et vérifier que c’est bien une direction de descente stricte si
x®) £ A~ 1p.

La méthode de Jacobi peut s’écrire
z* = (1d— D' A)z™ + D 'b
=z 4 Dil(b — Aw(k))
— 2™ 4 p®
avec w™ = D71 (b — Az™) = D7'¢® Onaw® . Vf(@®) = —D71r® . +®) et comme A est s.d.p., D! Iest
également, et donc w'® - Vf(x®) < 0siz® # A b

2. On cherche maintenant a améliorer la méthode de Jacobi en prenant non plus un pas fixe dans 1’algorithme de

descente ci-dessus, mais un pas optimal qui est défini a I’itération k par

Fle® + apw®) = ng>i101f(az(k) + aw®), 2

ot w'*) est défini a la question précédente. On définit alors une méthode de descente a pas optimal par :
2t = 2(0) 4 ),

On appelle cette nouvelle méthode “méthode de Jacobi a pas optimal”.

(a) Justifier I’existence et I'unicité du pas optimal défini par (2), et donner son expression a chaque itération.
Le pas optimal «y, est celui qui minimise la fonction ¢ définie de IR dans IR par f (a:(’€> + aw™® ), qui est de classe C*,
strictement convexe et croissante a I’infini, ce qui donne 1’existence et 1’unicité ; de plus a vérifie :

V™ +aw®) w® =0, cad (Az"® + apAw™ + b) - w™® = 0.
On en déduit que (si w*® # 0)

(b= Az®).w® B p®  pE) . p1p®)
Awk) . k) - Awk) . k) - AD-1pk) . D—1p(k) "

A =

(Si w® = 0, on a alors r®) =0etz® = Z, 1"algorithme s’arréte.)
(k) (k+1) [r® k2 (k)
(b) Montrer que | f(x'®)) — f(x )|:m51w # 0.
Ona:
f@*) = f(@®) = yap + da,
avec v = r® . w® et § = %Aw(k) -w® . Comme o, minimise ce polyndme de degré 2 en v, on a

2

fa"D) — fa) =

|r(k> . w(k>|2
2Awk) k)’
d’ot le résultat.
(c) Montrer que 7*) — 0 lorsque k — o0, et en déduire que la suite donnée par la méthode de Jacobi a pas
optimal converge vers la solution & du systéme linéaire Ax = b.

On suppose que w'™ % 0 pour tout k. La suite (f(2*)))ren est décroissante et bornée inférieurement (car la fonction f
est bornée inférieurement). Elle est donc convergente. Ce qui prouve que limy, , 4 oo f(2*T9) — f(®) = 0.
On sait que w® = D7 1¢® _ Ona donc, par la question précédente,

\r(’“) ,w(k)|2 _ |,,.(k) ~D_1r(k)\2

_ (k)y _ (k+1)

Or
0<AD 'r® . D™ < ¢|p®))2
avec ¢ = [|Al|2[[D7H|3 et
,,,(k) _Dfl,,,(’ﬂ > 9|1’(k)|2,

ol § = min;e(y,....n} 1/ai,i. (Les a; ; étant les termes diagonaux de A.) On en déduit que
02
?\r<k)|2 < @™y — f(@® )| — 0 lorsque k — +o0,

et donc ™ — 0 lorsque k — +oo.

k)

Comme ) — & = —A~'+™_on en déduit la convergence de la suite ™ vers la solution du systeme.



(d) On suppose que la diagonale extraite D de la matrice A (qui est symétrique définie positive) est de la forme
D = ald avec a € R..

i. Ecrire I’algorithme de descente a pas optimal dans ce cas.
SiD =ald,ona

(b—Az®) . w® B B ) k)
Aw® . w® Aw® . w® g Ark) k)

ap =

ii. Comparer les algorithmes de descente obtenus par Jacobi et Jacobi & pas optimal avec les algorithmes de
gradient que vous connaissez.
Jacobi simple= algorithme de gradient avec p = é
Jacobi a pas optimal= algorithme de gradient a pas optimal.



