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Les calculatrices, les notes de cours et de T'D ne sont pas autorisées.
La clarté et la qualité de la rédaction seront prises en compte dans [’évaluation.

Exercice 1 (Cours) — Norme matricielle induite par la norme euclidienne
On munit R™ de la norme vectorielle euclidienne |.|; et M,,(R) de la norme induite correspondante
notée |[|.||2. Soit A € M,,(R), une matrice carrée d’ordre n > 1 a coefficients réels.

1. Montrer que [|A]l2 = \/p(ATA) = \/p(A AT) = || AT ||,.

2. En déduire que si la matrice A est normale, i.e. AAT = ATA, on a || Al = p(A).

Exercice 2 — Convergence de la méthode de Jacobi pour une matrice s.d.p.

Soit A € M, (R), une matrice carrée d’ordre n > 1 a coefficients réels, symétrique définie positive
et décomposée sous la forme : A = M — N ol M est une matrice inversible et M* + N est symétrique
et définie positive.

Soit ||.|| la norme vectorielle sur R™ associée a A et définie par ||z|| = Vat Az, pour tout = € R™.

1. Montrer que pour tout x € R*, x #£ 0 et y = M~ 'Ax, alors y' Ay — 2yt Az < 0.
2. Montrer que ||M~'N z||? < ||z|?, pour tout x € R™ différent de 0.
3. En déduire que p(M~'N) < 1.

4. Pour h > 0, soit Ay, la matrice tridiagonale (du laplacien 1-D), de diagonale principale (resp.

sous-diagonale, sur-diagonale) de coefficients : — (resp. — . Pour b donné dans R", la

= L
méthode de Jacobi pour la résolution du systeme A, x = b définit une suite (*))cy. Calculer
I'expression de z*+Y en fonction de z(*).

5. Montrer que la méthode de Jacobi définie ci-dessus converge (pour tout b et 2 dans R™).

Exercice 3 — Méthode itérative du gradient a pas fixe de Richardson

Soient A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive, b € R" et a € R. Pour résoudre le
systeme linéaire Ax = b, on considere la méthode itérative définie par la suite récurrente :
Tpy1 = 2 + a(b— Axyg), pour k € N et zy € R” donné.

1. Pour quelles valeurs de « (en fonction des valeurs propres de A) la méthode est-elle convergente
pour tout choix initial xq 7

2. Déterminer le parametre optimal o (en fonction des valeurs propres de A) qui assure la vitesse
de convergence maximale, i.e. tel que : p(I — apA) = min{p(I —a A), a € R}.



Exercice 4 — Méthode de Newton (ou de la tangente) pour une équation scalaire.
Soit la fonction g définie par g(z) = 2® + 1 pour € R. On veut résoudre I"équation g(z) = 0.

1.
2.
3.
4.

Ecrire l'algorithme itératif de Newton pour la résolution de g(x) = 0.
Montrer que pour toute valeur initiale xy < 0, ’algorithme est bien défini.
Donner un xg > 0 pour lequel 'algorithme n’est pas défini.

Montrer que si zg € [—2, —1], la suite (z,)neny donnée par la méthode de Newton converge vers
Tz =—1.

Que fait algorithme si zg €] — 1,—1/2] ?

Exercice 5 — Méthode de Newton pour le calcul d’une racine cubique
1
Soit la fonction g définie sur R par g(z) = 2 — 2. On cherche & déterminer la racine 7 = 23 de
I’équation g(z) = 0.

1.

Donner la fonction f de la méthode de Newton pour calculer T par les approximations successives
définies par : xp11 = f(xy), pour tout k € N.

On choisit xy € [1,2]. Justifier que la méthode est bien définie et montrer qu’elle converge.
En déduire que la vitesse de convergence est au moins quadratique (d’ordre deux).

Montrer que la convergence est effectivement quadratique et pas mieux.



