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Les calculatrices, les notes de cours et de TD ne sont pas autorisées.
La clarté et la qualité de la rédaction seront prises en compte dans l’évaluation.

Exercice 1 — Propriétés de positivité et de monotonie d’une matrice carrée

On rappelle qu'un vecteur x € R" ou une matrice A € M,,(R) est positif, noté > 0, si tous ses
coefficients (réels) sont positifs ou nuls.
Une matrice A € M,,(R) est dite monotone si elle satisfait la propriété suivante :

VeeR" Az >0 — x>0.
1. Montrer que si A est une matrice monotone, alors elle est inversible.
2. Montrer que A est monotone si et seulement si A est inversible et A= > 0.
3. Montrer que si A = (a;;) € M, (R) est telle que (on dit parfois que A est une M-matrice) :
n
(M) CL,L'JSO, VZ,jzl,,n,Z#j et ai,7;> Z ]ai,j\,Vi:1,~~,n7
=L
alors A est monotone.
4. Montrer que si A = (a; ;) € M, (R) est telle que :
n
ai,jgoa VZ,]:l,,n,Z#] et ajvj> Z ’ai,j‘>vj:17"'>na
i=1,i#j

alors A est monotone.

— Corrigé —

1. En vertu du théoreme du rang en dimension finie, la matrice carrée A € M,,(R) est inversible si et
seulement si son noyau ker(A) est réduit au vecteur nul de R™. Soit z € R" tel que Az = 0; on a
Az > 0 et —Ax = A(—z) > 0. Comme A est monotone, il en résulte que x > 0 et —x > 0, soit = 0,
et donc ker(A) = {0}.

2. Soit A € M,,(R) monotone, alors A est inversible d’apres le point 1.
On note (€;)i=1, la base canonique de R" et ¢; := ¢;(A™!) le jéme vecteur colonne de la matrice A~!
pour j = 1,---,n. On a pour j quelconque, A‘lej = ¢ et donc aussi Ac; = AA_lej =e; > 0. 11
vient donc avec la monotonie de A, ¢; > 0 et donc AL >0.
Réciproquement, si A est inversible telle que A~! > 0. Soit un vecteur « € R” tel que Az > 0. Comme

tous les coefficients de A~! sont positifs ou nuls, il en résulte immédiatement que x = A~1(Ax) > 0,
c’est a dire que A est monotone.



3. Soit un vecteur x € R" tel que y := Az > 0. On note m 'indice entre 0 et n tel que x,, := minj<;<, ;.

On a:
n n
Yi = Z%k x>0, Vi=1,---,n; eten particulier y,, = Zam,k xp > 0.
k=1 k=1
Par minoration puisque x, > x,,, pour tout £, il vient en utilisant I'hypothese sur A, |, k| = —am > 0

pour tout k #£ m :

n
Amm Tm = Ym + Z (_am,k) Tk
k=1,k#m
n
> Ym + T Z |am,k
k=1,k#m

9

soit encore avec Y, > 0 :

n

Qm,m — Z ’am,k’ Tm = Ym > 0.

k=1k#m
n
Comme A est une matrice a diagonale dominante stricte avec a; ; > 0, on a : Gy m— Z |am. k| >0,
k=1,k#m
et donc z,,, > 0. Il en résulte que x > x,, > 0 pour tout k, soit z > 0, et la matrice A est bien

monotone.

4. Les hypotheses faites ici sur A sont telles que A? vérifient les hypotheses du point 3, et donc que A’
est monotone. D’apres le point 2, A’ est alors inversible et (A*)~! > 0. On obtient immédiatement
que sa transposée A = (A!)! est également inversible et (A7)t = (A%)~! > 0, soit encore A= > 0,
c’est a dire que la matrice A est bien monotone.

Exercice 2 — Décomposition LL' de Choleski d’une matrice tridiagonale s.d.p.
Soit A = (a;;) € M, (R) une matrice symétrique définie positive et tridiagonale, i.e. a;; = 0 si
li —j| > 1.

1. Montrer que A admet une décomposition de Choleski sous la forme A = LL' ou la matrice
triangulaire inférieure L = (¢; ;) est bidiagonale, i.e. ¢;; =0si j >iet j <i— 1.

2. Ecrire un algorithme de calcul des coefficients a; = ¢;; et 8; := ¢;;_1 de L en fonction des
coefficients a; ; de A.
Calculer le nombre d’opérations élémentaires dans ce cas tridiagonal.

3. En déduire la décomposition LL' de la matrice :

1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
A=]10 -1 2 -1 0
o o0 -1 2 -1
o o0 0 -1 2

— Corrigé —



1. La matrice carrée A = (a;;) € M,(R) étant s.d.p., on a ses coefficients diagonaux tels que (Ae;)-e; =
ai; > 0, et on sait qu'elle admet une décomposition de Choleski A = LL! ol la matrice triangulaire
inférieure L = (¢; ;) € Mp(R), soit ¢; j = 0 si j > 4, est unique avec des coefficients diagonaux ¢;; > 0
pour tout i € {1,--- ,n}.

Il reste & montrer dans le cas présent ot A est aussi tridiagonale, 4.e. a;j = 0si |[i —j| > 1, que L est
alors bidiagonale inférieure, i.e. ¢; ; =0sij >iet j <i—1.

La condition A = LL! s’écrit pour une matrice triangulaire inférieure L quelconque, soit £; x = 0 si
k>1i:

min(z,j

n (4,5)
Z&',k Ej,k = Z gi,k gj,k = a4 j, VZ7J = 17 cee .
k=1 k=1

Comme A est symétrique, soit a; ; = a;;, ces égalités sont identiques en permutant i et j et on se
restreint (par exemple) & la partie triangulaire inférieure de A, soit i > j.

Il vient donc pour la premiere colonne de A tridiagonale, soit pour j =1 :

1

2
E bplig="41;=a11>0,
k=1

1 1
Zfz,k by =4021011 =az1, et Z&,k bip="Li1l11 =0, Vi=3,---,n.
k=1 k=1

En choisissant ¢1 1 > 0, on obtient la premiere colonne de L :

CL271 .
i 5 £i71:0, V7,=3,---,TL.
1,1

ap:=/f11=,/a11 >0, puis [oi=/ly1=

Pour j =2, 0on a azs — E%’l =ago — a%yl/al,l > 0 pour A s.d.p. d’apres la décomposition génerale de
Choleski et il vient :

2
2 2 : 2 2
ZEQ’k ez’k — 6271 + 62’2 - a2727 SOlt 6272 - a272 - £2’1 > 0,
k=1
2 2
ng,k’ EQ,k = Z3,2 52,2 = as2, et ZEZJ“ €2,k = &'72 52,2 = 0, Vi = 4, e, N
k=1 k=1

En choisissant ¢392 > 0, on obtient la deuxiéme colonne de L :

. as .
ag =Vl = /a2 — 5%71 >0, puis p3:=4L32= 7 lio=0, Vi=4,--- n.
2,2

)

Par récurrence sur les colonnes (par exemple) de L, supposons alors que la matrice L est bidiagonale
inférieure jusqu'a la colonne p —1 € {1,---,n =1}, ie. £;;, =0sii>j+2et1<j<p—1, et
montrons que c’est encore vrai pour la colonne p. Comme A est tridiagonale, on a pour la colonne
7 = p avec '’hypothese de récurrence :

p
2 2 . 2 2

g bp by =Ly 1+ 05, =0app, soit L5 =ap,—4L;, 1 >0,

k=1

p

p
ngﬂ,k b = lpr1plpp = Qpy1p, €L Z&;k bpe = liplpp =0, Vi=p+2,---,n
k=1 k=1

En choisissant £, , > 0, on obtient ainsi la p-ieme colonne de L :

a
) / ; — _ Yptlp _ L
ap =Ly =/app — Egyp_l >0, puis PBpi1:=Llpr1p = s lip=0, Vi=p+2,--- n.

gp,p



En notant «; := ¢;; et B; := {;;—1 pour tout ¢« = 1,--- ,n, la matrice L est donc bien bidiagonale

inférieure et s’écrit :

ap 0 O 0 0 0
Bz az 0 0 0 0
I = 0 53 Qs 0 0 0
0 ,BZ (673 0 0
0 0
0

0
0 0 Biy1 aip
0O O 0 Bn  ap

2. Avec ce qui précede, l'algorithme de calcul des coefficients de L s’écrit donc colonne par colonne

comme suit :

Colonne p=1: ay = /a1,
a2,1
P2 =—=.
(6731
Colonnes p=2,---,n—1: ap = ap,p_ﬁga
Boi1 = Ap+1,p
1 = ——.
Qp
Colonne p=n : Qp = \/m-

Le cotit de cet algorithme en nombre d’opérations élémentaires s’évalue facilement :

e colonne p =1 : 1 racine carrée et 1 division, soit 2 opérations,
e colonnes p = 2,--- ,n — 1 : 1 multiplication, 1 soustraction, 1 racine carrée et 1 division, soit
4(n — 2) opérations,

e colonne p = n : 1 multiplication, 1 soustraction et 1 racine carrée, soit 3 opérations.
Au total, la méthode de Choleski pour une matrice tridiagonale nécessite 4n—3 opérations élémentaires.

3. En utilisant ’algorithme précédant, le calcul donne successivement : a1 = 1, B = —1, ag = 1,
Bs=—-1- =1, fiy1 =—1---, s0it :

1 0 0 O
-1 1 0 0 0
L=|0 -1 1 0 O
0 0 -1 1 0O
0 0 0 -11

Exercice 3 — Méthode de Jacobi pour une matrice a diagonale dominante stricte
Soit A = (a;;)ij=1,n € M,(R) une matrice a diagonale dominante stricte, i.e.

|ai,i| > Z|ai,j|7 pour tout i =1,--- ,n.
i
1. Montrer que A est inversible.

2. Montrer que la méthode de Jacobi converge pour résoudre un systeme linéaire du type Ax = b.

— Corrigé —



1. Grace au théoreme du rang, la matrice carrée A = (a;;) € M, (R) est inversible si et seulement si
ker(A) = {0}. Soit un vecteur = € R" tel que Az = 0, c’est a dire :

n
Y aigzp=0, Vi=1,---,n.
k=1

On note m € {1,--- ,n} l'indice tel que |z,,| := maxj<k<y |2kx| = ||2]|. On a donc en particulier
pour la ligne i =m :

n

n n
Z m k Tk = Qmn Tm + Z Am kT =0,  soit  apmm Tm = — E A ke Tk
k=1 k=1,k#m k=1,k#m

Avec 'inégalité triangulaire, il vient :

n n
|t [Tml = D ampre| <D lampl |zl
k=1,k#m k=1,k#m
n n
Slzml D lamgl,  soit |amm| = D aml | lzm] 0.
k=1,k#m k=1,k#m

Comme la matrice A est a diagonale strictement dominante, on a : |aym| — Z |am x| > 0. On en

k#m
déduit que |xp,| == ||z]|oc < 0, 80it [|Z|lec = 0 et donc x = 0. Ainsi ker(A) = {0}, et A est inversible.
2. Comme |a; ;| > Z la; ;| > 0 pour tout ¢ = 1,--- ,n, on a|a;;| > 0 et tous les coefficients diagonaux de

J#i
A sont non nuls. La matrice diagonale D := diag(A4) € M, (R) formée par ses coefficients diagonaux
est donc inversible. Ainsi, la méthode itérative de Jacobi pour résoudre un systeme linéaire du type

Az = b, avec b € R™ donné, est parfaitement définie par la suite récurrente (a:(k)) reny de R™ vérifiant :

pour z(© choisi dans R”,
Da* ) = (D—A)z® +b,  soit *Y =T -D'A)2® + D, VkeN.

Cette méthode converge quelque soit 2(9) si et seulement si le rayon spectral de la matrice d’itération
By :=1— D 'A satisfait p(By) := maxj—1,... » |pt;(Bys)| < 1, en notant u; les valeurs propres de B,.
Soit alors un vecteur propre v € R" (v # 0) de By associée a une valeur propre p € C quelconque de
By. On a alors (I — D™'A)v = pv, soit encore Dv — Av = pDwv.

Il vient donc pour la ligne m € {1,--- ,n} telle que |vy,| := max;j—i ... » [vj| = ||v||oc > 0 avec I'inégalité
triangulaire :
n n
|] |@mm | [Vm| = [@m,m vm — Zam,j vj| = Z A, j Vj
=1 j=L#m
n
< |vml] Z |@m, -
j=1,5#m
Comme |vy,| := ||v]loc > 0 €t |am,m| > 0, on obtient 'inégalité suivante avec la stricte dominance de

la diagonale de A :
n
Zj:l,j;ém |am, |

ul <

| Q|

Il en résulte || < 1 pour une valeur propre arbitraire de By et donc p(By) < 1, ce qui montre la
convergence de la méthode de Jacobi (vers la solution du systeme Ax = b).



Exercice 4 — Méthode de Jacobi pour des matrices particulieres
On note I la matrice identité dans M,,(R) et soit un réel A > 0.
Soit A = (a;;)ij=1.n € My (R) une matrice carrée vérifiant :
ai,j SOJ Vl,]: 17 , I, 7’#]
;5 >0,Vi=1,---,n

Xn:ai,jzo, \V/jzl, ,n.
i=1

n
1. Pour z € R", on définit : ||z||4 := Zam |z;|. Montrer que |.||4 est une norme sur R".
i=1

2. Montrer que la matrice A I + A est inversible.
3. Pour b € R", on considere le systeme linéaire suivant :
A+ A)u=0.

Montrer que la méthode de Jacobi pour la recherche de la solution de ce systeme est bien définie
par une suite récurrente (u*)gcy de R”.

4. Montrer que la suite (u®)en vérifie pour tout k € N :

[l —u®|, < 0+ o) lut = w4,

avec o > 0 que 'on précisera.

5. Montrer que (u®)cy est une suite de Cauchy.
En déduire qu’elle converge vers la solution u du systeme linéaire considéré quelque soit le choix
du vecteur initial «(©.

— Corrigé —
1. Comme a;; > 0 pour tout ¢ = 1,---,n, on vérifie facilement que ||.||4 satisfait les trois propriétés
d’une norme sur R"”, i.e. pour tout =, y e R" et A€ R :

n
a) ||z|la:= Zam |zi| >0, et ||z]|a = 0 équivaut a |z;| = 0 pour tout ¢ =1,--- ,n, soit z = 0.
i=1

b) IAalla=>ais Azl = [A|z]a.

i=1

n
&) e+ ylla = ai

=1

zi + yil <lzlla+llylla.

Cette norme est équivalente aux normes vectorielles usuelles sur R™ car on est en dimension finie.

2. Avec les hypotheses sur la matrice carrée A = (a;;) € Mp(R), on a avec A >0 :

n

n
Ntajil=A+aj; == Y ay=A+ > lail

i=1,i#j i=1,i#j
n
> E ‘CL@J‘, Vj=1,~-- , .
i=1,i#j



Ainsi, M + A® = (AT + A)! est une matrice & diagonale strictement dominante, et donc inversible
d’apres le point 1 de I’Exercice 3. Il en résulte que sa transposée (A1 + A) est également inversible,
alors que A n’est pas inversible car la somme des coefficients de chaque colonne est nulle.

. Avec les hypotheses sur A et A > 0, ona: A+ a;; > 0 pour tout ¢ = 1,--- ,n, et les coefficients
diagonaux de A 4+ A sont tous non nuls. Ainsi la matrice diagonale d’ordre n, D := diag(A I + A)
formée par les éléments diagonaux de A1 + A est inversible. Cela permet de définir parfaitement
la méthode itérative de Jacobi pour la résolution du systéme linéaire (A\I + A)u = b par la suite
récurrente (u*)),cn satisfaisant :

pour u(® choisi dans R”,

Dy = (D~ AT+ A) u® +b,  soit uw*) = (I-D'AT+A)u™+D b, VkeN

On a donc pour les composantes :

(A + ai) ulFtY Z aijul 40, Wi=1,--,n,  VkeN
Jj=1j#i
. D’apres ’égalité précédente, la différence entre deux itérés successifs s’écrit alors :
n
k+1 k k k—1 .
() (a7 =) == 3 ey (o —ul ), Wim 1 n, Ve
=1

soit encore :

k) _ 0] _ 1 (0 (D) S
u; —u, ’_)\+am‘ Z a; j (uj — u; ), Vi=1,---,n, Vk € N*,

On obtient pour la norme ||.||4, pour tout entier k > 1 :

ot =S 2|55 | S s )

i=1 *li=Lg

En remarquant que pour tout ¢ =1,--- ,n, on a la majoration :

i 1 1 A
0< < <1, o1 a=—"2 >0
A+ Qi 1+ 1+« maxi<i<n Qi

Puisque a;; = =3 ;4 ai; = >_;,;]a;;], avec les hypotheses faites sur A, tous ses éléments extra-
diagonaux étant négatifs, il vient donc pour tout entier k£ > 1 :

n n
k 1 k k—
ot < S5 ]~ 3 (S ) -
i=1 j=1,j#i J=1 \i=1,i#j
. (k) _ (k1)
-1
S Tra 29 ‘“J’ Y )
7=1
< o9 -t
T 14+« A
Par récurrence immédiate, on obtient finalement 1’inégalité voulue pour tout k € N :
H (k+1) <k>H 1 H 1) (0>H \ A
u —u <—— JJu'Y —u , ou «a:=——89 —>0.
A~ (1+a)k A maxi<i<p i

7



5. Soient deux entiers quelconques k, p € N. Avec I'inégalité précédente, il vient :

Hu(k+p) B u(k)H Jgo H (k+j+1) _ (k+j)HA
p—1 5

Pour la série géométrique convergente (a > 0), on a

(1+a) (1+a) a
J=0 =0
D’ou le résultat :
Hu(’fﬂ’) - u(k)H < tto 1 Hu(l) — u(O)H — 0, quand k — +o0.
A a (1+a)k A
Ainsi, (u®)ey est une suite de Cauchy de (R™, ||.|.4) qui est complet car de dimension finie. Donc

cette suite converge quelque soit le choix du vecteur initial u(?). Sa limite ne peut étre que la solution
u du systeme linéaire (A I + A)u = b. Pour s’en convaincre, il suffit de passer a la limite dans ’égalité
de récurrence définissant la méthode de Jacobi au point 3.



