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Le partiel contient 3 exercices. Le baréme est sur 23 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour avoir 20.
Les documents (polycopié du cours, notes de TD, notes personnelles) sont autorisés.

Exercice 1 (Dynamique des populations, baréme 10 points).
Soient o, a € C(IR4,IR) telles que 0 < «(t) < 1eta(t) > 0 pour tout ¢ € IR. Pour yo > 0, on s’intéresse au
probleme de Cauchy

y'(t) = y(t)(a(t) — y(t)a(t), t >0, 1
y(0) = yo. (2)

1. Montrer que le probleme (1)-(2) admet une unique solution maximale. Cette solution est définie sur 1’inter-
valle [0, T}, [. Montrer que y(t) > 0 pour tout t € [0, T}y, [.

Corrigé — La fonction [ : t,z — x(a(t) — x)a(t) est continue sur IR 4 X IR dans R.. Sa dérivée par rapport a
son deuxiéme argument est continue. La fonction f est donc localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme
argument (proposition 1 du 2eme cours). Les théoremes du cours donnent alors [’existence et I'unicité d’une
solution maximale.

La fonction nulle est la trajectoire d’une solution de I’équation. Comme les trajactoires ne se rencontrent pas et
que yo > 0, on en déduit que y(t) > 0 pour tout t € [0, Ty, |.

2. On suppose dans cette question que la fonction « est constante. Montrer que la solution maximale trouvée a
la question 1 est globale (c’est-a-dire que T}, = +00).

Corrigé—  Siyo = o, y(t) = a pour tout t, la solution est globale.

Siyo < «, la solution maximale reste entre les deux points stationnaires 0 et . Elle n’explose pas en T, et donc
T = +o0.

Siyo > «, la solution reste au dessus de o.. On a donc y'(t) < 0 pour tout t. Ceci montre qu’elle est décroissante
et donc qu’elle reste entre o et le point stationnaire . Elle n’explose pas en T, et donc T), = +oc.

3. On ne suppose plus que la fonction « est constante.

(a) on suppose dans cette question que yo < 1. Montrer que y(t) < 1 pour tout ¢t € [0, T,,[.

[On pourra raisonner par contradiction. Poser t* = min{t € IR 1 tel que y(¢) > 1} (de sorte que t* > 0

ety(t) < 1sit < ¢*)etmontrer que y(¢*) = 1, y'(t*) > 0 et y/(t*) < 0, ce qui est impossible].

En déduire que T;,, = +o0.
Corrigé —  On suppose qu'il existe t > 0 tel que y(t) > 1. On pose alors t* = inf{t € R tel que
y(t) > 1}. Par continuité de y, on a y(t*) > 1 (ceci montre que “inf” est aussi “min”). Si y(t*) > 1, par
le théoréme des valeurs intermédiaires (et le fait que y(0) < 1) il existe t €]0,t*[ tel que y(t) = 1, ce qui
contredit la définition de t*. Donc, y(t*) = 1.
On remarque maintenant que y'(t*) > 0 car y(t) —y(t*) = y(t) — 1 < 0si t < t* et que y'(t*) =
(a(t*) — 1)a(t*) < 0. On obtient bien une contradiction.

Comme la solution reste bloquée entre 0 et 1, on en déduit que T}, = —+o0.

(b) on suppose dans cette question que yo > 1. Montrer que y(t) < yo pour tout ¢ €]0, Ty, [.
En déduire que T,,, = +o0.



Corrigé —  Comme yo > 1 et a(0) < 1, yo(a(0) — yo) < 0. Par continuité de vy, il existe alors € > 0 tel
que y(t)(a(t) — y(t)) < 0 pourt € [0,¢€]. On en déduit que y(t) < yo pourt € [0, ].

On raisonne maintenant de nouveau par contradiction. Si il existe t €]0, Ty, [ tel que y(t) > yo, on pose
t* = inf{t €]0,+o0] tel que y(t) > yo}. On remarque que t* > & > 0. Par continuité de y, on a
y(t*) > yo. (En fait, on peut aussi montrer que y(t*) = yo.)

Comme dans la question précédente, on montre que y'(t*) > 0 (car y(t) < yo < y(t*) sit < t*) et
Yy (") = y(t*) (o — y(t*))a(t*) <0, ce qui est impossible.

Comme la solution reste bloquée entre O et yo, on en déduit que I, = 4-oo0.

4. On suppose a nouveau, dans cette question, que la fonction « est constante et on note y la solution de (1)-(2)
(a) On suppose dans cette question qu’il existe ag > 0 tel que a(t) > ag pour tout ¢ > 0.
Montrer que lim;, 4o y(t) = a.

Corrigé —  Siyo = «, y(t) = a pour tout t (et donc lims—, o0 y(t) = ).
Si yo < «, la fonction y est strictement croissante majorée par . Elle a donc une limite que I’on note £ avec
¢ €lyo, al.

Si yo > «, la fonction y est strictement décroissante minjorée par o. Elle a donc une limite que [’on note
aussi £ avec £ € [, yol.
Dans les deux cas, on peut noter que £ # 0.

On utilise le théoreme des accroissents finis entre t et t + 1, il existe 0 G]t, t+ 1[ tel que

y(t+1) —y(t) =y (6r),

et donc

y(t+1) —y()

Y(0:) (o —y(0:))

Quand t — 400, 0; — +oo et y(0¢) — L. On en déduit que le terme de droite de cette inégalité tend vers
0 (en contradiction avec ao > 0) sauf si { = a.

ap > U«(Gt) =

(b) (On ne suppose plus I’existence de ag.) On suppose o # .
Montrer que lim;_, 1o, y(t) = « si et seulement si lim;_, | o fg a(s)ds = +oo.

Corrigé — Il est possible,de calculer la solution avec la méthode des variables séparables, Si yo # o, on a
alors y(t) # 0 et y(t) # o pour tout t et I’équation sécrit
y'(t)
y(t)(a—y(t))
Ce qui donne (avec une décomposition en éléments simples)

"(t "(t
y®) + G = aa(t) pour tout t > 0.
y()  a—y(t)
Dans le cas y(t) < o pour tout t, ceci donne
Y
1 = aa.
(In - y) aa

= a(t) pour tout t > 0.

En notant A la primitive de a s’annulant en 0, c’est-a-dire A(t) = jo a(s)ds, on obtient que la fonction
In a—iy — A est constante. 11 existe donc C' € IR tel que

C aA
Y e, aCet
a—y 1+ Cexa
La valeur de C se calcule en utilisant y(0) = yo,
aYo
y(t)

T yo + (o — yo)e— AW
On trouve la méme formule si y(t) > « pour tout t.



Silim¢— o0 A(t) = +00, on déduit de cette formule lim;— 4o y(t) =
Silim¢— 400 A(t) = v < 400, on déduit de cette formule

. Yo
lim y(t) = Q.
5t oo /( ) yO + (Oé o yo)e*“”r #

Exercice 2 (Petits exemples, baréme 6 points).

1. On considere I’équation différentielle du deuxieme ordre
(1) +20'(1) +y(t) = ¥(1), t € R,

(a) Donner la solution générale de 1’équation homogene associée

Corrigé —  Le polynome caratéristique est r*> + 3r + 1 dont la racine double est —1
La solution générale de I’équation homogéne associée est donc la fonction

t— yh(t) = 6116’715 + Cgteit,
avec C1, C2 € R.

(b) Donner une solution particuliére de (3) avec 1 (t) = e?’.

Corrigé —  On cherche une solution particuliére associée a €' sous la forme y, = «e®'. La condition sur

a est alors 4o+ 4a + o = 9a = 1, ¢’est-a-dire o = 1/9, y1(t) = (1/9)e*".

(c) Donner une solution particuliere de (3) avec 1(t) = e .

. . Lo I 2 —t
Corrigé —  On cherche une solution particuliére associée a e~ " sous la forme y2(t) = at®e™" (car les

fonctions e~ et te™" sont solutions de I’équation homogéne).

Ceci donne

yh(t) = —at?e™ + a2te™,

Yy (t) = at’e™ " — adte " + a2e .

La condition sur « est alors 2cc = 1, ¢’est-a-dire o = 1/2, y2(t) = (1/2)t%e .

(d) Donner la solution générale de (3) avec ¥(t) = €% + e~ .
g

Corrigé — La solution générale de I’ équation non homogene est donc la fonction
t yn(t) = Cre” " + Cote™" + (1/9)e* + (1/2)t%e".
avec C1, Ca € R.

2. On considere I’équation différentielle du premier ordre
y'(t) = 2ty(t) =€, t € R.

(a) Donner la solution générale de I’équation homogene associée.

3)

Corrigé — La solution générale de I’équation homogene s’obtient avec la primitive de —2t c’est la fonction

2
t— Ce'",

avec C' € R.

(b) Donner la solution générale de 1’équation complete.



Corrigé — On peut chercher une solution particuliére avec la méthode de réduction d’ordre (appelée aussi
X 2
ici “variation de la constante”), ¢’est-a-dire sous la forme y,(t) = z(t)e" .
/ / t? 2 oy ’
Comme y,(t) = 2'(t)e" + 2tz(t)e", la condition sur z est z'(t) = 1. on peut donc prendre z(t) =t et
2
yp(t) = te'.
La solution générale de I’équation compléte est donc la fonction
2 2
t Ce' +te',
avec C € IR.

Exercice 3 (Une équation linéaire du 2¢me ordre, bareme 7 points).
On s’intéresse a I’équation, pour y € C?( T R),

2y (t) + 3ty' (t) +y(t) =0, t > 0. 4)

1. Montrer que les théorémes vus en cours permettent de montrer que 1’ensemble des solutions de 1’équation
(4) forme un espace vectoriel (sur IR) de dimension 2.
Corrigé —  En divisant léquation par t*, on est ramené & une équation du type y" (t) + a(t)y’(t) + b(t)y(t) = 0,
€ I = IR’ Les fonctions a et b sont continues sur I et on un théoréme du cours s’applique pour montrer que
I’ensemble des solutions de I’équation (4) forme un espace vectoriel (sur IR) de dimension 2.

2. Montrer que pour v € IR bien choisi la fonction y; : ¢ — t* est solution de (4).

Corrigé —  La fonction y est solution si et seulement si o(a—1)+3a+1 = a’+2a+1 =0, ¢’est-a-dire « = —1

3. On cherche maintenant une seconde solution de (4), notée ys, linéairement indépendante de la fonction y;
trouvée a la question précédente. On cherche y- en utilisant la technique de “réduction d’ordre”, c’est-a-
dire que I’on pose, pour tout ¢ > 0, y2(t) = z(t)y1 ().

(a) Montrer que ys est solution de (4) si et seulement ¢z”(t) + 2’(¢) = 0 pour tout ¢ > 0.

Corrigé —

Y2 = 2Y1,

ya = 2y1 + 2y,

ys =2y +22'y1 + 2"y

La fonction yz est donc solution de (4) si et seulement si t*y1 2" + (26%y} + 3ty1)z’ = 0, ¢’est-a-dire
tz"(t) +2'(t) =0, t > 0.

(b) Déduire de la question précédente, une fonction y-, linéairement indépendante de la fonction y;, solu-

tion de (4).
Corrigé — En supposant z' > 0 on obtient 2" (t)/2'(t) = —1/t, c’est-a-dire (In(z")")(t) = —1/t. Une
solution est donc obtenue en prenant In(2'(t)) = —In(t), et donc
_ 1
Z(t)=e In(t) _ T
Une solution possible est z(t) = In(t) et
In(t)

y2(t) = — pour toutt > 0.

Les deux solutions yi1 et y2 sont bien linéairement indépendantes (car la fonction t — In(t) est non
constante).



4. Donner I’ensemble des solutions de (4).

Corrigé —  La solution générale de I’équation (4) est la fonction t — (C1 + C21In(t))/t avec C1, C2 € IR.
5. Donner I’ensemble des solutions de 1’équation non homogene

1
t2y" () + 3ty (t) + y(t) = nE t>0.

Corrigé —  On cherche une solution particuliere sous la forme y, (t) = ~/t>. Comme yj,(t) = —2yt "> ety (t) =
6yt =", La condition sur ~ est alors
6y —6y+v=1,
c’est-a-dire v = 1 et yp, = 1/1°.
La solution générale de I’équation non homogene est donc la fonction
C1+ Celn(t 1
poy Gt 1
t t?

avec C1, C2 € R.



