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Examen Juin 2019

La note prendra particulierement compte de la rigueur et de la clarté des preuves.

Exercice 1 [Equation du 2 éme ordre, étude du wronskien, baréme 7 points]
Soit a € C(R,R). On s’intéresse dans cet exercice a ’équation différentielle

2" (t) + a(t)z(t) = 0 pour tout t € R. (1)

1. Soient b,c € R.
Montrer qu'il existe une et une seule fonction z € C%(R,R) solution de (1) et telle que z(0) = b, 2/(0) = c.

2. Montrer que 'ensemble des fonctions de R dans R de classe C? solutions de (1) forme un espace vectoriel
de dimension 2. Dans la suite, on note E cet espace vectoriel.

Soient x1 et xo deux fonctions engendrant lespace E (les fonctions x; et x5 sont done, en particulier, des
solutions de (1)). Pour ¢t € R, on pose w(t) = x1(t)xh(t) — x2(t)x)(t), de sorte que w € C*(R,R).

3. Montrer que w est une fonction constante.

4. Montrer que w n’est pas la fonction nulle. On pourra commencer par montrer que si w(0) = 0, il existe
a,B €Rtels que a® + 52 #£0 et

az1(0) + fz2(0) =
az’(0) + Bry(0) =

)

5. Montrer que 1'on peut choisir les fonctions z; et x2 de maniére & avoir w(t) = 1 pour tout ¢ (les fonctions
x1 et xo engendrant toujours l'espace F).

Exercice 2 [baréme 15 points] On s’interesse & I’évolution au cours du temps de deux populations P et Q. Les
variations de ces deux fonctions sont données par

Py = o (1-TO50) @)
@ = Pyl 3

ou N* est strictement positif. On pose N (t) = P(t) + Q(t) pour tout ¢.
1. Ecrire le systéme différentiel sous la forme X' = f(t, X).
2. Trouver les points d’équilibre du systeme.
3. Soit (P, Q) une solution de ce systéme définie sur un intervalle I.

(a) Vérifier que N'(t) = P(t) pour tout ¢ € I, puis que

N(#) = N'(1) (1 - Aj\;“) .



(b) On suppose dans cette question que P(0) = 1 et N(0) = N* = 1. En intégrant 'équation (4) entre
0 et ¢, montrer que
N (t))

N'(t) = N(t) (1 -

Déterminer I'unique solution maximale de cette équation.
4. On cherche les solutions qui vérifient P(0) = Py > 0 et Q(0) = Qo > 0.

(a) Montrer que le probléeme de Cauchy correspondant admet une unique solution maximale (I, X) ou
I :]Tmina Tmax[~

(b) Montrer que pour tout ¢ € I, P(t) > 0.

(¢) En déduire que N(t) > N(0) > 0 pour tout ¢ € I.

(d) En déduire que Q(t) > Q(0) pour tout ¢t € I et que P(t) < N(¢) pour tout ¢ € I.

(e) Montrer que 0 < N'(t) < N(¢) et en déduire que N(0) < N(t) < N(0)e! pour tout t € I.
(f) En déduire que Tiax = +00.



