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Exercice 1 Soit la matrice 3 x 3 suivante :

-1 0 1
A=10 =100 O
0 0 -1

1. Calculer e pour tout ¢t € R.
2. Justifier le fait que pour tout Xo € R?, lim;_, o, €4 Xy = 0.

3. Ecrire les schémas d’Euler explicite et implicite associés au systeme X'(t) = AX(t) (on utilisera la
notation h pour désigner le pas de temps.)

4. On pose h = 0, 1. Trouver une condition initiale X telle que la solution X, du schéma d’Euler explicite
vérifie lim, 4 oo || Xn|l2 = +o00.

5. Soit h > 0. Quelles sont les valeurs propres de la matrice Id + hA? Pour quelles valeurs de h > 0 a-t-on
lim,,— oo || Xn]l2 = 0 pour toute condition initiale X ?

6. Quelles sont les valeurs propres de la matrice (Id — hA)~!? En déduire que pour tout h > 0 et toute
condition initiale Xp, la solution Y;, du schéma d’Euler implicite vérifie lim,,_, o [|Yn||2 = O.
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On considérera aussi les solutions du probleme de Cauchy

Exercice 2 On considére la matrice

X'(t) = —-BX(t), X(0) = X, € R (1)

Exprimer B? en fonction de B. Comment nomme-t-on les endomorphismes qui vérifient cette condition ?
Utiliser cette relation pour calculer e'? pour tout t € R, sans diagonaliser la matrice.

Diagonaliser B. Retrouver (ou trouver) I'expression de e'? a l'aide de la diagonalisation obtenue.
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Déduire des questions précédentes une représentation graphique sommaire du champ de vecteur associé
a (1), et tracer sur le méme graphique quelque solutions de 'EDO (1).
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5. Que représente la matrice C ? Montrer que pour toute condition initiale Xy € R? dans (1), lim; oo X (t) =
C'Xo.

On pose



Exercice 3 On considere pour K, > 0 le systéme différentiel suivant :

2(t) = a(t)(K() - =z(t) (2)
K'(t) = (K.-K(t)(t) (3)

ou z(t) et K (t) représentent respectivement le nombre d’individus dans une population cellulaire et les ressources
a la disposition de cette population a l'instant .

1.

Ecrire le systéme sous la forme Y'(t) = F(Y (t)) avec Y (t) = (z(t), K(t)). On notera F; la premiére
composante de F' et Fy la seconde.

. Montrer 'existence et 1'unicité d’une solution maximale au systéme (2)-(3) pour toute condition initiale

(20, Ko) donée a linstant ¢ = 0.
Dans toute la suite, on se restreint au quadrant {z > 0, K > 0}.
Trouver les zones de l'espace des phases dans lesquelles Fj est positive (resp. négative). Méme question

pour F. Représenter graphiquement ces zones dans I’espace des phase (x en abscisse, K en ordonnée,
on indiquera la direction du champ de vecteur associé par une fleche).

4. Trouver les points d’équilibres du systéme.

5. On ne consideére que les points d’équilibres avec & > 0, K > 0. Calculer le systéme linéarisé au voisinage

de ces équilibres et en déduire leur stabilité.

On note
C={(z,K) telque 0 < z < K < K, }.

6. Déterminer la solution issue d’une condition initiale telle que Ko = K, et 0 < o < K,.

Montrer que si Yy = (zg,Kp) € C alors la solution maximale (J,Y) du probléme de Cauchy vérifie
Y (t) = (z(t), K(t)) € C pour tout t € J. En déduire que RT C J.

Comportement asymptotique : On suppose dans cette question que (zg, Ko) € C.
(a) Montrer que la fonction x est croissante majorée et que pour tout ¢t € R*, zg < z(t) < K,.
(b) On introduit la fonction v(t) = K, — K(t). Montrer que pour tout t € R

o(t) = (K, — Ko)e~ J) ats)ds.

(¢) En déduire que v(t) converge exponentiellement vite vers 0 quand ¢ — 400 (c-a-d qu’il existe A,C > 0
tel que v(t) < Ce™t, pour t > 0) et donc que la fonction K converge vers K,.

(d) En déduire que la fonction = converge également vers K, en temps grand.



