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Exercice 1 On considére le probleme de Cauchy

Ll

ty +(t—Ly=1t> y(to) = vo.

Ecrire 1’équation sous la forme y' = f(¢,y).
Déterminer les intervalles sur lesquels on peut appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz.
Déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle sur les différents intervalles.

Existe-t-il des solutions de cette équation dérivables sur R ?

. Onay'(t) = f(t,y(t)) avec f(t,y) = L7ty+t. Par conséquent, f n’est définie que sur I =]0, +oo[ ou I~ =]—o0, 0].

. Sur chacun des intervalles I et 1™, f est continue et est une fonction affine en 5. En particulier, elle est globalement

lipschitz sur tout ]a,b[xR ou a,b > 0 (respectivement a,b < 0. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure donc
Pexistence et I'unicité d’une unique solution définie sur tout intervalle ]a, b avec a,b > 0 (resp. a,b < 0)

Cherchons les solutions sur I,

On a une équation de la forme y' = a(t)y(t) + b(t) avec a(t) = 7 — 1. Une primitive de a est A(t) =In(t) — ¢. Par
conséquent, les solutions de 1’équation homogéne sont y(t) = Ate™ .

La méthode de la variation de la constante conssite & chercher y sous la forme y(t) = A(t)te”*. On obtient
N(t)te " =t, donc X (t) = e' donc A(t) = e’ + K. Ainsi, y(t) =t + Ke™".

Ainsi S;r = {t — KTte ™" +t, Kt € R} et S;- = {t+— K te "+, K~ € R}.

Le raccord continu en 0 n’impose pas de conditons, le raccord dérivable impose KT = K.

Il y a donc une infinité de solutions fonctions définies sur R par ¢t — Kte™' 4+ ¢ qui satisfont ty’ + (t — 1)y = >
Si to > 0, il existe une unique solution définie sur I qui vérifie le probléme de Cauchy

ty' +(t—1y=1t>, ylto) = yo.

donnée par
t e’
y(t) = Kte " +t, K= t—(yo —to).
0

On remarque que cette fonction vérifie sur R, ty' + (t — 1)y = 2.




Exercice 2 Un enfant marche le long d’un bassin rectiligne, en tirant un bateau au bout d’une corde. Au
départ, la corde est perpendiculaire au bord du bassin. L’enfant se déplace a vitesse constante, et la vitesse du
bateau est toujours dirigée dans le sens de la corde, qui reste toujours tendue. L’objectif de cet exercice est de
déterminer la trajectoire du bateau dans le bassin.

Choisissons un repere orthonormé du plan, dans lequel le bord du bassin est sur ’axe horizontal, et 1'origine
au point ou l'enfant commence & marcher. A linstant ¢ = 0, le bateau se trouve donc au point d’abscisse 0
et d’ordonnée L, la longueur de la corde. Notons X = (z(t),y(t)) la position du bateau a I'instant ¢. Soit v la
vitesse a laquelle marche I'enfant.

1.
2.

2.

3.

Traduiser par un dessin les indications ci-dessus.

On note X.(t) = (z¢(t),ye(t)) la position de enfant & un instant ¢. Déterminer le probléme de Cauchy
satisfait par X, et calculer X.(t) & chaque instant.

. Montrer que

(z(t) —vt)? +y(t)* = L%

En déduire que
(2’ (t) — v)(2(t) — vt) +y'()y(t) = 0.

. Montrer que

2 (t)y(t) — ' () (x(t) — vt) =0

. En utilisant ce qui précéde, en déduire que z est solution de I’équation dite équation de la tractrice

v

(z(t) — vt)>

. Soit ¢ la fonction définie par xo(t) = vt — L. Vérifier qu’il s’agit d’une solution particuliére de I’équation

de la tractrice. Comment interpreteriez-vous cette solution ?

. Soit z la fonction définie par z(t) = m Montrer que z est solution d’une équation linéaire du

premier ordre que l'on déterminera et que l’on résoudra.

. En déduire I'évolution de t — (z(t),y(t)).
. La Figure 1 représente les trajectoires du bateau pour ¢ € [0,10], pour L = 10 et pour différentes valeurs

de v. Commenter.

On a

d 0
(). w0

Par conséquent, x.(t) = vt et y.(t) = 0.
On écrit juste que la distance entre ’enfant et le bateau est égale a L ou de fagon équivalente que
2 2 2 2 2 2
[X(2) = Xe@)I" = L7 = (x(t) — ze(2)” + (y(t) — e(2)” = (x(t) — vt)” + y(t)
En dérivant par rapport au temps cette idéntité on obtient (on a divisé par 2 le résultat)

(@' (t) = v)(@(t) — vt) + 3/ (t)y(t) = 0.(%)



7. Soit z(t) = -

/
. On utilise maintenant que le vecteur vitesse du bateau X'(t) = (;,Eg) est colinéaire au vecteur X (t) — X¢(¢) (la
vitesse du bateau est toujours dirigée dans le sens de la corde). On voit alors que X' A (X (t) — X(¢)) = 0 soit
encore

' (H)y(t) — ' (¢)(=(t) — vt) = 0.(+%)

. On multiplie (*) par (z(t) — vt) et (**) par y(t) et on ajoute ces deux identités. On trouve alors
(' —v)(z(t) —vt)> + 2'y(t)* =0
Soit en utilisant le fait que y(t)? = L* — (z(t) — vt)?,
(&' —v)(x(t) —vt)® + 2" (L — (z(t) —vt)®) =0 = a'(t)L* = v(x(t) — vt)>.

6. On a z((t) = v et 25 (wo(t) — vt)> = v. Par conséquent, o est bien une solution particuli¢re de 1'équation.

1
B —mom - O 2

2'(1) — (1)
(2(t) — 2o(t))?
B P (z(t) —vt)® — v
(z(t) — vt + L)?
v (x(t) — vt)> — L?
L? (x(t) — vt + L)?
v (z(t) — vt — L)((x(t) — vt + L)

2t = -

L2 (z(t) — vt + L)?
VR ERY

On a obtenu une équation linéaire dont les solution sont de la forme

2(t) = Ke*T' + i

2L

Pour que z(0) = 0, il faut que z(0) = 1, et donc K = 5-. On a donc obtenu

2(t) = i (141

. On en déduit en posant u = 7t que
z(t) =vt— L+ ﬁ =vt— L+ % =t + L(H% —1)=wt+ L2e_“eiu(e+_7;u+ ¢") = vt — Lth(u)

et

y(t) = L* — (a(t) - vt)* = L*(1 — th(u)*) = (mfu))

@) = (vt - L(Eh )(y))

. L’allure des trajectoires ne dépend que de la longueur de la corde L. Le temps de parcourt d’une trajectoire dépend
par contre de la vitesse.

On en déduit que

Exercice 3

1. On considere ’équation différentielle

2/ (t) = cos(2m(z(t) — t)), z(0) = =z (E1)

(a) Mettre ’équation sous la forme 2’ = f(¢,x) et montrer que le probléeme de Cauchy (E;) admet une
solution maximale.

(b) Soit x une solution de (E;) et I =]a, b[ son intervalle de définition. Montrer que I = R.



(c) Soit k € Z, vérifier que y : t — t + k vérifie ’équation.

(d) On fixe une solution maximale (R, z) de (F1) et notons k la partie entiére de zy. Montrer que pour
tout t e R, t+k <z(t) <t+k+1

(e) En déduire que t — x(t) — t converge en +oo et exprimer les limites en fonction de la condition
initiale x(0).

_1
1422

(1) = g(x) + cos(2m(z(t) — 1)), «(0) =1 (E2)

2. On introduit g la fonction définie sur R par g(z) = et on considere maintenant le probléme de Cauchy

(a) Montrer que le probléme de Cauchy (E5) admet une solution maximale.
(b) Montrer que la fonction g’ est une fonction bornée sur R.
)
)

(¢) En déduire que la solution maximale x de (E2) est définie sur R.
(d) L’allure des courbes intégrales est donnée Figure 1 (Droite). Que conjecturez-vous pour le compor-
tement asymptotique de ¢ — xz(t) ? Expliquer rapidement la démarche que vous utiliseriez pour la

démontrer.

yl0)=0.5
—n—e— yl0)=0.8
—-—-— yloi=12

=9 — —— yioi=18

FIGURE 1 — (Gauche) Exercice 2. Allure des trajectoires du bateau. (Droite) Exercice 3. Allure des courbes
intégrales de (Es).

1. (a) La fonction f : (t,z) — cos(2m(z — t)) est définie et de classe C' sur I'ouvert R?. On peut appliquer le
théoreme de Cauchy-Lipschitz et affirmer que pour chaque condition initiale il existe une unique solution
maximale et celle-ci est définie sur un intervalle ouvert.

(b) Ona |0, f(t,z)| = |27 sin(2n(z—1t))| < 27 donc f est globalement lipschitzienne par rapport a saa deuxiéme
variable. Par conséquent la solution est globale.

(c¢) 1l suffit de vérifier que y'(t) = 1 = cos(2m(t + k — t)) = cos(2m(y(t) — t)).
(d) Le premier point est une conséquence de I'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Deux courbes intégrales
ne peuvent pas se croiser.

(e) On vérifie que la fonction définie par z(t) = x(¢) — ¢ est monotone. En effet,

,_ d : -
z = a(az(t) —t) = cos(2m(z(t) — t)) — 1 = cos(2mz) — 1 < 0.

Par conséquent la fonction z est décroissante minorée par k, elle converge vers [ > k lorsque t — 400 et
I < k+1lorsque t - —oco. En passant a la limite sur I’équation on voit que

0 = lim 2" = cos(27 lim z) — 1

donc forcément, | =k et [ = k + 1.
2. (a) le probléme s’écrit *’ = g(t,z(t)) avec g(t,z) = ﬁ + f(t, z).



(b) On peut alors étudier les variations de la fonction ¢» = ¢’. Cette fonction est impaire, il suffit de I’étudier sur
RT, de plus
_2(1+42°%) —82%  2(1-—3z?)

w'(ﬂﬁ)— (1+22)3 = (1 + 22)3

=9 1.

7 s . 1 . 2\/%
On en déduit que || admet un maximum en i\/; qui vaut a1 = 5

2x

(1+ x2)?
——
=9’ (@)

(c) On remarque que 2 g(t,z) = +2Z f(t,z). On en déduit que

1%}
—g(t <2
|omg(t2)| <
et par suite la solution est globale.

(d) On peut conjecturer au vu du graphique que 'on a toujours lim;—,+oo (2(t) — ) existe. De fait en reprenant
la démontration précédente, on arrive juste & montrer que la fonction z(t) — ¢ est bornée.




