Correction de l’interrogation - Vendredi 26 octobre 2018

Exercice 1. [3,0 points] Montrer que la solution du probléme de Cauchy suivant est unique et la calculer :

Y'(t) =AY (t)+ B,
Y(0) =(1,2),

ou
1 2 4
A—(O 3> GMQ(R)etB—(())éRQ.

Démonstration. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz énoncé dans le cours assure 'existence et 'unicité de la
solution
YiteR— (y1(t),52(t)" € R?

du probléme de Cauchy. Comme la matrice est triangulaire, on peut résoudre par “remonté” comme dans le cas
d’un systéme d’équations (non différentielles) linéaires. On a pour tout t € R que

yi(t)  =wi(t) +2u1(t) + 4,
n(0) =1,

ya(t) = 3ya(t),

y2(0) =2.

vi(t) =uyi(t) +e3d+4,
Y1 (0) =1.

Les solutions de I'équation différentielle linéaire ci-dessus sont de la forme yj, 4+ yp.1 + yp,2 ou yp, est solution
de I'équation homogene y'(t) = y(t), yp1 est une solution de y'(t) = y(t) + €34 et y, o est une solution de
y'(t) = y(t) + 4. Notons que

Yp1:t € R 2,

Yp2:t ER— —4,
conviennent ainsi on obtient que

y1:t € R 3el + €32 — 4,

est la solution du probleme de Cauchy ci-dessus. O

Exercice 2. [5,0 points] Soient n € N* et A € M,,(R). L’objectif de l'exercice est de trouver une condition
nécessaire et suffisante sur A pour que la propriété suivante soit vérifiée :
Pour tout Yy € (R™)™, P'unique solution Y de

Y/() = AY(1),t€R,
Y(O) =Y, e R",

a toute ses composantes positives pour tout temps ¢ > 0, c’est-a-dire que Y () € (R*)" pour tout ¢ > 0.

1. [2,0 points] Supposons la propriété satisfaite. Soient 7,5 € {1,...,n} tels que i # j. On note ey, ..., e,
les vecteurs de la base canonique de R™ et

Y:it— (Jil,j(t)7~ .. 7517n,j(t))t eR"

la solution obtenue avec Yy = e;. Quel est le signe de la dérivée de z; ; en 07 En déduire une condition
nécessaire sur A.



2. [1,0 points] Soit a € R. Pour toute fonction Y € C!'(R,R™), on définit
Xy:teR— e™Y(t) € R™.

Montrer que Y est solution du probléeme de Cauchy (1) si et seulement si X est solution du probléeme

de Cauchy
Z't) =A+al,)Z(t),teR, @)
Z(O) =Y € R™ ’
3. [1,0 points] Supposons que pour tous 4,j € {1,...,n} tels que i # j, on ait a;; > 0 ol a;; est le
coefficient de A apparaissant & la i-ieme ligne et & la j-ieme colonne. Soit a > max{—a;;,i € {1,...,n}}.

t(A+al,)

Montrer que pour tout ¢t > 0, la matrice e a tous ses coeflicients positifs.

4. [1,0 points] Conclure.
Démonstration. 1. On a pour i # j que Y;(0) = AY;(0) = Ae; et

i ;(0) = ai; -

Comme z; ;(t) > 0 pour tout ¢t > 0 et x; ;(0) =0, on a
ai,j = x','

Une condition nécessaire est donc :
pour tous 4,5 € {1,...,n} tels que ¢ # j, on a a; ; > 0.
2. Soit Y € C}(R,R") une solution du probléme de Cauchy (1) alors la fonction Xy est de classe C*(R,R")
vérifie X4 (t) = ae™Y (t) + e®Y'(t) = (A + al,) Xy (t) pour tout t € R et Xy (0) = €Y (0) = Y;. La
réciproque suit les mémes arguments.

3. Soit i € {1,...,n}, on a a > —a;; donc a + a;; > 0 ainsi sous les hypothéses de 1’énoncé, tous les
coeflicients de la matrice A+ al,, sont positifs. Comme le produit de matrices a coefficients positifs est une
matrice & coefficients positifs, on obtient par une récurrence immédiate que (A + al,)* est & coefficients

positifs pour tout & > 0 et par somme,
K

Z th(A +al,)k

k!
k=0

est a coefficients positifs pour tout K € N et tout ¢ > 0. En passant a la limite K — 400, on obtient que
et(Ataln) ost 4 coefficients positifs pour tout ¢ > 0.

4. L’unique solution Z de (2) est définie pour tout ¢ > 0 par
Z(t) = et Ataln)y

Comme Y, € (R;)™, le point 3. assure que Z(t) a tous ses coefficients positifs pour tout ¢ > 0. Le point
2. assure que la solution Y de (1) vérifie

Y(t) =e “Z(t)

pour tout ¢ > 0. Y(¢) a donc tous ses coefficients positifs pour tout ¢ > 0. On a montré que :
Pour tous ¢,j € {1,...,n} tels que i # j, on a a; ; > 0.

est une condition nécessaire et suffisante.

Exercice 3. [5,0 points] On considére le probléme de Cauchy

{x’(t) =2+ 2(z(1)?,
z(3) = -—m/4.



. [2,0 points] Soit (J, z) une solution du probléme de Cauchy ci-dessus ot J est un intervalle ouvert et z
est une fonction de classe C!(J,R). En utilisant la méthode des variables séparées, calculer la solution x

sur J. On rappelle que [arctan(s)] = H%, pour tout s € R.

. [1,0 points] Déduire du point 1. (sans utiliser le théoréme de Cauchy-Lipschitz) que la solution du
probléme de Cauchy est unique (si elle existe).

. [1,0 points] Donner, en se basant sur le point 1., la solution maximale du probléme de Cauchy (et montrer
pourquoi elle est maximale).

. [1,0 points] Dessiner le graphique de la solution. On y précisera les asymptotes aux bords de U'intervalle
de définition et la tangente en 3 tout en donnant son équation.

Démonstration. 1. Soit (J, z) une solution du probléme de Cauchy. On a pour tout ¢ € J que
' (t)
2= T2 [arctan(x(t))]’,
donc
2(t—-3) = /t 2ds = /t AC ds = arctan(z(t)) — arctan(z(3))
s s T2 ’
et

x(t) = tan (2(t — 3) + arctan(—m/4)) .
. Soient (J1,z1) et (Jo, 22) deux solutions du probléme de Cauchy. Alors; (J; N Ja, z1) et (Jo N Ja, 22) sont
aussi deux solutions du probleme de Cauchy. Par le point 1., on obtient que pour tout ¢t € J; N Ja,

x1(t) = x2(t) = tan (2(¢t — 3) + arctan(—n/4)) .

Ainsi, la solution du probléeme de Cauchy est unique.

. La fonction y — tan(y) est définie sur | — 7/2,7/2[. Ainsi, la formule du point 1. est bien définie si
—m/2 < (2(t — 3) + arctan(—n/4)) < w/2,

donc si
P —m/2 — arctan(—m/4) L3<t< 7/2 — arctan(—m /4)

2 2
On pose J =]t_,t [ et z € C}(J,R) définie pour tout ¢t € J par

+3::t+.

x(t) = tan (2(t — 3) + arctan(—m/4)) .
Vérifions que z est bien une solution du probléme de Cauchy. On a
x(3) = tan(arctan(—7/4)) = —w /4,
et pour tout t € J,
2(t) =2 (1 +tan (2(1 — 3) + arctan(fﬂ'/ll))Q) = 2(1+ 2(t)?).

Ainsi, z est bien une solution du probléeme de Cauchy. On a aussi que

lim z(t) = lim tan(s) = 4o0
t—ty s—m/27
et
lim z(t) = lim tan(s) = —o0,
t—t_ S—>—7'r/2Jr

donc la solution z est maximale.

4. La figure 1 répond a la question 4.
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FIGURE 1 — Graphique de la solution du probleme de Cauchy

Exercice 4. [10,0 points] On souhaite étudier les équations différentielles scalaires d’ordre 3 & coefficients
constants. Soient ag, a1, a2 € C. On considere I’équation différentielle

23 (1) 4 agz® (t) + arzM (1) + apz(t) =0, teR, (3)

ot %) est la k-ieme dérivée de z, (k € N). On dit que la fonction z est solution de (3) si z est de classe C3(R, C)
et vérifie Péquation (3) pout tout ¢ € R. On note S,cq 'ensemble des solutions de (3).
On admettra que Ssqq; est un espace vectoriel sur C de dimension 3. L’objectif de I’exercice de donner une base
de Sscar- On définit

P:z2eCr— 224+ a92®+---+ageC.

1. [1,0 points] Soit a € C. On pose
Ta tER—e*eC.
Déterminer toutes les constantes o pour lesquelles z,, est solution de (3).
2. [1,0 points] En déduire une base de Syca1 lorsque P est scindé a racines simples.

3. [1,0 points] Soit k € {1,...,3}. Supposons que 0 est une racine de multiplicité k de P c’est-a-dire que
ag = - =0akr—-1 =0.

Montrer que 'espace des polynémes de degrés au plus k — 1 est inclus dans ’ensemble des solutions.
Donner la dimension de cet espace de polyndomes.

4. [2,0 points] Soit a € C. Soit u € C3(R,C). On pose v: t + e **u(t) € C3(R,C). Montrer que u est
solution de (3) si et seulement si v est solution de

gl

3 .
P .
§ ( (O‘)U(J)(t) -0,
i=0

ot PU)(a) est la j-ieme dérivée du polynéme P évaluée en a.



5. [2,0 points] Donner une base de l'ensemble de solutions de (3). On notera Aq, ..., A, € C les racines de
Pet ky,..., ky € N* leur multiplicité respective (m € {1,...,3}).
6. [1,0 points] Application : Donner une base de ’ensemble des solutions de

y@ (1) + 2y (1) +y V(1) = 0.
7. [1,0 points] Application 1 : Donner une base de ’ensemble des solutions de
y (1) —y(t) = 0.
8. [1,0 points] Dans les deux cas précédents, donner une base de I’ensemble des solutions qui soit formée
de fonction a valeurs réelles.

Démonstration. 1. Soit a € C. La fonction x, est de classe C*(R,C) et a ) (t) = a*e® pour tout t € R et
k € N. On obtient donc que pour tout ¢ € R
2B #) + a2 P () + a1V (1) + agza(t) = P(a)el™.

[0}

Ceci nous assure que x,, est solution de I’équation différentielle si et seulement si « est racine du polynéme
P.

2. Si A1, A2, A3 sont les trois racines simples de P, la question précédente assure que les fonctions xy,, x,, Zx,
sont des solutions de I"équation. C’est de plus une famille libre de I’espace vectoriel C3(R, C) sur C. Comme
I’espace des solutions Sgcar est de dimension 3, on obtient que les fonctions xy,, xx,, x, forment une base

de Sscal-
3. Soit v une fonction de 'ensemble Cy_1[X] des polynémes de degrés inférieurs ou égaux a k — 1. On a que
v est la fonction nulle pour tout j € {k,...,3} donc v est solution de I’équation différentielle.

4. On pourra utiliser la formule de Leibnitz pour la dérivation du produit de deux fonctions f et g de classe
C™"(R,C). On a pour tout z € R

n

0@ =3 (1) @ ).

k=0

Ainsi, on obtient que pour tout t € R et n € {0,...,3} que

u™(t) = Xn: <Z> v® (H)ankeat

donc en posant a3 = 1,

3 n
n —k _«
u® () + agu® (t) + a1u™ () + agu(t) = Z anu™(t) = Z an Z (k)v(k)(t)a" keat
n=0 n=0 k=0
3 3 3 (k) 3 ' 3 (k)
_ n (k) n—k ot __ _at v (t) n: n—k _ _at v (t) (k)
_ZZan(k)v (t)a" e =e Z o Za"(n—k‘)!a =e Zik! P¥(a).
k=0n=k k=0 n=k k=0

Ceci nous assure que u est solution de (3) si et seulement si v est solution de
. PU)(a)

o (t) = 0.
7

j=0
5. Soit j € {1,...,m}. D’apreés les questions 3. et 4., les fonctions

t s ettt Lt et

ki—1_ X1t km—1,Amt
ts thileMt gy phmelgAmt

sont solutions de 1’équation (3). Elles forment de plus une famille libre & Z;”:l k;j = 3 éléments. C’est
donc une base de Sgca-



6. On pose P;: z — 23 + 222 + 2. Les racines de P, sont 0 de multiplicité 1 et —1 de multiplicité 2. Les

fonctions

t—=1, t—et, t—tet,

forment une base de ’ensemble des solutions.

7. On pose Py: z +—+ 22 — 1. Les racines de P, sont 1, %“/g Elles sont simples et les fonctions

¢ —1+i\/§t 71—i\/§t
t—e, tr—e 2 , tr—=e 2 ,
forment une base de I’ensemble des solutions.

8. Dans le premier cas, comme les racines sont réelles, les fonctions proposées sont déja a valeurs réelles.
Dans le second cas, comme %“/g sont deux racines complexes conjuguées, les fonctions associées ne sont
pas a valeurs réelles. Cependant, les fonctions

1 —1+i —1-;
t— 3 (e Ea +e 2 ﬁ) = e 2 cos(tV/3/2)

et

1 —1+iV3 —1-iV3
tb—>?(e T e 3):e_t/Zsin(t\/g/Q)
i

sont des solutions & valeurs réelles et qui forment avec t — ¢! une base de I’ensemble des solutions.



