3.4. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Devoir 2, exercice 3.3

Corrigé 3.3 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice 3.2)

Soit 2 un ouvert borné de RY (N > 1), a une fonction de 2 x IR dans IR et f une fonction de 2 x IR X RY
dans IR vérifiant :

— a est mesurable par rapport a z € €2, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € IR, p.p.enz € Q.
- Tlexiste o, € R% t.q. a < a(x,s) < B pourtout s € Retp.p.enz € Q.

— f est mesurable par rapport a 2 € €2, pour tout s, p € IR x IR, et continue par rapport & (s,p) € R x RY,
p.p.enzx € .

Texiste d € L?(Q),C € Retd € [0,1[tq.|f(-,5,p)| < C(d+]|s|° +|p|®) p.p., pour tout 5,p € R x R™.

Montrer qu’il existe un et un seul u solution du probléme suivant :

u € Hy(9),
/Qa(ac, u(z))Vu(x) - Vo(z)de = /Qf(ac, u(x), Vu(z))v(z)dz, pour tout v € Hy (). (3:43)

[On pourra construire une application de H}(2) dans Hg () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Corrigé —  On suit la méme démarche que pour [’exercice 3.2 (les modifiactions sont mineures). On construit un opéra-
teur, noté T, de H[%(Q) dans H&(Q). On montre que, si R est bien choisi, T' envoie la boule de centre 0 et de rayon R
dans elle méme. Enfin, on montre la continuité et la compacité de 'T' et on conclut alors par le théoréeme de Schauder.

Construction de 7°
Soitw € H{ (). En choisissant un représentant de la classe de fonctions i, la fonction x — a(x, u(z)) est borélienne et
ne change que sur un ensemble de mesure nulle si on change le représentant de u, ceci est dil au fait que a est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothése sur a). Avec la seconde hypothése sur a, on a donc a(-,u) € L% ()
eta < a(-,u) < Bpp.
De méme, en choisissant des représentants de u et Vu, la fonction v — f(x,u(x), V) est borélienne et ne change que
sur un ensemble de mesure nulle si on change les représentants de u et Vu, ceci est aussi dii au fait que f est une fonction
de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothése sur f). Avec la seconde hypothése sur f, on a
o 5 18
|f(-,u, Va)| < C(d+ ||’ + |Val®) p.p.

et donc f(-,1,Va) € L*(Q) car d,u, |Va| € L*(Q) et § < 1.
On peut maintenant appliquer le thépréme 2.6, il donne [’existence et I'unicité de u solution de

1

u € Hy(Q),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vu(z)de = / [z, a(x), Va(z))v(z)dz, pour tout v € Hy(S2). (3.46)
Q Ja

On pose u = T (). On a ainsi construit une application T de Hy () dans H{ (). Pour conclure, il suffit maintenant de
montrer que T" admet un point fixe.

Estimations sur 7’
Soitw € H) () et w = T'(w). En prenant v = u dans (3.46), on obtient
a”“”?{g)(sz) < Cldl 20 + H‘méHLZ(Q) =+ ClHWﬂ‘é‘|L2(s'z))||““L2(s'z)-
Avec Cq donnée par ’inégalité de Poincaré, on en déduit
%H“”Hé(ﬂ) < C(lldll 2y + Il |2y + 11V |22 () (3.47)
Mais, comme dans I’exercice 3.2, on a (en utilisant I'inégalité de Holder)

18612 _2\0 1—-6 1612 _ 12\ 0 )
NP |22 < (/u) Q1 et (VA |22 < (/ val?)’ [0 .
Q Q
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On en déduit (avec Iinégalité de Poincaré) Iexistence de C' ne dépendant que de S et § t.q.
18 ST - S1116
Il ||L2(Q) < CH“HH%(Q) et |||Vl ||L2(Q) < CHUHOH%(Q)'
Avec (3.39), on obtient I’existence de Cs ne dépend que a, S et C' t.q.
_
lalary o < C (14 g o)) - (3.48)
Pour conclure cette étape, on remarque qu’il existe R € R} t.q. R > C2(1 + R?) (car & < 1) et donc
_ 5
HUHH(}(Q) <R= HUHH(}(Q) <C(1+R°) <R
Ce qui montre que I" envoie Br dans Br oit Br est la boule (fermée) de centre 0 et de rayon R.
Continuité de 7’
Soit (tn)nen une suite de Hy(Y) et @ € HY (). On suppose que Un — T dans Hg(Q) (quand n — +o0). On
pose u, = T(Ty,) et w = T(@). On veut montrer que u, — wu dans H} () quand n — +o00. On pose aussi gn, =
f(':ﬂTLvVH”)’ 9= f('vﬂv VU)’ An = a(~,ﬂn) et A= a("ﬂ)'

On commence par remarquer que g, — g dans L2(Q) (quand n — +00). La démonstration est ici identique a celle de
fn — f dans Uexercice 3.2. la seule modification est dans la domination de g,, qui ici est |g,| < C(d + |G|* + |H|?)
p.p. (au liew de | f,| < C1(1 + |G| + |H|®) p.p. dans | ’exercice 3.2).

On montre maintenant que w, — u faiblement dans Hg (2). On suit encore le méme raisonnement que dans I’exercice
3.2. L’inégalité (3.48) donne que la suite (un)new est bornée dans HE (Q). Si w,, /> u faiblement dans H} (S2), il existe
e>0v e Hﬁl(Q) et une sous suite, encore noté (un)nenN, 1.q.

[{(¢, un — u)Hfl(Q)7H&(Q)| > e pour tout n € IN. (3.49)
Puis, apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer
Un — w  faiblement dans Hy (9),
Un — U p.p.
Soitv € H(}(Q) Comme u, = T(un), ona
/ ApnVu, - Voder = / gnv dx. (3.50)
Q

Q
Comme A, — A p.p. (puisque a est p.p. continue par rapport a son deuxieme argument) et |A,| < B p.p., on a, par
convergence dominée, A, Vv — AVv dans LQ(Q)N. En passant a la limite quand n — +oo dans ’égalité précédente,

on obtient donc
/ AVw - Vude = / gudz.
Q Q

Ce qui prouve que w = u (grdce & I'unicité de la solution de (3.46)) et donc w, — wu faiblement dans H} (2), en
contradiction avec (3.49). On a bien ainsi montré que u, — u faiblement dans H} (Q) quand n — +o0 (sans extraction
de sous-suite).

on veut montrer maintenant que u, — u dans H} () (et pas seulement faiblement). En prenant v = u,, dans (3.50), on

a
/ AnVuy, - Vu, de = / gnlp dT.
Q Q
Comme w, — u dans L* () et que g, — g dans L*(Q), on en déduit

lim / AnVu, - Vu, dr = / gudx.
Q

n——+o0o Q

et donc, comme u = T'(u), (3.46) donne

lim AnVuy - Vu, de = / AVu - Vudz. (3.51)
n—-+4oo Q Q
On remarque maintenant que
allun, — qué(Q) < / An (Vg — Vu) - (Vu, — Vu) de. (3.52)
Q
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Comme dans [’exercice 3.2, on utilise le fait que
A,Vu — AVu dans LQ(Q)N, quand n — 400
et que Vu,, — Vo faiblement dans L*(2). Ceci donne

lim Ap,Vu-Vu,dr = lim AVu - Vudz
Q

n—4oo n—-+4oo Q
et lim / A,Vu-Vudr = lim / AVu - Vudz,
n—+oo Q n—+oo Q

et donc, avec (3.51),
lim An(Vuy, — Vu) - (Vu, — Vu)dz = 0.

n—4oo Q
On conclut bien, avec (3.52), que w,, — u dans Hé (Q). Ce qui prouve la continuité de I’opérateur T de H&(Q) dans
H ().
Compacité de T’
On suit toujours le raisonnement fait pour Iexercice 3.2. Soit (Tn)new une suite bornée de Hy(SY). On pose g, =
f G Un, V) et up = T (an).

La suite (gn)new est bornée dans L*(Q) et la suite (Tin)new est bornée dans Hg () et donc relativement compacte
dans L*(Q). On peut donc supposer; apreés extraction d’une sous suite, qu’il existe g € L* () et ¢ € L*(Q) t.q.

gn — g faiblement dans L*(Q),

Uy, — CP.p. . (3.53)
En posant b = a(-,C), onadonc b € L (Q) et a(-, un) — b p.p..
Comme o« < b < f3 p.p., il existe un et un seul u solution de
u € H(Q),
., bVu - Vudr = /ng dx pour tout v € Hol(Q). (3.5

On va montrer que la suite (uy, ) new converge dans H (Q) vers u, solution de (3.54) (on travaille ici avec la suite extraite
qui vérifie (3.53)).

On sait déja que la suite (un ) nen est bornée dans Hg (QY). En raisonnant par Iabsurde, il est alors assez facile de montrer
que w, — u faiblement dans H$ (Q). En effet, supposons que (aprés extraction de sous suite) u, — w faiblement dans
HJ (). On a alors, pour tout n € IN et tout v € Hg (S2),

/a(sc,ﬂn)Vuanvda: = / gnv dz.
Q Q

En passant a la limite quand n — +00 dans cette équation, grdce aux convergences données dans (3.53), on obtient

/bVw~Vvda::/gvd:r.
Q Q

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u, — u faiblement dans H&(Q) quand n — +o00. On a donc aussi
Un — u (fortement) dans L*(Q).

Il reste & montrer la convergence (forte) de w,, vers u dans H (Q). Pour cela on remarque tout d’abord que
/ a(x, tn) Vi, - Vu, de = / Gn 'y, dT — / gu dx quand n — +00.
Comme u est solution deQ( 3.54) on a donc ! !
nEToo ; a(z, in)Vuy - Vu, dz = /Qqu -Vudz.

En utilisant cette convergence et (3.53) on montre alors que

lim a(z, un)V(up —u) - V(up —u)de = 0.

n—-+oo Q
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Comme of|un — U,Hzé(m < Jo alz, @)V (un — u) - V(un — u) da on conclut bien que u, — u dans Hy (). (On
notera que la convergence est obtenue seulement pour la suite extraite qui vérifie (3.53).)
On a bien montré la compacité de T.

Conclusion

11 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’opérateur T est continu et compact de HE (2) dans HE (2). 11 existe
R > 0 t.q. T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H&(Q)) dans elle-méme. Le théoreme de Schauder permet
alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans Hg (Q)) t.q. w = T'(u). La fonction w ainsi trouvée est solution
de (3.45).
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