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Chapitre 6

Les espaces L”

6.1 Définitions et premieres propriétés

6.1.1 Les espaces LP,avec 1 < p < 400

Soient (F, T, m) un espace mesuré, 1 <p < coet f € M = M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, mesurable). On
remarque que | f|P € M, car | f|P = po f ol est la fonction continue (donc borélienne) définie par p(s) = |s|P
pour tout s € R. La quantité f | f[Pdm est donc bien définie et appartient 2 R, . Ceci va nous permette de définir
les espaces de fonctions de puissance p-ieme intégrable. On retrouve, pour p = 1, la définition de I’espace des
fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espaces L) Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < oo et f une fonction définie de £
dans R, mesurable. (On a donc |f|P € M.)

1. Ondit que f € LP = LR(E,T,m) si [ |f|Pdm < co. On pose alors :

151, = ( [ 157am)”. ©.1)

2. Onditque f & LP = LE(E,T,m) si [|f|Pdm = oo et on pose alors | f |, = +oo.

De maniere analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces L£P par la relation d’équivalence “= p.p." afin que
I’application f + || f||, définisse une norme sur I’espace vectoriel des classes d”equivalence (voir section 4.5).

Définition 6.2 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oc.

1. On définit U'espace LE(E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de LP pour la
relation d’équivalence (= pp). En I'absence d’ambiguité on notera LP ’espace LL (E, T, m).

2. Soit F € LE(E,T,m). On pose ||F|, = ||f|lp si f € F. (Cette définition est cohérente car ne dépend pas du
choix de f dans F. On rappelle aussi que F = f = {g € LP; g = f p.p.}.)

Proposition 6.1 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors :
1. LE(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

2. L% (E, T, m) est un espace vectoriel sur R.
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DEMONSTRATION :

l.-Soita € R, f € LP. On a aof € M (car M est un espace vectoriel) et [ |af[Pdm = |a|? [|f[Pdm < co.
Donc, af € LP.
— Soit f,g € LP. On veut montrer que f + g € LP. On sait que f + g € M (car M est un espace vectoriel) et
on remarque que, pour tout x € F,

|f(z) + g(@)]P < 2P| f(2)[" + 2P|g(2)|",
et donc
/|f+9|pdm§ 2p/|f\pdm+2p/\g|pdm < 00,

ce qui montre que f + g € LP.

2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € LP et o, 8 € R. On choisit f € F
et g € G et on définit oF + SG comme étant la classe d’équivalence de of + Sg. Comme d’habitude, cette
définition est cohérente car la classe d’équivalence de o f + 3¢ ne dépend pas des choix de f et g dans F et G.

n
On va montrer maintenant que f — | f||, est une semi-norme sur £? et une norme sur LP.
L des . 1 1
Lemme 6.1 (Inégalité de Young) Soienta,b € Ry etp,q € |1,400[t.q. — + — = 1. Alors :
p q
P
ab< T+ = 6.2)
p q

DEMONSTRATION :

La fonction exponentielle § — exp(6) est convexe (de R dans R). On a donc, pour tout 6, 8, € Rettoutt € [0, 1],
exp(tfy + (1 —t)f2) < texp(61) + (1 —t) exp(62).

Soit a, b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prend ¢ = % (de sorte que (1 —t) = 1), 0; = pln(a) et O = qIn(b).

T q
On obtient bien ab < %p + %.

Lemme 6.2 (Inégalité de Holder)
1 1

Soient (E,T, m) un espace mesuré et p,q €]1,+oo[t.q. — + — = 1. Soient f € LL(E, T, m)etg € LL(E, T, m).
p q

Alors, fg € LL(E, T, m) et
1fglly < [ fllpllgllq- (6.3)

Le méme résultat est vrai avec LP, L et L* au lieu de LP, L9 et L1.

DEMONSTRATION :
On remarque d’abord que fg € M car f, g € M (voir la proposition 3.5).

L’inégalité de Young donne | f(z)g(x)| < W + @ pour tout z € E. On en déduit, en intégrant :
1 [ 1
/|fg\dm§5/|f|pdm+a/\g\qdm<oo. (6.4)
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Donc, fg € L.
Pour montrer (6.3), on distingue maintenant 3 cas :

Cas 1. On suppose || f|l, = 0 ou [|g]l; = 0. On a alors f = 0 p.p. ou g = 0 p.p.. On en déduit fg = 0 p.p., donc
| fgll1 = 0 et (6.3) est vraie.

Cas 2. On suppose || f]|, = L et ||g|[; = 1. On a alors, avec (6.4),

1 1
1fglls = / foldm <+~ = 1= |l

L’inégalité (6.3) est donc vraie.

g
llgllq”

Cas 3. On suppose || f|l, > Oet | g|l; > 0. On pose alors f; = ||ffH,, etgy =
cas 2 donne alors
1/l

1£1lpllgllg

de sorte que | fi, = lgal, = 1. Le

= |l frg1ll<1.

Ce qui donne (6.3).

Dans le cas ou f € LP et ¢ € L9, on confond les classes f et g avec des répresentants, encore notés f et g. Le
résultat précédent donne fg € L' et (6.3). On a alors fg € L' au sens de la confusion habituelle, c’est-a-dire “il
existe h € L t.q. fg = h p.p." (et fg ne dépend pas des représentants choisis), et (6.3) est vérifiée.

[

Lemme 6.3 (Inégalité de Minkowski) Soit (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < co. Soit f,g € LL(E, T, m).
Alors, f+g € LP et:
I1f+glly < 1£1lp + llgllp- (6.5)

Le méme résultat est vrai avec LP au lieu de LP.

DEMONSTRATION :

Le cas p = 1 a déja été fait. On suppose donc p > 1. On a aussi déja vu que f + g € LP (proposition 6.1). Il reste
donc a montrer (6.5). On peut supposer que || f + g||, # 0 (sinon (6.5) est trivial).

On remarque que
|f+9/P < FH+ GH, (6.6)

avec F = |f|,G = |glet H = |f + g|P~ L.

Onpose ¢ = 2y, desorteque  + . = 1, F € L, G € LP et H € L (car f + g € LP). On peut donc appliquer
I’inégalité de Holder (6.3), elle donne

EH [l < [FlpHllg IGH] < 1Glpl[Hlg-

On en déduit, avec (6.6),

/ 1+ glPdm < (171l + llgll)( / \f + glPdm)i=3,

D’ou I’on déduit (6.5).

11 est clair que le lemme est vrai avec LP au lieu de £?.

On en déduit la propriété suivante :
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Proposition 6.2 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < oc.
1. L’application f — || f||, est une semi-norme sur L?.

2. L'application f — ||f||, est une norme sur LP. LP, muni de cette norme, est donc une espace vectoriel (sur R)
normeé.

DEMONSTRATION :

— Onabien || f||, € Ry pour tout f € LP.

— Onadéjavuque |af|, = |a||f]lp, pour tout o € R et tout f € LP.

- L'inégalité (6.5) donne || f + gll, < [|f]l, + [lgll, pour tout f, g € L.

L application f — || f||, est donc une semi-norme sur £P. On remarque que, si f € £P, on a

Ifll, =0« f=0pp.

Cette équivalence donne que ’application f — || f||,, est une norme sur L. u

Remarque 6.1 On reprend ici la remarque 4.9. Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < co. On confondra
dans la suite un élement F' de LP avec un représentant f de F’, c’est-a-dire avec un élément f € LP t.q. f € F. De
maniére plus générale, soit A C F t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A C B avec B € T et m(B) = 0). On
dira qu’une fonction f, définie de A dans R, est un élément de L si il existe une fonction g € L? t.q. f = g p.p..
On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec g = {h € LP;h =g
p.p. }- D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a {h € LP; h = f p.p. }.

Avec cette confusion, si f et g sont des élements de LP, f = g signifie en fait f = g p.p..

Théoréme 6.1 (Convergence dominée) Soit (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < oo. On note LP I’espace
LE(E, T, m). Soit (fn)nen une suite de LP t.q. :

L fo = fpp.
2.3 F e L?tq.|fu| < F p.p. pourtoutn € N.

Alors fn, — f dans LP (c’est-a-dire / | fn — fIPdm — 0 quand n — o).

DEMONSTRATION :
On se ramene au cas p = 1.

On peut choisir des représentants des f;, (encore notés f,,) de maniére a ce que la suite ( f,,(x)),en soit convergente
dans R pour tout z € E. On pose g(z) = lim,, o fn(z). Onadonc g € M et g < F p.p., ce qui montre que
g € LP.Onadonc f € L? (au sens f = g p.p. avec g € LP).

Puis, on remarque que
0 < hn = [fo = fI” < (Iful + )" < 2°F" pp.,

pour tout n € N, et que h,, — 0 p.p. quand n — co. Comme FP € L', on peut appliquer le théoréme de conver-
gence dominée, il donne h,, — 0 dans L', c’est-a-dire f,, — f dans LP. (]

Dans le théoreéme 6.1, I’hypothése de domination sur la suite ( f,,),en (’hypothése 2) implique que la suite ( f;,)nen
est bornée dans LP. La réciproque de cette implication est fausse, ¢’est-a-dire que le fait que (f,,)nen soit bornée
dans LP ne donne pas I’hypthese 2 du théoreme 6.1. Toutefois, le théoreme 6.2 ci dessous donne un résultat de
convergence intéressant sous 1’hypothese “( f,,)nen bornée dans LP" (on pourrait appeler cette hypothese “domi-
nation en norme") au lieu de I’hypothese 2 du théoréme 6.1.
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Théoréme 6.2 (Convergence “dominée en norme') Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(E) <
o0)etl < p < oo. Onnote L" I'espace L (E, T, m) (pour tout 1 < r < +00). Soit (fn)nen une suite de LP t.q. :

L fn— fpp.
2. la suite (f,,)nen est bornée dans LP.

Alors, f € LP et f,, — f dans L9 pour tout q € [1,p[ (c’est-a-dire / |fn — fl%dm — 0, quand n — oo, pour
toutl < g <p).

DEMONSTRATION : Le fait que f € LP est conséquence immédiate du lemme de Fatou (Lemme 4.6) appliqué
a la suite (|fn|P)nen. Le fait que f,, — f dans L7 pour tout g € [1,p[ peut se faire avec le théoréme de Vitali
(théoréme 4.8). Ceci est démontré dans 1’exercice 6.18 (corrigé 111). Une généralisation avec m(E) = +oo est
étudiée dans I’exercice 6.19. u

On donne maintenant une réciproque partielle au théoréme de convergence dominée, comme dans le cas p = 1.

Théoreme 6.3 (Réciproque partielle de la convergence dominée)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < 00, (fn)nen C LP et f € LP. On suppose que f, — f dans LP
quand n. — co. Alors il existe une sous-suite (fr, )ken 1.q9. -

= fnp — [ p-p. lorsque k — +o0,

-3 FelL?tq.|fn,| < F pp., pourtoutk € N.

DEMONSTRATION :
Comme dans le cas p = 1, Ce théoréme est une conséquence de la proposition suivante sur les séries absolument
convergentes. (]

Proposition 6.3 (Séries absolument convergentes dans L")
Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < oo et (fn)nen C LP. On suppose que Z”f”HP < +o0. Alors :
neN

1. Zn o |fn(x)] < 400 pour presque tout x € E. On pose f(x) = 20 fn(2) (la fonction f est donc définie
p-p-)-

2. f € L? (au sens “il existe g € LP t.q. f = gp.p.").

3.3 o fx(x) = f p.p. et dans LP, lorsque n — +oc. De plus, il existe F € LP t.q. | Y ._, fu(z)| < F p.p.,
pour tout n € N.

DEMONSTRATION : Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,.

On pose, pour tout « € E, g, (z) = >}, oo | fe(x)]. Ona (gn)neny € M. Comme la suite est croissante, il existe
F e M;tq. g, T F, quand n —> 00. On a donc aussi g¢ 1 F? quand n — oo et le théoréme de convergence
monotone donne

/gndm — /dem quand n — oo. 6.7)

On remarque maintenant que ||gn|l, < >3 _o Ifell, < i Ifell, = A < oo. Donc ||gn |5 < AP pour tout
n € N et (6.7) donne alors

/dem < AP < 0. 6.8)
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L’inégalité (6.8) donne que F' < oo p.p.. Il existe donc B € T't.q. m(B) = 0 et F(z) < oo pour tout z € B€. Pour
tout z € B¢, la série de terme général f,,(x) est donc absolument convergente dans R. Elle est donc convergente
dans R et on peut définir, pour tout z € B¢, f(z) € R par

oo

f@) =3 fu@) = lim 3 fice).
k=0

k=0

La fonction f n’est pas forcément dans M, mais elle est m-mesurable (voir la définition 4.3 page 78), il existe
donc g € M tq. f = g p.p.. Puis, comme g < F p.p. (car | >} fx(z)| < gn < Fpp.etd o ful@) =g
p.p.) on a, grice a (6.7), g € LP, ce qui donne bien f € LP (au sens “il existe g € LP t.q. f = g p.p.")

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée
dans L? car Y., _, fr(z) = f p.p.et, pour tout n € N, | >0 fu(z)] < g, < F pp. avec [ FPdm < cc. On

obtient bien que >, _, fx(x) — f dans LP. n
Toute série absolument convergente de LP est donc convergente dans LP. On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 6.4 Soient (E,T,m) un espace mesuré, et 1 < p < oo. L'espace vectoriel normé (LP,||.||p) est
complet.

On peut maintenant se demander si les espaces LP sont des espaces de Hilbert. Ceci est vrai pour p = 2, et, en
général, faux pour p # 2 (voir a ce propos I’exercice 6.32). Le cas de L? sera étudié en détail dans la section 6.2
En général, les espaces LP, avec 1 < p < o0, autres que L? ne sont pas des espaces de Hilbert, mais nous verrons
ultérieurement (section 6.3 que ce sont des espaces de Banach réflexifs (c’est-a-dire que I’injection canonique entre
I’espace et son bi-dual est une bijection). Les espaces L' et L™ (que nous verrons au paragraphe suivant) sont des
espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.2 Soient (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < co. On peut aussi définir L& (E, T, m) et L 5 (E,
T, m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach
(complexes ou réels). Le cas L2 (E, T, m) est particulierement intéressant. Il sera muni d’une structure hilbertienne
(voir le théoreme 6.5).

6.1.2 D’espace L™

Définition 6.3 (L’espace L>°) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de E dans R);

1. on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L = LP(E,T,m) si il existe C € R tel que
lfI<Cpp.;

2.5i f € L onpose || f|loc =nf{C e Ry ;|f| <Cpp.},

3.5i f ¢ L, onpose | f|loo = +00.

Remarque 6.3 (Rappels sur la définition de I’inf...) Soit A C R, A # (). On rappelle que A est borné inférieu-
rement si il existe un minorant de A, c’est-a-dire si il existe &« € R tel que z > « pour tout z € A. Si A est
borné inférieurement, on définit la borne inférieure de A comme le plus grand des minorants : 7 = inf{A} =
max{a;a < z pour tout z € A}. Si A n’est pas borné inférieurement, on pose inf A = —oo. Dans les manipula-
tions sur les inf (et sur les sup...) il est utile de connaitre le résultat suivant :

T =1inf A = J(z,)nen C A; 2, } T quand n — +o0. 6.9)

Ceci se démontre trés facilement en écrivant :
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1. Si A est non borné inférieurement, alors, pour tout n € N, il existe y,, € A t.q. y, < —n. En choisissant o = yo
et, par récurrence, =, = min(z,_1, yn), on a donc x,, | —oco = inf A.

2. Si A est borné inférieurement, soit T = inf A. Alors, T + % n’est pas un minorant de A et donc, pour n € N*, il
existe y, € Atelque T < vy, <T+ % En choisissant 29 = yo et, par récurrence, x,, = min(z,_1,y,), on a
clairement : x,, — ¥ lorsque n — +00.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiate en écrivant la définition de || f||-0, voir I’exercice
corrigé 4.32) est parfois bien utile.

Lemme 6.4 Si f € £, alors | f| < || flco P-P--

DEMONSTRATION :
Voir I’exercice corrigé 4.32. u

On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues :

Proposition 6.4 Si (E,T,m) = (R,B(R),A) et f € C(R,R), alors

[ fllu = sup | f(2)] = || f]lo-
z€R

DEMONSTRATION : On distingue 2 cas :

Cas 1. On suppose ici que | f| est non bornée, c¢’est-a-dire || f||., = oo. Soit &« € R. Comme | f| est non bornée, il
existe z € R t.q. | f(x)| > «. Par continuité de f, il existe alors ¢ > 0 t.q. | f(y)| > a pour tout y € [x — &, 2 + €].
Onadonc {|f| > a} D [x —e,z +¢] etdonc A({|f| > a}) > 2e. Donc, | f| n’est pas inférieure ou égale a o p.p..
Onadonc {C € Ry |f| < Cp.p.} =0, donc || flloc =00 =|f]lu

Cas 2. On suppose maintenant que || f|, < co. Ona |f(x)| < || f]l. pour tout 2 € R, donc || f|loo < ||f]lw-

D’autre part, on sait que | f| < || f]|o p-p-- Onadonc A{|f]| > || flloc}) = 0. Or {|f| > || f]l} €St ouvert (car f est
continue), ¢’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc {|f| > || f|lec} = @ (la mesure de Lebesgue d’un ouvert
non vide est toujours strictement positive). Ce qui prouve | f(z)| < || f||oo pour tout z € Ret donc || f1],, < || f|loo-

On obtient bien finalement || f1|, = || f||oo- L]

Définition 6.4 Soient (E, T, m) un espace mesuré et L = LF (E, T, m).

1. On définit L*° = LY (E,T, m) comme [’ensemble des classes d’équivalence sur L pour la relation d’équiva-
lence “=p.p.".

2. Soit F' € L. On pose | F|lco = ||f|loc avec f € F, de sorte que F' = {g € L= ; g = f p.p.}. (Cette définition
est cohérente car || f|| oo ne dépend pas du choix de f dans F.)

Proposition 6.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, L = LP(E,T,m) et L = LY (E,T, m). Alors :

1. L est un espace vectoriel sur R et 'application définie de L>° dans R par f > || f||co est une semi-norme sur
L.

2. L est un espace vectoriel sur R et 'application définie de L>° dans R par f — || f]|co est une norme sur L£L°.
L est donc un espace e.v.n. (réel).

DEMONSTRATION :

l.-SiaeRet f e L ilestclairque af € L et que ||af||=|c|]| f]loo-
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- Soit f, g € L. Comme |f| < || f]loo P-P- €t |g] < ||g]lco P-P-, On montre facilement que | f + g| < |f| + |g| <
[[fllse + llglloc P-p-- Ce qui prouve que (f + g) € L et ||f + glloc < [[flloc + l|glo-

On a bien montré que £ est un espace vectoriel sur R et comme || f || € R4 pour tout f € £°°, I’application

f = || fllo est bien une semi-norme sur £>°.

2. la structure vectorielle de L s’obtient comme celle de L? (p < o0) et le fait que f +— || f||o sOit une norme
découle du fait que

f=0pp. & |[flle =0.

Proposition 6.6 Soit (E,T, m) un espace mesuré. L'espace LY (E,T,m) est un espace de Banach (réel), c’est-
a-dire un e.v.n. complet.

DEMONSTRATION :

On sait déja que L est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est la conséquence du fait que toute série absolument
convergente dans L™ est convergente dans L°°. Ce qui est une conséquence de la proposition suivante sur les
séries absolument convergentes. u

Proposition 6.7 (Séries absolument convergentes dans L°°)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et (fn)nen C L (E, T, m). On suppose que Z:i% | frlloo < 4o0. Alors :

1. Il existe C' € Ry t.q., pourtoutn € N, >} | fx| < C p.p..

2. La série de terme général f, (x) est, pour presque tout x € E, absolument convergente dans R. On définit, pour
presque tout z, f(x) = 320 fu().

3. 0na f € L™ (au sens “il existe g € L t.q. f = gp.p.)et|| >} _o e — fllc = 0 lorsque n — +oo.
DEMONSTRATION : Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. Comme |f,,| < || fnllco

p.p., il existe A, € T't.q. m(An) = 0et|fp| < || fnlloo sur AS. On pose A = UpenA, € T.Onam(A) =0 (par
o-sous additivité de m) et, pour tout n € Netz € A, | fr(2)] < || fnlloo-

Pour tout z € A€, on a donc
ST1@)] <D illoo - Ifrlloe = € < o0 (6.10)
k=0 k=0 k=0

Comme m(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour tout = € A€, la série de terme général f,,(z) est absolument convergente dans R, donc convergente. On pose
donc

“+o0 n
@)= ful@) = lim > fi(x) €R
k=0 k=0

f est donc définie p.p., elle est m-mesurable (voir la définition 4.3) car limite p.p. de fonctions mesurables. Il existe
donc g € M t.q. f = g p.p- et (6.10) donne |g| < C p.p.. On adonc g € L>® etdonc f € L (au sens “il existe
geLXtq. f=gpp.")

Il reste & montrer que >, _, fr — f dans L.
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On remarque que, pour tout x € A€,

n o0 oo oo
1> fe@) = f@l=1 Y i@l < D @< Y il =0,
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1
quand n — oo. Comme m(A) = 0, on en déduit
1D fr = Flloo < sup | ful@) = f@)] < Y [lfulloc = 0, quand n — oo
k=0 r€AT 10 k=n+1
etdonc Y.;_ fi — f dans L°°, quand n — co. n

La proposition 6.7 permet de montrer que L est complet (théoréeme 6.6). Elle permet aussi de montrer ce que nous
avons appelé précédemment (dans le cas p < oo) “réciproque partielle du théoréme de convergence dominée". Il
est important par contre de savoir que le théoreme de convergence dominée peut étre faux dans L, comme le
montre la remarque suivante.

Remarque 6.4 (Sur la convergence dominée...) Le résultat de convergence dominée qu’on a démontré pour les
suites de fonctions de LP, 1 < p < +00, est faux pour les suites de fonctions de L°. 1l suffit pour s’en convaincre
de considérer I’exemple suivant : (E, T, m) = ([0, 1], B([0,1]), A), fn = 1j, 1}, pour n € N. On a bien (fn)nen
C Lg2([0,1], B([0,1]), A) et

fn — 0p.p., quand n — oo,
Jn <11y p-po,pourtoutn € N, 11y € L ([0, 1], B([0, 1]), A).

Pourtant, || f,|lcc = 1 /4 0, quand n — co.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai, comme conséquence du résultat
que toute suite absolument convergente dans £°° est convergente (dans L°°, proposition 6.7). La démonstration
est similaire a la démonstration du théoreme 4.7.

Remarque 6.5 Soit (£, T,m) un espace mesuré. On peut aussi définir L& (E, T, m) et Lgy (E,T,m) (avec
N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach (complexe ou
réels).

6.1.3 Quelques propriétés des espaces 1.7, 1 < p < +00

Proposition 6.8 (Comparaison entre les espaces LP)

Soit (E,T, m) un espace mesuré fini, i.e. m(E) < +oo. Soient p,q € Ry tels que 1 < p < q < +oo. Alors,
LI(E,T,m) C LY (E,T,m). De plus, il existe C, ne dépendant que de p,q et m(E), t.q. ||f|l, < C||fl|lq pour
tout | € LH%(E, T, m) (ceci montre que l'injection de LY dans LP est continue).

DEMONSTRATION :
On distingue les cas ¢ < oo et ¢ = oc.

Cas g < 00. On suppose icique 1 < p < ¢ < +00.

Soit f € L7. On choisit un représentant de f, encore noté f. Pourtoutz € E,ona |f(x)|P < |f(z)|?si|f(z)] > 1.
On adonc |f(z)|? < |f(x)|?+ 1, pour tout x € E. Ce qui donne, par monotonie de I’intégrale,

[1sdm < m(E)+ [ 1572dm < o, 6.11)
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et donc que f € LP. On a ainsi montré L? C LP.

On veut montrer maintenant qu’il existe C, ne dépendant que de p, g et m(E), t.q., pour tout f € L% (E, T, m),
1fllp < Cllfllg- (6.12)

En utilisant (6.11), on remarque que (6.12) est vraie avec C = (m(E) + 1)%, si || f]lq = 1. Ceci est suffisant pour

dire que (6.12) est vraie avec C' = (m(E) + 1)% pour tout f € L9. En effet, (6.12) est trivialement vraie pour
|| fllg = 0 (car on aalors f = 0 p.p. et || f||, = 0). Puis, si || f||; > 0, on pose f; = W de sorte que || f1q = 1.

On peut donc utiliser (6.12) avec f;. On obtient mﬂfﬂp = || f1ll, < C, ce qui donne bien | f||, < C|| fll4-

On a donc montré (6.12) avec un C' ne dépendant que p et m(E) (et non de q). Toutefois, le meilleur C' possible
dans (6.12) dépend de p, g et m(E). Ce meilleur C peut étre obtenu en utilisant I'inégalité de Holder généralisée

(proposition 6.9). Elle donne || f||, < C| fllq avec C' = (m(E))%_% (voir la remarque 6.6).

Cas ¢ = 00. On suppose icique 1 < p < ¢ = +00.

Soit f € L. On choisit un représentant de f, encore noté f. On a |f| < || f|lco p-p.- On en déduit |f|? < || f||Z,
p.p. et donc

[1spim < me)| iz, < .
Ce qui donne f € LP et || f||, < C|| ]l avec C = (m(E))7.

On voit ici qu’on a obtenu le meilleur C possible (si m(E) > 0) car || f||, = (m(E))%
1g.

(m(E))% || flloo si f =

Proposition 6.9 (Inégalité de Holder généralisée)
1 1 1

Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q,r € [1,+00| tels que = + = = =. Soient f € LE(E,T,m) et g €
P q r

LEI(E,T,m). Alors, fg € Ly (E,T,m) et

1£gllr < 11fllpllgllq- (6.13)

DEMONSTRATION : Comme d’habitude, on confond un élément de L® (s = p, ¢ ou r) avec un de ses représentants.
On travaille donc avec £° au lieu de L°. On suppose donc que f € L et g € L9 et on veut montrer que fg € L”
et que (6.13) est vraie. On remarque d’abord que fg € M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.

Cas 1. On suppose ici 1 < p,q,r < oc.

On pose f1 = |f
6.2 (donnant I’inégalité de Holder) avec f1, g1 (au lieu de f, g) et g, % (au lieu de p, g). Il donne que f1g; € L' et
[fig1lls < [If1ll2[lg1]ls. On en déduit que fg € L" et

[1salram < ([ 1s1am) ([ lgltam)’,

et g1 = |g|” de sorte que f; € L7 et g; € L7. Comme 5+ =1, on peut appliquer le lemme

ce qui donne (6.13)
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Cas 2. On suppose ici ¢ = co et = p < o0.
Comme |g| < [|gl[cc p-p., Ona |fg|” < |f[P[|gl[% p-p. et donc

/ FolPdm < [lg], / \fiPdm,

ce qui donne fg € LP et (6.13).

Cas 3. On suppose icip = ¢ = r = 00.

Comme | f[ < || flloo p-p- et ]g] < [|glloc p-p-ona|fg| < |[|fllscllglloc P-p-» ce qui donne fg € L et (6.13).
| |

Remarque 6.6

1. Par une récurrence facile sur n € N*, on peut encore généraliser la proposition 6.9. Soient (E, T, m) un espace
mesuré, p1,...,p, € [1,00] etr € [1,00] t.q. % =>", pi Pour tout i € {1,...,n}, soit f; € LY (E, T, m).
Alors, [Ty fi € Ly(E.T,m) et | TTiy fille < TTisy [1fillp.-

2. L’inégalité (6.13) permet aussi de trouver le meilleur C' possible dans la proposition 6.8 (Inégalité (6.12)) :

Soit (E,T,m) un espace mesuré fini. Soient p,g € Ry telsque 1 < p < ¢ < 4o0. Soit f € LE(E, T, m).
Comme 1 < p < ¢ < oo, il existe r € [1,00[ t.q. % = % + % On peut alors utiliser la proposition 6.9 avec

feLletly € L. Elle donne que f € LP et || f|, < C| f|, avec C = (m(E))éﬁé Cette valeur de C est la
meilleure possible (si m(E) > 0) dans (6.12) car si f = 1 on obtient || f||, < (m(E))» 4| f|l,-

Remarque 6.7 Les espaces L?,p €]0, 1] (que 1’on peut définir comme dans le cas 1 < p < oo) sont des espaces

1
vectoriels, mais ’application f (/ |f|”dm> " n’est pas une norme sur LP si p €]0, 1[ (sauf cas particulier).

Remarque 6.8 Soient (E, 7, m) un espace mesuré, et f € M(E,T). Lensemble J = {p € [1,+oc], f € LP}
est un intervalle de [1, +oc]. L’application définie de J dans Ry par p — | f||, est continue, voir & ce propos
I’exercice 4.32, et dans le cas particulier des fonctions continues a support compact, I’exercice 6.10. En particulier,
lorsque p € J,p — +ooona | fl, = ||flleo- On en déduit le résultat suivant : si il existe py < +oo tel que
f € LP pour tout p tel que py < p < 400, et si il existe C t.q. || f||, < C, pour tout p € [pg, +o0[, alors f € L
et [[flle <C.

6.2 Analyse hilbertienne et espace >

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.5 (Produit scalaire)

1. Soit H un espace vectoriel sur R. On appelle “produit scalaire sur H'" une application de H x H — R, notée
(/) (ou(-/)m) t.q.

psl : (u/u) > 0 pour tout w € H \ {0},

ps2 : (u/v) = (v/u) pour tout u,v € H,

ps3 : u— (u/v) est une application linéaire de H dans R, pour toutv € H.
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2. Soit H un espace vectoriel sur C. On appelle “produit scalaire sur H" une application de H x H — C, notée
(/) (ou(-/)m) t.q.
psl : (u/u) € RE pour tout w € H \ {0},

ps2 : (u/v) = (v/u) pour tout u,v € H,
ps3 : u— (u/v) est une application linéaire de H dans R, pour toutv € H.

Remarque 6.9 (Exemple fondamental) Soit (£, T, m) un espace mesuré.

1. On prend H = L4(E, T, m). H est un e.v. sur R. On rappelle que fg € LL(E, T, m) si f,g € L3(E, T, m)
(lemme 6.2 pour p = g = 2). L’application (f, g) — [ fgdm est un produit scalaire sur H.

2.On prend H = L(%(E7 T, m) (voir le théoréme 6.5 ci apres). H est un e.v. sur C. En utilisant le lemme 6.2, on
montre facilement que fg € LL(E,T,m) si f,g € LA(E,T,m) (lemme 6.2 pour p = g = 2). L’application
(f,9) — | fgdm est un produit scalaire sur H.

Proposition 6.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1. Soit H un e.v. sur R muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Alors :
(u/v)? < (u/u)(v/v), pour tout u,v € H. (6.14)

De plus, (u/v)? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. Soit H un e.v. sur C muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Alors :
|(u/v)]? < (u/u)(v/v), pour tout u,v € H. (6.15)
De plus, |(u/v)|? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

DEMONSTRATION :

1. On suppose ici K = R. Soitu,v € H. Pour o € R on pose p(a) = (u+ av/u+ av) = (v/v)a? + 2a(u/v) +
(u/u). Comme p(a) > 0 pour tout o € R, on doit avoir A = (u/v)? — (v/v)(u/u) < 0, ce qui donne (6.14).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.14).
Siu = 0ouwv =0, on a égalité dans (6.14) (et u et v sont colinéaires).

Siu # 0etwv # 0, on a égalité dans (6.14) (c’est-a-dire A = 0) si et seulement si il existe @ € R t.q.
p(a) = 0. Donc, on a égalité dans (6.14) si et seulement si il existe & € R t.q. u = —aw. On en déduit bien que
(u/v)? = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. On suppose maintenant X = C. Soit u,v € H. Pour « € C on pose p(a) = (u + av/u + av) = aa(v/v) +
a(v/u) + a(u/v) + (u/u). On choisit de prendre o« = B(u/v) avec § € R. On pose donc, pour tout 3 € R,
0(B) = p(B(u/v)) = B2|(u/v)|?(v/v) +28|(u/v)|* + (u/u). Ici encore, comme ¢(B3) € R, pour tout 5 € R,
on doit avoir A = |(u/v)|* — |(u/v)|*(v/v)(u/u) < 0, ce qui donne (6.15).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.15)
Siu = 0ouwv =0, on a égalité dans (6.15) (et u et v sont colinéaires).

On suppose maintenant u # 0 et v # 0. On remarque d’abord que, si (u/v) = 0, on n’a pas égalité dans (6.15)
et u et v ne sont pas colinéaires. On suppose donc maintenant que (u/v) # 0. On a alors égalité dans (6.15) si
et seulement si A = 0 et donc si et seulement si il existe 5 € R t.q. () = 0. Donc, on a égalité dans (6.15) si
et seulement si il existe 5 € R t.q. u = —5(u/v)v, et donc si et seulement si il existe « € R t.q. u = —aw.

Finalement, on en déduit bien que |(u/v)|?> = (u/u)(v/v) si et seulement si u et v sont colinéaires.
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Proposition 6.11 (Norme induite par un produit scalaire)
Soit H un e.v. sur K, avec K = R ou K = C, muni d’un produit scalaire, noté (-/-). Pour tout uw € H, on pose
lullg = /(u/u). Alors, || - || g est une norme sur H. On I’appelle norme induite par le produit scalaire (-/-).

DEMONSTRATION :
— Il est clair que ||u||z € R4 pour tout uw € H et que

lullg =0< (u/u) =0< u=0.
— Onabien |aul|g = ||||u|| i pour tout &« € K ettoutu € H.

— Enfin, pour montrer I’inégalité triangulaire, soit u,v € H. On a |lu + v||% = (u + v/u +v) = (u/u) +

(v/v) + (u/v) + (v/u). Comme, par (6.14) ou (6.15), |(u/v)| < v/(u/u)\/(v/v) = ||u||g||v| &, on en déduit

lu+ vl < (lulla + [[o]l)?. Done,

l[w+vller < [luller + [[ol]&r-

Définition 6.6 (espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé dont la norme est
induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé complet dont la norme
est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de Banach dont la norme est induite par un produit
scalaire.

Théoréme 6.5 (L’espace L?) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L (E, T, m), muni de la norme || - ||2, est un espace de Hilbert (réel) et le produit scalaire associé &
la norme est défini par :

(f/9)2 = /fg dm. (6.16)

2(a) Soit f une application mesurable de E dans C (donc |f| € M4). On dit que f € LE(E, T,m) si |f|* €
LL(E, T, m). Pour f € LL(E,T,m), onpose || fll2 = /|| fI?|l1- Alors, L2(E, T, m) est un espace vectoriel
sur Cet f || f||2 est une semi-norme sur LL(E, T, m).

“«

(b) On appelle LZ(E, T, m) Uespace LZ(E, T, m) quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.". Pour F €
Li(E,T,m), on pose ||F|2 = ||fll2 avec f € F (noter que | f||> ne dépend pas du choix de f dans F).

Alors LZ(E, T, m), muni de | - |2, est un espace de Banach (complexe).
(c) L'espace LE(E,T,m), muni de la norme || - ||2, est un espace de Hilbert (complexe) et le produit scalaire
associé a la norme est défini par :
(f/9)2 = /f? dm. (6.17)
DEMONSTRATION :
1. On sait déja que L3(E, T, m), muni de la norme || - ||2 est un espace de Banach (réel). Le lemme 6.2 pour

p =g = 2donne que fg € Ly(E,T,m)si f,g € L3(E,T,m). On peut donc poser (f/g)2 = [ fgdm. 1l est
facile de voir que (-/-)2 est un produit scalaire et que la norme induite par ce produit scalaire est bien la norme

- 1la-
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2. Soit f : E — C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctions R(f) et I(f) sont mesurables de F
dans R (i.e. appartiennent 4 M). On a donc bien |f| € M4 et |f]2 = (R(f))% + (S(f))? € M.

Comme |f|*> = (R(f))? + (S(f))? € M, on remarque aussi que f € LZ(E, T, m) si et seulement si R(f),
S(f) € LE(E, T, m). Comme L3(E, T, m) est un e.v. (sur R), il est alors immédiat de voir que LZ(E, T, m)
estune.v. sur C.

On quotiente maintenant £Z(E, T, m) par la relation “= p.p.". On obtient ainsi I'espace LZ(E, T, m) que I’on
munit facilement d’une structure vectorielle sur C. Lespace LZ(E, T, m) est donc un e.v. sur C.

En utilisant le lemme 6.2, on montre facilement que fg € L}C(E, T,m)sif,g € L?C(E7 T, m) (on utilise le fait
que les parties réelles et imaginaires de f et g sont dans L (E, T, m)). On peut donc poser (f/g)2 = [ fgdm.
11 est aussi facile de voir que (-/-)2 est alors un produit scalaire sur L2 (E, T, m) et que la norme induite par ce
produit scalaire est justement || - ||2 (car | f|?> = ff et donc [ ffdm = | f||3). On a, en particulier, ainsi montré
que f ~ || f||2 est bien une norme sur L2 (E, T, m). On en déduit aussi que f +— || f||2 est une semi-norme sur
L2(E,T,m).

On a montré que I'espace LZ(E, T, m), muni de la norme || - ||2, est un espace préhilbertien. il reste a montrer
qu’il est complet (pour la norme || - ||2). Ceci est facile. En effet, || f||3 = [|[R(f)IIZ + [|S(f)||? pour tout f €
LZ(E,T,m). Donc, une suite (f,)neny C LZ(E, T, m) est de Cauchy si et seulement si les suites (R(f,))nen €t
(3(fn))nen sont de Cauchy dans L2 (E, T, m) et cette méme suite converge dans LZ(E, T, m) si et seulement
si les suites (R(f5))nen et (S(fn))nen convergent dans L2 (E, T, m). Le fait que LZ(E, T, m) soit complet
découle alors du fait que L (E, T, m) est complet.

]

Remarquons que dans le cas p = 2, I’inégalité de Holder est en fait I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.12 (Continuité du produit scalaire)
Soit H un Banach réel ou complexe. Soient (up)neny C H, (Vp)neny C H etu,v € H t.q. u,, — u et v, — v dans
H, quand n — oc. Alors, (un/vy,) — (u/v) quand n — co.

DEMONSTRATION : 11 suffit de remarquer que, griace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalités (6.14) et (6.15)),

ona:

|(un /vn) = (u/v)] < |(un/vn) = (Un/v)] + [(un/v) = (u/v)]

< llunllllve = ol + llun = ullllv]l-
On conclut en utilisant le fait que u,, — wu, v, — v et en remarquant que la suite (4, )nen est bornée car
convergente. [

Définition 6.7 Soit H un Banach réel ou complexe. On note H' (ou £(H, K)) I’ensemble des applications li-
néaires continues de H dans K (avec X = R pour un Banach réel et K = C pour un Banach complexe). Si
T € H', on pose

T(w)]
1T\ = sup -
wem{oy llulla
On rappelle que || - || g+ est bien une norme sur H' et que H’, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach
(sur K).

Enfin,siT € H' etu € H,ona |T(u)| < |T| g ||l a-

Remarque 6.10 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose @, (u) = (u/v) pour tout
u € H. Gréce a I’inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)), on voit que ¢, € H' et ||, ||lg < ||v||g. Il est
facile alors de voir que ||, || g = ||v|| g. Ceci montre que v — (,, est une application injective de H dans H'. le
théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.9), fondamental, montrera que cette application est surjective.

138



Proposition 6.13
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour tout u,v € H On a

o+ 0llFr + llw = vl = 2ullF + 2l (6.18)
Cette identité s’appelle “ identité du parallélogramme".

DEMONSTRATION : 11 suffit d’écrire ||u + v[|% + |lu — v[|% = (u+ v/u +v) + (u — v/u — v) et de développer
les produits scalaires. u

Remarque 6.11

1. On peut se demander si deux produits scalaires (sur un méme espace vectoriel) peuvent induire la méme norme.
La réponse est “ non". En effet, le produit scalaire est entierement déterminé par la norme qu’il induit. Par
exemple, dans le cas d’un e.v. réel, si le produit scalaire (-/-) induit la norme || - ||, on a, pour tout w, v, (u/v) =
1+l = flu = vff?).

2. On se donne maintenant un e.v.n. noté H. Comment savoir si la norme est induite ou non par un produit scalaire ?
On peut montrer que la norme est induite par un produit scalaire si et seulement si I’identité du parallélogramme
(6.18) est vraie pour tout u,v € H. Ceci est surtout utile pour montrer qu’une norme n’est pas induite par un
produit scalaire (on cherche u,v € H ne vérifiant pas (6.18)).

Définition 6.8 (Orthogonal) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
1. Soit u,v € H. On dit que u et v sont orthogonaux (et on note u_lv) si (u/v) = 0.
2. Soit A C H. On appelle “orthogonal de A" I’ensemble A+ = {u € H; (u/v) = 0 pour tout v € A}.

Proposition 6.14 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A C H. Alors :
1. At est un s.e.v. fermé de H,
2. AL =47,

3. A C (A1)t (que I'on note aussi A++).

DEMONSTRATION :

1. Soit uy,us € At et ag,ay € K (K = Rou K = C selon que H est un hilbert réel ou complexe). Pour tout
v € A, ona (aju + aus/v) = ay(uy/v) + as(us/v) = 0. Done, aruy + asus € A+. Ce qui montre que
Al estuns.e.v.de H.

Soit (1, )nen C At t.q. u, — u dans H, quand n — oco. L’application w > (w/v) est continue de H dans K
(voir la remarque (6.10)) pour tout v € H. Soit v € A, de (u,/v) = 0 on déduit donc que (u/v) = 0. Ce qui
montre que u € A et donc que AL est fermé.
2.— Comme A C A, on aZJ' c AL
— Soit maintenant u € AL. On veut montrer que u € At
Soit v € A, il existe (v, )nen C A t.q. v, — v dans H quand n — oo. Comme (u/v,,) = 0 pour tout n € N,
on en déduit, par continuité de w — (u/w), que (u/v) = 0. Donc u € A" ce qui donne AL ¢ A™.
Finalement, on a bien montré AL = ZL.

3. Soitv € A. On a (u/v) = 0 pour tout u € AL, donc (v/u) = 0 pour tout u € A+, ce qui donne v € (A+)+
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Remarque 6.12 dans le dernier item de la proposition précédente, on peut se demander si A = A+, On montrera,
dans la section suivante que ceci est vrai si A est s.e.v. fermé (ce qui est aussi une condition nécessaire).

On termine cette section avec le théoréme de Pythagore.

Théoreme 6.6 (Pythagore)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et uq, . .., u, € H t.q. (u;/u;) = 0sii# j. Alors :

1> willzr =D lluall- (6.19)
i=1 i=1

DEMONSTRATION :

La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence sur n. L'égalité (6.19) est vraie pour n = 1 (et tout
uy; € H). Soitn € N. On suppose que (6.19) est vraie (pour tout uq,...,u, € H). Soituy,...,upy+1 € H. On
posey = > ., u;, de sorte que

n+1
I Z ul”%] =y + Un-‘rlH%{ = (Y + tunt1/y + Unt1)
i=1
= W/y) + W/uns1) + (Uns1/y) + (Uns1/tng1)-
Comme (y/tn+1) = 0 = (un+1/y), on en déduit, avec I’hypothese de récurrence, que

n+1 n+1

1D walldr = Ml
i=1

i=1

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.13 Soit £ un ensemble muni d’une distance, notée d (E est alors un espace métrique). Soit A C E.
On pose d(z, A) = infye 4 d(z,y). Il n’existe pas toujours de zg € A t.q. d(z,z0) = d(z, A) et, si un tel z existe,
il peut étre non unique. Par exemple, dans le cas oul A est compact (pour la topologie induite par d), z( existe mais
peut étre non unique.

4 ¢

Dans le cas ot il existe un et un seul 29 € A t.q. d(z, o) = d(z, A), x¢ est appelé “projection de x sur A".

L’ objectif de cette section est de montrer ’existence et I’unicité de xy dans le cas ol A est une partie convexe
fermée non vide d’un espace de Hilbert (et d la distance induite par la norme de I’espace de Hilbert).

Définition 6.9 (Partie convexe) Soit F un e.v. sur K, avec K = R ou K = C. Soit C C E. On dit que C est
convexe si :
u,veC, tel0,1]]=tu+(l—-tveC.

Théoreéme 6.7 (Projection sur un convexe fermé non vide)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soit x € H.
Alors, il existe un et un seul xy € C tq. d(z,z0) = d(z,C) = infycc d(z,y) (avec d(z,y) = ||z — y||u). On
note xy = Po(x). Po est donc une application de H dans H (dont I'image est égale a C). On écrit souvent Pox
au lieu de Po ().
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DEMONSTRATION :

Existence de zg.

On pose d = d(z,C) = inf e d(x,y). Comme C' # {), il existe une suite (yy,)nen C C t.q. d(z,y,) — d quand
n — oo. On va montrer que (Y, )nen est une suite de Cauchy en utilisant I’identité du parallélogramme (6.18) (ce
qui utilise la structure hilbertienne de H) et la convexité de C'. L’identité du parallélogramme donne

llyn — ym”%{ =[[(yn —2) = (Ym — I)H%I
= ~(yn — ) + (ym — )7 + 2llvn — 2| F + 2llym — |17,

et donc

Yn + Ym

lym = ymllE = =417 = 2llfr + 2llyn — 21 + 2llym — =17 (6.20)

Int¥m _ g|| ;. On déduit alors de (6.20) :

Comme C est convexe, on a ¥2t¥m ¢ C'etdonc d < |

lyn = ymllFr < —4d* + 2]y — @lIF + 2llym — 2]1%- (6.21)

Comme d(y,,x) = |yn — z||g — d quand n — oo, on déduit de (6.21) que la suite (y,, )nen est de Cauchy.
Comme H est complet, il existe donc g € H t.q. y, — x¢ quand n — oo. Comme C' est fermée, on a xy € C.
Enfin, comme ||z — y,||g — d quand n — oo, on a, par continuité (dans H) de z — ||2|| g, d(z,20) = ||z —
xo|lg = d = d(z, C). Ce qui termine la partie “existence".

Unicité de xg. Soit y1,y2 € C t.q. d(z,y1) = d(x,y2) = d(x,C) = d. On utilise encore I’identité du parallélo-
gramme. Elle donne (voir (6.20)) :

Y1 +y2
— |3+ 2llyr — 2| FH + 2]y — [l

||?Jl - ?JQH = —4H

Y1 +y2

=4 —z||% + 4d>.

Comme ££%2 € C'Onadonc d < || 252 — ||y etdonc ||y1 — y2[|% < —4d* +4d? = 0. Donc y; = y». Ce qui
termine la partie “unicité". u

Remarque 6.14 Le théoreme précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert" par “Banach". Un exemple
de non existence est donné a I’exercice 6.26 (et il est facile de trouver des exemples de non unicité).

On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La premiere est valable pour tout convexe
fermé non vide alors que la deuxieme ne concerne que les s.e.v. fermés.

Proposition 6.15 (Premiére caractérisation de la projection)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C' C H une partie convexe fermée non vide. Soient v € H et
9 € C.

1. On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :
x9 = Pex & (x — x9/xo — y) > 0, pour tout y € C. (6.22)
2. On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

xo = Pox & R(x — zo/x0 — y) > 0, pour touty € C. (6.23)

141



DEMONSTRATION :

Cas d’un Hilbert réel
— Sens (=)
On veut montrer que (z — o/2o — y) > 0, pour tout y € C. Comme zg = Poz, ona ||z — xol|% < ||z —2]|%
pour tout z € C. Soity € C. On prend z = ty + (1 — )z avec ¢ €]0, 1]. Comme C est convexe, ona z € C' et
donc
o = @ollf < |z — 2% = (x — 20 — t{y — z0) /2 — 20 — t(y — 20))
= [l — @ollF + *[ly — ol — 2t(z — z0/y — wo).
On en déduit
2t(x — x0/y — 0) — t2||y — 0% < 0.

On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2(x — wo/y — w0) — tlly — xoll3r <0,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers 0 :
(x —x0/x0 —y) > 0.

— Sens (<)
On veut montrer que 7o = Pox, c’est-a-dire ||z — x9]|% < ||z — y||% pour tout y € C.

Soity € C,ona |z —yl} = [lz —2o+z0—ylF = llz =20l + 20—y} +2(z —z0/m0 —y) = [z — 20|}
car [[zo — yl|F > 0et2(z — xo/z0 —y) > 0.
Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est trés voisine.
— Sens (=)
On veut montrer que R(z — xg/z9 — y) > 0, pour touty € C.

En reprenant les mémes notations que dans le cas “Hilbert réel" et en suivant la méme démarche, on obtient :

2 = ol < llz — 2ll3 = (z — 20 — t(y — 20) /x — 30 — t(y — 70))
= llz = zollf + 2y — ol — 2tR(z — z0/y — x0).

On en déduit
2tR(x — xo/y — x0) — tQHy - IOH%I <0.

On divise cette inégalité par ¢ (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2R(z — xo/y — o) — tlly — w0l FH <0,
ce qui donne, en faisant tendre ¢ vers 0 :
R(x — zo/x0 —y) > 0.

— Sens (<)
On veut montrer que 7o = Pox, ¢’est-a-dire ||z — z¢||% < ||z — y||% pour tout y € C.
Soity € C,ona [z —y|} = o —zo+z0—ylF = llz—zollF; + zo —yllf; +2R(z —20/m0—y) > |lz—20]}
car ||xg — y||% > 0 et 2R(x — 2¢/20 — y) > 0.
]
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Remarque 6.15 On prend comme espace de Hilbert réel H = L3(E, T, m) (avec E # () eton prend C = {f €
H : f > 0p.p.}. On peut montrer que C est une partie convexe fermée non vide et que Pof = f* pour tout
f € H. Ceci est fait dans I’exercice 6.25.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la projection sur un s.e.v. fermé.
On donne maintenant une caractérisation de la projection dans ce cas particulier.

Proposition 6.16 (Deuxiéme caractérisation de la projection)
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F' un s.e.v. fermé de H. Soient v € H et xog € F. Alors :

290 = Prz & (x —x0) € Ft (6.24)

DEMONSTRATION :

Cas d’un Hilbert réel

— Sens (<)
On veut montrer que 2o = Prx. On utilise la premigre caractérisation. Soit y € F. Comme (z — xg) € F'*, on
a(x—xo/xog—y)=02>0((car zp —y € F). Donc, la proposition 6.15 donne zy = Ppzx.

— Sens (=)
On veut montrer que (¥ —xg) € F. La premiére caractérisation (proposition 6.15) donne (x — xq/xo—y) > 0
pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = zg + 2z € F (car F est un s.e.v.) pour obtenir (z — x¢/z) < 0 et
y = x9 — 2 € F pour obtenir (z — z0/z) > 0. On en déduit (z — z¢/z) = 0. Ce qui donne que (v — x() € F*.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est trés voisine.

— Sens (<)
On veut montrer que g = Prz. Soity € F.Comme (z—x¢) € F*,ona (z—zg/r9—y) = 0(carzg—y € F).
On a donc R(z — z¢/xo — y) = 0. Donc, la proposition 6.15 donne z¢g = Ppzx.

— Sens (=)
On veut montrer que (z—z) € F*. La premiére caractérisation (proposition 6.15) donne R(x—z¢/zo—y) > 0
pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = ©g — az € F (car F est un s.e.v.) avec & = (x — x/z) pour
obtenir R(z — x9/az) < 0. Mais (x — zo/az) = @z — 29/2) = |(x — 29/2)|%. Donc, 0 > R(z — v9/az) =
|(x — wg/2)|?. On en déduit (z — x/2) = 0. Ce qui donne que (v — o) € F*.

]

Définition 6.10 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)
1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F C H un s.e.v. fermé de H. L’opérateur Pr s’appelle
“projecteur orthogonal sur F'". Si w € H, Pru s’appelle la projection orthogonale de u sur F.

2. (Rappel algébrique) Soit E un e.v. sur K (K = Rou K = C). Soient F', G deux s.e.v.de Et.q. E = F®&G. Pour
x € E, il existe donc un et un seul couple (y,z) € F X G t.q. x = y+ 2. Onposey = Px et donc z = (I — P)x
(ou I est ’application identité). P et I — P sont les projecteurs associés a la décomposition E = F & G. Ce sont
des applications linéaires de E dans E. L’'image de P est égale a F et L’'image de I — P est égale a G. Dans le

prochain théoreme, on va comparer la projection orthogonale et des projecteurs algébriques particuliers.

Théoreme 6.8
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. fermé de H. Alors :

ILH=FgrFt
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2. Pr (projecteur orthogonal sur F') est égal au projecteur algébrique sur F associé a la décomposition H =
FoF+t
3. F=r+t,

DEMONSTRATION : On rappelle que 1’on a déja vu que F- est un s.e.v. fermé.

1. Soitu € H.Onawu = (u — Pru) + Ppu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne (u — Ppu) € F*.
Comme Pru € F, on en déduit que H = F + F*.

Soit maintenant u € F N F-. On doit donc avoir (u/u) = 0, ce qui donne v = 0 et donc F N F+ = {0}.

Onadonc H = F & F*.

2. Soitu € H. Comme u = Ppu + (u — Pru), avec Pru € F et (u — Pru) € F*, on voit que Pr est égal au
projecteur algébrique sur F associé a la décomposition H = F @& F. (Noter aussi que (I — Pr) est égal au
projecteur algébrique sur F'* associé a la décomposition H = F @ F'*.)

3. Tl reste 2 montrer que F' = F++,

—Onadéjavuque F C F+L,

- Soitu € F++.0Onau = (u—Ppu)+ Ppu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne (u— Ppu) € F+
etonaaussi (u— Pru) € F++caru € FHtet Pru € F C F++. Onadonc (u—Pru) € FENF+ = {0}.
Donc v = Pru € F'. On a donc montré que FiLcF.

Finalement, on a bien montré que F' = F+1,

Le théoreéme 6.8 a un corollaire tres utile :

Corollaire 6.1
Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. de H. Alors :

F=H« F-={0}.
DEMONSTRATION : F estun s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.8 donne donc H = F @ (F)1. On a déja vu que
(F)* = F*, on a donc B
H=F¢F*,
d’ot I’on déduit -
F=Hs F-={0}.

6.2.3 Théoreme de Représentation de Riesz

Remarque 6.16 On rappelle ici la définition 6.7 et 1a remarque 6.10. Soit H un Banach réel ou complexe. On note
H' (ou L(H, K)) I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel
et K = C pour un Banach complexe). On rappelle que H* est I’ensemble des applications linéaires de H dans K.
On a donc H' C H*. Si H est de dimension finie, on a H' = H*, mais si H est de dimension infinie, on peut
montrer que H' # H*.

1.Si T € H*, on rappelle que T est continue si seulement si il existe & € R t.q. |T(u)| < k||u| g, pour tout
u€ H.
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2.8iT € H', onpose |||z = SUPye p\ {0} % On rappelle que || - ||z est bien une norme sur H' et que H’,
muni de cette norme, est aussi un espace de Banach (sur K'). Noter que ceci est aussi vrai si H est un e.v.n. non
complet. Noter aussi que, siT € H' etu € H,ona |T(u)| < || Tz ||ull -

3. On suppose maintenant que H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢, (u) = (u/v)
pour tout v € H. Gréce a I'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)), on a |¢, (u)| < ||u||z]|v||z- On a

donc ¢, € H' et ||y |lgr < ||v]|z. En remarquant que o, (v) = ||v||%, on montre alors que ||¢y|| g = ||v]a-

On consideére maintenant ’application ¢ : H — H' définie par ¢(v) = ¢, pour toutv € H.

—Si K = R, ¢ est une application linéaire de H dans H' car, pour tout v,w € H tout o, 3 € R et pour tout
ue H,

Pavtpuw(u) = (u/av+ pw) = a(u/v) + fu/w) = ap,(u) + Spw(u),
ce qui donne a4+ puw = A, + Bpw. L application ¢ est donc une isométrie (linéaire) de H sur Im(p) C H'.
(En particulier ¢ est donc injective.)
—Si K = C, ¢ est une application “anti-linéaire" de H dans H’ car, pour tout v, w € H tout o, 8 € R et pour
toutw € H B
Pavtpw(u) = (u/av + fw) = a(u/v) + B(u/w) = @py(u) + Bpw(u),
ce qui donne Yqp48w = aPy + B, L application ¢ est donc une isométrie (anti-linéaire) de H sur Im(y) C
H'. (En particulier ¢ est donc, ici aussi, injective.)
L’objectif du théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.9) est de montrer que 1’application ¢ est surjec-
tive, ¢’est-a-dire que Im(p) = H'.

Théoreme 6.9
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H'. Alors, il existe un et un seul v € H t.q.

T(u) = (u/v), pour tout u € H. (6.25)
L’application ¢ définie dans la remarque 6.16 est donc surjective (le résultat ci dessus donne T' = ).

DEMONSTRATION :

Existence de v

On pose F' = Ker(T'). Comme T est linéaire et continue, F est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.8 donne donc

H = F @ F*. On distingue deux cas :

— Cas 1. On suppose ici que 7' = 0. On a alors F' = F et il suffit de prendre v = 0 pour avoir (6.25).

— Cas 2. On suppose maintenant que 7' # 0. On a donc F # H et donc F+ # {0} (car H = F @ F*1). Il existe
donc vy € F*+, vy # 0. Comme vy & F, ona T(vg) # 0.

Pour v € H, on a alors

o T(u) T(u)
uU=1u T(vo) vo + T(UO)UO' (6.26)
On remarque que u — %vo € F car
T(u) B ~ T(u) B
T(u— T(wo) vo) = T'(u) T(UU)T(UO) =0.
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Donc, comme vy € F+, (u — T(w) vg/vp) = 0 et (6.26) donne

T(vo)
_ T _ T(u)
(u/vo) = (T(UO)UO/UO) = T(vo)(UO/UO)’

d’ou I’on déduit ()
)

T(uw) = ————(u/vg).

(1) = G 7 (uf0)

On pose v = (vTO(;’;’;)vo siK=Retv= (50(733)00 si K = C. On a bien

T(u) = (u/v), pour tout u € H,

c’est-a-dire 1" = ¢,, (avec les notations de la remarque 6.16).
Dans les 2 cas on a bien trouvé v € H vérifiant (6.25).

Unicité de v

Soitvy,ve € H t.q. T = ¢,, = ¢, (avec les notations de la remarque 6.16). Comme ¢ est linéaire (si K = R) ou
anti-linéaire (si K = C), on en déduit @, _y, = @y, — v, = 0. Comme ¢ est une isométrie, on a donc v, = vy,
ce qui donne la partie unicité du théoréme. n

Remarque 6.17 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit ' € H* \ H'. T est donc une application
linéaire de H dans K (= R ou C), non continue. On pose F' = Ker(7"). La démonstration du théoréme 6.9 permet
alors de montrer que - = {0} et donc ' = H (dans un Hilbert H, le noyau d’une forme linéaire non continue
est donc toujours dense dans H). En effet, on raisonne par 1’absurde :

si B+ # {0}, il existe vg € F*, vg # 0. le raisonnement fait pour démontrer le théoréme 6.9 donne alors
T(u) = (u/v) pour tout u € H, avec v = ~0)pq si K = Ret T(o) o si K = C. On en déduit que T est

! . o N ,(vo/vo) Y= Two/vo)
continu, contrairement a I’hypothese de départ.

On a donc F'+ = {0} et donc F= F+ = {0}. On en déduit, comme H = F & F (par le théoreme 6.8, car '
est toujours un s.e.v. fermé), que H = F.

Remarque 6.18 (Structure hilbertienne de /') Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). On sait déja
que H' (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.16) est un espace de Banach. Le théoréme 6.9 permet aussi
de montrer que H' est un espace de Hilbert. En effet, en prenant les notations de la remarque 6.16, I’application
0 est un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire de H dans H’. Cela suffit pour montrer que 1’identité du
parallélogramme (identité (6.18)) est vraie sur H’ et donc que H' est une espace de Hilbert (voir la remarque
(6.11)). Mais on peut méme construire le produit scalaire sur H’ (induisant la norme usuelle de H') :

Soient 71,75 € H'. Par le théoreme 6.9, il existe vi, v € H t.q. Ty = @y, et To = @,,. On pose (T1 /1)y =
(va/v1) g (ou (-/-) g désigne ici le produit scalaire dans H). Il est facile de voir que (-/-) g est un produit scalaire
sur H'. 11 induit bien la norme usuelle de H' car (T1/T1) g = (v1i/vi)m = |[vill% = llew % = |Til% car ¢
est une isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

Soient E une.v. sur K, K = RouC, et B = {e;, i € I} C E une famille d’éléments de E (I’ensemble I est
quelconque, il peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable). On rappelle que B = {e;, i € I} C F est une
base (algébrique) de £ si B vérifie les deux propriétés suivantes :
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1. B est libre, c’est-a-dire :

Y icy aiei =0, avec

J C I, card(J) < oo, = «; = 0 pour tout i € J,

o; € K pour tout ¢ € J,
2. B est génératrice, c’est-a-dire que pour tout u € F, il existe J C I, card(J) < oo, et il existe (o;)ics C K t.q.

U=y ey

En notant vect{e;, i € I} I’espace vectoriel engendré par la famille {e;, i € I}, le fait que B soit génératrice
s’écritdonc : F = vect{e;, i € I'}.
On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette propriété se démontre a partir de
I’axiome du choix.

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de base : la notion de base
hilbertienne.

Définition 6.11 Soient H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, et B = {e;, i € I} C H une famille
d’éléments de H (I’ensemble I est quelconque). La famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

[ 1sii=j, o
1. (e,/ej)féwf{ 0sii 4], pour touti,j € I.
2. vect{e;, i € I} = H. On rappelle que vect{e;, i € I} = {3, ; azes, J C I, card(J) < oo, (a)ies C K}

Remarque 6.19 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C.

1. Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases algébriques). Le
cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension de H puisque, par définition, la dimension de H
est égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie). La démonstration
de I’existence de bases hilbertiennes suit celle de la proposition 6.17 (la récurrence dans la construction de la
famille des e,, s’arréte pour n = dim(H) — 1, voir la preuve de la proposition 6.17).

2. Si H est de dimension infinie et que H est séparable (voir la définition 6.12), il existe des bases hilbertiennes
dénombrables (voir la proposition 6.17).

3. Si H est de dimension infinie et que H est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes (ceci se
démontre avec I’axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Définition 6.12 Soit E un e.v.n. sur K, K = R ou C. On dit que E est séparable si il existe A C Et.q. A= FE et
A au plus dénombrable.

Proposition 6.17 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, de dimension infinie. On suppose que H est
séparable . Alors, il existe B = {e;, i € N} C H, base hilbertienne de H.

DEMONSTRATION : Comme H est séparable, il existe une famille {f,,, n € N} C H dense dans H, c’est-a-dire
tq. {fn, n € N} = H.

On va construire, par une récurrence sur n, une famille {e,,, n € N} t.q.:

1. (en/em) = 6pnm pour tout n,m € N,

2. {fo,--» fn} C vect{eg,...,e,} pourtoutn € N.
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On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aura f; € vect{e,, n € N}, pour tout ¢ € N, et donc H =
{fn,neN} C {en,neN} C H,dot H = {e,, n € N}. Avec la propriété (e,/en) = On,m pour tout
n,m € N, ceci donne bien que {e,,, n € N} est une base hilbertienne de H.

On construit maintenant la famille {e,,, n € N}.

Construction de ¢

Soit ¢(0) = min{i € N; f; # 0} (les f; ne sont pas tous nuls car H # {0}). On prend ¢y = L@ ge sorte que

oI
(eo/eg) = let fo € vect{eg} (car fo = || folleo, méme si ©(0) # 0).

Construction de e, 1

Soit n € N. On suppose construits eg, . . . , €, t.q.

- (ep/em) = 6, m pour tout p,m € {0,...,n},

- {fo,---, fo} Cvect{eq,...,e,} pourtoutp € {0,...,n}.

(Ce qui est vérifié pour n = 0 grice a la construction de eg.)

On construit maintenant e,, 41 t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies avec n + 1 au lieu de n.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc vect{ey,...,e,} = vect{eo, ..., e, }. Si
/i € vect{eg, ..., e, } pourtouti € N, on a alors {f;, i € N} C vect{eo, ..., e, } etdonc H = vect{f;, i € N} C
vect{eg, ..., e,} = vect{eq, ..., e, }. Ce qui prouve que H est de dimension finie (et dim(H) = n + 1). Comme
H est de dimension infinie, il existe donc ¢ € N t.q. f; & vect{eo,...,e,} (dans le cas ot H est dimension
finie, la construction de la famille des e, s’arréte pour n = dim(H) — 1 et on obtient une base hilbertienne
avec {eg,...,en}). On pose alors ¢(n + 1) = min{i € N; f; & vect{eg,...,e,}}. On a donc, en particulier,
@©(n+1) >n+1.Enprenant &, 1 = fu(n41) — Do i€ avec o = (fs(n41)/€;) pour touti € {0,...,n}, on

remarque que €,41 7 0 (car f,m11) & vect{eo,...,en}) et que (€ny1/e;) = 0 pourtouti € {0,...,n}. I suffit
alors de prendre e, 1 = H:ﬁ 7 pour avoir (ep/€y,) = 0p,m pour tout p,m € {0,...,n+1}. Enfin, il est clair que
frt1 € vect{eg, ..., enr1}carona fri1 = ||€nt1ll€nt +Z?=O aje; € vect{eg,...,ept1}sip(n+1) =n+1

et fni1 € vect{eg,...,en}tsip(n+1) >n+ 1.

On a donc bien trouvé e,, 1 t.q.

— (ep/em) = Opm pour tout p,m € {0,...,n+ 1},

= {fo...., fp} Cvect{eq,...,ep} pourtoutp € {0,...,n+ 1}.

Ce qui conclut la construction de la famille {e,,, n € N} vérifiant les deux assertions demandées. Comme cela a
déja été dit, la famille {e,, n € N} est alors une base hilbertienne de H. n

La proposition 6.17 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimension infinie, admet une base
hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que tout espace de
Hilbert admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.24). La
proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.18 Soient H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. et {e,,, n € N} une base hilbertienne de
H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.24) et, dans ce cas, une telle base existe
d’apreés la proposition 6.17). Alors :

1. (Identité de Bessel) ||u||®* = 3, . |(u/en)|?, pour tout u € H,
2. u=Y, cn(u/en)en, pour tout w € H, c’est-a-dire Y " (u/e;)e; — udans H, quand n — oo,

3. soient u € H et (ap)neny C K t.q. u = ZHEN ape, (c’est-a-dire Z:‘:o a;e; — wdans H quand n — 00),
alors a; = (u/e;) pour touti € N,

4. (identité de Parseval) (u/v) =, n(u/en)(v/eyn), pour tout u,v € H.
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DEMONSTRATION : Pour n € N, on pose F,, = vect{eg,...,e,}. F;, est donc un s.e.v. fermé de H (on a
dim(F;,) = n+1 et on rappelle qu’un espace de dimension finie est toujours complet, F}, est donc fermé dans H).

On remarque que F,, C F,, 11 pour tout n € N, que U, enF,, = vect{e;, i € N} et donc que U,,enF,, = H (car
{e;, i € N} est une base hilbertienne de H).

Soit u € H. La suite (d(u, F},))nen est décroissante (car F,, C F, 1), on a donc d(u, Fy,) | [ quand n — oo,
avec [ > 0. On va montrer que [ = 0. En effet, pour tout ¢ > 0, il existe v € UpenF), t.q. d(v,u) < & (car
UnenFy, = H). llexiste donc n € Nt.q. v € F,,. Onaalors d(u, F},) < ¢, ce qui prouve que [ < . Comme £ > 0
est arbitraire, on a bien montré que [ = 0.

On utilise maintenant le théoréme d’existence et d’unicité de la projection sur un convexe fermé non vide (théoreme
6.7). Il donne I’existence (et 1’unicité) de u,, = Pr, u € F), t.q. d(un,,u) = d(u, F,,), pour tout n € N. On a alors
u = (u — up) + u, et la deuxiéme caractérisation de la projection (proposition 6.16) donne que (v — u,,) € F-.
Le théoréme de Pythagore (théoréme 6.6) donne enfin que ||ul|? = ||u,||®> + ||u — u, . Comme ||u — u,| =
d(u,uy,) = d(u, F,,) 1 0 quand n — oo, on en déduit que

lun||* = 0, quand n — oc. (6.27)
Soit n € N. Comme u,, € F,, = vect{eg,...,e,}, on a u, = Z?:o aje; avec a; = (up/e;) pour tout i €
{0,...,n} (car (e;/e;) = &, pour tout i, ). Puis, comme (u — u,) € F;-, ona (u— u,/e;) = 0 pour tout
i € {0,...,n}, d’out I'on déduit que ov; = (u/e;) pour tout i € {0,...,n}. On a donc montré que u, =

S o(u/e;)ei. Ce qui, avec le théoreme de Pythagore, donne |[u,[|* = Y1, |(u/e;)[*. On obtient donc, avec

(6.27) le premier item de la proposition, c’est-a-dire I’identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxiéme item de la proposition. En reprenant les notations précédentes, on a, pour
u€ H,u= (u—upn)+uyet(u—u,) — 0dans H quand n — oo (car ||u — u, || = d(u, F},)). On a donc u,, — u
dans H quand n — oo. Ceci donne bien le deuxieme item de la proposition car on a vu que u,, = Z?:O(u/ €;)e;.

Pour montrer le troisieme item de la proposition, on suppose que (c;);eny C K est t.q. > ., a;e; — u dans H
quand n — oo. Soit j € N. On remarque que (Y., aze;/ej) = > ai(e;/ej) = pour n > j. En utilisant la
continuité du produit scalaire par rapport a son premier argument (ce qui est une conséquence simple de 1’inégalité
de Cauchy-Schwarz), on en déduit (faisant n — co) que (u/e;) = a;. Ce qui prouve bien le troisiéme item de la
proposition.

Enfin, pour montrer I’identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire par rapport a ses deux argu-
ments (ce qui est aussi une conséquence de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est-a-dire le fait que

u, — u dans H, quand n — oo, )
v — v dans H, quand n — oo, } = (un/vn) = (u/v) quand n — oco. (6.28)

Pour u,v € H, on utilise (6.28) avec u,, = Y. (u/e;)e; etv, = > (v/e;)e;. On abien u,, — uet v, — v

(d’apres le deuxieme item) et on conclut en remarquant que (un/vy) = 21" D0 o(u/ei)(v/ej)(ei/e;) =

S o(ufe)(v]e;). [
Remarque 6.20 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, séparable et de dimension infinie.

1. Soit {e,, n € N} une base hilbertienne de I et soit ¢ : N — N bijective. On pose €, = e,(,). Comme
{en, n € N} = {€,,, n € N}, la famille {€,,, n € N} est donc aussi une base hilbertienne de H. On peut donc
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appliquer la proposition 6.18 avec la famille {e,,, n € N} ou avec la famille {é,,, n € N}. Le deuxiéme item de
la proposition 6.18 donne alors, pour tout u € H,

U= Z(u/en)en = Z(U/%(n))%(m

neN neN

Ceci montre que la série ) (u/ey)e, est commutativement convergente, c’est-a-dire qu’elle est convergente,
dans H, quel que soit I’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de
I’ordre dans lequel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette série peut ne pas €tre absolument convergente.

On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite (Z?:o H%ei)neN C H est de Cauchy, donc converge,
dans H, quand n — oo, vers un certain u. Pour cet élément u de H, on a (u/e;) = 14%1 pour tout ¢ € N.

La série ) .(u/en)en est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument convergente car
Yonen lw/en)enll =37, cn n%rl = oo (voir a ce propos le corrigé 114). L’exercice 6.34 compléte cet exemple
en construisant une isométrie bijective naturelle entre H et [2.

Par contre, on rappelle que, dans R ou C, une série est commutativement convergente si et seulement si elle est
absolument convergente (voir 1’exercice 2.33). On peut d’ailleurs remarquer que la série donnée a I’item 4 de la
proposition 6.18 est commutativement convergente (pour la méme raison que pour la série de ’item 2, donnée ci
dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour u,v € H,ona |(u/e;)(v/e;)| < [(u/ei)?+|(v/ei)]?
pour tout ¢ € N, ce qui montre bien (grice a I’identité de Bessel) que la série ), . (u/en)(v/ey) est absolument
convergente (dans K).

. Soit I un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite est I = Z) et {e;, i € I} C H.

Soit ¢ : N — I bijective. On pose, pour n € N, &, = e,(,). On a alors {e;, i € I} = {&,,n € N}. La famille
{ei, i € I'} est donc une base hilbertienne si et seulement si la famille {é,,, n € N} est une base hilbertienne.

Si la famille {e;, ¢ € I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la proposition 6.18 avec la famille
{€n, n € N}. On obtient, par exemple, que pour tout u € H :

u=(u/epm)eqm):

neN

La somme de la série ), (u/€p(n))ep(n) ne dépend donc pas du choix de la bijection ¢ entre N et I et il est
alors 1égitime de la noter simplement 3, (u/e;)e;. Ceci est détaillé dans la définition 6.13 et permet d’énoncer
la proposition 6.19.

Définition 6.13 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et I un ensemble dénombrable. Soit (u;);c; C
H. On dit que la série Ziel u; est commutativement convergente si il existe uw € H t.q., pour tout p : N — T

bijective, on ait :

n
Z Ugp(p) —> U, quand m — oo.
p=0

On note alors u =y, u;.

Proposition 6.19 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. Soient I dénombrable et {e;, i € I} une base

hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour tout w € H, la série Y, ; |(u/e;)|* est commutativement convergente et ||[ul|* =
Yierl(w/ei)l?,

2. Pour tout v € H, la série ), (u/e;)e; est commutativement convergente et u =, (u/e;)e;,
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3. soient u € H et (an)nen C K t.q. la série ), | aze; est commutativement convergente et u = y ;. €;,
alors ai; = (u/e;) pour tout i € I,

4. (identité de Parseval) Pour tout u,v € H, la série 3y, (u/e;)(v/e;) est commutativement convergente et

(u/v) =2 ser(u/ei)(v/e:)

DEMONSTRATION : La démonstration est immédiate a partir de la proposition 6.18 et de la définition des séries
commutativement convergentes (définition 6.13). Il suffit de remarquer que {e,(,), n € N} est une base hilber-
tienne de H pour toute application ¢ : N — I bijective (et d’appliquer la proposition 6.18), comme cela est
indiqué dans la remarque 6.20 (deuxieme item). [ ]

La proposition suivante donne une caractérisation tres utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.20 (Caractérisation des bases hilbertiennes)
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe. Soit {e;, i € I} C H t.q. (e;/e;) = 0; j pour tout i,j € 1. Alors,
{e;, i € I'} est une base hilbertienne si et seulement si :

uw€ H, (u/e;) =0Viel =u=0.

DEMONSTRATION : On pose F' = vect{e;, i € I'}. F ests.e.v. de H.

On sait que {e;, 1 € I} est une base hilbertienne si et seulement si ' = H. Or, on a déja vu (proposition 6.1) que
F = H < Ft = {0}. Donc, {e;, i € I'} est une base hilbertienne si et seulement si

u€H7u€FL:>u:O.

Comme u € F* si et seulement si (u/e;) = 0 pour tout i € I, on en déduit que {e;, i € I} est une base
hilbertienne si et seulement si
u€ H, (u/e;) =0Viel=u=0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat de convergence de la série
de Fourier d’une fonction périodique de R dans C.

Pour cet exemple, on prend H = L2(]0, 2], B(]0, 2x[), A), ot A désigne la mesure de Lebesgue sur B(]0, 27]).
On rappelle que H est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur H est donné par (f/g)2

— 27 _
[ fgdx= [;" f(z)g(z)dz pour f,g € H.
Pour n € Z, on définit e,, € H par (en confondant e,, avec son représentant continu) :

1
en(z) = E

La convergence dans H de la série de Fourier de f € H est alors donnée par la proposition suivante (noter que
cette proposition ne donne pas de convergence ponctuelle de la série de Fourier, méme si f est continue).

exp(inz), = €]0, 2n[. (6.29)

Proposition 6.21 (Séries de Fourier) Soit H = L2(]0, 2x[, B(]0, 27[), \). Alors :
1. La famille {e,,, n € Z}, ou e, est donnée par (6.29), est une base hilbertienne de H.

2. Pour tout f € H, la série Znez(f/en)2en est commutativement convergente et

f= Z(f/en)Zen-

neL
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En particulier, on a
n

/0 ’ |f(z) — Z (f/ep)aep(x)|>dx — 0, quand n — co.

p=—n

DEMONSTRATION : Pour démontrer que {e,,, n € Z} est une base hilbertienne, on utilise la proposition 6.20. Il
suffit donc de montrer :

L. (en/em)2 = On.m pour tout n,m € Z,

2.f€H,(f/en)2=0V¥neZ= f=0.

Lassertion 1 est immédiate car (e,,/€,,)2 =
n =m.

UZW % exp(i(n — m)x)dx. Ce qui donne bien 0 si n # m et 1 si

Pour montrer ’assertion 2, soit f € H t.q. (f/e,)2 = 0 pour tout n € Z. On va montrer que f = 0 (c’est-a-dire
f = 0 p.p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1. On note P = vect{e,, n € Z} (P estdonc I’ensemble des polyndmes trigonométriques). Par antilinéarité
du produit scalaire de H par rapport a son deuxiéme argument, on a (f/g) = 0 pour tout g € P.

Etape 2. On note C}, = {g € C([0,27],C); g(0) = g(2m)}. On peut montrer que P est dense dans C), pour
la norme de la convergence uniforme (définie par ||g|l, = max{g(z), x € [0,27]}). On admet ce résultat ici
(c’est une conséquence du théoreme de Stone-Weierstrass). Soit g € Cp, il existe donc (g, )neny € P t.q. gn — ¢
uniformément sur [0, 27]. On a donc ||gn, — glu = ||gn — 9]lcc — 0 quand n — co. Comme A([0, 27]) < oo, on en
déduit que ||g,, — g]|2 — 0 quand n — oo. (Plus précisément, on aici || - |2 < \/ﬂ” “|loo). Comme (f/gn)2 =0
pour tout n € N (par I’étape 1), on en déduit (avec 1’inégalité de Cauchy-Schwarz) que (f/g)2 = 0. On a donc
(f/g)2 = 0 pour tout g € Cp,.

Etape 3. Soit g € C(]0, 2], C). Pour n € N* on définit g, par :

In ()

n (z), siz € [L,2n],
gn ()

g
g(2m) + (g(%) —g(2m))(nx), siz € [0, %[,

de sorte que g, € C,, (noter que gy, est affine entre 0 et - et vérifie g, (0) = g(27) et g, (L) = g()).
Par 1’étape 2, on a (f/gn)2 = 0 pour tout n € N*. D’autre part, le théoréme de convergence dominée dans L?
donne que g,, — ¢ dans H quand n — oo (noter en effet que g, — g p.p. et que g, < ||glloc € H, pour tout

n € N*). On en déduit donc que (f/g)2 = 0. On a donc (f/g)2 = 0 pour tout g € C([0, 27], C).

Etape 4. On prend maintenant g € H = L2(]0, 2x[, B(]0, 27[), ). On définit § de R dans C par § = g sur [0, 27]
et g = O sur R\ [0,27]. On obtient ainsi g € LZ(R, B(R), \) (On a, comme d’habitude, confondu un élément
de L2 avec I’'un de ses représentants ; et A désigne maintenant la mesure de Lebesgue sur B(IR)). On montre dans
Iexercice (corrigé) 6.4 que C.(R,R) est dense dans L2 (R, B(R), A). On en déduit facilement que C..(R, C) est
dense dans L2 (R, B(R), A). I existe donc (hy,)nen C Ce(R, C) t.q. by, — g dans LA(R, B(R), ), quand n — oc.
On en déduit que

27
/ |hn () — g(w)|2d:v < / | () — g(x)de — 0, quand n — oo.
0 R

En posant g, = (hn)),, ,,,» on a donc g, € C([0,27],C) et g, — g dans H, quand n — co. Comme I’étape 3
donne (f/gn)2 = 0 pour tout n € N, on en déduit que (f/g)2 = 0.

Pour conclure, il suffit maintenant de prendre g = f. On obtient (f/f)2 = 0 et donc f = 0 p.p..
On a bien ainsi montré (grice a la proposition 6.20) que {e,,, n € Z} est une base hilbertienne de H.
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On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Soit f € H. La proposition 6.19 donne que la série 3, (f/en)2¢, est commutativement convergente et que

F=> (f/en)sen.

nez

En utilisant la définition 6.13 et la bijection de N dans Z donnée par »(0) = 0, et, pour n > 1, p(2n — 1) = n,
©(2n) = —n, on a donc, en particulier, Z?;o(f/%(m)h%(m) — f,dans H, quand m — co. en prenant m = 2n,
ceci donne exactement

n

/0 ’ |f(z) — Z (f/ep)ep(x)|*dr — 0, quand n — oo.

p=-n

6.3 Dualité dans les espaces I/, 1 < p < 00

6.3.1 Dualité pour p = 2

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note H = L% (E,T,m), avec K = R ou C.

Soit f € L% (E,T,m). On note ¢; : H — K, 'application définie par p;(g) = (g/f)2. On a déja vu
(remarque 6.10) que ¢ € H' (dual topologique de H). On remarque aussi que ||¢¢||z = || f||z = || f]|2. En effet
los (@)l < Ifllllgll s (par Iinégalité de Cauchy-Schwarz) et [0 (f)] < [|f]|%;. Donc :

losllar = sup{ P19 5 e 1 (o) = 17
ol

Le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9 page 145) appliqué a I’espace de Hilbert H = L% (E, T, m)
donne que pour tout 7" € H', il existe un et un seul f € H t.q. T'(g) = (g/f)=2 pour tout g € H, c’est-a-dire un et
unseul f € Htq. T = oy.

L application ¢ : f + oy est donc une isométrie bijective de L% (E, T, m) sur L% (E, T, m). (Noter que ¢ est
linéaire si K = R et antilinéaire si K = C.)

Cette situation est spécifique au cas p = 2. Nous examinons ci-apres le cas général 1 < p < oo.

6.3.2 Dualité pour 1 < p < o

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit p € [1,+o0], on pose ¢ = p% [1,+00] (de sorte que % + é =1,

e 1,
g s’appelle le conjugué de p). Dans toute cette section, on note L}, = L} (E,T,m), avec K = R ou C (et
r € [1,00)).
On cherche a caractériser le dual de L., de maniére semblable a ce qui a été fait a la section précédente dans le
casp = 2.

Soit f € L%, on considere I’application :

Pr g

/gfdm si K =R,
B (6.30)
/gfdm si K =C.
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L’inégalité de Holder (proposition 6.9) montre que ¢s(g) est bien définie si g € L%, et que oy € (L%.)" (dual
topologique de L%.). On peut aussi obtenir un majorant de la norme de ¢ car I'inégalité de Holder donne

o5 (@) < I fllallgllp, pour tout g € Lic,
d’ou I’on déduit que

o5 (9)]
lesliegy = sup{ =0 9 € L\ {01} < I o (631)
P
On définit donc une application ¢ : f — ¢ de L% dans (L%.)'. La définition de ¢ ¢ (formule (6.30)) montre que
cette application est linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. Elle est toujours continue, grice
a (6.31). On montre maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.22

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient p € [1,+0o0] et ¢ = ﬁ‘ Si p = 1, la mesure m est supposée de plus o-
finie. L’application ¢ : f — @y, ot @y est définie par (6.30) est une application de LY, dans (L%,)', linéaire dans
le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus , c’est une isométrie, c’est-a-dire que |[¢¢ ||z y = || fllq
pour tout f € LqK. (L’application ¢ est donc nécessairement injective, mais pas forcément surjective.)

DEMONSTRATION : on sait déja que ¢ est une application de L% dans (L%.)’, linéaire dans le cas K = R et
antilinéaire dans le cas K = C. On sait aussi que [f ||z < |[f]lq pour tout f € L (voir (6.31)). Pour
terminer la démonstration de cette proposition, Il suffit donc de montrer que, pour tout f € L%,

lesllesy = 1fllq- (6.32)

On se limite au cas K = R (les adaptations pour traiter le cas K = C sont faciles a deviner).
Soit f € L. On suppose f # 0 (sinon (6.32) est immédiat). On confond f avec I’un de ses représentants, de sorte

que f € L9 = LL(E, T, m). Pour montrer 6.32, on va chercher g € L% \ {0} t.q. l“ﬂg‘(‘?l =1fllq-

On distingue maintenant trois cas.
Cas1:1 < p < co.Ondéfinitg : E — Rpar g(z) = |f(2)|? Lsign(f(z)) pour tout # € E, avec la fonction

sign : R — R définie par sign(s) = —1si s < 0, sign(s) = 1si s > 0 et (par exemple) sign(0) = 0. La fonction
g est mesurable (comme composée d’applications mesurables) et on a (en notant que p = q%l) :

/\9I”dm:/(Ifl“)ﬁdm:/|f|qdm< 0.

Donc, g € L§, (plus précisément, g € L) et ||gll, = || f

lor(9)] 1 1
S S op——
gl 7y / e

q
¢ # 0. Pour ce choix de g, on a donc

carg— % =1.
On en déduit que

s () 0l
losllyy = sup{E= he L\ {0} = FLER = (1l
1A, Il

ce qui donne (6.32).
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Cas 2 : p = 00. On a, dans ce cas, ¢ = 1. On prend, comme pour le premier cas, g = sign(f). Onaicig € Ly
et [|glleo = 1 (car m(E) # 0, sinon Ly = {0} etil n’y a pas de f € Lk, f # 0). Pour ce choix de g, on a
©5(g) = ||f]l1, donc |“””;ﬁg)‘ = || f|l1 et, comme dans le premier cas, ceci donne (6.32).

Cas 3 : p = 1.0n a, dans ce cas, ¢ = co. Ce cas est un peu plus délicat que les précédents. On ne peut pas toujours

trouver g € L1\ {0} t.q. l“ﬁgﬁ‘gl)l = HfHoo En utilisant le caractére o-fini de m, on va, pour tout n € N*, trouver

gn € L\ {0} tq. Iw‘{g(g:)\ > || flloc — 3. Ce qui permet aussi de montrer (6.32).
Soit n € N*. On pose o, = || flloo — = et A, = {|f| > an}. Onam(A,) > 0 (car m(A,) = 0 donnerait
[flloo < an).

Si m(A,) < oo, on peut prendre g, = sign(f)14, qui est mesurable (car sign(f) et 14, sont mesurables) et
intégrable car m(A,) < co. Onaalors g, € Ly \ {0}, [[gnlli = m(An) et ©5(gn) = [, |fldm > anm(A,).

Donc : s ()] .
Prgn
n

En faisant tendre n vers 1’infini, on en déduit (6.32).

Sim(A,) = oo, le choix de g, = sign(f)14, ne convient pas car sign(f)14, & L. On utilise alors le fait que
m est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite (E,),eny C T t.q. m(E,) < oo, E, C Epy1, pour tout
p € N, et E = UpenE). Par continuité croissante de m, on a donc m(A4,, N E,) + m(A,,) quand p — co. Comme
m(A,) > 0 il existe donc p € N (dépendant de n, on ne note pas cette dépendance) t.q. m(A, N E,) > 0. On
prend alors g, = sign(f)1a,ng,. On a bien alors g, € Li \ {0}, |lgnlls = m(4n N E,) < m(E,) < oo et
or(gn) = fAmEp |fldm > a,m(A, N E,). Donc :

l©r(gn)l 1
lesllzyy > W >an =|fllec — =

En faisant tendre n vers I’infini, on en déduit (6.32). ce qui conclut la preuve de la proposition. u

La proposition 6.22 montre que I’application ¢ : f — ¢, oll ¢ est définie par (6.30) est une application de LY,
dans (L%.)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, ¢’est une isométrie, ¢’est-a-dire
que [[ofllzzy = || fllq pour tout f € Lj . Comme cela a déja été dit, I'application ¢ est donc nécessairement
m]ectlve car ¢ = @, implique pf_j = O etdonc |[f — hllq = [l¢s—nll(Lz ) = 0, ce qui donne f = h p.p.. Mais

I’application ¢ n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est surjective si p = 2 (c’était I’objet de la section
précédente). Le théoréme suivant montre qu’elle est surjective si m est o-finie et p € [1, +o00[ (de sorte qu’on

identifie souvent, dans ce cas, (L)' a L%.).

Théoréme 6.10 (Dualité L? — L?) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini, 1 < p < +o0, ¢ = % o T e
(L%.)'. Alors, il existe un unique f € L 1.q.

/gfdmsiK:R,
T(g) = _
/gfdmsiK:(C,

c’est-a-dire t.q. T = @¢ donné par (6.30) (on a donc montré la surjectivité de I’application ¢ : L%, — (L)’
définie par o(f) = @5 pour f € L};)
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Remarque 6.21 (Dual de L°°) Noter que le théoreme précédent est, en général, faux pour p = oco. L’application
@ : [ @y, ol gy est donnée par (6.30) est donc une isométrie (linéaire ou antilinéaire, selon que K = R ou C)
de L1, dans (L$2)’ mais I'image de ¢ est, sauf cas trés particuliers, différente de (L$2)’. L application ¢ ne permet
donc pas d’identifier le dual de L% a L}(.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.10 :
La démonstration de ce théoréeme est faite dans 1’exercice 6.43. Elle consiste essentiellement a se ramener directe-
ment 2 appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) dans un espace L2 approprié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste a appliquer le théoreme de Radon-Nikodym, qui
lui-méme se démontre en se ramenant au théoreme de représentation de Riesz. Cette démonstration est donnée,
dans un cas particulier, dans I’exercice 6.40. Nous verrons le théoreme de Radon-Nikodym dans la section suivante,
voir les théoremes 6.11 et 6.12.

Enfin, on propose dans I’exercice 6.42 une autre démonstration de ce théoreme dans le cas p < 2 (utilisant toujours
le théoreme de représentation de Riesz). [ |

Une conséquence intéressante du théoreme de dualité (théoreme 6.10) est le caractere réflexif des espaces LP pour
1 < p < o0, ce que I’on détaille maintenant.

Soit F' un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach complexes). On note F” le dual
(topologique) de F' et F" le dual (topologique) de F’. On dit aussi que F est le bidual de F'. Pour u € F, on
définit J,, : F' — R par

Ju(T) = T(u) pour tout T’ € F'. (6.33)

Il est facile de voir que J,, € F" et ||Ju||F» < ||u||r. On peut en fait montrer que ||.J,||F» = ||ul|F (c’est une
conséquence du théoreme de Hahn-Banach, non démontré ici). Comme I’application J : uw +— J,, est linéaire,

c’est donc une isométrie linéaire de F' dans F”'. Il est alors immédiat que .J est injective. On 1’appelle “’injection
canonique" de F' dans F"'. Par contre, J n’est pas toujours surjective.

Définition 6.14 Soit F' un espace de Banach, F' son dual (topologique) et F"' son bidual (c’est-a-dire le dual
topologique de F'). Pour v € F, on définit J, € F" par (6.33). On dit que I’espace F est réflexif si 'application
J iuws Jy (de F dans F") est surjective (I’application J est toujours injective).

Un espace de Hilbert H est toujours réflexif car I’application J est alors simplement la composée des deux bijec-
tions de H dans H' et de H' dans H” données par le théoréme de représentation de Riesz (Théoreme 6.9). Ce qui
montre que J est surjective. Lespace L% (E, T, m) est donc réflexif. Plus généralement, une conséquence directe
du théoréme 6.10 est que les espaces LP, sont réflexifs pour p €]1, +oo].

Proposition 6.23 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors, 'espace LE(E, T, m) est réflexif.

DEMONSTRATION : On pose g = £, LF = LE(E,T,m)et LY = LL(E, T, m).

On note ® I'application de L” dans (L?)" définie par ®(f) = ¢y, ol ¢y est donnée par (6.30), et on note ¥
’application de L? dans (L)’ définie par ¥(f) = 5.

Comme p # oo et ¢ # 00, le théoréme 6.10 donne que P est une bijection de L? dans (L?)’ et U est une bijection
de L7 dans (LP)’. On rappelle aussi que ® et ¥ sont des isométries linéaires.

Soit s € (LP)”. Pour montrer que L? est réflexif, il suffit de montrer qu’il existe u € L? t.q. J, = s (ou J, est
défini par 6.33), c’est-a-dire t.q. s(T") = T'(u) pour tout T' € (LP)'.
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On va montrer que u = ®~1(s o ¥) convient. En effet, soit T € (LP)’. On a:

T(u) = / Wl (T)dm,

et:

s(T) = (s 0 W)(T~Y(T)) = ®(w)(T~Y(T)) = /u\Il_l(T)dm = T(u).

On a donc bien montré que I’application J : u +— J, (de LP dans (L?)") est surjective, ¢’est-a-dire que LP est
réflexif.

On peut aussi noter que la démonstration de cette proposition donne en fait que J, = ®(u) o ¥~ pour tout
u € LP. u

6.3.3 Théoréme de Radon-Nikodym

La définition 4.4 donnait la définition d’une mesure de densité. On reprend ici cette définition et on donne aussi la
définition de mesure “signée" de densité.

Définition 6.15 (Mesure de densité) Soir (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit y une mesure sur T. On dit que p est une mesure de densité par rapport a m si il existe f € M4 t.q.
w(A) = fA fdm, pour tout A € T. On pose alors . = fm (on dit aussi que f est la densité de p par rapport a
m).

2. Soit | une mesure signée sur T. On dit que |1 est une mesure signée de densité par rapport a m si il existe
f € Ly(E, T, m)tq u(A) = [, fdm, pour tout A € T. On pose alors 1 = fm (on dit aussi que [ est la
densité de i par rapport a m).

Remarque 6.22 (Sur les mesures de densité) Soient (E, 7', m) un espace mesuré et ; une mesure sur 7.

1. (Unicité de la densité) Soit f,g € M. On suppose que u = fm et u = gm. On a alors f = g m-p.p.. En
effet, on doit avoir [, fdm = [, gdm pour tout A € T'. En choisissant A = {f > g} puis A = {f < g}, onen
déduit que f{f>g}(f —g)dm + f{f<g}(g — f)dm = 0. Ce qui donne [ |f — g|dm = 0 etdonc f = g m-p.p..

2. (Espace £! pour une mesure de densité) Soit f € M, tq. u = fm. Soit g € M, 'exercice (corrigé) 4.22
donne alors les assertions suivantes :

(@ geLy(E,T,p) e fgely(E,T,m),
(b) g € LE(E,T,p) = [ gdp = [ fgdm.

3. (Absolue continuité d’une mesure de densité) Soit f € M t.q. u = fm. Soit A € T t.q. m(A) = 0. On a alors

f14 = 0m-p.p. etdonc pu(A) = [ fladm = 0. Selon la définition 6.16 ci-apres, ceci montre que la mesure

est absolument continue par rapport a la mesure m. L’ objectif du théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.11)
sera de démontrer la réciproque de ce résultat (si p est finie et m est o-finie).

Rappelons la définition d’une mesure absolument continue :

Définition 6.16 (Mesure absolument continue) Soient (E, T, m) un espace mesuré et [, une mesure (positive ou
signée) sur T'. On dit que [ est absolument continue par rapport a m, et on note |1 << m, i :

AeT,m(A)=0= p(Ad) =0.
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Remarque 6.23 On donne ici un exemple de mesure non absolument continue : on prend (E,T,m) = (R, B(R),
A) et i = &g (mesure de Dirac en 0 sur B(R)). Comme A({0} = 0 et 6o({0} = 1, la mesure oy n’est pas
absolument continue par rapport a \.

On donne maintenant le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures (positives).

Théoréme 6.11 (Radon-Nikodym) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini et j une mesure finie sur T. Alors,
1 est absolument continue par rapport a m si et seulement si [y est une mesure de densité par rapport a m.

DEMONSTRATION :

Sens («<=). Ce sens a été montré dans le troisieéme item de la remarque 6.22 (et les hypoth eses “u finie" et “m o-
finie" sont inutiles. (Noter aussi que le premier item de cette méme remarque donne 1’unicité m-p.p. de la densité
de p par rapport a m.)

Sens (=). Pour toute mesure v sur T et pour tout 1 < p < oo, on note LP(v) = LE(E,T,v) et LP(v) =
LE(E,T,v).

Pour démontrer que p est absolument continue par rapport a m, on va appliquer le théoreme de représentation de
Riesz (théoréme 6.9) dans I"espace de Hilbert H = L& ( + m).

On rappelle d’abord que 1’exercice (corrigé) 4.2 donne que ;1 +m est une mesure sur 7" (définie par (u+m)(A) =
1(A) + m(A) pour tout A € T) et que les deux propriétés suivantes sont vérifiées (questions 1 et 2 de ’exercice
4.2):

g€ L (p+m) & ge Ll (n)nL(m),
ge L (u+m)= /gd(,u +m) = /gdu + /gdm. (6.34)
Il est aussi clair que [ fd(u+m) = [ fdu+ [ fdm pour tout f € M (voir le corrigé 62 de Iexercice 4.2).

Pour g € M, onadonc [ g?d(u+m) = [ g*du+ [ g*dm, ce qui donne L£?(p+ m) = L2(p) N L2 (m).
Enfin, pour A € T, on a (u + m)(A) = 0 si et seulement si p(A) = m(A) = 0. Onadonc, pour f,g : E = R:

f=guppp,

f=g+m)pp. < { F=gmpp.

On décompose maintenant la démonstration en 3 étapes.

Etape 1. Utilisation du théoréme de Riesz.
On pose H = L%(pu + m) (H est donc un espace de Hilbert). On veut définir T : H — R par:

T(g) = /gdu pour tout g € H. (6.35)

On montre tout d’abord que cette définition est correcte. Soit g € H = L?(u + m). On choisit un représentant de
g, encore noté g, de sorte que g € £2(p +m) = L2() N L?(m). Comm p est finie, on a £2(p) € L£1(p). Donc
g € LY (), [ gdu existe et appartient & R. Puis, on remarque que [ gdp ne dépend pas du représentant choisi car
g1 = g2 (1 + m)-p.p. implique g; = go pu-p.p.. L’application T est donc bien définie de H dans R par (6.35).

On montre maintenant que 7' € H’. Il est immédiat que 7" est linéaire. On remarque ensuite que, pour tout
g € H, on a, en utilisant I"inégalité de Cauchy-Schwarz avec g et 1g, |T(g)| = | [ gdu| < ||gllz2¢0) v/ 1(E) <

19112 (u-m) V (E)) = (|9l /1(E). Onadone T € H (et [T < /pu(E)).
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On peut maintenant appliquer le théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.9). Il donne qu’il existe ¢ €
H = L*(p+m) tq. T(9) = [ ged(p + m) pour tout g € L?(p + m). On choisit un représentant de ¢, encore
noté . On a alors ¢ € L2(p +m) et

/gd,u = /ggad(u +m) pour tout g € L2 (1 + m). (6.36)

Pour g € L%(u+m),ona gp € L*(u+ m) etdonc [ gpd(p+m) = [ gpdp + [ gedm (d’apres (6.34)). On
déduit donc de (6.36) :

g(1 — @)du = /ggodm, pour tout g € L2(p + m). (6.37)
Etape 2. On cherche dans cette étape des bornes sur ¢.

On montre tout d’abord que ¢ > 0 m-p.p. et u-p.p. (ce qui est équivalent a dire que ¢ > 0 (p + m)-p.p.).
Comme m est o-finie, il existe une suite (A,)en C T t.q. m(A,) < oo pour tout n € Net F = UpenA,,. Pour
n €N, onpose B, = {p < 0} N A, € T. Dans (6.37), on prend g = 1p, (on a bien g € L2(u + m) car
(1 +m)(Br) < n(E) +m(A,) < 00). On obtient

/(1 —@)lp, dp = /tﬂandm-

Comme (1 — ¢) > 0 et < 0sur B, on en déduit que (1 — ¢)1p, = 0 p-p.p. et ¢lp, = 0 m-p.p. et donc
1(Bn) = m(By) = 0.

Par ¢-additivité d’une mesure, comme { < 0} = UpenDBy, on en déduit (n +m)({e < 0}) < 3 n(u +
m)(By) = 0etdonc ¢ > 0 (x4 m)-p.p..

On montre maintenant que ¢ < 1 (& + m)-p.p..

On prend dans (6.37) g = 1¢,, avec C,, = {¢ > 1} N A, (on abien g € L2(pn + m) car (1 + m)(Cp) <
w(E) +m(A,) < 00). On obtient

/(1 —p)lo,du = /¢1cndm-

Comme (1 — ¢) < 0etp > 0 sur Cp, on en déduit que (1 — p)lg, = 0 p-p.p. et plc, = 0 m-p.p. et
donc m(C,) = 0. Mais on ne peut en déduire p(C,) = 0 (car on a seulement (1 — ¢) < 0 sur C,, et non
(1 —¢) < 0). Cest ici (et seulement ici) qu’on utilise I’hypothese d’absolue continuité de p par rapport a m.
Comme m(C,,) = 0, I'hypothese p << m donne p(C,) = 0. Comme {¢ > 1} = U,enCh, on en déduit
(k+m)({p >1}) <3 enlp+m)(Crn) = 0etdonc o <1 (u+m)-p.p..

On a donc montré que 0 < ¢ < 1 (u + m)-p.p.. En changeant ¢ sur un ensemble de mesure (x + m) nulle, on

peut donc supposer 0 < () < 1 pour tout z € E. On a toujours o € £L2(u + m) et (6.37) reste vraie.

Etape 3. On montre maintenant que y = fm avec f = ﬁ.

On montre tout d’abord que (6.37) est vraie pour tout g € M :

— Onremarque d’abord que (6.37) est vraie sig = 14 avec A € T't.q. m(A) < oo car, dans ce cas, g € L2(u+m).

— On suppose maintenant que A € 7. Comme m est o-finie, il existe une suite (E,,),eny C T t.q. m(E,,) < oo,
E, C Epy1,pourtoutn € N, et £ = UpenE,. Onprend g, = 1, avec B, = AN E,,, de sorte que g, T 14
etdonc (1 — p)gn T (1 — ¢)la et g, T ¢1la. Comme (6.37) est vraie pour g = g, (car m(B,) < o0), le
théoreme de convergence monotone (théoreme 4.1) appliqué aux mesures p et m donne (6.37) pour g = 1 4.

— Sig € &4, il est alors facile de montrer que (6.37) est vraie. C’est une conséquence immédiate de la linéarité
positive de ’intégrale sur M .
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— On prend enfin g € M. l existe (gn)nen € €4 t.q- gn T g. Onadonc (1 — ¢)g, T (1 — ¢)g et pg, T ¢g. On
écrit (6.37) pour g, au lieu de g. En passant a la limite quand n — oo, le théoreme de convergence monotone
(théoréme 4.1) appliqué aux mesures y et m donne (6.37) pour g.

On a donc maintenant ¢ mesurable, 0 < ¢(z) < 1 pour tout z € E et (6.37) pour tout g € M.

Soit h € M. On pose g = &. Onag e M, (car 0 < ¢(x) < 1 pour tout z € E). (6.37) donne alors

/ hdy = / h—2"dm. (6.38)
L=

En posant f = ﬁ, ona f € My et (6.38) avec h = 14 donne p(A) = [ f1adm pour tout A € T, ¢’est-a-dire

= fm. [

Théoréme 6.12 (Radon-Nikodym, mesures signées) Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit ji une mesure si-
gnée sur T, alors :
p<<m<=3f € Lg(E, T,m) u= fm. (6.39)

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici, elle consiste essentiellement a se ramener au théoréme
6.11 en décomposant p sous la forme o = 4 — p— comme cela est fait dans la proposition 2.6. u

6.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi...

6.4.1 Convergence faible et faible-x

On limite ce paragraphe au cas des espaces de Banach réels. L’extension au cas des Banach complexes est simple

.

Définition 6.17 (Convergence faible dans un espace de Banach)

Soit I un espace de Banach (réel) et F' son dual topologique (i.e. I'espace des applications linéaires continues
sur F dans R). Soit (up,)nen C F et uw € F. On dit que la suite (uy,)nen converge faiblement vers u si pour tout
élement T de F', ona : T'(u,) — T(u) (dans R) quand n — oo.

Par le théoréme 6.10, on a donc la proposition suivante sur la convergence faible dans Li(E, T,m),pourl < p <
+00 :

Proposition 6.24 (Convergence faible dans L?)

Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,+00] et q le conjugué de p, LP = LE(E, T, m), (fo)nen C LP et f
€ LP. Alors, la suite (f)nen converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g € Li(E,T,m),
[ fngdm — [ fgdm quand n — .

DEMONSTRATION :

On note ® I’application de L? dans (L?)" définie par ®(f) = ¢y, oll ¢y est donnée par (6.30), La démonstration
de cette proposition est alors immédiate quand on remarque que le théoréme 6.10 donne que ® est une bijection de
L% dans (LP)'. ]

Définition 6.18 (Convergence faible x dans le dual d’un espace de Banach)

Soit F un espace de Banach (réel) et F' son dual topologique ; soit (Ty,)neny C F' et T € F'. On dit que la suite
(T))nen converge vers T dans F' pour la topologie faible x si pour tout élement u de F, on a : T,,(u) — T(u)
(dans R) quand n — oo.
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La proposition 8.3 du chapitre 8 donne une propriétée intéressante de compacité faible-x séquentielle des bornés
du dual d’un espace de Banach séparable.

Remarque 6.24 (Convergence forte, faible et faible x) Soit F' un espace de Banach (réel).

1. Soient (T},)en C F' et T € F’. Les implications suivantes sont alors immédiates :
T, — T = T, — T faiblement = T,, — T x-faiblement.

La deuxieéme implication est une conséquence de I’injection canonique de F' dans F"” (construite avec (6.33)).
2. Pour u € F, on définit .J,, € F" avec (6.33). Soient (uy,)nen C F etu € F. On a alors :

upn, — u faiblement dans F < J,,, — J,, *-faiblement dans F".

Mais, si F' n’est pas réflexif, I’application J : u — J,, de F dans F"”, n’est pas surjective et on peut avoir
une suite (i, )nen non faiblement convergente dans F alors que la suite (J,,,, )nen est x-faiblement convergente
dans "', Dans ce cas, la limite de (.J,,,, )»en pour la topologie faible-x de I n’est pas dans 1’image de J.

Dans le cas ol F' est un espace de Banach réflexif, ’application J : u + J,, est surjective de F' dans F”’ et on a
alors :

1. Soient (T}, )pen C F' et T € F’. Alors :
T,, — T faiblement dans F’ < T,, — T x-faiblement dans F’.

2. Soit (tn)nen C F. La suite (uy,)nen est faiblement convergente dans F' si et seulement si la suite (J,,, )nen est
*-faiblement convergente dans F”'.

Soit1 < p<oo,doncl <gq= p%l < 00.Onnote LP = LY (E,T,m), LY = L (E, T, m) et ® I’application de
LP dans (L?)’ définie par ®(f) = ¢, ol ¢ est donnée par (6.30). Le théoréme 6.10 donne que P est une bijection
de L? dans (L?)’. On confond (ou on identifie) fréquemment u € L avec ®(u) € (L?)’. On a alors une notion de
convergence faible-x dans LP. Si 1 < p < oo (on a alors aussi 1 < ¢ < 00), les notions de convergente faible et
faible-x dans L? sont équivalentes. Dans le cas de L>°, que 1’on identifie fréquemment avec le dual (topologique)
de L', les notions de convergente faible et faible-x sont différentes. La convergence faible est plus forte que la
convergence faible-x. On donne ci dessous la définition de convergence faible-x quand on considére L°° comme
le dual de L.

Définition 6.19 (Convergence faible x dans L°°)

Soient (E,T,m) un espace mesuré et L = L3°(E,T,m). Soient (fp)nen C L et f € L. On dit que la
suite (fn)nen converge vers f dans L™ pour la topologie faible x si pour tout élement g de L: (E, T, m), ona :
[ fngdm — [ fgdm.

6.4.2 Convergence étroite et convergence en loi

Si m est une mesure finie sur les boréliens de R%, on note L,, I’application de Cy,(R?, R) dans R définie par
Ly, (¢) = f pdm (cette application caractérise m, d’apres la proposition 5.4). On a vu au chapitre 5 que L,, €
Cy(R4, R)’. Soit (my,)nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie sur
les boréliens de R?. La convergence faible-x dans (Cy(R%, R)’ de L,,, vers L,,, quand n — oo, signifie donc que
limy, 00 [ @dm,, = [ dm, pour tout ¢ € Cy,(R%, R). Ceci s’appelle la convergence étroite de m,, vers m.

Définition 6.20 (Convergence étroite et vague) Soit (m,, ),cn une suite de mesures finies sur les boréliens de R4
(d > 1) et m une mesure finie sur les boréliens de R,
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1. On dit que m,, — m étroitement, quand n — oo, Si :

/ pdmy, — /gpdm pour tout ¢ € Cy(R%,R)).
2. On dit que m,, — m vaguement, quand n — oo, Si :

/gpdmn — / wdm pour tout ¢ € C.(R%,R)).

La proposition suivante montre que la convergence vague et la convergence des masses totales donnent la conver-
gence étroite. Si m et les mesures m,, sont des probabilités, la convergence étroite de m,, vers m (quand n — 00)
est donc équivalente a la convergence vague.

Proposition 6.25 Soit (m., )nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de RY. On suppose que m,, — m vaguement et que m,(R) — m(R) (quand n — 0o). On a
alors m,, — m étroitement. (La réciproque de cette proposition est inmédiate.)

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est contenue dans I’exercice 5.19. n

La convergence en loi d’une suite de v.a.r. est définie par la convergence étroite (ou vague, puisque c’est équivalent
pour des probabilités) des lois des v.a.r..

Définition 6.21 Soit (0, A, p) un espace probabilisé, (X, )nen une suite de v.a.r. sur (Q, A, p) et X une v.a.r. sur
(Q, A, p). On dit que X,, — X en loi, quand n — oo, si :

/go(Xn)dp — /np(X)dppour tout p € Cy(R,R).

(Ce que est équivalent a dire que Px,, — Px étroitement.)

Noter qu’il serait possible de définir la convergence en loi pour une suite de v.a.r. définies sur des espaces probabi-
lisés différents (c’est-a-dire que X, serait définie sur I’espace probablisé (£2,,, A, p,) dépendant de n, et X serait
définie sur (2, A, p)).

Une propriété parfois intéressante d’une suite de mesures convergeant étroitement est la “tension" de cette suite.
On définit maintenant cette notion de “tension".

Définition 6.22 Soit (m,,)nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1). On dit que la suite
(mn)nen est tendue si

lim m,,(B;) = 0, uniformément par rapport a n,
a—r 00

avec B, = {z € R, |z| < a}.

Dans la proposition précédente, la propriété importante est la caractere uniforme (par rapport a n) de la conver-
gence vers 0 de m,,(BS). En effet, pour tout n fixé, la continuité décroissante de la mesure m,, donne que
limg—s oo My (BE) = 0. On montre maintenant que la convergence étroite d’une suite implique sa tension.

Proposition 6.26 Soit (m,,)nen une suite de mesures finies sur les boréliens de R? (d > 1) et m une mesure finie
sur les boréliens de R%. On suppose que m,, — m étroitement. Alors la suite (mp)nen est tendue.

En particulier, soit (2, A, p) un espace probabilisé, (X,,)nen une suite de v.a.r. sur (2, A, p) et X une v.a.r. sur
(Q, A, p). On suppose que X,, — X en loi. La suite (Px,, )nen est alors tendue, ¢’est-a-dire

lim p({|X,| > a}) = 0 uniformément par rapport a n.
a—+00
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DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est ici aussi essentiellement contenue dans 1’exer-
cice 5.19. En effet, soit ¢ > 0, la question 3 de I’exercice 5.19 (corrigé 100) montre qu’il existe ¢ € C.(R? R)
t.q. 0 < ¢(z) < 1, pour tout z € R, et Jga(1 = @)dm,, < e pour tout n € N. En prenant & > 0 t.q. o = 0
sur B¢ (c’est-a-dire que le support de ¢ est inclus dans B, = {z € R%, |z| < a}), on a donc, pour tout n € N,
my, (BE) < e. Ce qui montre bien que la suite (m,, )nen est tendue. [

Enfin, on donne maintenant un lien entre convergence en loi et convergence des fonctions de répartition. En par-
ticulier, la convergence en loi donne la convergence des fonctions de répartition en tout point de continuité de la
fonction de répartition de la v.a.r. limite.

Proposition 6.27 Soit (2, A, p) un espace probabilisé, (X,,)ncn une suite de v.a.r. et X une v.a.r.

1. On suppose que X, — X en loi, quand n — cc. Soit a € R t.q. p({X = a}) = 0 (c’est-a-dire que la fonction
de répartition de X est continue au point a). On a alors

lim p({X, > a}) = p({X > a}) = p({X > a}) = lim p({X, > a}).

(La méme propriété est vraie en remplagcant > par <.)
2. On suppose que lim,,_,o. p({X,, > a}) = p({X > a}) pour tout a € R t.q. p({X = a}) = 0. On a alors
X, — X enloi, quand n — cc.

DEMONSTRATION : Cette proposition est démontrée dans les exercices 6.58 et 6.59 (en particulier, la premiere
partie du corrigé 139 page 429 donne le premier item de la proposition 6.27). n

6.4.3 Lois des grands nombres, théoréme central limite

Dans ce paragraphe, on donne des résultats de convergence (en probabilité, p.s., en loi) pour des sommes de v.a.r.
indépendantes. Nous commencons ce paragraphe par un résutat (simple) sur la variance de la somme de v.a.r.
indépendantes, dont on déduit la loi faible des grands nombre qui donne non seulement un résultat de convergence
(en probabilité) mais aussi des estimations précises sur cette convergence. Puis, on énonce la loi forte des grands
nombres et le théoréme central limite.

Proposition 6.28 Soit (2, A, p) un espace probabilisé et (X,,)ncn+ une suite de v.a.r. indépendantes 2 a 2 et de
carré intégrable. On a alors, pour tout n € N*,

Var(Xq + ...+ X)) = Var(Xq) + ... + Var(X,,).
DEMONSTRATION : On pose S, = > ., X; et E; = E(X;). On a alors, par linéarité de I’intégrale, E(S,,) =
Sor  Ejet:

n

)Y (X, - Ej))

i=1 i=j

bD

5]

Var(S,) = E((S, — E(S,))?) = EQ) _(Xi — E
"
= E((X; — E))(X; — Ej)).
i,j=1
Pour ¢ # j, on a, comme X; et X; sont indépendantes, E((X; — E;)(X; — E;)) = E(X; — E;)E(X; — E;) = 0.
On en déduit :

Var(S,,) = ZE((Xi —E)?) = ZVar(Xi).
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Proposition 6.29 (Loi faible des grands nombres) Soit (2, A, p) un espace probabilisé et (X,,)nen+ une suite
de v.a.r. indépendantes 2 a 2 et de carré intégrable. On suppose que ces v.a.r. sont de méme moyenne m et de
méme variance o2. On pose Yy, = % Z:L:I X (ce sont les “moyenne de Césaro” de la suite (X,,)nenx), alors Yy,
converge stochastiquement (ou en probabilité) vers la v.a.r. constante et égale a m, c’est-a-dire que l’on a :

Ve >0, p(|Y, —m| > ¢e) — 0 lorsque n — +oc.

Plus précisément, on a pour tout € > 0 et n € N*,
2

q

p('KL - m| 2 5) S

bR

3

€
DEMONSTRATION : Soit ¢ > 0 et n € N*. En utilisant 1’inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.10), on a :

PlIY, =l > &) = (Yo~ m)? 2 %) < B((Ye — m)?)

Puis, en posant S, = Y1 | X;, ona E((Y,, —m)?) = L E((S,, — nm)?) = % La proposition 6.28 donne
Var(S,,) = nVar(X;) = no2. On en déduit finalement

1 no o
p(|Yn —m| >¢) < PO e b

On donne maintenant, sans démonstration, la loi forte des grands nombres.
Proposition 6.30 (Loi forte des grands nombres) Soir (2, A, p) un espace probabilisé et (X,,)nen+ une suite
de v.a.r. indépendantes.
1. On suppose ici que les X,, sont de carré intégrable, que E(X,,) = 0 pour tout n € N* et que
> E(X})/(n®) < .
neN*
On a alors :
1 n
— ZXi — 0 p.s., quand n — .
n
i=1

2. On suppose ici que la suite (X,,)nen est une suite de v.a.ri.i.d. et que E(|X1]) < co. Alors :

1 n
= ZXi — E(X1) p-s., quand n — oo.
n

i=1
On donne enfin, sans démonstration, le théoréme central limite.

Théoreme 6.13
Soit (2, A, p) un espace probabilisé et (X, )nen+ une suite de v.a.ri.i.d. de carrés intégrables. On note m =
E(X1) et 0% = Var(X1). On pose

Y, = % iz:;(xi —m).

La suite (Py, )nen+ converge alors étroitement vers la loi normale N'(0,0?) (la loi normale, ou loi de Gauss,
N(0,02), est définie au chapitre 4section 4.4 dans le cas 2 # 0 et N'(0,0) = &).
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6.5 Exercices

6.5.1 Espaces [P,1 <p < o0

Exercice 6.1 Corrigé 101 page 373
Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,00[ et A € T. On pose F = {f € LY(E, T m); f = 0 p.p. sur A}.
Montrer que F est fermé (dans L (E, T, m)).

Exercice 6.2 Corrigé 102 page 373
Soitp € [1,00] et C = {f € LP(R,B(R),\); f > 0 p.p.}. Montrer que C est d’intérieur vide pour p < oo et
d’intérieur non vide pour p = oo.

Exercice 6.3 (Convergence essentiellement uniforme) Corrigé 103 page 374
Soit (E,T, m) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de £ dans R et f une fonction
mesurable de E dans R.

Montrer que ||fn, — f|looc — 0, quand n — oo, si et seulement si il existe A € T t.q. m(A) = Oet f, — f

uniformément sur A¢, quand n — oc.

Exercice 6.4 (Densité et continuité en moyenne) Corrigé 104 page 375

1. Soit p € [1, co[. Montrer que C,(R, R) est dense dans L% (R, B(R), A). Soit f € LE (R, B(R), A), montrer que
If = f(+n)|, — 0quand b — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = oo ?

Exercice 6.5 (Sur la séparabilité...)

1. Montrer que L% (R, B(R), A) est séparable pour p € [1, co[ et n’est pas séparable pour p = oc.

2. On munit Cp(R, R) et Cy(R,R) de 1a norme de la convergence uniforme. Montrer que Cy(R, R) est séparable
et que C(R, R) n’est pas séparable.

Exercice 6.6 Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f, g, h des fonctions mesurables de E dans R. Soient p, g, €

1
|1, 400, tels que — + — + = = 1, montrer que :
p q r

[ 1sgnlam < ([ 151am)b [ 1gpam)’ [ airam)?.

Exercice 6.7 (Produit L? — L9) Corrigé 105 page 376

Soient (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,+00] et ¢ le conjugué de p (ie. ¢ = p%l). Soient (fp)nen C
LE(B,T,m), (gn)ner C LL(E,T,m), f € LL(E,T,m) et g € LL(E,T,m) tq. fu — f dans LE(E, T,
m) et g, — g dans L (E, T, m). Montrer que [ f,gndm — [ fgdm lorsque n — +o0.

Exercice 6.8 (Caractérisation de £P)
Soit (£, T',m) un espace mesuré, p € [1,00] et ¢ = 5. On note L" I'espace Ly (E, T, m) (pour r € [1, oc]).

Soit f : E — R une application mesurable. On suppose que fg € L' pour tout g € L£%. Le but de 1’exercice est
de montrer (si possible...) que f € LP.

1. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que f € £1.

2. On suppose, dans cette question, que p = oo. Pour montrer que f € £°°, on raisonne par 1’absurde en supposant
que f & L.

165



(a) Soit @ > 0. Montrer qu’il existe 5 > «a t.q. m({a < |f| < 8} > 0. En déduire qu’il existe une suite
croissante (@, )nen t.q. g = 0, a, > netm(A4,) > 0avec 4, = {an, < |f] < ant1} (pour tout n € N).

(b) Soit (b )nen C R.Onpose g = ybnla, (les A, étant définis a la question précédente). Montrer qu’un
choix convenable de (b,,)ncn donne g € Ll et fg & L1,

(c) Conclure.
3. On suppose, dans cette question, que p €]1, 0o et que m(E) < oo. Pour montrer que f € £P, on raisonne une
nouvelle fois par I’absurde en supposant que f & LP.

(a) Soit o > 0. Montrer qu’il existe § > a't.q. 1 < [, [f[Pdm < oo avec A = {a < |f| < }. En déduire qu’il
existe une suite croissante (v, )pen t.q. g = 0et1l < fA |fIPdm < oo avec Ay, = {an < |f] < any1}
(pour tout n € N).

(b) Soit (b, )neny CR.Onpose g = >, - bnlf [P=114, (les A,, étant définis & la question précédente). Montrer
qu’un choix convenable de (b, ),y donne g € L%et fg & L.

(c) Conclure.
4. On suppose, dans cette question, que p €]1, oo[ et que m est o-finie. Montrer que f € LP.
Exercice 6.9 (un peu de calcul diff...)

Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, et g € C1(R,R) et 1 < p < +o00; pour u € L? = LP(E, T, m), on note
g(u) la (classe de) fonction(s) : & — g(u(x)), et G la fonction qui a v associe g(u).

1. Soit 1 < ¢ < 400 ; montrer que G € C(LP, L) ssi il existe C' € R tel que |g(s)| < C|s| +C pour tout s € R.
2. Montrer que G € C1(LP, LP) ssi il existe a,b € R tel que g(s) = as + b pour tout s € R.

Exercice 6.10 Soit f une fonction de R dans R, continue a support compact, montrer que :

Il fllze®.BR),A) = || flloo lorsque p — +oo0.

[Pour montrer que lim4i_nf||f|\Lp(R,B(RM) > || flloos 01 pourra introduire, pour 0 < & < || f||oo, un ensemble A,
pP—+00 : ’

tel queVx € A, |[f()] > || flloc — €. ]

Exercice 6.11 Corrigé 106 page 377
Soit (E, T, m) un espace mesuré, ( fn)nen C L (E, T, m), (gn)nen C L (E, T, m), f € Ly(E, T, m)etg €
L (E, T, m). On suppose que f, — f dans L} (E, T, m).

1. On suppose que g, — g dans L (E, T, m). Montrer que f,g, — fg dans LL(E, T, m).

2. On suppose maintenant que g,, — ¢ p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoir f,g, — fg
dans LL (E, T, m).

3. On suppose maintenant que g, — ¢ p.p. et qu’il existe M € R t.q. ||gnllcc < M. Montrer qu’on a alors
fngn — fgdans Ly (E, T, m).
Exercice 6.12 Soit (E, T, m) un espace mesuré et ;4 une mesure de densité f € M par rapport 2 m, montrer
que :
() [oau= [ sgam vger,
(ii) Soitg € M, alors g € L' () & fg € LY(m), (6.40)
etsig € L'(u), alors /gd,u = /fgdm
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Exercice 6.13

Soit K : R? — R, une fonction mesurable (on a donc K € M (R2, B(R?))). On suppose qu’il existe M € R
t.q. [ K(z,t)dt < M, pourtoutz € R, et [ K(¢,y)dt < M, pour touty € R.

Pour tout 1 < p < oo, on note LP 'espace LE (R, B(R), A) et LP I'espace LL (R, B(R), A).

Si f : R — R est une fonction mesurable, on pose, pour tout z € R t.q. K(z,)f(-) € LY T(f)(z) =
J K (x,t)f(t)dt.

Soit 1 < p < o0o. [On conseille de considérer séparément lescasp =1,p=ocoet 1l < p < 00.]

1. Soit f € LP (on identifie f, comme d’habitude, avec I’'un de ses représentants, on a donc f € £P). Montrer que
T(f)(x) est définie pour presque tout = € R. Montrer que T'(f) € LP (au sens “il existe g € LP t.q. T(f) = ¢
p-p-")-

2. Montrer que T est une application linéaire continue de LP dans LP.

Exercice 6.14 (Inégalité de Hardy) Corrigé 107 page 377

Soit p €]1, 0o[. On note LP Iespace L (]0, oof, B(]0, co[), A) (A est donc ici la mesure de Lebesgue sur les boré-
liens de ]0, oo]).

Soit f € LP. Pour z €]0, 00|, on pose F'(z) = i J f1j0,2dA. Le but de I'exercice est de montrer que F' € LP et
1Fllp < 251115

1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0, co[) (c’est-a-dire que f est continue et & support compact dans
10, o<)).

(a) Montrer F € C*(]0, oo[) N £P. Montrer que F”(z) = —F(x) + f(x) pour tout z > 0.

(b) On suppose, dans cette question, que f(z) > 0 pour tout = €]0, co].
Montrer que [~ F?(z)dx = s IS FP~(z) f(x)dz. [On pourra utiliser une intégration par parties.]
Montrer que [|F'[|, < ZE5{|f][p-

(c) Monter que || F[[, < ;2| fl, (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout 2 €]0, o).
2. On ne suppose plus que f € C.(]0, o00).

(a) Montrer qu’il existe (fy,)nen C Ce(]0, 00[) t.q || frn — fllp — 0 quand n — co. [On pourra utiliser la densité
de C.(R,R) dans LE(R, B(R), A), exercice 6.4.]
(b) Montrer que I € C(]0, 00) N L? et que [ F[|, < 5|1 f]lp-

3. Montrer que sup{ I‘I‘?llllf’, feLr ||fllp # 0} = ;25 (dans cette formule, F' est donné comme précédemment &
P

partir de f). [On pourra considérer la suite (f,,)nen+ définie par f, (t) = tv 1j1,n((t) pour ¢ €]0, 00[).]

Exercice 6.15 (Continuité d’une application de L? dans L%) Corrigé 108 page 380
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, 0o[ et g une application continue de R dans R t.q. :

3C e R%; |g(s)| < Cls|s +C, Vs € R. (6.41)

1. Soitu € LE(E, T, m). Montrer que g o u € LL(E, T, m).

Onpose L" = LL(E,T,m), pourr = petr = q. Pour v € LP, on pose G(u) = {h € LI(E,T,m); h =gowv
p.p-}, avec v € u. On a donc G(u) € LY et cette définition a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas
du choix de v dans u.
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2. Soit (un)nen C LP. On suppose que u, — u p.p., quand n — oo, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L?.

3. Montrer que G est continue de LP dans LY.

4. On considere ici (E,T,m) = ([0, 1], B(R), A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (6.41).
On va construire v € L' t.q. G(u) ¢ L .
(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe v, € Rtel que : [g(aw,)| > n|ay]| et |a,| > n.

(b) On choisit une suite (a;, )nen Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
+o0
«
ZW:L
1 Oy | TV

(c) Soit (an)nen une suite définie par : ag = 1 et apt1 = an — (ol v, et « sont définies dans les 2

v [n?

questions précédentes). On pose u = >} @y l(,. ., .- Montrer que u € L' et G(u) ¢ L*.

Exercice 6.16 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Egorov) Corrigé 109 page 382

Soit (E, T, m) unespace mesuré et 1 < p < oo. Onnote L? I'espace L% (E, T', m). Soit ( f,,),, une suite d’éléments
de LP et f € LP. On suppose que f,, — f p.p., quand n — oo.

1. Montrer que || f||, < liminf,_ o || fa|lp- [Traiter séparément le cas 1 < p < co et p = 00.]

2. Enprenant (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1]), A) (ot A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, 1[), donner
un exemple pour lequel la suite (|| f,.||p)nen converge dans R et || f||, < limpen || fn||p- [On pourra aussi traiter
séparément les cas 1 < p < oo et p = 00.]

Pour la suite de ’exercice, on suppose que || fu|lp — || f|lp. quand n — oco.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(2) On suppose que m(FE) < oo. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. On choisit
aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et & > 0. On suppose que f,, — f uniformément sur
A€. Montrer qu’il existe ng t.q. :

n2n0:>/ Ifnldm§s+/ | fldm.
A A

(b) On suppose que m(E) < co. Montrer que f,, — f dans L, quand n — co. [On pourra utiliser le théoréme
d’Egorov.]

(c) On suppose que m(FE) = oo. Soit £ > 0. Montrer qu’il existe C' € T t.q. :
m(C) < 0o et / | fldm < e.
CC

(d) On suppose que m(E) = co. Montrer que f,, — f dans L', quand n — oo.

4. Dans cette question, on suppose que 1 < p < oco. Montrer que f,, — f dans LP, quand n — oo. [S’inspirer de
la méthode suggérée pour le cas p = 1.]

5. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E, T, m) = (]0, 1], B(]0,1[), ). Donner un exemple pour
lequel f,, /4 f dans L°°, quand n — oc.
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Exercice 6.17 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou) Corrigé 110 page 386

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 0], on note L? I’espace Ly (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)nen une suite d’éléments de L? et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que || fn|, —
| f1lp» quand 7 — oo.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |fn| + |f| — |fn — f| (en ayant choisi des représentants de
fn et f). Montrer que g,, > 0 pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f,, — f dans L.

2. On suppose maintenant que p €]1, oo[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn — f dans LP.

Exercice 6.18 (Compacité L? — L?) Corrigé 111 page 387

Dans cet exercice, (F, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < oo, on note L" I’espace Ly (E,T,m) (et L"
I'espace L (E, T, m)).
1. Soit 7 > 1 et (gn)nen une suite bornée de L. Montrer que la suite (g, )nen est équi-intégrable, ¢’est-a-dire
que :
Ve>0,30>0tqneN, AcT, m(A) gda/ |gn|dm < e.
A

[Utiliser I’inégalité de Holder.]

Soit 1 < p < ¢ < 0o et (fy,)nen une suite bornée de L9. On suppose dans toute la suite que f,, — f p.p. quand
n — oo.

2. (Compacité LP — L%.) On suppose que m(E) < co.

(a) Montrer que f € L9 (au sens “il existe g € L9 t.q. f = g p.p-")-
(b) Montrer que f,, — f dans L? quand n — oo. [Utiliser la question 1 avec g,, = |f,, — f|P et un théoréme du
cours. ]

3. On suppose que m(E) = occ.

(a) Soit B € T't.q. m(B) < co. Montrer quef,, 15 — f1p dans LP quand n — oc.

(b) On prend ici (E,T,m) = (R, B(R),\), g = 2,p = 1, f = 0. Donner un exemple pour lequel (f,,)nen C L%,
fn 7 0dans L' quand n — oo (et (f,,)nen bornée dans L2, f,, — 0 p.p. quand n — o).

Exercice 6.19 (Convergence ‘“dominée en norme'')

Pour tout s € [1,00], on note L* I'espace L (R, B(R), \). Soit ,p,q € Rt.q. 1 <7 < p < ¢ < +00, (fn)nen
une suite de fonctions mesurables de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que ( f,,)nen
et f vérifient les trois conditions suivantes :

- fn— f p-p., quand n — oo,

— la suite (fy,)nen est bornée dans L et dans LY,

— fn(z) = 0 quand x — 400, uniformémement par rapport a n € N.

1. Montrer que f € L™ N LY (distinguer les cas ¢ < +00 et ¢ = +00).
2. Soit € > 0, montrer qu’il existe 6 > 0 t.q.

AcBR), neN, A(4) < 5;»/ fulPd) < e.
A
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3. Soit e > 0, montrer qu’il existe C' € B(R) t.q. A\(C') < +o0 et
n eN;»/ fulPdA < .
CC

4. Montrer que f,, — f dans LP. [Utiliser le théoréme de Vitali, donné dans le cours.]

5. On suppose de plus que f,,(z) = 0 pour tout n € N et tout € R t.q. |z| > 1. Montrer que f,, — f dans L*
pour tout s € [1, ¢[ et donner un exemple pour lequel f,, /4 f dans L7 (distinguer les cas ¢ < 400 et ¢ = +00).

Exercice 6.20 (Caractérisation de £>°) Corrigé 112 page 388

Soit (X, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00|, on note £ I’espace £5 (X, T, m). Soit f une application de
X dans R. On suppose que pour tout n € N* il existe f,, € L et g, € L1 t.q. f = fu + gns | falloo < Let
llgnlls < % Montrer que f € L et || f]|co < 1.

Exercice 6.21 (Exemples de v.a. appartenant a L9) Corrigé 113 page 388
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de
q € [1, 00] pour lesquels la variable aléatoire X appartient a I’espace L4(£2, A, P) :

1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue, avec f(x) = Aexp(—Ar)1jg 4o0[ pour x € R).

2. X suit une loi de Cauchy de parameétre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,
avec f(z) = %fi(d pour z € R).

3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0, 1]) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*~1, pour tout k € N*).

6.5.2 Espaces de Hilbert, Espace L*

Exercice 6.22 Corrigé 114 page 389

Soit (E,T,m) un espace mesuré et (f,)nen une suite d’élements de L:(E,T, m) deux & deux orthogonaux.
Montrer que la série >, - fn converge (dans L?) si et seulement si ) || f»||3 est convergente (dans R).

Exercice 6.23 (L? n’est pas un espace de Hilbert si p # 2) Corrigé 115 page 390

Montrer que LE (R, B(R), ) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo, p # 2.
[Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en défaut ’identité du parallelogramme, c’est-a-dire 1’identité
(6.18) page 139.]

Exercice 6.24 (Caractérisation des espaces de Hilbert séparables)

Soit F un espace de Hilbert (réel) de dimension infinie. Montrer que E est séparable si et seulement si il existe une
base hilbertienne dénombrable de E' [1’'une des implications a d’eja été vue.. . ].

Exercice 6.25 (projection sur le cone positif de L?) Corrigé 116 page 390

Soit (X, T, m) un espace mesuré et E = L2 (X, T, m).Onpose C = {f € E, f > 0p.p.}.
1. Montrer que C' est une partie convexe fermée non vide de E.

2. Soit f € E. Montrer que Po f = f+.

Exercice 6.26 (Exemple de non existence de la projection) Corrigé 117 page 391
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Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :
E est un espace de Banach réel, F' est un sous espace vectoriel fermé de F, g € E \ F (et donc d(g, F) =
inf{||lg — fllg, f € F} > 0...)etil n’existe pas d’élément f € E't.q.d(g, F) = |lg — f| &-

On prend £ = C([0,1],R), on munit E de la norme habituelle, || f||z = max{|f(x)|, z € [0,1]}. On pose
F={feFE; f(0)=0, fol f(z)dz = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(x) = x, pour tout = € [0, 1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

2. Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de E.

3. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que fol (g — f)(z)|dx > fol(g — MHx)de =
1/2.]

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F't.q. |lg — f|lg = 1/2.

5. Montrer que d(g, F)) = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — fn||lg — 1/2, avec f,, défini par
fa(x) = =Bha, pour z € [0,1/n], fr(z) = (x — 1/n) — Bp/n, pour x € [1/n,1], et 3, choisi pour que
fn € F.]

Exercice 6.27 (Lemme de Lax-Milgram) Corrigé 118 page 392
Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de £ x E dans R. On note (-/-) le produit
scalaire dans F et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € Reta > 0t.q. :

la(u,v)| < C|lullljv]], Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > aljul|?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T" € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul © € E t.q. T'(v) = a(u,v) pour tout
v € F (ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (-/-), de
E x E dans R par (u/v), = a(u,v). Montrer que (-/-), est un produit scalaire sur E et que la norme induite par
ce produit scalaire est équivalente a 1a norme || -||. En déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T'(v) = a(u,v)
pour tout v € E. [Utiliser le théoreme de représentation de Riesz.]

2. On ne suppose plus que a est symétrique.

(a) Soitu € E, Montrer que I’application v — a(u,v) est un élément de E’. En déduire qu’il existe un et un seul
élément de E, notée Au, t.q. (Au/v) = a(u,v) pour toutv € E.

On note, dans la suite A ’application qui 2 u € E associe Au € FE.
(b) Montrer que A est linéaire continue de E dans FE.
(c) Montrer que Im(A) est fermé
(d) Montrer que (Im(A))*+ = {0}.

(e) Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un et un seul u € F t.q. T'(v) = a(u, v) pour tout v € E.

Exercice 6.28 (Exemple de projection dans L?) Corrigé 119 page 395

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], par LP Iespace L£(]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Tespace ££(]0,1[, B(]0,1]), A).

Soit g € L2.
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1. Soitv € L2 et ¢ € C2°(]0, 1[,R) (on rappelle que ¢ € C°(]0, 1[, R) signifie que ¢ est une application de |0, 1]
dans R, de classe C'°, et qu’il existe K CJ0, 1], K compact, t.q. ¢(x) = 0 pour tout z €]0, 1[\K) . Montrer
que vgo' € L.

Onpose C = {v € L?;v < 1pp., [vgd'd\ < [ ¢dA, pour tout ¢ € C(]0, 1[,R), ¢ > 0}. (On rappelle que
¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout 2 €]0, 1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L2.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale a 1 sur |0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(Jlu = 1]]2 < |lv = 1]]2 pour tout v € C) < ([(1 — u)(u — v)dX > 0 pour tout v € C).

4. Soitu € C t.q. ||lu — 1||2 < ||v — 1]|2 pour tout v € C. On suppose que u, g € C1(]0, 1], R).

(a) Montrer que (ug)'(z) > —1 pour tout z €]0, 1[.
(b) Soit z €]0, 1] t.q. u(z) < 1. Montrer que (ug)’(z) = —1.
(c) Montrer que u est solution du probléme suivant :

(ug)' (x) > —1, pour tout z €]0, 1],

u(z) < 1, pour tout = €0, 1],

(14 (ug) (z))(u(z) — 1) = 0, pour tout x €]0, 1].

Exercice 6.29 (Approximation dans L?) Corrigé 120 page 398

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par LP I'espace LE (R, B(RR), A) et par L I’espace
LE (R, B(R), A). On note dt = dA(t).

Pour f € L? et k € N*, on définit T}, f de R dans R par :

Tif(x) = k / Ftdt, (6.42)

ou n(x) est 'entier de Z tel que

n@) _ _n@)+
k

1
<x< — (’entier n dépend donc de ).

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que T}, f € L? (plus précisément, Ty f € L? et on confond alors, comme
d’habitude, T}, f avec {g € £2, g = Ti.f p.p.}) et que || Twfll2 < ||f||2, pour tout k € N*.

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et 4 support compact). Montrer que Ty f — f dans L? quand
k — oo.

3. Soit f € L?. Montrer que T}, f — f dans L? quand k — oco.

Exercice 6.30 (Projections orthogonales) Corrigé 121 page 399
Onpose H = L&(] — 1,+1[,B(] — 1,+1[), A). (On rappelle que B(] — 1, +1]) est la tribu borélienne de | — 1,1]
et A la mesure de Lebesgue sur B(] — 1,+1[).) Soit F' = {f € H t.q. f]_ [f dXA =0}.Soit G = {f € H tq.

fiv o ax= foa £ A}

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F'-, G et
FNG.

2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et Pz(g) de g sur F' et G.

1,41

Exercice 6.31 (Projection orthogonale dans L?) Corrigé 122 page 400
On pose L? = LDQQ(R, B(R), \) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pour v, 3 € R donnés, o < 3,
C={fel*a<f<Bpp}
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1. Montrer que C est vide si et seulement si a8 > 0.

2. On suppose maintenant que a3 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2. Soit f € L?,
montrer que Pe f(x) = max{min{f(x), 8}, a} pour presque tout x € R. (P f désigne la projection de f sur
C)

Exercice 6.32 Corrigé 123 page 401
Soit (E, T, m) un espace mesuré, et LP = LE(E, T, m).

1. On suppose ici qu’ il existe Aet BE T t.q. AN B =0,et0 < m(B) < +00, 0 < m(A) < +o0. Montrer que
LP est un Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser ’identité du parallelogramme avec des fonctions
de LP bien choisies.]

2. Montrer que pour m = o (mesure de Dirac en 0), LE (R, B(R), m) est un Hilbert pour tout p € [1, +o0].

Exercice 6.33 (Espace [?) Corrigé 124 page 402

On note m la mesure du dénombrement sur P(N), ¢’est-a-dire m(A) = card(A) si A est fini et m(A4) = ocosi 4
n’est pas fini.

On note 1?2 = L2(N, P(N), m).
1. Montrer que chaque élément de [? ne contient qu’un seul élément de I’espace £3(N, P(N), m).

2. Montrer que I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur /2 donne :
(D anba)* <> an > b
neN neN neN

pour toutes suites (an)nen, (bn)nen C Ry t.q. Y oyai <ooetd b3 < oo.

3.S0it ¢ : N* — N*, bijective. Montrer que ), -« WT(L’;) = oo. [On pourra commencer par montrer que
>t ﬁ < 35—  pour tout n € N* puis utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.]

Exercice 6.34 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec I2) Corrigé 125 page 403

Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable. Soit {e,,, n € N} une base hilbertienne de H
(une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pour v € H, on définit a,, € I? (I? est défini & 1’exercice 6.33) par a,(n) = (u/e,)q, pour tout n € N. (On
montrera tout d’abord que a,, est bien un élément de [2.)

Montrer que I’application A : u — a,, (est linéaire et) est une isométrie de H dans I2, ¢’est-a-dire que ||a,||;z =
||u|| g pour tout u € H.

Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € [2, il existe u € H t.q. a = ay).

Exercice 6.35 (Tribu et partition, suite et fin)

Cet exercice est la suite de ’exercice 3.37. Soit (£2,.4, P) un espace de probabilité et a une partition de {2 On note
7(a) la tribu engendrée par a (voir ’exercice 3.37). On suppose que la partition a est mesurable, c’est-a-dire que
ses atomes sont des éléments de A (on a donc 7(a) C A).

Donner une base hilbertienne de L2(2, 7(a), P) construite 2 partir des atomes de a.

En déduire I’expression de la projection orthogonale d’une variable aléatoire X appartenant a L2(€2, A, P) sur le
sous espace L2($2, 7(a), P).

Exercice 6.36 (Orthogonalité et v.a.r. indépendantes)
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Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (X, )nen une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose que X, est de carré
intégrable pour tout n € N et que (X,,/X )2 = 0sin # m (On note L? 'espace LZ(€2, A, p) et (-/-)2 le produit
scalaire dans L?). On suppose enfin que >~ Var(X,,) < +oc.

1. Montrer qu’il existe au plus un entier n > 0 t.q. E(X,,) # 0.

2. Montrer que la série ZZO:O X, est convergente dans L2,

Exercice 6.37 (Identités de Wald) Corrigé 126 page 404
Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.rii.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On pose
Sy = X1+ ...+ Xn (c’est-a-dire que, pour w € 2, Sy (w) = Zg:“f) Xn(w)).

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, X;,...,X,,,... sont indépendantes. Pour n € N*, on pose
A, ={w € Q, N(w) = n} (on note, en général, A, = {N =n}), Y, =37 X, et Z, = 3 _ |X,].

(a) Soit n € N*. Montrer que 14, et Y, sont des v.a.r. indépendantes et que 1,4, et Z,, sont des v.a.r. indépen-
dantes.

(b) On suppose que N et X sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calculer E(Sy) en fonction de
E(N) et E(X}). [On pourra remarquer que Sy = > oo, 14, Yy et [Sn| <307 1 14, Z,.]

(c) On suppose que N et X; sont de carré intégrable, montrer que Sy est de carré intégrable et calculer sa
variance en utilisant les variances de N et X;.

2. On suppose maintenant que {N = n} € o(Xy,...,X,,) pour tout n € N* (ot o(Xy,...,X,,) est la tribu
engendrée par X1,...,X,)etque E(X;) =0.

(a) Montrer que 1;,<ny et X, sont des v.a.r. indépendantes.

(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c). [On pourra écrire Sy = >
tion 1(c), I’exercice 6.22.]

nen+ Lin<nyXn et utiliser, pour la ques-

N.B. : Le cas E(X7) # 0 peut aussi étre traité. Il se raméne au cas £ (X;) = 0 en considérant Y,, = X,, —
E(X,).

6.5.3 Théoreme de Radon-Nikodym et Dualité dans "

Exercice 6.38 (Fonctions absolument continues) Corrigé (partiel) 127 page 404

Soit —oo < a < b < +00. On admet les 2 résultats suivant :

— Toute fonction monotone définie sur [a, b], a valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de |a, b].

- Soit f € L}(]a, b[, B(Ja,b]), \). Pour 2 € [a,b], on pose F(z) = [ f1ja,z1dA. La fonction F' est alors dérivable
en presque tout point de Ja, b[ etona F’ = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et a valeurs dans R.
(a) Montrer que f’ € Li(Ja, b[, B(Ja, b]), \) et que

/ Fliasd) < () — f(a).

[On pourra poser f(z) = f(b) pour & > b, considérer f,(z) = n(f(z + L) — f(x)) et remarquer que
fn — f' p.p.sura,bl.]

(b) Donner un exemple pour lequel 1’inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequel f est continue...)
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2. (Fonctions absolument continues.)

Une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe § > 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jax, bx[)1<x<n dont la somme des longueurs
estinférieure 2§, ona Y ,_, |f(bx) — f(ar)| <e.

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.

(b) Montrer que 1’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a,b] (et & valeurs dans
R) est dite a variation bornée s’il existe C' t.q. pour toute subdivision du segment [a,b], a = 29 < 71 < ... <
T, = b,onait Yy ,_, |f(zr) — f(zk—1)| < C. Pour une fonction f a variation bornée, on peut définir, pour
a<x<b VZI[f]par:

VI = sup{z |f(zk) — flxr-1)], a=zo <21 < ... <wp =2, n € N},
k=1

On pose aussi V2[f] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est a variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction x — V.*[f] est absolu-
ment continue sur [a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie sur [a, b]) est la différence
de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point
de ]a, b)).

4. Soit f € Lg(Ja,b[, B(Ja,b[), ). Pour z € [a,b], on pose F(z) = [ f1j,,dX. Montrer que F' absolument
continue.

5. Soit F' une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette fonction sur
Renposant F'(z) = F(a)siz < aet F'(z) = F(b) six > b. Une version étendue du théoréme de Carathéodory
(cette version étendue est donnée par le théoreme 2.5, pour ce résultat il suffit de F' continue croissante) donne
I’existence d’une (et une seule) mesure mp sur B(R) t.q. mp(]a, 8]) = F(8) — F(«) pour tout o, 3 € R,
a < .

(a) Montrer que mp est absolument continue par rapport a A. [Utiliser la régularité de A et ’absolue continuité
de F'.]

(b) Montrer qu’il existe g € Li(R,B(R),\) t.q. F(8) — F(a) = [ g1jo,dX, pour tout o, f € R, @ < .
Montrer que g = F’ p.p. sur |a, b].

6. Soit F' une fonction absolument continue de [a, b] dans R. Montrer que F est dérivable en presque tout point de
Ja,bl, que F’ € Li(Ja, b[, B(Ja, b]), A) et que pour tout = € [a, b] on a

F(z)— F(a) = /F/l]a,z[d)\'
Exercice 6.39 (Décomposition d’une mesure) Corrigé 129 page 409

Soit d > 1 et m une mesure sur les boréliens de R%. On suppose que m(R?) < +o0. On note B(R?) ’ensemble
des boréliens de R? et \y la mesure de Lebesgue sur B(R?). On pose

a = sup{m(C), C € B(R?) t.q. \g(C) = 0},
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1. Montrer qu’il existe C' € B(R?) t.q. \g(C) = 0 et a = m(C).
Soit C' € B(R?) t.q. \a(C) = 0 et a = m(C).
Pour A € B(R%), on pose v(A) = m(ANC) et u(A) = m(ANC°).
2. Montrer que 1 et v sont des mesures sur B(R9) et que v est étranggre & ).
3. Montrer que p est absolument continue par rapport a Ag. En déduire qu’il existe une fonction f borélienne de
R?dans Ry t.g.m = fAg +v.
Exercice 6.40 (Dualité L'-L> par “Radon-Nikodym") Corrigé 128 page 408
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini et 7' € (L (E, T, m))’. On suppose que T est positive, c’est & dire que, pour
f € LL(E,T,m), f > 0 p.p. implique T(f) > 0.
1. Pour A € T, on pose pu(A) = T'(14). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie sur 7.

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € M4 t.q. T(1a) = [ gladm pour tout
AeT.

3. Montrer que g € L (E,T,m) (plus précisément, il existe h € LP(E,T,m) t.q. h = g p.p.). [On pourra
montrer que ||glloc < [|T||(£1y en choissisant bien A dans la formule trouvée a la question précédente.]

4. Montrer que T'(f) = [ gfdm pour tout f € Ly (E, T, m).

Exercice 6.41 (Dualité LP-L? pour p < 2) Corrigé 130 page 409

Soit (E, T, m) un espace mesuré c—finiet 1 < p < 2. Onpose ¢ = p/(p— 1) etonnote L" I’espace L (E, T, m)
(pourr = p,r =gqetr =2).Soit T € (LP).

1. On considére d’abord le cas ot m(E) < +oo.

(a) Montrer que L2 C LP et que I’injection canonique de L? dans L? est continue.

(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T(f) = [ fgdm pour tout f € L%

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient a L? [distinguer lescasp > letp = 1.
Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f,, = |g|(‘1*2)gl{|g‘§n}. Dans le cas p = 1, prendre
f=sgn(g)laot A={lg| > T rry}]

(d) Si f € LP, montrer que f,, = fl{|<n} € L*. En déduire que il existe g € L7 t.q. T(f) = [ fgdm, pour
tout f € LP.

2. On considére maintenant le cas ol m(E) = +oo. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = U,enAy,, avec
An C Apyietm(A,) < +o0.Onnote T, = {A € T, A C An}, my = my,, et L"(my) = Li(An, Ty my)
(r =pouq).

(a) Soit n € N. Pour f € LP(m,), on pose T, (f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f = 0 p.p. sur (4,)".
Montrer que T, € (LP(my,))" et qu’il existe g, € LI(my,) t.q. :

Tn(f) = /fgndmn, Vf € LP(my).

On utilise (¢, )nen dans les questions suivantes.

(b) Montrer que si m > n, g, = gm p-p. Sur 4,.

(c) On définit g : E — R par g = g, sur A,.
i. Montrer que g € L9(E). (Distinguer les cas ¢ < 400 et ¢ = +00.)
ii. Montrer que T'(f) = [ fgdm, pour tout f € LP.
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Exercice 6.42 (Dualité P — L9)
Lorsque p < 2, on propose d’étudier la démonstration suivante de la dualité LP — L7 : soit T € (LP)';

1. On considére d’abord le cas ot m(E) < +o0 :

(a) Montrer que L? C LP et que I’injection canonique de L? dans L? est continue.
(b) En déduire que il existe g € L2 t.q. T(f) = /fgdm, v felL?

(c) Montrer que g € L4 (distinguer les cas p > 1 et p = 1. Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions
fn = |g|(q*2)gl{‘g|§n}. Dans le cas p = 1, prendre f = sgn(g)1a ott A = {|g| > ||T|(zr) }-
(d) Si f € LP, montrer que f, = fl{|f|<,} € L?. En déduire que il existe g € L9 t.q. T(f) = /fgdm, V fe
LP.
2. On considére maintenant le cas ol m(E) = +oo. Comme m est o-finie, on peut écrire £ = U,enAy, avec
An C Appretm(4,) < +oo.

(a) A n fixé, définir a partir de T" une application linéaire continue sur L?(A,,), notée T}, t.q. il existe g, € LY(A4,,)
vérifiant

T.(f) = /A fgdm, pour tout f € LP(A,,).

(b) Montrer que si m > n, g, = gm Pp Sur A,.
(c) On définit g : E — R par g = g,, sur A,,.
(i) Montrer que g € L9(FE). (Distinguer les cas ¢ < +00 et ¢ = +00.)

(i) Montrer que T'(f) = /fgdm, vV felLPl.

Exercice 6.43 (Démonstration du théoréme de dualité L”? — L9)
Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini : il existe une famille dénombrable (A, ), en d’ensembles A,, qu’on peut

prendre disjoints deux a deux tels que m(A4,) < +ooet E = U A,,. Soient p € [1, 400 et T une forme linéaire

neN
continue sur L5 (E, T, m) = LP.

Partie 1. (Rappel du cours.) On considére d’abord le cas p = 2, montrer qu’il existe un unique g € L? t.q.

7(f) = [ fodm, ¥ f < I*

Partie 2. On s’intéresse maintenant au cas p € [1, 2]

1. Soit 1), une fonction mesurable de £ dans R. Montrer que si ¢ € L", ou r = 3

f de L2, 1a fonction f1) est dans LP.

Montrer qu’il existe une fonction ¢ € L" de la forme : ¢ = Z onla,, ap > 0.
neN
Dans toute la suite, v désignera une fonction particuliere de la forme précédente.

2 .
d , alors, pour toute fonction
-p

2. Déduire des questions précédentes 1’existence d’une unique fonction G' € L? t.q., pour toute fonction f de LP

t.q.ieLQ,onaT(f):/fgdm.
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3. Soient p €]1, 2], et ¢ tel que — + — = 1; on définit les fonctions f,,, de F dans R, par :
P q

G
= 191"?g1{g<n} 1B, ol g = o ¢t Bn = U Ay. (6.43)
p=1

fn

(a) Montrer que : Vn € N, E e L%

G
(b) En déduire que g = E € L9, [1l est fortement conseillé d’utiliser la continuité de T de LP dans R.]

4. Soient p = let f € L*. On définit : f,, = sgn(g)1lalp, o A= {|g| > [|T||(1r)}.

In

(a) Montrer que : Vn € N, == € L2,

(b) En déduire que m(AN B,,) =0,¥n € N, et que g (= g) € L™,

5. Soient p € [1,2[et f € LP, on définit f,, = f1y|f|<n}1B,. Montrer que % € L? et que f, tend vers f dans

LP. En déduire que il existe g € LI t.q. T(f) = /fgdm, v felLP.

Partie 3. On s’intéresse maintenant au cas p > 2, et on suppose ici que 7" > 0, i.e. T'(f) > 0 pour toute fonction
f ZOp.p.Soitqtelque%Jré =1
1. On suppose dans cette question que la forme linéaire 7 est, de plus, continue pour la norme ||.||z1.

(a) Montrer qu’il existe g € L™ t.q. T(f) = /fgdm pour toute fonction f € L' N LP.

(b) Montrer que g € L9. [On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 3 de la partie 2].

(c) En déduire qu’il existe g € L7 t.q. T'(f) = /fgdm pour toute fonction f € L? et que ||g||ze = ||T'[|(Lr) -
[On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 5 de la partie 2].

2. On suppose ici qu’il existe une suite (75, ),en de formes linéaires sur LP vérifiant les quatre propriétés suivantes :

V feELr f>0, 0<T(f) <T(f) (6.44)
Vfelrf>0, Tn(f) < Tata(f) (6.45)
vV felLr;f>0, ) < n/fdm (6.46)
YV feLP;f>0, T,(f)converge vers T(f) lorsque n tend vers + co. (6.47)

(a) Montrer que, pour tout n € N, il existe g, € L9 tel que T,,(f) = / gn fdm, pour tout f € LP. Montrer que

lgnllze < 1Tl (Ley
(b) Montrer que, pour toutn € N, 0 < g, < np.p. et g, < gnt1 p-p--

(c) Montrer qu’il existe g € L9 t.q. T(f) = /gfdm, pour toute fonction f € LP.
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3. Soit T, I’application de L” dans R définie par :

SifelLPetf >0, T.(f) = inf (T(gp) + n/(f - cp)dm),

PELP,0<p<f
si f € LP estquelconque, T}, (f) = T (f) — Tul(f™)

Montrer que T;, vérifie les propriétés (1) a (4).
4. Montrer que T, est linéaire .

5. En déduire que, pour toute forme linéaire continue positive 7" sur L?, il existe une fonction g de L7 t.q. T'(f) =

| soim

6. Montrer que, pour toute forme linéaire continue 7" sur L?, il existe une fonction g de L9 t.q. T(f) = / fgdm.

[Décomposer T en une partie positive et une partie négative].

6.5.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi...

Exercice 6.44 Corrigé 131 page 413
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)neny C L? = L2(E,T,m) et f € L? t.q. 1a suite (f,,)nen tende faible-
ment vers f dans L?, ¢’est-a-dire : [ f,odm — [ fodm pour toute fonction ¢ € L2,

1. Montrer que || f||l2 < Uminf, 4o || fnll2-

2. On suppose de plus que || f|l2 = || f]|2 lorsque n — +oc. Montrer que la suite (f,,)nen tend vers f dans L.

Exercice 6.45 (Convergence faible) Corrigé 132 page 414
Soit (E, T, m) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < 0o, on note L" 1'espace L (E,T,m). Soit 1 < p < oo et
q=p/(p—1).So0it (fn)neny C LP et f € LP.

1. Montrer que f,, — f faiblement dans L? quand n — oo (voir la dénition 6.17) si et seulement si
/fngdm — /fgdm, Vg € L. (6.48)

2. Montrer que || f||, < liminf, o || fnllp si fn — f faiblement dans LP, quand n — oo. [Utiliser (6.48) avec un
choix convenable de g.]

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que :
m(E) < oo, fn— fpp., ICtq | fallp <C,VneN. (6.49)

3. On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a) Soit N € Netg € L9t.q. g = 0 p.p. sur E§ avec Ey = Np>n{z € E; | f,(z) — f(x)] < 1}. Montrer que
[ fngdm — [ fgdm, quand n — oc.

(b) Montrer que f,, — f faiblement dans LP. [Pour g € LY, introduire gy = glg,.]

(c) Donner un exemple avec (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1]), ) pour lequel f,, /4 f dans L?.

4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que || f||; < liminf,_, || f»|l1- Donner un exemple avec
(E, T, m)=(]0,1[, B(]0,1[), A) pour lequel f,, / f faiblement dans L', quand n — oc.

179



5. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f,, — f dans L", quand
n — o0. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de Vitali pour la suite (g, )nen avec g, = |frn — f|7.]

6. Pour cette question, on retire dans (6.49) ’hypothese m(E) < oo et on suppose que p > 1. Montrer que f,, — f
faiblement dans L”.

7. Dans cette question, on conserve 1’hypothese (6.49) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer que f
appartient nécessairement a LP.

8. On prend maintenant (E, T, m) = (]0,1[, B(]0, 1]), A) et on définit f,, pour n € N par f, = 1 p.p. sur
12k/n, 2k +1)/n[pour k € N, (2k+1)/n < 1let f, = —1p.p.sur ]2k — 1/n,2k/n[pour k € N*, 2k/n < 1.
Montrer que f,, — 0 faiblement dans L”, pour tout 1 < p < co. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.]

Exercice 6.46 Soit (f,,)nen la suite de fonctions de ]0, 1[ dans R définie par f,,(x) = (n — n2x)*. On note \ la
mesure de Lebesgue sur la tribu B(RR) des boréliens de |0, 1], et LP = LE(]0, 1], B(R), A) pour p € [1,4+00].

1. Montrer que la suite (f,,)nen est bornée dans L.

2. Montrer que la suite (f,,)nen n’est pas bornée dans L pour p > 1.

3. Y-a-t’il convergence simple, convergence p.p., convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans
LP (p € [1,+00]) de la suite (fy,)nen (ustifier vos réponses...) ?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ € C([0,1],R), on a [ fr,dX — ©(0). En déduire que la suite (f,)nen
ne converge pas faiblement dans L' (utiliser le fait que la mesure de Dirac n’est pas une mesure de densité, cf
exercice 5.2).

Exercice 6.47 Soient (F, T, m) un espace mesuré t.q. m(E) < 400, et (f,,)nen une suite de L2 = L2(E, T, m)
tqg.:
(i) la suite (|| frll2)nen est bornée,

G) fn— f /f"gdm — /fgdm quand n — +o0.
1. Montrer que f € L% et || fl2 < sup || full2-
n>1

2. Soite > 0,onnote B,, = {z € E;|f(x) — fn(x)| > }. Montrer que m(B,,) — 0 lorsque n — +oco. [On

pourra introduire A, = U By, et montrer que m(Ap) — 0 quand p — +00.]
nzp

3. Montrer que f, — f dans L' quand n — +oo.
[On pourra écrire [ |f, — f|dm = f\fn—f\>6 |fn — fldm + f\fn—flse | fr. — fldm.]

4. Montrer, en donnant un exemple, que f,, peut ne pas converger dans L?, quand n — +oo.

5. Montrer que, pour tout g € L, ona:

/fng dm — /fg dm quand n — 400 (6.50)

(on dit que f, — f “faiblement" dans L?). [Décomposer / (f = fn)gdm de maniére semblable a la question
3]

Exercice 6.48 Soient (E, T, m) un espace mesuré t.q. m(E) < +oo et p € [1,+00]. Pour r € [1,+0cc], on note
L" = Ly(E,T,m) et ||.]| la norme usuelle sur L". Soit (fy)nen C L?, t.q. :
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(1) la suite (|| fn|lp)nen est bornée,
(i) fn — f pp quand n — 4.
1. Montrer que f € L et || f||, < sup||fnllp-
n>1

2. On suppose (dans cette question seulement) que p > 1. Soit » € [1, p[, montrer que f,, — f dans L" quand
n — +oo.

3. Soit ¢ le conjugué de p (i.e. tel que % + % = 1), montrer que, pour tout g € L9, ona:

/fn,gdmﬁ/fgquuandn%+oo.

Peut-on dire que f, — f “faiblement" dans L? ?

Exercice 6.49 (Convergence forte contre convergence faible)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour r € [1, +00], on note L" I’espace L (E, T, m).

Soit p € [1, 00[ et g I'exposant conjugué de p. Soit (un, )nen C LP, u € LP, (v )neny C LY etv € LY.

1. On suppose que u,, — u faiblement dans L? et v,, — v dans L9, quand n — co. Montrer que u,v, — uv
faiblement dans L', quand n — occ.

2. On suppose que p = 1, u,, — u faiblement dans L', v, — v p.p., quand n — oo, et qu’il existe C € R t.q.,
pour tout n € N, v,, < C p.p.. Montrer que u,v,, — uv faiblement dans L', quand n — oo.

Exercice 6.50 (Convergence faible et non linéarité) Corrigé 133 page 417
On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], par LP Iespace L% (]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Tespace ££(]0,1[, B(]0,1[), A).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (u,,)nen C L' et u,v € L. On suppose que u,, — u faiblement dans L%,
quand n — oo, (c’est-a-dire que T'(u,,) — T'(u) pour toute application T linéaire continue de L' dans R) et
que u,, — v faiblement dans L'.

(a) Montrer que [(u — v)¢dA = 0, pour tout ¢ € L.
(b) Montrer que © = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans 1’égalité précécente.]

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v, )neny C L™ et v € L. On suppose qu’il existe C' > 0
t.q. ||[vn]|eo < C pour tout n € N et que v,, — v p.p., quand n — oco.
(a) Montrer que v,, — v dans L, quand n — oo, pour tout 1 < p < oco.

(b) Donner un exemple pour lequel v,, /4 v dans L.

L', quand n — co. Montrer que [ u,v,d\ — [ uvd), quand n — oco. [Ecrire v, = v + (v, — v).]

(c) Soit (t)nen C L' etu € L. On suppose que ||u, || < C pour tout n € N et que u,, — u faiblement dans

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R, R).
3. Soit u € £°°. Montrer que @ o u € L.
4. Soitu € L™ et v, w € u. Montrer que {h € L2 ;h=povpp}t={he L h=powpp.}.

Griace aux 2 questions précédentes, pour v € L°°, on pose, siv € u :
@(u) ={h € L>*; h=povpp.},desorte que (u) € L.

On se donne maintenant (uy,),en C L. On suppose qu’il existe C' > 0 t.q. ||un|leo < C pour tout n € N et
quilexisteu € L' et f :10,1[— Rtq.:
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— u,, — u faiblement dans L*, quand n — oo,
- ¢(un) — f p.p., quand n — oo.
Le but de I’exercice est de comparer f et p(u).
5. Montrer que | [uladX| < CA(A) pour tout A € B(]0,1[). Montrer que u € L* que ||uf~ < C.

6. On suppose, dans cette question, que ¢ est affine (c’est-a-dire qu’il existe v, 8 € R t.q. ¢(s) = as + [ pour
tout s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

7. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L* t.q. v, — v p.p. quand
n — oo. En déduire que v = u et f = ¢(u) p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, que ¢ est croissante.

(a) Soit v € L>. Montrer que [(f — ¢(v))(u —v)dX > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question 2 (c).]
(b) Soit w € L>°. Montrer que [(f — ¢(u))wdA < 0. [Utiliser la question précédente avec v = u 4 (1/n)w.]
(c) Montrer que f = p(u) p.p..
9. On définit u,,, pour n € N, par u,, = 1 p.p. sur |2k/2n, (2k 4+ 1)/2n[pour k € {0,...,n— 1}, etu, = —1 p.p.
sur |2k — 1/2n,2k/2n[pour k € {1,...,n}.
(a) Montrer que [ u,¢dA\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € C([0, 1], R).

(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand n — oo. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.] Montrer que u,, 4 0 dans L', quand n — oc.

(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R,R) pour lequel p(u,) — f p.p. et f # ©(0) p.p.. (et donc o n’est
pas croissante et n’est pas injective).

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R, R) croissante pour lequel ¢ (u,) = f p.p. (et donc f = (0) p.p.,
par la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

Exercice 6.51 (Convergences faible et forte dans L') Corrigé 134 page 422

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1,00], on note L? I'espace L (X, T, m). Soit (f,)nen C L,
f € L' et C € R. On suppose que

~ fn — f faiblement dans L', quand n — oo (c’est-a-dire que [ f,gdm — [ fgdm pour tout g € L>).

— Pourtoutn € N, f,, > C p.p..

—

. Montrer que f > C p.p..

NS

. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L! (c’est-a-dire lim,, oo || f — f||1 = 0).

Exercice 6.52 (Convergence étroite de mesures) Corrigé 135 page 422

Soit (m, )nen une suite de mesures finies sur 5(IR) (on rappelle que “m,, finie" signifie que “m,,(R) < oo") et m
une mesure finie sur B(R). On rappelle que Cj,(R,R) C L}(R, B(R), my,), pour tout n € N, et que Cp,(R,R) C
Li(R, B(R),m).

On suppose que :
/gdmn — /gdm7 pour tout g € Cp(R, R).

Soit f € C(R,RR). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € L&(R,B(R), m,,) pour tout
n € N.

1. On pose a = sup,, ¢y My (R). Montrer que o < oo0.
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2. On suppose, dans cette question, que :

B:sup/|f\2dmn < 0.

neN

(a) Soit ¢ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < ¢(z) < 1 pour tout z € R. Montrer
qu’il existe C' € R, ne dépendant que de « et 3 (définis ci dessus), t.q. :

[1s1edm < c.

(b) Montrer que f € L&(R, B(R), m)

(c) Montrer que / fdm, — /fdm, quand n — oo.

3. On ne suppose plus que sup / |f|2dm, < oco.
neN

Montrer (en choississant convenablement (m,,)nen, m et f) que I'on peut avoir f & L} (R, B(R), m).

Exercice 6.53 (Convergence faible et convexité) Corrigé 136 page 425

Dans cet exercice (F, T, m) est un espace mesuré et on suppose que la mesure m est o—finie.. Pour tout 1 < r <
0o, onnote L" I'espace L" (E, T, m) (et L™ I'espace L (E,T,m)). Soit 1 < p < 00, (Un )nen une suite bornée de
LPetu € LP t.q. u, — u faiblement dans LP quand n — oo (on rappelle que ceci signifie T'(u,,) — T'(u), quand
n — oo, pour tout 7" dans (LP)’, ¢’est-a-dire dans le dual topologique de LP).

1.Onposer =p/(p—1)sip > letr = oo, si p = 1. Montrer que, pour tout v € L" :

/unvdm — /uvdm.

Soit p € C1(R,R). On suppose que ¢ est strictement convexe (ce qui est équivalent & dire que ' est strictement
croissante).

2. Soit a € R. Pour z € R, on pose h,(z) = ¢(x) — ¢(a) — ¢'(a)(x — a).
(a) Montrer que hy(x) > 0siz # a.
(b) Montrer que h,, est décroissante sur | — 0o, a[ et croissante sur ]a, 0o(.

Soit 1 < ¢ < oo. On suppose maintenant que la suite (p(uy,))nen est bornée dans L7 et qu’elle converge
faiblement dans L9, quand n — oo, vers une (classe de) fonction(s) p € L9.

Précision de notation : On choisit un représentant pour wu,,. On désigne alors par ¢(u,,) la fonction (de F dans
R) x +— @(up(z)). Cette fonction est supposée étre dans L9 et on I’identifie, comme d’habitude, avec I’élément
de L7 qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [¢(un) — p(u) — ¢’ (u) (u, — u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,,, on choisit un représentant pour u. On désigne alors par ¢(u) et
¢ (u) les fonctions z — @(u(z)) et  — ¢’ (u(x)).
3. Soitk € R} et B € T't.q. m(B) < co. On pose Ay, = {|u| < k} (c’est-a-dire Ay, = {x € Etq. |u(z)| < k}.

Montrer que / fula, lpdm — /(E — ¢(u))la,lpdm, quand n — oo.
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4. Montrer ¢ > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]

On suppose maintenant que @ = ©(u) p.p..

5.80it B € T tq. m(B) < oo, k € RY et Ay = {|u| < k}. Montrer que (fn)nen admet une sous suite
convergeant p.p. vers 0 sur A N B.

6. (Question plus difficile.) Montrer que ( f,,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur E. [Utiliser le
fait que la mesure m est o —finie et un “procédé diagonal".]

7.Soit * € E tq. fo(x) — 0, montrer que u,(z) — u(z). [Soit b € R, limite d’une sous suite de la suite
(un (x))nen- Utiliser la question 2 pour montrer que b = wu(z).]

8. Montrer que (uy, )nen admet une sous suite convergeant p.p. vers u.

9. On suppose ici que p > 1. Montrer que u, 15 — ulp dans L" pour tout r € [1,p[ettout B € T't.q. m(B) < oo.
[Utiliser I’exercice 6.18.]

10. En prenant (E,T,m) = (R,B(R),\) et ©(s) = s2, donner un exemple pour lequel u,, /4 u p.p. sur F
(toutefois, d’apres la question 8, (u,,),en admet une sous suite convergeant p.p. vers u).

Exercice 6.54 (Produit de convergences faibles) Corrigé 137 page 428
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 0], on note L? I'espace LE(E, T, m). Soit o, 3 > 0. Pour
a € R, on définit 1, de R dans R par 1, (t) = (t* — a®)(t? — a¥).

1. Soit a € R. Montrer que 1), (t) > 0 pour toutt € R, t # a.

Soit (fn)nen une suite de fonctions positives appartenant a L et [, 3, lo+g € L. On suppose que la suite
(fn)nen est bornée dans L™ et que f;) — [, %-faiblement dans L>°, quand n — oo, pour v = a, v = [ et
y=a+p.
On rappelle que f;] — L, x-faiblement dans L* signifie que [ f;/¢dm — [ l,¢dm, quand n — oo, pour tout
o€ Lt

. Soit p € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que [ loodm > 0.

. Montrer que [, > 0 p.p..

. Montrer que lo+5 > lolg p.p.. [On pourra utiliser ¢, (t) > 0 avec t = f,,(z) eta = (la(a:))%.]

S

. On suppose maintenant que o+ = lols p.p.. On pose f = 17 et Gn = (f& — fOf5 — ).
(a) Montrer que g, — 0 dans L', quand n — oo.

(b) Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. g,(n) — 0 p.p., quand n — oo. Montrer que
fomy = f p.p., quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer que f,, — f dans L%, quand n — oo, pour tout g € [1, co].

Exercice 6.55 (Produit de convergences faibles (2)) Corrigé 138 page 429

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +00). Onnote L2 I’espace L3 (X, T, m). Soit () nen
et (v )nen deux suites bornées de L2 et u,v € L2. On suppose que les suites (u,,)nen €t (vn)nen convergent
faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim /unw dm = /uw dmet lim /v"w dm = /vw dm pour tout w € L2,
n—oo

n—o00
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1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u,, p.p., pour tout n € N (et donc v = v p.p.). Montrer
que u, — u dans L? (quand n — oo) si et seulement si [ u2dm — [u?dm (quand n — o).

On suppose pour toute la suite de 1’exercice que f Up Uy dm — f uv dm (quand n — c0) et qu’il existe une
fonction ¢ de R dans R t.q.

— ¢ continue et il existe C' € R t.q. ¢(s) < C' + C|s| pour tout s € R.

— v, = p(uy) p-p-, pour tout n € N.

2. Soit w € L2, montrer que, quand n — oo,
Jtwn) = ot~ w)dm = [0 pw)(u - w)dn. (651)

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soit w € L? et t € R. Montrer que

/(v — ¢(u + tw))twdm < 0.

[Utiliser (6.51).] En déduire que [(v — ¢(u))w dm = 0.
(b) Montrer que v = ©(u) p.p..
4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € N, on pose G, = (¢(un) — ¢(u)) (U, — u).
(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — oo (utiliser (6.51)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G, ),en, notée (Gw(n))nEN (avec 9 strictement croissante de
Ndans N) t.q. Gy(n) — 0 p.p.. En déduire que uy,(,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ).

(c) Montrer que u,, — u dans LP pour tout p € [1,2].

Exercice 6.56 (Convergence faible contre convergence forte)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On suppose que m est o-finie. Pour r € [1, 00], on note L" I’espace L (E, T, m)
(et L" est muni de sa norme usuelle). Soit p,q € [1, 0] t.q. % + % = 1. Soit (fy)nen une suite bornée de LP et
(¢n)nen une suite bornée de L.

1. On suppose ici que p € [1,00[ (et donc ¢ €]1,00]), ¢, — ¢ dans L9, quand n — oo, et f,, — f faiblement
dans L?, quand n — oo (c’est-a-dire que T'(f,,) — T'(f) pour toute application linéaire continue 7" de L? dans
R).

(a) Montrer que [ f,1»dm — [ fipdm, pour tout ¢ € LY.
(b) Montrer que [ frondm — [ fedm.

2. On suppose ici que p = oo (etdonc g = 1), ¢,, — @ dans L', quand n — oo, et f,, — f x—faiblement dans L>°,
quand n — oo (c’est-a-dire que [ f,ibdm — [ fidm pourtouty € L'). Montrer que [ fn,p,dm — [ fodm.

On suppose pour la suite de I’exercice que p = 1 (et donc ¢ = o0) et m(E) < oo.

3. Montrer que ¢,, — ¢ dans L>°, quand n — oo, implique :
(p1) ¢, — @ p.p. quand n — oo.

4. Montrer, en prenant (par exemple) (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1]), A) que (pl) n’implique pas ¢,, — ¢ dans
L*° quand n — oo. [1l faut donc trouver une suite (@, ),cn bornée de L™ et p € L™ t.q. ¢, — © p.p., quand
n — 00, et ||pn — ¢|loo A 0, quand n — 0.]

On suppose maintenant que la suite (¢, )nen Vérifie (pl) et que :
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(p2) fn — f faiblement dans L', quand n — oo,

5. Montrer que ¢ € L™ (au sens “il existe g € L>®(E, T, m) t.q. ¢ = ¢ p.p."). [On rappelle que la suite (¢, )nen
est, par hypothese, bornée dans L°°.]

6. On admet que (p2) implique 1’équi-intégrabilité de la suite ( f,)nen, ¢’ est-a-dire :
Ve>0,30>0tq. AeT, m(A) <9, nGNi/ | fnldm < e.
A

Montrer que [ fnpndm — [ fodm. [On pourra utiliser le théoréme d”Egorov.]

Exercice 6.57 (Théoréme de Dunford-Pettis)

Soit E, T, m) un espace mesuré et (f,,)nen une suite bornée de L (E, T, m). On suppose que la suite (f,,)nen
est équi-intégrable. Le but de cet exercice est de démontrer que la suite ( f,,),en admet une sous suite faiblement
convergente dans L} (E, T, m).

Exercice 6.58 (Conv. étroite et mesures des intervalles) Corrigé 139 page 429

Soit (my, )ren une suite de mesures sur B(R) et m une mesure sur 5(IR). On suppose que m,, — m étroitement,
quand n — oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({z}) = 0 pour tout z € R). Soit I un intervalle de R,
montrer que m,, (I) — m(I) quand n — co. Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut étre
fausse si m n’est pas diffuse.

Exercice 6.59 (Convergence en loi et fonctions de répartition)

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, (X, )nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On note m,, la loi de X,, (pour
tout n € N) et m laloi de X.

1. Soit A une partie dense dans R. On suppose, dans cette question, que P({X,, < a}) — P({X < a}), quand
n — oo, pour tout a € A.
(a) Montrer que m,(]a, b]) — m(]a, b]), quand n — oo, pour tout a,b € A, a < b.
(b) Soitp € N*, a1,...,ap € Retag,...,ap € Atq.ag < ... < ap. Soitp =37, a;lj,, | 4, Montrer que

/ pdm,, — / wdm, quand n — oo.
R R

(c) Soit ¢ € C.(R,R). Montrer que [, odm,, — [, pdm.
(d) Déduire de la question précédente que X,, — X en loi, quand n — oo.
2. On suppose, dans cette question, que X,, — X en loi, quand n — oo. Pour a € Ron pose F(a) = P({X < a})
(c’est donc la fonction de répartition de X). On note A 1’ensemble des points de continuité de F.
(a) Montrer que A est dense dans R.

(b) En partant de la définition de convergence en loi (c’est-a-dire E(p(X,)) — E(¢(X)) pour tout ¢ €
Cy(R, R)), montrer que P({X,, <a}) = P({X < a}) pourtouta € A.

(c) Donner un exemple pour lequel, pour tout a € N, P({X,, < a}) /A P({X < a}), quand n — oo (alors que
I’on a toujours X,, — X en loi, quand n — c0).
Exercice 6.60 (Convergence en loi) Corrigé 140 page 430

Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle de loi uniforme sur [—1, 1].

1. Montrer que — X est une v.a. de méme loi que X.
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2. Donner un exemple de suite (X, ),en de v.a. t.q. :

(@) (X, )nen converge en loi vers X,
(b) (X, — X)nen ne converge pas en loi vers 0.
3. Donner un exemple de trois v.a. X,Y, Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que X Z et Y Z aient la méme

loi.

Exercice 6.61 (Conv. en loi + conv. en probabilité) Corrigé 141 page 431
Soit (€2, A, P) est un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, )nen, (Yn)nen deux suites de v.a. réelles t.q. :

X, — X enloi, Y,, — 0 en probabilité, quand n — oo.

Montrer que
X, +Y, = X enloi, quand n — co.

[On pourra utiliser la convergence vague.]

Exercice 6.62 (Conv. en loi versus conv. en probabilité) Corrigé 142 page 432
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, ),cn une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — oco. Montrer que :
X, — X enloi, quand n — oo.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Py, vers Px.]

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — co. Montrer
que :
X, — X en probabilité, quand n — oo.

187



Chapitre 17

Les espaces L”

17.1 Espaces [P, 1 < p < o0

Corrigé 101
Soit (E,T,m) un espace mesuré, p € [1,00[ et A € T. On pose F = {f € LE(E, T, m); f = 0 p.p. sur A}.
Montrer que F est fermé (dans L% (E, T, m)).

corrigé
Soient (fn)nen C Fet f € LE(E,T,m) t.q. f, — f dans LL(E, T, m).

Griace a I’inégalité de Holder (inégalité (6.3) pour 1 < p < oo ou inégalité (6.13) qui contient aussi le cas p = 1),

on a, pour tout g € Lff{(E7 T,m) avec ¢ = p”j,

| / Fugdm — / fgdm| < / \(Fo = Dgldm < [[fn — Fllpllglla = 0, quand n — oo,

et donc

/fngdm — /fgdm, quand n — oco. 17.1)

On prend alors g = (| f))* "' 1irs0yla — (|f])P ' 1gy<o1la € LE(E,T,m)sip > letonprend g = 1yps0y1a —
1{f<0}1A S LH%O(E,T,m) sip=1.
Comme f,,g = 0 p.p., on déduit de (17.1) que [ |f|P1adm = 0 et donc que f = 0 p.p. sur A.

Un autre démonstration est possible en utilisant la réciproque partielle du théoréeme de convergence dominée (théo-
réme 6.3).

Corrigé 102
Soitp € [l,00] et C = {f € LP(R,B(R),\); f > 0 p.p.}. Montrer que C est d’intérieur vide pour p < oo et
d’intérieur non vide pour p = oo.

corrigé

Casp < o0

Soit f € Cetsoite > 0. On va construire g € LP(R, B(R), X\) t.q. g & C'et | f —g|, < e. Comme € est arbitraire,
ceci montrera bien que f n’est pas dans I’intérieur de C' et donc, comme f est arbitraire, que C est d’intérieur vide.
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On choisit, comme d’habitude, un représentant de f. On pose A, = {0 < f < n} € B(R). La suite (A4, )nen est
croissante et UpenA, = {f > 0}. Par continuité croissante de A, on a donc A(A4,) — A({f > 0}) = oo quand
n — oo. Il existe donc n € N* t.q. A(A,,) > 0. On choisit cette valeur de n et on pose A = A,,.

On prend maintenant m > ("“)p (ce choix sera bient6t compréhensible...) et, pour ¢ € Z, on pose B; =
AN [, ZL[ Comme les B; sont disjoints 2 a 2 et que UjezB; = A, ona A(A) = >, A(B;). Il existe donc

i € Z t.q. A(B;) > 0. On choisit cette valeur de i et on pose B = B; (noter que A(B) < 1/m).

On construit maintenant g en prenant g(z) = f(z) siz € B¢et g(z) = —1six € B. On a g mesurable et :

/ lglPdm = / \glPdm + / lglPdm < / |fPdm + A(B) <

Onadonc g € LP(R,B(R), ) (et g € LP(R, B(R), A) en confondant g avec sa classe d’équivalence). On a aussi
g ¢ Ccar \(B) >0etg < O0sur B.Enfin ||[f — g|} < (n+ 1)PA(B) < % < &P (par le choix de m), donc
If—gly <e

Ceci montre bien que C' est d’intérieur vide.

Casp =00

Onprend f = 1g € L>(R, B(R), A) (etdonc f € L*(R, B(R), A) en confondant f avec sa classe d’équivalence).
On note B(f,1) la boule (dans L) de centre f et de rayon 1. Soit g € B(f,1).Ona |l —g| = |f —g| <
Il — glloc < 1p.p.. On en déduit que g > 0 p.p. et donc que g € C. La fonction f appartient donc a I’intérieur de
C, ce qui prouve que C' est d’intérieur non vide.

Corrigé 103 (Convergence essentiellement uniforme)

Soit (E,T,m) un espace mesuré, (f,)necn une suite de fonctions mesurables de £ dans R et f une fonction
mesurable de E dans R.

Montrer que ||fn, — f|looc — 0, quand n — oo, si et seulement si il existe A € T t.q. m(A) = Oet f, — f

uniformément sur A°, quand n — oo.
corrigé

On suppose que || fr, — fllooc — 0, quand n — oo.

Soitn € N,ona |f, — f| < ||fn — flloo P-p- (voir, par exemple, I’exercice corrigé 4.32). Il existe donc A,, € T
t.q. m(A4,) =0et|(fn — f)(@)| < ||fn — fllco pour tout x € AS.

On pose A = UpenAp, on a alors, par o—additivité de m, m(A) = 0 et, pour toutn € N :
sup | fu () = f(2)] < [|lfn = flloo-
z€A°
On en déduit que f,, — f uniformément sur A°, quand n — co. Ce qui donne la propriété désirée.

Réciproquement, on suppose maintenant qu’il existe A € T t.q. m(4) = O et f, — f uniformément sur A€,
quand n — oo.

Soitn € N, on a, pour tout z € A°, [f,(7) — f(x)] < supyecac [fn(y) — f(y)|. Comme m(A) = 0, on en déduit :

|fo = f1 < sup |fuly) = f(W)] P-P-,
yEA®

et donc :

[ fr = flloo < sup [fuly) — f(y)l-
yeE A

374



Comme f,, — f uniformément sur A¢, quand n — oo, ceci donne bien || f,, — flco — 0, quand n — oo.

Corrigé 104 (Densité et continuité en moyenne)

1. Soit p € [1, co[. Montrer que C..(R, R) est dense dans LL (R, B(R), A). Soit f € LE (R, B(R), \), montrer que
If = f(-+R)|, = 0quand h — 0.

corrigé
Densité de C.. dans L?

On reprend ici la démonstration faite pour p = 1 (voir le théoreme 5.5)

1 est clair que C.(R,R) C £P = LE(R, B(R), A). En confondant un élément de L£? avec sa classe d’équiva-
lence, on a donc aussi C.(R,R) C LP = LE(R, B(R), ) (ceci est aussi vrai pour p = oo). L’objectif est donc
de montrer que pour tout f € £P ettoute > 0, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. || f — ¢||, < €. On va raisonner en
plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, €4, M et enfin LP).
(a) On suppose ici que f = 14 avec A € B(R) et A\(4) < oc.
Soite > 0. On prend la méme fonction ¢ que pour p = 1 (démonstration du téoréme 5.5). Ona ¢ € C.(R,R),
p=1sur K, o = 0sur O°et 0 < ¢ < 1 (partout). Les ensembles K et O sontt.q. K C A C O et
MO\ K) < 2¢.0Onendéduitque f —@p =0sur KUO%et0 < |f —¢| < 1, ce qui donne

If = ¢llp < MO\ K) < 2,

et donc .
I = ¢llp < (26)7.
Comme ¢ est arbitrairement petit, ceci termine la premiere étape.

(b) On suppose ici que f € &, N LP. Comme f € &, il existe a7,...,a, > Oet 41,..., 4, € T tq.
f=>",a;1a, Comme f € LP, on a, pour tout i, a? A\(A;) < [ | f|Pdm < oo. Donc, A\(4;) < oo.

Soit ¢ > 0, I’étape 1 donne, pour tout ¢, I’existence de ; € C.(R,R) t.q. ||[14, — ¢illp < €. On pose
o =" aip; € C.(R,R)etonobtient || f — ¢, < (3°1, a;)e (ce qui est bien arbitrairement petit).

(c) On suppose ici que f € M N LP.

Soit € > 0. Comme f € My, il existe une suite (f,)neny C &4 t.q. fr T f quand n — oco. La suite
(f — fn)nen est donc dominée par f € L£P. Le théoreme de convergence dominée donne alors que (f — f,,) —
0 dans LP quand n — oo. On peut donc choisir g = f,, € E4 t.q. ||f — g, < e.

L’étape 2 donne alors I’existence de ¢ € C.(R,R) t.q. ||g — ¢||, < . Dot I’on déduit || f — ¢||, < 2e. Ce
qui termine 1’étape 3.

(d) On suppose enfin que f € LP.

Soit e > 0. Comme f* € M N LP, I'étape 3 donne qu’il existe @1, Y2 € C.(R,R) t.q. || f+ — 1], < cet
If~ — @2llp < e Onposealors ¢ = 1 — 3. Onap € C.(R,R) et ||f — ¢, < 2e. Ce qui prouve bien la
densité de C.(R,R) dans L.

Continuité en moyenne

On raisonne ici en 2 étapes :
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(a) Soit ¢ € C.(R,R). La fonction ¢ est donc uniformément continue, ce qui donne

sup |¢(x + h) — ¢(x)| — 0 quand h — 0.
zeR

Soita > 0t.q. ¢ = 0 sur [—a,a]. Pour h € R t.q. |h| < 1, on a donc, comme ¢(x + h) — ¢(xz) = 0 si
xe[-a—1a+1],

/ lp(z 4+ h) — p(z)|Pdz < (2a + 2) sup |p(z + h) — p(z)|” — 0, quand h — 0.
z€R

On en déduit que ||¢(- + h) — ¢||, — 0 quand h — 0.

(b) Soit f € LP. L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(-+h) € L pour tout h € R.
On veut maintenant montrer que || f(- + ) — f||, — 0 quand h — 0.

Soit ¢ > 0. D’apres la densité de C, dans L?, il existe ¢ € C, t.q. ||f — ¢l||, < e. Linvariance par translation
de la mesure de Lebesgue donne || f(- + k) — ¢(- + h)||, = || f — ¢||p- On a donc, pour tout h € R :

IFC+h) = fllo < 20f = ¢llp + [lo(- +h) = @llp <2+ llo(- +h) = @llp:
D’apres la premiere étape, il existe n > 0 t.q.
Ihl <n=lle(-+h)—el, <e.
Donc,

Ih| <n=I[If(+h) = flp < 3e.
Ce qui prouve bien que f(- + h) — f dans LP, quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = 0o ?

corrigé

Les assertions précédentes sont fausses pour p = co, comme cela est montré dans 1’exercice 8.3.
(a) Onabien C.(R,R) C Lg° (R, B(R), A) mais le résultat de densité est faux. On prend, par exemple, f = 1jg,1].
11 est facile de voir que || f — ¢]|oo > %, pour tout ¢ € C.(R,R).

(b) On prend ici aussi f = 1)9,17. Il est facile de voir que || f(- + h) — fl|oc = 1 pour tout h # 0.

Corrigé 105 (Produit LP? — L9)

Soient (E,T',m) un espace mesuré, p € [1,+oo] et ¢ le conjugué de p (i.e. ¢ = _E7). Soient (f)nen C
LE(E,T,m), (gn)nen C LE(E,T,m), f € LE(E,T,m) etg € LL(E,T,m) tq. f,, — f dans LE(E, T,
m) et g, — g dans LE(E, T, m). Montrer que [ f,gn,dm — [ fgdm lorsque n — +oo.

corrigé
On remarque d’abord que le lemme 6.2 (ou la proposition 6.9 pour avoir aussi le cas p = 0o ou ¢ = oo) donne que
fg € LL(E,T,m) et fngn € L:(E, T, m) pour tout n € N. Puis, on utilise I'inégalité de Holder (lemme 6.2 et
proposition 6.9) pour obtenir

< Ifa = Flipllgnlla + 1flpllg — gnlly = 0, quand n — oo,
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car || fn — fllp = 0,1l — gnllqg — 0 (quand n — o00) et la suite (||gn|lq)nen est bornée car la suite (gy,)nen est
convergente dans L.

Corrigé 106
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L& (E, T, m), (gn)nen C L (E, T, m), f € Ly(E, T, m) et g
€ L¥(E, T, m). On suppose que f, — f dans L} (E, T, m).

1. On suppose que g, — ¢ dans L (E, T, m). Montrer que f,g, — fg dans LL(E, T, m).

corrigé

Cette question a été faite dans I’exercice 6.7, corrigé 105.

2. On suppose maintenant que g, — g p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoir f,gn — fg
dans LL(E, T, m).

corrigé
Onprend (E,T,m) = (R, B(R), A). On prend f = g = 0 et, pour n € N*,
fn=gn= \/ﬁl]o,%[-

On abien (f,,)nen C LE(E, T,m), (gn)neny C LE(E,T,m), f € LL(E,T,m)etg € L¥(E,T, m) (comme
d’habitude, on confond un élément de L? avec sa classe d’équivalence).

On a aussi f, — 0 dans L4 (E, T, m) (car || fnll1 = ﬁ), gn — 0 p.p. et fogn 7 0dans LL(E, T, m) car
|| fngnlls = 1 pour tout n € N.

3. On suppose maintenant que g, — ¢ p.p. et qu’il existe M € R t.q. ||gnllcc < M. Montrer qu’on a alors
fngn — fg dans L%{(E, T,m).

corrigé
On remarque d’abord que fg € L]%{(E, T,m) et frngn € L (E, T, m) pour tout n € N (voir la proposition 6.9).
Puis, on écrit

([ fuguiin— [ sodmi < [15, = flgnlam -+ [ 1fllg. - gidm. (17.2)

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers 0 car il est majoré par M || f,, — f]|1 qui tend
vers 0 quand n — oo.

Pour montrer que le deuxieéme terme de cette inégalité tend aussi vers 0, on pose h,, = |f||gn —g|-Onah, — 0
p-p- car g, — ¢ p.p., quand n — co. On a aussi 0 < h,, < 2M|f| € LL(E, T, m) (en effet, comme g,, — g
p.p- et |gn| < M p.p.,onaaussi |g| < M p.p.). On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée. 11
donne que f hpdm — 0. On en déduit que le deuxieme terme de (17.2) tend vers O quand n — oo et donc que
fngn — fgdans L} (E, T, m) quand n — oco.

Corrigé 107 (Inégalité de Hardy)
Soit p €]1, 0o[. On note LP Iespace LE (]0, o[, B(]0, 00[), A) (A est donc ici la mesure de Lebesgue sur les boré-
liens de ]0, oo)).

Soit f € LP. Pour x €]0,00[, on pose F(z) = L [ f1j0,2[dA. Le but de I’exercice est de montrer que I € LP et

=3
1E1p < Z5 11
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1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0, co[) (c’est-a-dire que f est continue et & support compact dans
10, 00).
(a) Montrer F' € C*(]0, oo[) N £P. Montrer que 2 F(x) = —F(x) + f() pour tout = > 0.
corrigé
On pose G(z) = [ fljg,.(d) pour z €]0, co[. Comme f est continue, la fonction g est de classe C* sur ]0, oof
(et G’ = f). On en déduit que F est aussi de classe C* sur ]0, col.

Comme f est a support compact dans ]0, oo, il existe a, A €]0,00[, a < A, t.q. f(z) = 0siz < a ou
x > A. La fonction f est bornée (car continue sur le compact [a, A] et nulle en dehors de ce compact), on
note M = sup{|f(z)|; z € [a, A]}. Onaalors |F(z)| < Wl[a’m[(aﬁ) pour tout z €]0, co[. On en déduit
que F' € LP carp > 1 (et on aussi F' € L™).

Comme zF'(z) = G(z), onabien xF'(z) + F(z) = G'(x) = f(x) pour tout z €]0, oo].

(b) On suppose, dans cette question, que f(x) > 0 pour tout = €]0, co].
Montrer que [~ F?(z)dx = sy Jo° FP~(x) f(x)dz. [On pourra utiliser une intégration par parties.]

Montrer que ||F||, < ﬁ”f”p-

corrigé
Soit n € N*. En intégrant par parties (entre F? et 1) sur |0, n[, on obtient :

/0“ Fr(a)de = = / : pFP~ F' (2)xdx + FP(n)n

0

:/O"pr@)dx—/ pF?~ 1 f(z)da + FP(n)n,

0

et donc :

(p—1) /0 " FP(2)de — / " pFPUf(@)da — FP ().

0

Comme 0 < FP(n)n < —LM(A —a) — 0, quand n — oo (ot a, A, M sont définis a la question précé-
dente) et que F, f € LP, on en déduit :

/0oo FP(z)dz = % /Ooo FPY(2) f () da.

En utilisant I’inégalité de Holder (entre f € LP et FP~1 ¢ .Cr%l) on déduit de la précédente inégalité :

p—1

Oopx:L' L °Cp x) r
/OF()d gp_l\lf\lp(/o Fr(a)dx) 7

etdonc (comme F' € LP) ||[Fl, < 2| fllp-

(c) Monter que || F[[, < ;2 || f|, (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout 2 €]0, o).

corrigé

11 suffit de considérer H (z
1Hllp < S22 11f1lp- Comme \F(l

f |f\1]0 «[dX pour z > 0. La question précédente donne que H € LP et
< H(z) pour tout z > 0, on adonc || F'l|, < [[H|l, < JE5[[f][-

8 |=
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2. On ne suppose plus que f € C.(]0, o0).

(a) Montrer qu’il existe (fy,)nen C Cc(]0, 00[) t.q || frn. — fllp — 0 quand n — co. [On pourra utiliser la densité
de C.(R,R) dans LE(R, B(R), A), exercice 6.4.]
corrigé
On définit g par g = f sur ]0,00[ et ¢ = 0 sur ] — 00, 0]. On a donc g € LP(R, B(R), A). il existe donc
(gn)nen C C.(R,R) t.q. g» — ¢ dans LP(R, B(R), A\) quand n — oo. On note g,, la restriction de la
fonction g,, a ]0, 0o[. La suite (g,,)nen converge donc vers f dans £P, mais les fonctions g,, ne sont pas
nécessairement a support compact dans ]0, co[. Il faut donc les modifier “légerement".

On se donne une fonction p € C(R,R) t.q. ¢ = Osur]—1,1[etp = 1 sur]—2,2[°. Onpose v, (z) = w(mz)
pour x € Ret m € N*. Le théoréme de convergence dominée donne alors que, pour tout n € N, on a
©m3, — G, dans LP(R; B(R), A\) quand m — oo. Pour tout n € N, on peut donc choisir m,, € N* t.q.

||men§’ll - gnHP < %H On pose fn, = ©m, G, on a bien (fn)neN C CC(]O: OO[) et ”fn - f”p — 0 quand
n — 0o.

(b) Montrer que I € C(]0, 00) N L? et que [|F'[|, < 25| f]p.
corrigé
On pose G(z) = [ fljo,,dA pour z €]0, c0[. On remarque que G' € C(]0,00[) carsi0 < z < y < oo, on
a (en utilisant I'inégalité de Holder) |G (z) — G(y)| < [ |f|LzydX < || fllp(y — 1)17%. On a donc aussi
F e C(]0, o).

Soit (fn)nen C Ce(]0,00[) t.q. | fn — fllp = 0 quand n — oco. On pose F,(x) = % J fn1j0,/dA. On a donc
F, € LPet

p
1Pl < =2l (17.3)

Pour z €]0, 0o, on a (en utilisant I'inégalité de Holder) |F,,(z) — F(z)| < 1| f. — f||pa:1_%. On en déduit
que F,, — F p.p.. 1l suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou a la suite (| F},|P),cn pour déduire de (17.3)
que F € L7 et | Fllp < =24,

3. Montrer que sup{%7 feLr ||fllp # 0} = ;25 (dans cette formule, F" est donné comme précédemment &
p

partir de f). [On pourra considérer la suite (f,,)nen+ définie par f,(t) = tr 141,,((t) pour £ €]0, 00[.]
corrigé
Soitn > 2 et f,, définie par f,(t) = t_%l]lin[(t) pour ¢t €]0,00[. Ona f,, € LP et || f||, = (log n)%.

On pose F,(z) = 2 [ fnljo,,d) et on cherche maintenant & minorer || F}, ||,,. On remarque que F, (z) > 0 pour
tout z €]0, oo et :
1, »-
Fo(z) = %;(gp% —1), pourz € [1,n]. (17.4)

Soitn > 0. Il existe A > 1t.q.:

x>A:>;z:pr;)1712(1777)$ v,
et donc, en utilisant (17.4), on obtient :

P n 1 N p N
A Folp 2 — (1 - —dz)r = ——(1 —n)(1 —logA)».
n> A= B> L -n(f a0t = Lo - n)logn —log )3

379



Comme || f,||, = (log n)%, on en déduit que limsup,,_, .

IFally ~ _p
ully = p—1°

‘I‘?Lllp > %(1 —n). Comme 1 > 0 est arbitraire-

o =
ce qui donne :

ment petit, on a donc limsup,,_, .,

£l
£l

La mojoration donnée a la question 3 permet de conclure :

sup{L2 fe P | f]l, £ 0} > pL.

-1

F
P e o i, 0= 2o

U7, =

Corrigé 108 (Continuité d’une application de LP dans L9)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, g € [1, 0o[ et g une application continue de R dans R t.q. :

30 eR%; |g(s)| < Cls|7 + C, Vs € R. (17.5)

1. Soitu € LE(E, T, m). Montrer que g o u € LL(E, T, m).

corrigé
Cet exercice est tres voisin de 1’exercice 4.35 correspondant au cas p = g = 1, le corrigé des 3 premieres
questions va donc suivre essentiellement le corrigé 84.

La fonction u est mesurable de £ (muni de la tribu 7") dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne (c’est-
a-dire mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit, par composition, que g o u est mesurable
(de E dans R).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)|9 < 27C7. Pour s € R\ [—1,1], on a |g(s)| < 2C|s|7 et
donc |g(s)|? < 29CY|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)]|? < 27C'7 4 27C?|s|P. On en déduit que, pour tout
x € E,|gou(x)|? = |g(u(x))]? < 21C7 + 21Cu(zx)?, et donc :

/ lg o ultdm < 290 ull2 + 29Cm(E),

ce quidonne gou € LL(E, T, m).

Onpose L" = LL(E,T,m), pour r = petr = q. Pour v € LP, on pose G(u) = {h € LI(E,T,m); h =gowv
p.p-}, avec v € u. On a donc G(u) € LY et cette définition a bien un sens, c’est a dire que G(u) ne dépend pas
du choix de v dans u.

corrigé

La démonstration du fait que cette définition a bien un sens est essentiellement identique a celleducasp =g =1
(exercice 4.35, corrigé 84). Elle n’est pas demandée ici.

2. Soit (un)neny C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — oo, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L?.

corrigé
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Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants de u et
F, notés toujours v et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — oo et que g est continu, il est facile de voir que
g © Up — g oup.p..Onadonc G(u,) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < Clu,|7 +C < C|F|7 + C p.p. et donc |G(u,)| < C|F|% + C p.p., pour
tout n € N.

Comme F € FP,ona |F|7 € L9. Les fonctions constantes sont aussi dans L9 (car m(E) < cc). On a donc

C|F |17 + C € L4 On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée dans L9 (théoreme 6.1), il
donne que G(uy,) — G(u) dans L? quand n — oo.

. Montrer que G est continue de LP dans L9.

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose que G n’est pas continue de LP dans L. Il existe donc u € LP et
(un)nen C LP t.q. u, — udans L? et G(u,) # G(u) dans LY quand n — oo.

Comme G(uy,) /4 G(u),ilexistee > 0ety : N— Ntq. p(n) - coquandn — coet:
|G (typen)) — G(u)|lq > € pour tout n € N. (17.6)

(La suite (G'(typ(n)))nen est une sous suite de la suite (G (tun))nen.)

Comme u,(,,y — u dans LP, on peut appliquer le théoréme 6.3 (“réciproque partielle de la convergence dominée
dans L9"). Il donne I’existence de ¢) : N — Netde F' € L” t.q. ¢(n) — oo quand n — 00, Uyoy(n) — © P-p-
et [Ugoy(n)| < F p.p., pour tout n € N. (La suite (tpoq(n))nen st une sous suite de la suite (ty(n))nen)-

On peut maintenant appliquer la question 2 4 la suite (tyoy(n))nen- Elle donne que G(tgpoy(n)) — G(u) dans
L% quand n — oo. Ce qui est en contradiction avec (17.6).

. On considere ici (E,T,m) = ([0,1], B(R), \) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (17.5).
On va construire u € L' t.q. G(u) ¢ L.

(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe «v,, € R tel que : [g(aw,)| > n|ay] et |a,| > n.

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M = max{|g(s)],
s € [-n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n,n] (noter que n est fixé). en posant
C = max{n, M}, on adonc:

lg(s)| < Cls| + C, pourtout s € R,

en contradiction avec I’hypothese que g ne vérifie pas (17.5).

Il existe donc s, t.q. |s| > net|g(s)| > n|s|. Ceci prouve ’existence de a,.

(b) On choisit une suite (a, )nen+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
«
D oz =k
o n




Comme «,, > n, on a < L etdonc:

1
lan|n? —
1
0<p= E — < O0.
nene [onln?

On choisit alors o = %

(c) Soit (an)nen+ une suite définie par : a1 = 1l et apy1 = an — ﬁ (ol oy, et a sont définies dans les 2
apn

questions précédentes). On pose u = > @ 1(,. ,, .- Montrer que u € L' et G(u) ¢ L.

corrigé
n—1 «
Pourn >2,0onaa, =1 —szl IPRNCE
|ap|p
Grace au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € N*, et a,, | 0, quand n — oo.
La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone (plus précisément, on utilise

sa premiere conséquence, le corollaire 4.1) :
«Q
|u|dX = E lan|(an — ans1) = E 2 < 00.
neN* neN*
Donc, u € £! et aussi v € L' en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que g o u = > > glan)1; an[- On adonc :

An41,
o
/‘g Ou‘d,\ = Z ‘g(an”(an - a"rH—l) Z Z E = O0.
neN* neN*

ceci montre que g o u & L' et donc G(u) ¢ L.

Corrigé 109 (Convergence p.p. et convergence des normes, par Egorov)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < co.Onnote L? I’espace LE (E, T, m). Soit (f,,)», une suite d’éléments
de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p., quand n — oo.

1. Montrer que || f||, < liminf, o || fn|lp. [Traiter séparément le cas 1 < p < co et p = 00.]
corrigé

On suppose que liminf,,_, || f» ||, < oo (sinon, I'inégalité a démontrer est immédiate). Comme d’habitude, on
choisit des représentants de f,, et de f (qui sont donc dans LP).

Pour p < oo, on utilise le lemme de Fatou (lemme 4.6) a la suite (g, )nen OU g, = | fn|P. Comme g, — |f|P

p.p., Il donne :
/|f\pdm < liminf/ | fr|Pdm.
n—oo

On en déduit que || f||, < liminf, o || fnllp-

Pour p = oo, il existe A € T t.q. m(A°) = Oet f,(z) — f(z), quand n — oo, pour tout x € A. Pour tout
n €N, il existe A, € T t.q. m(A%) = 0et fr,(z) < || fn]loo pour tout z € A,,. On pose B = AN (Npendn),
de sorte que B € T et m(B°) = 0. Pourz € B,ona:

fx) = lim fo(z) = liminf f, () <liminf || f[|o.
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On en déduit que || f]loo < liminfy, oo || frllco-

2. En prenant (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A) (ol X est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1[), donner
un exemple pour lequel la suite (|| f,||p)nen converge dans Ret || f||, < lim,ey || fn|lp- [On pourra aussi traiter
séparément les cas 1 < p < oo et p = 00.]

corrigé

Pour p < oo, on peut prendre f,, = nil]oy;[ (et f =0p.p.).
Pour p = oo, on peut prendre f, = 1j5 1 (et f = 0 p.p.).

Pour la suite de I’exercice, on suppose que || f, ||, — || f]/p, quand n — oo.

3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(2) On suppose que m(FE) < oo. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. On choisit
aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et & > 0. On suppose que f,, — f uniformément sur
A€. Montrer qu’il existe ng t.q. :

n2n0:>/|fn|dm§5+/|f|dm'
A A

corrigé

/ fuldm = / \fldm + / (ful = |fdm
A A A 17.7)
:/ Ifldm+|\fn|\1f||f\|1+/ (1] — | ful)dm.

A Ac

Pourn € N,ona:

Soit e > 0. Par convergence uniforme de f,, vers f sur A¢ (qui est de mesure finie car m(E) < 00), il existe
ni t.q.

wzm = [ (5= 1fham < [ g flim <.

Comme | f,|l1 — | fll1, quand n — oo, il existe ny t.q. n > ny = ||fulli — [|flli < €. Pour ng =
max(ny, ng), on a donc :

n2n0$/|fn|dm§/ |fldm + 2¢.
A A

ce qui donne le résultat demandé.

(b) On suppose que m(E) < oco. Montrer que f,, — f dans L', quand n — oo. [On pourra utiliser le théoréme
d’Egorov.]

corrigé

Soit £ > 0. D’apres la proposition 4.9 page 91, il existe § > 0 t.q.

(AeT, m(A)S&):>/ \fldm < e.
A

Le théoréme d’Egorov (théoreme 3.2) donne I’existence de A € T t.q. m(A) < J et f,, — f uniformément
sur A°. On a donc :
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J1fa=tlam< [ 1= flam+ [ Afolam+ [ |fiim.

Ona [, |f|dm < e. Par la question précédente, il existe ng t.q.

nznoif |fn|dm§/ |fldm + 2¢ < 3e.
A A
Par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe ny t.q.
n>ng :>/ |fro = fldm < m(E)sup|f, — f| <e.
Ae Ae

On a donc finalement :
n > max(ng,ny) = / | fr. — fldm < Be.

Ce qui prouve que f, — f dans L', quand n — oo.

(c) On suppose que m(E) = co. Soit € > 0. Montrer qu’il existe C' € T' t.q. :

m(C) <ooet/c |fldm < e.

corrigé
Cette question est résolue dans la proposition 4.9 page 91.

(d) On suppose que m(E) = co. Montrer que f,, — f dans L', quand n — oo.
corrigé
Soit £ > 0. La question précédente donne Iexistence de C € T't.q. m(C) < oo et [ |fldm <e.

La proposition 4.9 donne ici aussi I'existence de § > 0 t.q. (A € T, m(A4) < 6) = [, |fldm <e.

Le théoréme d’Egorov (appliqué a la mesure définie par m¢g(B) = m(B N C) pour B € T, qui est bien une
mesure finie sur 7') donne 1’existence de A € T't.q. m(ANC) < d et f,, — f uniformément sur A°. On a
donc :

[t siams [ Ag=flams [ plans [ fiam.
AenC Auce Jauce
Par le choix de Aetde C,ona [, . |fldm = f(Amc)uCc |fldm < [,nc 1 fldm + [, | fldm < 2e.

En reprenant la question 3a, on remarque que I’hypothése m(E) < oo n’a été utilisée que pour dire que
m(A€) < oo. Icei, comme m(A° N C') < 0o, la méme démonstration donne donc qu’il il existe ng t.q.

n>ng = |fn|dm§/ |fldm + 2¢ < 4e.
Auce Auce
Enfin, par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe n; t.q.

n>n; = |fo = fldm <m(C)sup |fn — f| <e.
AenC Ac

384



On a donc :
n > max(ng,n1) = / |fr. — fldm < Te.

Ce qui prouve que f, — f dans L', quand n — oo.

. Dans cette question, on suppose que 1 < p < co. Montrer que f,, — f dans L?, quand n — oo. [S’inspirer de
la méthode suggérée pour le cas p = 1.]

corrigé
On traite directement le cas général (c’est-a-dire m(E) < o). Soit ¢ > 0. Comme |f|P € L!, La proposition
4.9 donne I'existence de C' € T t.q. m(C) < oo et [, |f|Pdm < . Elle donne ici aussi I'existence de § > 0
tq. (AeT,m(A) <6)= [,|f[Pdm <e.

On applique maintenant le théoreme d’Egorov avec la mesure m¢ (comme a la question précédente) et pour
les suites (fy)nen €t (|fn|?)nen. On obtient (en prenant 1’union des ensembles donnés par le théoréme pour
ces deux suites) I’existence de A € T t.q. m(ANC) < 6, f, — f uniformément sur A€ et |f,|? — |f|?
uniformément sur A°.On a:

/\fnff\pdmg/ |fnff|”dm+2p/ |fn|pdm+2p/ \f[Pdm.
AenC AUC<e AuCe

Par le choix de Aetde C,ona [, .. |f[Pdm = f(AﬁC)UCC [f[Pdm < [, o [fIPdm + [, |f|Pdm < 2e.

Comme a la question précédente, en reprenant la question 3a, on obtient qu’il existe ng t.q.
n>ng = \fn|pdm§/ |f|Pdm + 2e < 4e.
AuCe AUCe

En fait, pour montrer cette inégalité avec la question 3a, on remplace (17.7) par :

[ am= [ gpame [ g g
- f Pdm - 1fally = 113+ [ (517 = 1l ),
AUCe

AenC

et on utilise la convergence de || f,[|) vers || f||}, la convergence uniforme de |f,, [P vers |f|” et le fait que
m(C) < oo.

Enfin, par convergence uniforme de f,, vers f sur A¢, il existe n; t.q.
n>ng = |fo = flPdm < m(C)sup [f, — fIV <e.
AenC Ae
On a donc :

n > max(ng,n1) :>/|fn—f\pdm < 2P(Te).

Ce qui prouve que f,, — f dans LP, quand n — cc.

. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A). Donner un exemple pour
lequel f,, /# f dans L*>°, quand n — oo.

corrigé
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Pourn > 2, on pose f = 1]%71[ et on définit f,, ainsi :

fo(z) =0s10< 2z <
fo(x) =n(z—3)sij

w(x)=1si++L <<,
fn(z) 3

On a bien, quand n — 00, fr, = f p-p- || falloe = | fllco €t fro # f dans L (car || f,, — f|lco = 1 pour tout
n > 2).

Corrigé 110 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00|, on note L? I’espace Ly (E, T, m).

Soit p € [1,00[, (fn)nen une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que || fn|, —
| f1lp» quand 7 — oo.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |fn| + | f| — |fn. — f] (en ayant choisi des représentants de
fn et f). Montrer que g,, > 0 pour tout n € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f,, — f dans L.
corrigé

Comme |f — f,| < |f|+|fn]|, onabien g, > 0.Comme g,, tends p.p. vers 2| f|, le lemme de Fatou (lemme 4.6)

donne :
/2|f\dm < liminf/gndm.
n—00

Comme || fn|l1 = || f|l1, on aliminf,, o [ gndm =2 [ |fldm — limsup,,_, o, [ |f — fn|dm. Onadonc:

[2ifiam <2 [ |flam ~ timsup [ 17~ 1, jdm.

On en déduit que limsup,,_,. [ |f — fn|dm < 0, et donc que f,, — f dans L.

2. On suppose maintenant que p €]1, oo[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn — f dans LP.

corrigé
On prend maintenant g, = 2P(f, [P + 2P| f|P — | f, — f|P. Comme |f — f,| < |f| + |fn] < 2max{|f.],|f]}, on
alf — fulP < 2P max{|fnl], |fI}? < 2P|f.|P + 2P| f|P. On a donc g,, > 0. Comme g,, tends p.p. vers 2P| f|P,
le lemme de Fatou (Ilemme 4.6) donne :

/2p+1|f|”dm < liminf/gndm.
n—o00

Comme an”,’v - Hf|

p>ona

n— o0

liminf/gndm: 2”“/\f|pdmflimsup/\fffn|pdm.
n—oo

On a donc

/2P+1\f\pdm < vt / | f[Pdm — limsup/ |f = fulPdm.
n—oo

On en déduit que limsup,, . [ |f — f»|Pdm < 0, et donc que f,, — f dans LP.
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Corrigé 111 (Compacité LP — L9)
Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < oo, onnote L" I’espace L (E, T, m) (et L”
Iespace L (E,T,m)).

1. Soit 7 > 1 et (gn)nen une suite bornée de L. Montrer que la suite (g, )nen est équi-intégrable, ¢’est-2-dire
que :

Ve>0,30>0tqneN, AeT, m(A)§5é/|gn|dm§5.
JA

[Utiliser I’inégalité de Holder.]

corrigé
En utilsant I'inégalité de Holder (inégalité (6.3)) entre r €]1, co] et son conjugué et les fonctions g,, et 14, on
obtient, pour tout A € T' de mesure finie :

/A |gnldm. < [lgallrm(A)' =7

Si C est un majorant de {||g,, ||, n € N}, il suffit donc de prendre § > 0 t.q. C3'~+ < & (ce qui est possible car
r > 1) pour avoir le résultat demandé.

Soit 1 < p < ¢ < 0o et (fr)nen une suite bornée de L9. On suppose dans toute la suite que f,, — f p.p. quand
n — oo.

2. (Compacité LP — L7.) On suppose que m(E) < oo.

(a) Montrer que f € L7 (au sens “il existe g € L7 t.q. f = g p.p.").
corrigé
Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. Il existe A € T t.q. m(A) = O et
fn(z) = f(z), quand n — oo, pour tout x € A°. On pose g(z) = f(x) pour z € A et g(x) = 0 pour

x € A, desorte que g = f p.p. et g(x) = lim,, o0 frn1ac(z) pour tout z € E.

Si ¢ < oo, on applique le lemme de Fatou 4 la suite (| f,,|?)nen. Il donne :

/|g|qdm < 1iminf/ | frn|%dm < C1,
n—o00
ol C' est un majorant de {|| f,,||q, » € N}. Onadonc g € L7 etdonc f € L (au sens demandé).
Si g = oo, comme |f| < || fulloo P-p-» On déduit de g(x) = lim, 00 frnlae(z) pour tout z € E le fait que

lglloc < C p.p., ot C est un majorant de {|| f||c0, » € N}. On a donc, ici aussi, g € L et donc f € L™
(au sens demandé).

(b) Montrer que f,, — f dans L? quand n — oo. [Utiliser la question 1 avec g,, = |f,, — f|P et un théoréme du
cours. ]

corrigé
La suite (gn)nen est bornée dans L”, avec r = 1 > 1. Elle est donc équi-intégrable (par la question 1).

Comme elle converge p.p. vers 0 et que m(E) < oo, le théoreme de Vitali (théoréme 4.8) donne que la suite
(gn)nen converge vers 0 dans L! et donc que f,, — f dans LP quand n — oo.

387



3. On suppose que m(E) = occ.

(a) Soit B € T't.q. m(B) < co. Montrer que f,15 — f1p dans L? quand n — oo.
corrigé

On définit la mesure mp sur 7' en posant m(A4) = m(A N B) pour tout A € T la mesure mp est finie.
On peut donc appliquer la question 2 avec cette mesure. On obtient que f,, — f, quand n — oo, dans
I'espae L% (E, T, mp). Ceci qui donne que f,,1p — f1p dans L? quand n — oo (car, [ |f,, — f[P1pdm =

[ fn = fIPdmp).

(b) On prend ici (E, T, m) = (R, B(R),\), ¢ = 2,p =1, f = 0. Donner un exemple pour lequel (f,,)nen C L?,
fn # 0dans L quand n — oo (et (f,,)nen bornée dans L2, f,, — 0 p.p. quand n — 00).
corrigé

On peut prendre, par exemple, f,, = 1y, 41[-

Corrigé 112 (Caractérisation de £°°)
Soit (X, T, m) un espace mesuré. Pour p € [1, 00|, on note L? Iespace L5 (X, T, m). Soit f une application de
X dans R. On suppose que pour tout n € N* il existe f, € L et g, € LY t.q. f = fu + Gns | falloo < Let
llgnll1 < L. Montrer que f € L et || f]loc < 1.

corrigé
On remarque d’abord que f est mesurable car f; et g; sont mesurables. Puis, pour montrer que f € £°°, on peut,
par exemple, procéder de la maniere suivante.

Soit e > 0. Soit n € N*. Comme |f,,| < 1p.p.,ona |f] <1+ |g,| p-p- et donc

m({|fl 21 +¢}) < m({lgnl = €}).

Puis, comme m({|gn| > €}) < 2 [ |gn|dm < -1, on en déduit (quand n — o) m({|f| > 1 +¢}) = 0.

ne’
Finalement, comme {|f| > 1}) = Upen+{|f| > 1+ 1}, la o-additivité de m donne m({|f| > 1}) = 0 et donc
|| < 1p.p.. Ceci donne bien f € L™ et || f]loo < 1.

NB. Une autre méthode consiste a utiliser le théoreme 6.3. Il donne que, apres extraction éventuelle d’une sous
suite, on a g, — 0 p.p. (quand n — o0). On a donc f, = f p.p.. De || fulloo < 1, on déduit alors || f|cc < 1.

Corrigé 113 (Exemples de v.a. appartenant a L9)
Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de
q € [1, 00] pour lesquels la variable aléatoire X appartient a I’espace L4(2, A, P) :
1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue, avec f(x) = Aexp(—Ar)1jo,4o0[ pour = € R).
corrigé

Soit g € [1,00[, 0ona:

oo
/ | X|%dP = / |x|9dPx (x) :/ i exp(—Az)dxr < oo,
Q R 0

car la fonction z — |z|9\ exp(—Ax) est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur RT. On a donc
X € L1(Q, A, P).
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Soit maintenant ¢ = co. Pour tout @ > 0, on a, avec A =]a, oo :

oo

P[X >a] = /Q 14(X)dP = / 1a(z)dPx(x) = / Aexp(—Ax)dz > 0,

R a

car Aexp(—Ax) > 0 pour tout > a. Donc X &€ L>(2, A, P).

. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,
avec f(z) = L < pourz € R).

242

corrigé
Il suffit ici de considérerlecasg =1.0On a:

c [ =z c 1
X|dP = dP > — ——dx > — —dxr = oo.
/Q\ | /R\x\ X(JT)_ﬂ_/O x2+62x_ﬂ/c 5ot = 00

Onadonc X ¢ L'(Q, A, P), ce qui donne aussi X ¢ L%(Q, A, P) pour tout ¢ € [1,00] (car LI(2, A, P) C
LY(Q, A, P) pour ¢ > 1).

. X suit une loi géométrique G(p) (p €0, 1]) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*~!, pour tout k& € N*).
corrigé
Onnote Ay = {X =k} = {w € Q, X(w) = k} et A = U2, Ay. Par o-additivité de P, on a P(A) =
Sney P(Ag) = > 52, p(1 = p)*~1 = 1. On a donc P(A®) = 0.

Soit ¢ € [1,00[,0na:

[ ixrap = [ xpap =3 [ (xjap = Skt -9t <
. 4 k=17 Ak k=1

k

car la série de terme général k%p(1 — p)*~! est convergente (pour le voir, il suffit, par exemple, de remarquer

que
q — )k q(1 —
g EADA—p)" (k11 —p)
k—o00 kqp(]_—p)k71 k— o0 ka
Onadonc X € L1(2, A, P).

Soit maintenant ¢ = co. Pourtout @ > 0,ona P[X > a] > P(A;) > 0sik > a.Onadonc X & L>®(Q, A, P).

=1-p<1.

17.2 Espaces de Hilberts, espace >

Corrigé 114

Soit (E,T,m) un espace mesuré et (fy)nen une suite d’élements de L% (F, T, m) deux a deux orthogonaux.
Montrer que la série Y, . fn converge (dans L?) si et seulement si >, || fn |3 est convergente (dans R).

corrigé
Comme LZ (E, T, m) est un espace complet, la série >, . f» est convergente dans Lg (E, T, m) si et seulement
la suite des sommes partielles, (ZZ:O fx)nen, est de Cauchy (dans L?). Cette suite des sommes partielles est de

Cauchy si et seulement si elle vérifie :
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V5>07E|n0t.q.m2n2n0:>HkaHggs. (17.8)

k=n

Le fait que les f,, soient deux a deux orthogonaux nous donne (théoréme de Pythagore) que

m m
I flls =D I £ell3-
k=n k=n

L assertion 17.8 est donc équivalente a dire que la suite (}_)_, || fx/3)nen est de Cauchy (dans R), ce qui est
équivalent a dire que la série >, - || f||3 est convergente (dans R).

Corrigé 115 (L? n’est pas un espace de Hilbert si p £ 2)
Montrer que LE (R, B(R), A\) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo, p # 2.

[Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en défaut ’identité du parallelogramme, ¢’est-a-dire 1’identité
(6.18) page 139.]

corrigé
On prend f = 1j91; et g = 1j1 o[, de sorte que f € LR(R, B(R), A), g € L(R, B(R), A) (avec la confusion
habituelle entre une classe et I'un de ses représentants) et que :

1
fllp = llglly =1, Ilf +gllp = Il — gl = 27.

2

Pour p # 2, onadone ||f + g7 + [If — gll} = 2(27) # 4 = 2| fII} + 29I}

L’identité du parallelogramme, c’est-a-dire ’identité (6.18) page 139, n’est donc pas satisfaite (pour p # 2), ce qui
prouve que, pour p # 2, lanorme || - ||, (sur LE (R, B(RR), A)) n’est pas induite par un produit scalaire.

Corrigé 116 (projection sur le cone positif de L?)
Soit (X, T, m) un espace mesuré et E = L2 (X, T, m).Onpose C = {f € E, f > 0p.p.}.

1. Montrer que C' est une partie convexe fermée non vide de E.

corrigé

—C#0Qcar0eC.

—-Soit f,ge Cett €[0,1].0natf+ (1 —t)ge L? = LE(X,T,m),car L?> estune.v,ettf + (1 —t)g >0
p.p--Onadonctf + (1 —t)g € C, ce qui prouve que C est convexe.

— S0it (fu)nen C C t.q. fn — f dans L? quand n — oo. On veut montrer que f € C (pour en déduire que C
est fermée).

Pour tout ¢ € L?, ona [ fopdm — [ fodm (car | [ foodm — [ fodm| < || fn — fll2]l¢]l2)-
On choisit ¢ = f~ € L% Comme f,f~ > 0 p.p., on en déduit — [(f~)*dm = [ ff~dm > 0. Ce qui
prouve que f~ = 0 p.p. et donc que f > 0 p.p.. On a donc montré que f € C et donc que C' est fermée.

Pour montrer que C' est fermée, il est aussi possible d’utiliser la réciproque partielle du théoréme de conver-
gence dominée (théoreme 6.3).
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2. Soit f € E. Montrer que Po f = f+.

corrigé

Ona f* € C. Pour montrer que Pof = f7, on utilise la premiére caractérisation de la projection (proposition
6.15).

Soitge C,ona(f—fT/fT—g)e=—(f"/ft—g)2 =] f~gdm > 0 (on a utilisé ici le fait que f~fT =0
p.p.). La proposition 6.15 donne alors Pe f = f+.

Corrigé 117 (Exemple de non existence de la projection sur un s.e.v. fermé)

Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :

E est un espace de Banach réel, F' est un sous espace vectoriel fermé de F, g € E \ F (et donc d(g, F) =
inf{||lg — fllg, f € F} > 0...) etil n’existe pas d’élément f € E't.q.d(g,F) = |lg — f| &-

On prend £ = C([0,1],R), on munit £ de la norme habituelle, || f||z = max{|f(z)|, = € [0,1]}. On pose
F={fekE; f(0)=0, fol f(z)dz = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(x) = x, pour tout € [0, 1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

corrigé
Il est clair que F est un e.v. sur R et que || - || g est une norme sur E, c’est la norme associée a la convergence
uniforme. On montre maintenant que £ est complet.

Soit (fy)nen une suite de Cauchy de E. Pour tout € > 0, il existe donc n(e) t.q. :
z €[0,1), n,m =n(e) = |fu(x) = fr(z)| < e (17.9)

De (17.9) on déduit que, pour tout z € [0, 1], la suite (fy, (z))nen est de Cauchy. Il existe donc f : [0,1] — R
t.q. fu(z) — f(z) quand n — oo, pour tout € [0, 1]. Pour montrer que la convergence de f, vers f est
uniforme, il suffit de reprendre (17.9) avec un z fixé et un n fixé (n > n(e)) et de faire tendre m verts oo, on
obtient :

z €[0,1], n 2 n(e) = [fu(z) — f(z)| <&, (17.10)

ce qui donne bien la convergence uniforme de f,, vers f. Comme les f,, sont continues, on en déduit que f est
continue (comme limite uniforme de fonctions continues), ¢’est-a-dire f € E. Enfin, (17.10) donne || f,,— f||g <
esin > n(e) etdonc f, — f dans F, quand n — oo. Ce qui prouve que E est complet.

2. Montrer que F' est un sous espace vectoriel fermé de E.

corrigé
On note 7" et S les applications de E dans R définies par T'(f) = f(0) et S(f) = fol f(z)dz. 11 s’agit donc

d’applications linéaires de E dans R. Elles sont également continues car |T'(f)| < || fllz et|S(f)| < ||f|| g pour
tout f € E.

On en déduit que F’ est un s.e.v. fermé de £ en remarquant que ' = Ker7 N KerS.

3. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que fol (g — f)(x)|dx > fol(g — filx)dx =
1/2.]

corrigé
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Comme (g — f)(x) < |(g — f)(z)| pour tout = € [0, 1], on a bien

1 1
| =@ < [ ia—piaiae.

On remarque ensuite que, puisque f € I, on a jol (9— f)(z)dx = fol g(x)dz = jol adx = %. Etdonc :

5< | o=@

Puis, comme fol (g — f)(z)|dx < ||g — f|lE, on en déduit que ||g — f||z > 1/2.

. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F t.q. |lg — f||lg = 1/2.

corrigé

Dans le raisonnement de la question précédente, on remarque que les ||g— f ||z > 1/2 sauf'si fol |(g—f)(x)|dz =

lg — flleet [y (g — f)(@)dz = [, (g — f)(@)|dz.

Soit f € F tq. |lg = fllz = 1/2. Onadonc [y (g — f)(@)dz = [; (g — f)(@)ldw et [y |(g = f)(x)|da =
lg — fllg- On en déduit que (g — f)(z) = |(g — f)(x)| = |lg — fllg = 1/2 pour tout = € [0, 1]. En effet, si il
existe, par exemple, o € [0,1] t.q. (¢ — f)(z0) < |(g — f)(z0)], on peut alors trouver (par continuité de g — f)
un intervalle ouvert non vide sur lequel (g — f) < |(g— f)| et on en déduit fol(g—f)(m)dm < fol l(g—f)(z)|dz
(un raisonnement analogue donne |(g — f)(x)| = |lg — f|| g pour tout = € [0, 1]).

On a donc montré que f(z) = g(z) — 3 = = — 3 pour tout = € [0, 1] ce qui est en contradiction avec f(0) = 0.

. Montrer que d(g, F') = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que ||g — fnllz — 1/2, avec f,, défini par
fu(x) = =Bz, pour z € [0,1/n], fu(z) = (x —1/n) — Bn/n, pour z € [1/n,1], et B, choisi pour que
fn € F1]

corrigé
Soit n € N* et f,, définie par f,(z) = —fnz, pour z € [0,1/n], fo(z) = (z — 1/n) — By /n, pour z €

[1/n,1]. En prenant 3, = (n — 1)2/(2n — 1) on a fol fn(x)dx = 0 etdonc f, € F. On remarque ensuite que
|fr —glle =1/n— Bn/n — 1/2 quand n — co. On en déduit que d(g, F') = 1/2.

Corrigé 118 (Lemme de Lax-Milgram)

Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de £ x E dans R. On note (-/-) le produit
scalaire dans F et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C' € Reta > 0t.q.:

la(u,v)| < C|lullljv]], Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > al|ul|?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul © € E t.q. T'(v) = a(u,v) pour tout

v € E (ceci est le lemme de Lax-Milgram).
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1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (-/-), de
E x E dans R par (u/v), = a(u, v). Montrer que (-/-),, est un produit scalaire sur E et que la norme induite par
ce produit scalaire est équivalente a la norme || -||. En déduire qu’il existe un et un seul v € Ft.q. T'(v) = a(u,v)
pour tout v € E. [Utiliser le théoréme de représentation de Riesz.]

corrigé
Lapplication (-/-), : E x E — R est symétrique, linéaire par rapport & son premier argument, et (u/u), > 0
pour u € E \ {0} (grice a la coercivité de a). C’est donc un produit scalaire sur E.

La norme induite par ce produit scalaire est équivalente a la norme sur E, notée || - ||. En effet, les hypothéses de
continuité et coercivité de a donnent

Vallul| < lfulla < VO|ull, Yu € E.

Comme T est dans E’, ¢’est-a-dire linéaire et continu pour la norme || - ||, T" est aussi linéaire et continu pour
la norme || - |- Or, E muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert car la norme || - ||, est induite par un
produit scalaire et E est complet avec cette norme car il est complet avec la norme || - || qui est équivalente. On
peut donc appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) avec £ muni de la norme || - ||,. 1
donne qu’il existe un et seul u € E t.q. T'(v) = (u/v), pour tout v € E, c’est-a-dire qu’il existe un et un seul
ue Fbtq.:

T(v) = a(u,v) pour tout v € E.

2. On ne suppose plus que a est symétrique.

(a) Soit u € E, Montrer que I’application v — a(u,v) est un élément de F’. En déduire qu’il existe un et un seul
élément de E, notée Au, t.q. (Au/v) = a(u,v) pour tout v € E.

corrigé
Lapplication ¢, : E — R, définie par 1, (v) = a(u,v) pour tout v € E, est bien linéaire de £ dans R.
Elle est aussi continue car [1,,(v)| = |a(u,v)| < C|lul/|]v]| pour tout v dans E. On a donc ¢, € E’ (et
[¢uller < CllulD.

Comme 1, € E’, le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.9) donne qu’il existe un élément de F,
noté Au t.q. (Au/v) = ¢, (v) pour tout v € E, c’est-a-dire :

(Au/v) = a(u,v) pour tout v € E.

On note, dans la suite A I’application qui 2 u € E associe Au € F.

(b) Montrer que A est linéaire continue de E dans F.

corrigé

Soit uy,uy € E, ay,a3 € R. On note w = au; + asus. Comme a est linéaire par rapport a son premier
argument, on a :
a(w,v) = ara(ur,v) + aza(usg, v) pour tout v € F,

et donc (Aw/v) = ay(Auy/v) + as(Aus/v) pour tout v € E, ou encore

(Aw — a1 Auy — ag Aug/v) = 0 pour tout v € E.
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On en déduit que Aw = aj Au; — asAus (il suffit de prendre v = Aw — a3 Auy — as Aug dans I’égalité
précédente) et donc que A est une application linéaire de F dans E.

Pour montrer la continuité de A, on remarque que (pour tout u € E) |(Au/v)| = |a(u,v)| < Cllul|||v| pour
tout v € E. D’ot1 ’on déduit, en prenant v = Au, que ||Au|| < C||ull.

L’application A est donc linéaire continue de F dans E.
11 est important, pour la suite, de remarquer que la coercivité de a donne :
allull® < a(u,u) = (Au/u) < ||[Aul|[ull, pour tout u € E,

et donc : L
|lul] < —||Aul|, pour toutu € E. (17.11)
e!

(c) Montrer que Im(A) est fermé

corrigé
Soient (f,)neny C Im(A) et f € E tq. f,, — f dans E quand n — co. On veut montrer que f € Im(A).

Comme f,, € Im(A), il existe, pour tout n € N, u,, € E t.q. Au,, = f,,. L'inégalité (17.11) donne alors, pour
toutn,m € N,

1
Hun - Uf’m” S 7Hf’n - f'm”~
!
La suite (f,,)nen étant de Cauchy (car convergente), on en déduit que la suite (u,,)nen est de Cauchy et donc
convergente (car F est complet).

1l existe donc v € F t.q. u,, — u (dans E) quand n — co. D’oli I’on déduit, comme A est continue, que
fn = Au, — Au (dans E) quand n — co. On a donc f = Au, ce qui prouve que f € Im(A) et donc que
Im(A) est fermé.

(d) Montrer que (Im(A))* = {0}.

corrigé
Soitu € (Im(A))+. Onadonc (Av/u) = 0 pour tout v € E.On prend v = u, on obtient, grice 2 la coercivité
dea:

aljul* < a(u,u) = (Au/u) =0,

et donc u = 0. Ceci prouve bien que (Im(A))*+ = {0}.

(e) Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un et un seul v € E t.q. T'(v) = a(u,v) pour toutv € E.

corrigé

L’inégalité (17.11) donne I’injectivité de A. Pour montrer la surjectivité de A, on remarque que Im(A) est un
s.e.v. fermé de F, on a donc E = Im(A) ® (Im(A))* (cf. théoreme 6.8). Comme (Im(A))+ = {0}, on a
donc E = Im(A), c’est-a-dire A surjective.

On a bien bien montré que A est bijective.

Le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) donne I’existence d’un et un seul z € E' t.q.

T(v) = (z/v), Yv € E.
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D’autre part, la définition de A donne :
a(u,v) = (Au/v), Yv € E.

Pour v € F, on adonc :
(T(v) = a(u,v), Yv € E) & (z = Au).

La bijectivité de A donne I’existence d’un et d’'un seul u € F t.q. Au = 2. On adonc un etun seul v € F t.q.
T(v) = a(u,v) pour tout v € E.

Corrigé 119 (Exemple de projection dans L?)
On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], par LP Iespace L£(]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Tespace ££(]0,1[, B(]0,1]), A).

Soit g € L2.

1. Soitv € L2 et ¢ € C2°(]0, 1[,R) (on rappelle que ¢ € C°(]0, 1[, R) signifie que ¢ est une application de |0, 1]
dans R, de classe C*°, et qu’il existe K C]0, 1], K compact, t.q. ¢(x) = 0 pour tout 2 €]0, 1[\ K) . Montrer
que vgo' € L.

corrigé

Comme d’habitude, on va confondre un élément de LP avec I’un de ses représentants.

Comme g,v € L% onawvg € L' (d’apres le lemme 6.2). Puis, comme ¢’ € C°(]0,1[,R), ona ¢’ € L™ et
donc (par la proposition 6.9) vgg’ € L1.

Onpose C = {v e L?;v < 1p.p., [vgd'd\ < [ ¢dA, pour tout ¢ € C°(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On rappelle que
¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout z €0, 1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L2.

corrigé

-C#(car0eC.

— On montre la convexité de C. Soient v,w € Cett € [0,1]. Onatv + (1 — t)w € L? (car L? est un
e.v.). Du fait que v < 1 p.p. et w < 1 p.p., on déduit immédiatement (comme ¢ > 0 et (1 — ¢) > 0) que
tv+ (1 —t)w <t+ (1 —t) =1p.p.. Enfin, soit ¢ € C°(]0,1[,R), ¢ > 0. Comme ¢t > Oet (1 —¢) > 0, on
remarque que

t [ugg/d\ <t [ ¢dA,
(1 —t) [wgd/d\ < (1 —1t) [ ¢dA.

Ce qui donne, en additionnant,
/ (t0 + (1 — yw)gd'dr < / Gd.

On en déduit que (tv + (1 — t)w) € C et donc que C est convexe.
— On montre enfin que C est fermée. Soient (vy,)neny C Cetv € L? t.q. v, — v dans L? quand n — co. On
veut montrer que v € C.

On remaque tout d’abord que, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (6.14)), on a :

/vnwd)\ — /vwd)\, quand n — oo, Yw € L2 (17.12)
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On prend w = v1,>1 € L? dans (17.12). Comme v,w < w p.p.,ona [ v,wd) < [wd\. On déduit alors de
(17.12) que [ vwdA < [wdA et donc que [(v — 1)vlys1dA < 0. Comme v(v — 1)1,51 > 0 p.p., on a donc
nécessairement v(v — 1)1,51 = 0 p.p. et donc A({v > 1}) = 0, c’est-a-dire v < 1 p.p..

Soit maintenant ¢ € C2°(]0, 1[,R), ¢ > 0. Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Holder, on a :

/vng(b’d)\ — /vg(b’d)\, quand n — co.

Eneffet, | [ vngd/dA — [vgd'dA| < [[¢/lloc [ vn = vllgldA < [[¢/]|collvn — vl2llg]l2 = 0, quand n — oco.

Du fait que, pour tout n € N, f Vpgd'dA < j ¢dA, on obtient donc, passant a limite quand n — oo, que
Jvgd'd\ < [ ¢dX. Ce qui montre bien que v € C.

On a bien montré que C est fermée.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale 2 1 sur |0, 1[. Soit u € C. Montrer que :
(Jlu = 1]]2 < |lv = 1]]2 pour tout v € C) < ([(1 — u)(u — v)dX > 0 pour tout v € C).

corrigé
On remarque d’abord que

(Ju = 1|2 < ||lv — 1]|]2 pour tout v € C) < u = FPel.

On utilise maintenant la premiere caractérisation de la projection (proposition 6.15), elle donne que
u=Pel < ((1—u/u—1wv) > 0pourtoutv € C),

et donc que

u= Pl & (/(l—u)(u—v)d/\zOpourtoutveC). (17.13)

4. Soitu € C t.q. ||lu — 1||2 < ||v — 1]|2 pour tout v € C. On suppose que u, g € C1(]0, 1], R).
(a) Montrer que (ug)’(x) > —1 pour tout = €]0, 1].

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose qu’il existe ¢ €]0, 1] t.q. (ug)’(¢) < —1. Par continuité de (ug)’ en c,
il existe donc a,bt.q.0 < a < c<b < let(ug) (z) < —1 pour tout x €]a, b|.

On peut construire ¢ € C°(]0,1[,R) t.q. ¢ > 0, ¢(c) > 0 et ¢ = 0 sur ]a, b[°. une telle fonction ¢ est
obtenue, par exemple, en prenant :

2 — b
p(r) = @0(%)7 z €0, 1, (17.14)

avec : 1
<100(56): Pz IE]_171[7

X
¢o(z) =0, z € R\] — 1,1]. (17.15)

Comme u € C, on a, d’apres la définition de C (car ¢ est un choix possible pour ¢) :
b b
/ w(z)g(z)¢ (z)dz = /uggo'd/\ < /¢dA = / o(x)dx.
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Comme ug est de classe C* sur [a, b], on peut intégrer par parties sur [a, b] pour obtenir (noter que p(a) =
o(b) = 0) ff —(ug) (x)p(z)dx < ff o(x)dx, ou encore :

b
[ (g @)+ Dpla)da 20,

Ce qui impossible car ((ug)’ 4 1) est une fonction continue négative, non identiquement nulle sur [a, b] (car
non nulle au point c).

(b) Soit z €]0, 1] t.q. u(z) < 1. Montrer que (ug)’(z) = —1.

corrigé

On raisonne encore par ’absurde. On suppose donc qu’il existe ¢ €]0,1[ t.q. u(c) < 1 et (ug)’(c) # —1.
Comme on sait déja que (ug)’(z) > —1 pour tout x €]0, 1[, on a donc (ug)’(c) > —1.

Par continuité de u et (ug)’ en ¢, il existe donc a,b, avec 0 < a < c < b < l,etd > 0tq. u(z) <1—Jet
(ug)'(x) > —1 + ¢ pour tout = €]a, b|.

On utilise la méme fonction ¢ qu’a la question précédente, c’est-a-dire donnée, par exemple, par (17.14) et
(17.15). La propriété importante est que ¢ € C>°(]0, 1[,R) soit t.q. ¢ > 0, ¢(c) > 0 et ¢ = 0 sur |a, b[°.

On va montrer que pour € > 0 assez petit,ona u + cp € C.

On remarque d’abord que u + ep € L? (pour tout € > 0). Puis, en prenant 0 < ¢ < g1 = W’ on a
u+ ep < 1 p.p.. Enfin, soit ¢ € C°(]0,1[,R), ¢ > 0}. On a, en utilisant une intégration par parties sur un
intervalle compact de |0, 1] contenant le support de ¢ :

/ ((u+ep)g)d'dr = — / (ug) ¢pd — e / (¢g) pdA.

En utilisant le fait que (ug)’ > —1 (partout) et (ug)’ > —1 + ¢ sur |a, b[, on en déduit

J(wrepgoars [on-s [ () ¢ / ' (pa) 6ar < [oax

si0 <e < £, avec M = max,cpq ) |(99)' ()] < 0o car (pg)’ est continue sur [a, b].

En prenant ¢ = min(ey,e2) > 0, on obtient donc u + £¢ € C. Comme u = P¢1, on peut maintenant prendre
v = u + £ dans la caractérisation de F¢1, on obtient, comme € > 0 :

b
/ (1= u(a))p(x)dz = /(1 — u)pd) < 0.

Ce qui est impossible car (1 — u)y est une fonction continue positive, non identiquement nulle sur ]a, b[ (car
non nulle en c).

(c) Montrer que u est solution du probléme suivant :
(ug) (x) > —1, pour tout z €]0, 1],
u(z) < 1, pour tout z €]0, 1],
(14 (ug)'(z))(u(xz) — 1) = 0, pour tout = €]0, 1].
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corrigé
Cette question est immédiate. On a déja vu que (ug)’'(z) > —1, pour tout z €]0,1[. Comme v € C, on a
u < 1 p.p.. Mais, comme u est continue sur ]0, 1], 'ensemble {u > 1} est un ouvert, cet ensemble est donc
vide (car un ouvert de mesure de Lebesgue nulle est toujours vide). On a donc u < 1 partout. Enfin, le fait que
(1 + (ug)'(x))(u(z) — 1) = 0, pour tout = €]0, 1], découle de la question précédente qui montre justement
que (14 (ug)'(z)) = 0siu(z) < 1.

Corrigé 120 (Approximation dans L?)

On désigne par X la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par LP I'espace LE (R, B(RR), A) et par L I’espace
LE (R, B(R), A). On note di = dA(t).

Pour f € L? et k € N*, on définit T}, f de R dans R par :

n(z)+1
k

T f(z) = k;/ Ft)t, (17.16)

n(x)
k

@< n(x) +1
k

ol n(x) est 'entier de Z tel que Sr< (I’entier n dépend donc de x).

1. Soit k € N* et f € L2. Montrer que T}, f € L? (plus précisément, Ty f € L2 et on confond alors, comme
d’habitude, T}, f avec {g € L2, g = Ti.f p-p-}) et que || Tx.fll2 < || f||2» pour tout k € N*.

corrigé
ntl
Comme fl]% ni1) € L' pour tout n € Z, Tj,(x) est bien définie pour tout z € R. Onpose ¢, = k [, * f(t)dt,
L0 &

pour n € Z, de sorte que Ty () = ¢, pour tout x € [%, “FL],

Bk
Ty f est mesurable car (T, f) " (A) = Unez,c,cal, L€ B(R), pour tout A C R.
Pourn € Zetx € %, "T“ [, on a (en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz)
n+l
(@) = <k [ fPwa

On en déduit (on utilise ici le premier corollaire du théoréme de convergence monotone, corollaire 4.1) :

Japra=y ey [

nez nezv k

ntl
k

fA(tdt = /f2d>\.

Onadonc Ty, f € L% et || T fll2 < || fll2-

2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et & support compact). Montrer que Ty f — f dans L? quand
k — oo.

corrigé
Soita > 0 t.q. f = 0 sur [—a, a]®. Comme f est uniformément continue, on a Ty, f — f uniformément (sur R)
quand k — co. En remarquant que Ty f = 0 sur [—a — 1, a + 1]°pour tout k& € N*, on en déduit

1T f = f1I5 = /(ka — )2\ < 2(a + 1)||ITif — fl|% — 0, quand k — oo.
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3. Soit f € L?. Montrer que T}, f — f dans L? quand k — oco.

corrigé
Soit € > 0. Par densité de C.(R,R) dans L?, il existe » € C.(R,R) t.q. |f — ¢||2 < . Comme T}, est un
opérateur linéaire, on a, en utilisant la question 1 :

T f = fllo < 1Thf — Trellz + 1The — @ll2 + o — fll2 < 2l — fll2 + | Tee — @2 (17.17)

La question 2 donne ’existence de kg € N t.q. le dernier terme de (17.17) soit inférieur a € pour £ > ky. On a
donc || Tk f — fll2 < 3¢ pour k > kg, ce qui prouve que Ty f — f, dans L2, quand k — co.

Corrigé 121 (Projections orthogonales)

Onpose H = L2(] — 1,+1[, B(] — 1, +1[), A). (On rappelle que B(] — 1, +1]) est la tribu borélienne de | — 1,1]
et A la mesure de Lebesgue sur B(] — 1,+1[).) Soit F' = {f € H t.q. f]_ [f dA =0}.Soit G = {f € Htq.
f]—l,()[f d\ = f]0,1[f dA}.

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F-, G+ et
FnG.

1,+1

corrigé
Pour f € H,onpose T(f) = f]71,+1[f dhet S(f) = f]flﬁo[f ) — f]o,l[f d.

L’inégalité de Cauchy Scharwz entre f et 1y_q 41}, pour T, et f et (1j_q o — 1j0,17), pour .S, montre que T'( f)
et S(f) sont bien définis pour tout f € H et que, pour tout f € H :

[T < V20 fll2, 1SUHE< V2I S

On en déduit que T et S sont des éléments de H' et donc que F' = KerT et G = KerS sont des s.e.v. fermés de
H.

De plus, comme T # O et S # 0, on a dim(F~+) = dim(G*) = 1. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre v €
FL,v#0(untelvexistecar T # Oet H = F @ F1). Pour tout w € F*, onaalors w = w — ?f(f))v + ?f{;’; v.
?((15))1)) € FN F+ = {0} et donc que w € Rv = vect{v}. Ce qui donne F'+ = Ru et
donc dim(F+) = 1. Un raisonnement semblable donne dim(G~) = 1.

On en déduit que (w —

Soit f I’élément de H t.q. f = 1 p.p.. On a clairement f € F'* (car (f/h); = T(h) = 0 pour tout h € F) et
donc, comme dim F+ = 1, F+ = Rf.

Soit g I’élément de H t.q. g = 1 p.p. sur| — 1,0[ et g = —1 sur |0, 1[. On a clairement g € G+ (car (g/h)s =
S(h) = 0 pour tout o € G) et donc, comme dim G+ = 1, G+ = Rg.

1l reste a déterminer F' N G. Soit h € F N G. On a donc f]7

heF,0=f_, fd\=2f_ qhdx=2]

1,0] hd\ = f]m[ h d), car h € G, et donc, comme
0.1 't d\. Ce qui donne f]fl,o[ hd\ = f]o,l[ hdX = 0.

h dx = [, h d\ =0, onabien S(h) = T(h) = 0 et donc

Réciproquement, si h € H est t.q. f]7 o[

h € FNG.Onadonc:

1,0[

FNG={heH; hd)\:/ h dX = 0}.
J-1,0] 0,11
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2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pr(g) et P;(g) de g sur F et G.

corrigé
Soit h € H. Comme h — Pph € F1, il existe € R t.q. h — Peh = « p.p.. Comme Prh € F, on a
T(Pgh) = 0. On en déduit que 20 = f_ll h(t)dt et donc

1t
Pph=h— 5/ h(t)dt p.p..
—1

Comme h — Pgh € G*,ilexiste 3 € Rt.q. h — Pgh = B p.p.sur] — 1,0[ et h — Poh = —3 p.p. sur |0, 1].
Comme Pgh € G, ona S(Pgh) = 0. On en déduit que 23 = fi)l h(t)dt — fol h(t)dt et donc

Pgh=h—Y(f° h(t)dt — [} h(t)dt) p.p. sur] — 1,0,
Pgh=h+L([°, h(t)dt — [, h(t)dt) p.p. sur]1,0].

Corrigé 122 (Projection orthogonale dans L?)
On pose L? = LDQQ(R7 B(R), \) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pour v, 5 € R donnés, o < 3,
C={fel*a<f<Bpp}

1. Montrer que C est vide si et seulement si a8 > 0.

corrigé
-Si af > 0 (c’est-a-dire « et 5 non nuls et de méme signe), on a alors pour tout f € C, f > ~v =
min(|al, |3]) > 0 p.p.. Donc, [ f2dX\ > 4?A(R) = oo, en contradiction avec f € L?. On a donc C = (.
— On suppose maintenant o < 0. On a alors a < 0 < B et donc 0 € C. Ce qui prouve que C # (0.

2. On suppose maintenant que o3 < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L. Soit f € L2,
montrer que Pe f(x) = max{min{f(x), 8}, a} pour presque tout x € R. (P¢ f désigne la projection de f sur
C)

corrigé

(a) On sait déja que C # (. On montre maintenant que C est convexe. Soient f,g € Cett € [0,1]. On a
tf + (1 —t)g € L? car L? est un e.v.. Puis, du fait que o« < f < Bp.p.eta < g < S p.p., on déduit
immédiatement que o < tf + (1 —t)g < B p.p.. Donc, tf + (1 — t)g € C.

Pour montrer que C est fermée, soient (f,),en C Cet f € L2 t.q. f, — f dans L2, quand n — oco. On peut
montrer que o < f < 8 p.p. comme dans le corrigé 119 (question 2) ou (pour changer de méthode...) de la
maniere suivante :

D’apres le théoreme 6.3 (réciproque partielle de la convergence dominée), il existe une sous suite de la suite
(fn)nen convergeant p.p. vers f, c’est-a-dire il existe ¢ : N — N t.q. ¢(n) — oo quand n — oo et
fom) = fpp.quandn — oo. Comme o < f () < Bp.p.,onendéduita < f < 3 p.p., etdonc que f € C.
ce qui prouve que C est fermée.

(b) On montre maintenant que P f = max{min{f, 5}, a}.

On confond comme d’habitude f avec I’un de ses représentants, et on définit g par

g = max{min{f, 8}, a} = al{rcay + flia<r<py + Blis>py-
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g est donc une fonction mesurable de R dans R. Puis, comme |g| < | f| p.p., on abien g € L2 (etdonc g € L?
avec la confusion habituelle). Enfin, il est immédiat que o < g < 3 p.p.. Donc, g € C.

Pour montrer que g = P f, on utilise la premiére caractérisation de la projection (proposition 6.15). Soit
heC,ona:

(f—g9/9—h)2= /(f —9g)(g — h)dX
- / (f = @) — Bl (pcapdh + / (f = B)(B — W)l (o ppdA > 0,

car @ < h < 8 p.p.. On en déduit que g = Pc f.

Corrigé 123
Soit (E, T, m) un espace mesuré et L? = LE (E, T, m).
1. On suppose ici qu” il existe Aet B€ T t.q. AN B =0,et0 < m(B) < 400, 0 < m(A) < 4+00. Montrer que
LP est un Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser I’identité du parallelogramme avec des fonctions
de LP bien choisies.]
corrigé

On sait déja que L2 est un espace de Hilbert.

On suppose maintenant que p # 2 (et p € [1, o0]) et on va montrer que LP n’est pas un espace de Hilbert. Pour
cela,Onpose f =14 etg = 1p.0nabien f,g € LP. On va montrer que I’identité du parallelogramme n’est
pas vérifiée pour ces deux fonctions. On distingue les cas p < oo et p = oo.

Premier cas : p < oo. On pose a = m(A) et b = m(B) (noter que a, b €]0,00[). On a:
1 2 2 2 2 2 2 2
SUf+alp +1f = gllp) = (a+0)7, NIfllp + llglly = ar +br.

On en déduit 4 (|| £+ 9112+ 1/~ g12) = 1712+ 1lg112 = (a+D) (1~ ha(t)) avec a = 2 et ha(t) = t*+ (1~ 1),
t= 24 €10, 1[.

Un étude de la fonction A, montre que :

—Sia €]0,1], ona hy(t) > 1 pour tout ¢ €]0, 1],

—Sia €]l,00[, onahy(t) <1 pourtoutt €]0,1].

L’identité du parallelogramme n’est donc pas vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de
LP n’est pas induite pas un produit scalaire.

Deuxieme cas : p = oco. Dans ce cas,on a :

1
SUF+allp +11f = gllp) =1 115 + llgll; = 2

On en déduit %(Hf +g||f) +If- g||127) — Hfo, + Hg||127 = —1 # 0. L’identité du parallelogramme n’est donc pas
vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de LP n’est pas induite pas un produit scalaire.

2. Montrer que pour m = o (mesure de Dirac en 0), L (R, B(R), m) est un Hilbert pour tout p € [1, +00].
corrigé

Soit f € LY (R, B(R),m). On a || f|l, = |f(0)] (noter que tous les représentants de f ont la méme valeur en 0
car m({0}) > 0).
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11 est facile de voir que la norme de LP est induite pas un produit scalaire, notée (-/-), ce produit scalaire est
défini par :

(f/9) = 1(0)g(0), pour f,g € L.
L’espace L” est donc un espace de Hilbert.

Corrigé 124 (Espace %)
On note m la mesure du dénombrement sur P(N), c’est-a-dire m(A) = card(A) si A est fini et m(A) = ocosi 4

n’est pas fini.
On note [2 = L3(N, P(N),m).
1. Montrer que chaque élément de [? ne contient qu’un seul élément de I’espace £3 (N, P(N), m).
corrigé
(Noter d’abord que m est bien une mesure sur P(N).)

Soient f,g € £2 = LZ(N,P(N),m) t.q. f = g p.p.. Pourtoutn € N, on a f(n) = g(n) car m({n}) =1 > 0.
On en déduit que f = g. Ceci montre bien que chaque élément de /2 ne contient qu’un seul élément de I’espace
L2,

2. Montrer que 1’inégalité de Cauchy-Schwarz sur [? donne :
(D anba)? <> an ) by
neN neN neN

pour toutes suites (an )nen, (bn)ney C Ry t.q. >, o a2 < coet Y neN b2 < oo.

corrigé
Soient (an)nen, (bn)nen C Ry t.q. > oy a? < ocoet Y oneN b2 < oo (on peut aussi prendre a,,, b, € R au
lieu de R).
On définit f,g : N — Rpar f(n) = a, et g(n) = b, pour n € N. Les fonctions f et g sont mesurables (toute
fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur N est P(N)) et on a bien f, g € £2 car:

/f2dm:2ai<ooet /dem:Zbi<oo. (17.18)
neN neN
En effet, pour montrer (17.18), il suffit, par exemple, de remarquer que
= alletg’ =Y galy
neN neN

et d’utiliser le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.1).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors que fg € L(N, P(N), m), c’est-a-dire :

Z lanby| < oo,

neN
etque (f/g)2 < ||fll2]lg]l2. On en déduit :

(Z anbn)2 < Z ai Z bi

neN neN neN
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3.Soit ¢ : N* — N*, bijective. Montrer que ) o) — o, [On pourra commencer par montrer que

neN*  n2
n 1 n 1 . e 5 2 .,
szl o) < szl » pour tout n € N* puis utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz.]
corrigé
Soit n € N*. On peut ordonner 1’ensemble des ¢(p), p € {1,...,n}, selon I'ordre croissant, ¢’est-a-dire

{ep),pe{l,...,n}} ={p1,...,pn} avec p; < p;y1 pour touti € {1,...,n — 1} (on utilise ici I'injectivité
de ¢). Comme ¢ prend ses valeurs dans N*, on a p; > 1. On en déduit (par récurrence finie sur 7) que p; > 1,

pourtout i € {1,...,n}, et donc:
n

1 "1 "1
Z@_;ES;E' (17.19)

p=1

Vew) o1
T e

On utilise maintenant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz de la question précédente avec a, =

pourp =1,...,neta, = b, = 0 pour p > n, on obtient :
~ 1 - — o) -~ 1
Q= ab)’ <> T
= e = e

En utilisant (17.19), on en déduit :

1 _ o)
S )
p=1 p=1
et donc lim,, ¢y 22:1 “";E) > lim,,en 22:1 % =00

(Noter que cette démonstration reste vraie lorsque ¢ est seulement injective.)

Corrigé 125 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec (%)
Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable. Soit {e,,, n € N} une base hilbertienne de H

(une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pour v € H, on définit a,, € [® (I% est défini a I’exercice 6.33) par a,(n) = (u/e,)q, pour tout n € N. (On
montrera tout d’abord que a,, est bien un élément de 2)

Montrer que I’application A : u + a, (est linéaire et) est une isométrie de H dans 2, ¢’est-a-dire que ||a,|/;z =
||u|| g pour tout u € H.

Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € [2, il existe u € H t.q. a = a,).

corrigé
La fonction a,, est mesurable de N dans R (toute fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur N
est P(N)). En notant m la mesure du dénombrement sur P(N) (voir I'exercice 6.33, corrigé 124), ona [ aZdm =
> nen(u/en)3;. L'égalité de Bessel (voir la proposition 6.18) donne alors que a, € I% et ||ay|[2 = ||ul#-

Il est immédiat de voir que 1’application A : u +— a, est linéaire, I’application A est donc une isométrie de H
dans [2 (ceci donne, en particulier, que A est injective). Il reste & montrer que A est surjective.

Soit a € I%. On note a,, = a(n) pour n € N, de sorte que (an)nen C Ret > a2 < co. Pour n € N, on pose

fn = 35— apep. Lasuite (fn)nen est de Cauchy dans H car, pour m > n, || fm — fullfy = 205,41 ap <

Z;o:nﬂ a?) — 0 quand n — oo. Il existe donc u € H t.q. f,, — u, dans H, quand n — oco. Le troisiéme item de
la proposition 6.18 page 148 donne alors que a = a,,. Ceci montre bien que A est surjective.
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Corrigé 126 (Identités de Wald)
Soit (§2,.A, P) un espace probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.r.ii.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On pose
Sy = X1 + ...+ Xy (c’est-a-dire que, pour w € Q, Sy (w) = Zg:f) Xn(w)).
1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, Xq,..., X,,... sont indépendantes. Pour n € N*, on pose
A, ={w € Q, N(w) = n} (on note, en général, A, = {N =n}),Y, = 22:1 X, et Z, = Z;’:l | Xp).
(a) Soit n € N*. Montrer que 14, et Y,, sont des v.a.r. indépendantes et que 14, et Z,, sont des v.a.r. indépen-
dantes.
(b) On suppose que N et X sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calculer E(Sy) en fonction de
E(N) et E(X1). [On pourra remarquer que Sy = > oo, 14, Y, et [Sn| <3007 14, Z,,.]
(c) On suppose que IV et X; sont de carré intégrable, montrer que Sy est de carré intégrable et calculer sa
variance en utilisant les variances de NV et X;.
2. On suppose maintenant que {N = n} € o(Xy,...,X,) pour tout n € N* (ot o(Xy,...,X,) est la tribu
engendrée par X1,...,X,)etque E(X;) =0.
(a) Montrer que 1;,<ny et X, sont des v.a.r. indépendantes.
(b) Reprendre les questions 1(b) et 1(c). [On pourra écrire Sy = ZnEN* 1{n<ny Xy, et utiliser, pour la ques-
tion 1(c), I’exercice 6.22.]

N.B. : Le cas F(X;) # 0 peut aussi étre traité. Il se rameéne au cas E(X;) = 0 en considérant Y,, = X,, —
E(X,).

corrigé

En attente

17.3 Théoreme de Radon-Nikodym et Dualité dans ”

Corrigé 127 (Fonctions absolument continues)

Soit —oo0 < @ < b < +00. On admet les 2 résultats suivant :

— Toute fonction monotone définie sur [a, b], a valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de ]a, b].

- Soit f € Lk(Ja,b[, B(Ja, b[), A). Pour z € [a, b], on pose F'(x) = [ f1), ,(dA. La fonction F est alors dérivable
en presque tout point de Ja, b[ etona F’ = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et a valeurs dans R.
(a) Montrer que f’ € L% (Ja, b[, B(Ja, b[), \) et que

/ Flasdh < () — f(a).

[On pourra poser f(z) = f(b) pour > b, considérer f,(z) = n(f(z 4+ ) — f(z)) et remarquer que
N

fn = f'p.p.sura, b "

corrigé

On remarque tout d’abord que f est mesurable (de |a, b, muni de la tribu borélienne, dans R, muni de la
tribu borélienne) car I'image réciproque par f d’un intervalle de R est un intervalle de ]a, b[). Comme | f| est
bornée (par max(|f(b)|, | f(a)])), onaaussi f € Ly (Ja,b[, B(Ja, b]), A).

On pose f(xz) = f(b) pour z > b (de sorte que f est maintenant monotone croissante, et donc mesu-
rable, de Ja, o[ dans R), et on définit pour n € N* la fonction f, par fn(z) = n(f(z + %) — f(2))
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pour z €a,b[. Pour n € N, la fonction f,, est donc mesurable (de ]a, b[ dans R) positive et (en notant que
f € Li(la,b[,B(Ja,b]),\) et f(- + ) € LE(Ja,b[, B(Ja,b[),A)) ona:

fdh =) =n [ i< f0) - f@) (17.20)

Ja,b] la,a+ L]

Comme f est dérivable p.p., on a f, — f’ p.p. sur ]a,b|, c’est-a-dire qu’il existe A € B(]a,b|) t.q.
AJa,b[\A) = 0 et f(x) — f'(x) pour tout z € A. On pose g(z) = f'(z) siz € Aet g(x) = 0 si-
non. Le lemme de Fatou appliqué a la suite f,, donne (par (17.20)) que g est mesurable positive (de |a, b[ dans
R+) et

/ gdA < f(b) - f(a).
Ja,b[

On adonc f’ € Li(Ja,b], B(Ja,b]), A) (au sens ot I’on confond f’ et la classe de g car f/ = g p.p.) et

(b) Donner un exemple pour lequel I'inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequel f est continue...)
corrigé
U/n exemple facile est obtenu en prenant f(z) = 0si z € [a, “F] et f(z) = 1siz €%t b]. On a alors
f'=0pp.et f(b) — f(a) = 1.
On peut obtenir un exemple avec f continue en construisant f a partir de I’ensemble de Cantor (f est prise
constante sur chacun des intervalles ouverts formant le complémentaire de I’ensemble de Cantor, on a ainsi

f =0p.p.).

2. (Fonctions absolument continues.)

Une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout e > 0 il existe & > 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jax, bx[)1<k<» dont la somme des longueurs
estinférieure a8, ona Y ,_, |f(bx) — f(ax)| <e.

£33

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.

corrigé

11 suffit de prendre n = 1, on remarque alors que :

a<a <by <b, by—a <I=|f(b1) — fla)| <e.

Ce qui donne I’uniforme continuité de f.

(b) Montrer que I’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.
corrigé

Soit f, g deux fonction absolument continues. Soit ¢ > 0, il existe d; > 0 [resp. J2 > 0] t.q. pour toute
famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jax, bx[)1<k<n dont la somme des longueurs est inférieure a

81 [resp. dal,onad ), | f(bk) — flag)| < elresp. Y p_; lg(bx) — g(ax)| < £]. On en déduit que pour toute
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famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (Jax, bx[)1<k<rn dont la somme des longueurs est inférieure a
d = min(dy,d2) > 0,0na

n

SIS+ 9)(be) = (f + g)(ar)] < 2e.

k=1
Ce qui prouve que f + g est absolument continue.
Il est facile de voir que «f est absolument continue si f est absolument continue et o € R.

L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme donc un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a, b] (et & valeurs dans
R) est dite a variation bornée s’il existe C' t.q. pour toute subdivision du segment [a,b], a = zg < 71 < ... <
z, = b,onait Y ;_, |f(zr) — f(zr—1)| < C. Pour une fonction f & variation bornée, on peut définir, pour
a<z<b VZ[f]par:

Vilfl = SUP{Z |f(zk) = f(zr-1)|, a=20 <71 < ... <3p =, n € N}
k=1

On pose aussi V2[f] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est a variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction z — V[ f] est absolu-
ment continue sur [a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie sur [a, b]) est la différence
de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point
de ]a, b)).

corrigé

La question 3 est admise.

4. Soit f € Lg(la,b[, B(Ja,b[), ). Pour z € [a,b], on pose F(z) = [ f1),dX. Montrer que F' absolument
continue.

corrigé

Cette question est une conséquence de la proposition 4.9 du cours. Soit € > 0, il existe 6 > 0 t.q.

(A € B(la,b]), M(4) < 6) = /A fldr <.

Si (Jag, bk[)1<k<n est une famille finie d’intervalles deux a deux disjoints dont la somme des longueurs est
inférieure a 4, on pose A = U}'_;]ak, bp[. Ona A(A) = D) (bpy — ax) < detdonc [, |fld\ < e. Onen
déduit le résultat désiré car :

SO IFG) - Flag) = )| /
k=1 “I

k—1 ak,bi

s <Y [ iflan= [ flanse,
[ k=1 lakbi| A

5. Soit F' une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette fonction
sur R en posant F'(z) = F(a) siz < aet F(z) = F(b) si « > b. Une version étendue du théoreme de
Carathéodory (cette version étendue est donnée par le théoreme de Lebesgue-Stieltjes, théoreme 2.5, pour ce
résultat il suffit de F' continue croissante) donne 1’existence d’une (et une seule) mesure mp sur B(R) t.q.
mr(Ja, B]) = F(8) — F(«) pour tout o, S € R, o < S.
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(a) Montrer que mp est absolument continue par rapport a A. [Utiliser la régularité de A et ’absolue continuité
de F'.]

corrigé
Soit A € B(R) t.q. A\(A) = 0. On veut montrer que mp(A) = 0 (ceci donnera bien que mp est absolument
continue par rapport a \).

Soit £ > 0. Comme F est absolument continue sur [a, b], il existe § > 0 t.q. pour toute famille finie d’inter-
valles (de [a, b]) deux a deux disjoints (Jax, bx[)1<k<n dont la somme des longueurs est inférieure a §, on a
Sor_i |F(bx) — F(ay)| < e. Comme F est constante et égale 2 F'(a) sur | — oo, a] et constante et égale a
F(b) sur [b, +00], cette propriété est aussi vrai si les intervalles sont des intervalles de R non nécessairement
inclus dans [a, b].

Par la régularité de ), il existe un ouvert O D A t.q. A(O) < 4. Cet ouvert O peut s’écrire comme une réunion
au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, O = U2 ,]ay, by[ (avec éventuellement
ay, = by, pour certaines valeurs de k). Pout toutn € N*,ona ;_, (by —ar) < > peq (b —ax) = AN(O) <6
et donc :

n

mp(Up_yJar, b[) = > (F(be) — Flax)) < e.
k=1

En faisant tendre n vers I’infini, la continuité croissante de m g donne :

mF(O) = nh~>ngo mF(ngl]ak, bk[) <e,

etdonc mp(A) < e (car A C O). Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on en déduit bien mp(A) = 0.

(b) Montrer qu’il existe g € Li(R,B(R),\) t.q. F(B8) — F(a) = [ gljo,dA, pour tout o, § € R, v < S.
Montrer que g = F’ p.p. sur ]a, b|.

corrigé
Comme mp est absolument continue par rapport a A, le théoreme de Radon-Nikodym (théoréme 6.11) donne
I’existence de g € M, (R, B(R)) t.q. mp = g\. On a donc, pour tout o, 5 € R, avec v < 3 :

F(B) — F(a) = mp (o, ) = / 91j0 g

En faisant tendre o vers —oo et 8 vers +oo, on en déduit [ gd\ = F(b) — F(a) < oo et donc g €
LY(R, B(R),d)\) (au sens de la confusion habituelle, c’est-a-dire “il existe b € L1 (R, B(R),d\) t.q. g = h
p-p-")-

Pour tout z € [a,b], ona F(x) = F(a)+ [ g1}, 4[d\. Le deuxime résultat admis donné au début de Iénoncé
donne donc que F est dérivable p.p. sur Ja, b[ et F/ = g p.p. sur |a, b].

6. Soit F' une fonction absolument continue de [a, b] dans R. Montrer que F est dérivable en presque tout point de
Ja,bl, que F’ € Li(Ja, b[, B(Ja, b]), A) et que pour tout = € [a, b] on a

F(.Z‘) - F(a) = /Fll]a’_r[d)\.

corrigé
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D’apres la question 3-(b), la fonction F est la différence de deux fonctions absolument continues monotones
croissantes, notées F et F5. On peut alors appliquer la question 5-(b) & Fj et F», elle donne que F; et F5 sont
dérivables p.p. sur |a, b[, que F{, F € L (]a,b[, B(Ja, b[), A) et que, pour tout x € [a, b] :

Fi(z) - Fi(a) = / Flljatd), Fa(z) — Fy(a) = / FyLadA

Comme F = Fy — F,, on en déduit que F est dérivable p.p. sur ]a, b, que F’ € L} (Ja, b], B(Ja, b[), ) et que,
pour tout x € [a, b] :

F(.Z‘) - F(a) = /Fll]a’_r[d)\.

Corrigé 128 (Dualité L'-L> par le théoréme de Radon-Nikodym)

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini et 7' € (L (E,T,m))’. On suppose que T est positive, c’est & dire que, pour

f € LL(E,T,m), f > 0p.p.implique T'(f) > 0.

1. Pour A € T, on pose u(A) = T'(14). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie sur 7'.
Attention, il y a toujours cette confusion malheureuse de notations, la méme lettre 1" désigne la tribu sur £ et un
elément de (L} (E, T, m))’.

Onnote L™ = Ly (E,T,m) et L™ = LL(E,T,m) (pour r = 1 et r = 00).
corrigé

Soit A € T (tribu sur E), comme m est une mesure finie, ona 14 € £ (et donc 14 € L! en confondant un
élément de L' avec sa classe dans L'). On peut définir ;1(A) par T(14).

Pour montrer que p est une mesure sur 7', on remarque tout d’abord que (@) = T'(1g) = T'(0) = 0. Puis, soit
(An)nen C T tq. Ap N A, = B sin # m. On pose A = UpenAy. En utilisant le théoréme de convergence
dominée, on remarque que Zi\;o 14, — 14 dans L' quand N — co (en effet, on a bien une convergence p.p.
et une domination par 1z qui est intégrable). Comme 7' € (L')’, on a donc Zﬁ;o T(1a,) = T(ZQ’ZO 1a,) —
T(14) quand N — oo. Avec la définition de p, on en déduit :

N
Z w(Ay) = u(A) quand N — oo.
n=0

Ce qui montre bien que p est une mesure sur 7.

Pour montrer que y est finie, il suffit de remarquer que u(E) = T(1g) € R (noter que 15 € L£1).

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € M t.q. T'(14) = f gl adm pour tout
AeT.

corrigé
Soit A € T't.q. m(A) = 0.Onadonc 14 = 0 p.p.. On en déduit que (A) = T(14) = 0 (la fonction 14 est un
élément de la classe de 0 dans LP).

La mesure 1 est donc absolument continue par rapport a la mesure m. On peut appliquer le théoréme de Radon-
Nikodym (théoréme 6.11), il donne I’existence de g € M t.q.:

T(1a) =p(A) = /glAdm pour tout A € T (17.21)
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3. Montrer que g € Ly (E,T,m) (plus précisément, il existe h € LP(E,T,m) t.q. h = g p.p.). [On pourra
montrer que ||g|loc < [|T||(z1) en choissisant bien A dans la formule trouvée a la question précédente.]

corrigé
On prend A = {g > ||T'||(11) }. Sim(A) > 0, on a, avec (17.21), en remarquant que ||14]|; = m(A):

ce qui est impossible. On a donc m(A) = 0, ce qui prouve que g = h p.p. avec h définie par h = g sur A€ et
h = 0sur A. Comme h € £>°, on adonc g € L (au sens “il existe h € L (E,T,m) t.q. h = g p.p.").

On a aussi montré que ||gllcc = || lloc < Tl

4. Montrer que T'(f) = [ gfdm pour tout f € L (E, T, m).

corrigé
Grace a (17.21),on a, pourtout f =14 avec A € T':

T(f) = /gfdm. (17.22)

Par linéarité de T (sur L') et par linéarité de I’intégrale, on en déduit que (17.22) est encore vraie si f € &t net
(on confond encore f et sa classe).

Puis, si f € My N LY, il existe (fn)nen € 4 t.q. fn T f quand n — co. Comme f € Ll et gf € L1, le
théoréme de convergence dominée donne f,, — f dans L' et gf, — g¢f dans L' quand n — oo (noter que
(fn)nen est dominée par f et (¢fn)nen est dominée par gf). En écrivant (17.22) avec f = f,, et en faisant
n — oo, on en déduit (17.22). L’égalité (17.22) est donc vraie pour tout f € M, N L.

Soitenfin f € L' (on confond f avec 1’un de ses représentants). On écrit alors (17.22) pour f = f+ € M, NL!
et f = f~ € M, N L' En faisant la différence on en déduit (17.22).

L’égalité (17.22) est donc vraie pour tout f € L1

Corrigé 129 (Décomposition d’une mesure)
Soit d > 1 et m une mesure sur les boréliens de R%. On suppose que m(R?) < +o00. On note B(R?) 1’ensemble
des boréliens de R? et \4 la mesure de Lebesgue sur B(R?). On pose

a = sup{m(C), C € B(R?) t.q. \y(C) = 0},

corrigé
En attente

Corrigé 130 (Une démonstration de la dualité L? — L7 pour p < 2)

Soit (E, T, m) un espace mesuré c—finiet 1 < p < 2.Onpose g = p/(p—1) etonnote L" I'espace L (E, T, m)
(pour r = p, r = getr = 2). Soit T' € (LP)’. (Attention aux notations maladroites car T représente 2 la fois la
tribu sur F et la forme linéaire continue sur LP..., cette confusion de notations sera corrigée dans une prochaine
version !)

1. On considére d’abord le cas ot m(FE) < +o0.

409



(a) Montrer que L2 C LP et que I’injection canonique de L? dans L? est continue.

corrigé
Cette question est faite dans la proposition 6.8 page 133. En particulier, I’inégalité (6.12) donne || f||, <
C|If|l2 pour tout f € L? avec C ne dépendant que de p et m(E). En fait, si m(E) > 0, le plus petit C
1 1
possible dans cette inégalité est C' = (m(FE))»~ 2 (voir la remarque 6.6).

(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T(f) = [ fgdm pour tout f € L%

corrigé
On appelle S la restriction de T a L2. La question précédente montre que .S est bien défini est que S € (L?)’.
Comme L? est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.9) donne 1’existence
(et 'unicité) de g € L? t.q. S(f) = (f/9)2 = [ fgdm pour tout f € L?. Comme S = T sur L?, on a donc
bien :

T(f) = / fgdm pour tout f € L. (17.23)

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient a L7 [distinguer lescasp > letp = 1.
Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f, = |g|(‘1*2>g1{|g‘§n}. Dans le cas p = 1, prendre
f=sgn(g)laov A={lg| > T rry}]

corrigé

Dans toute la suite, on posera aussi L” = L (E,T,m) (pourr =p, r =qgetr = 2).

Cas p > 1. Dans ce cas, on a 2 < ¢ < co. On confond, comme d’habitude, g avec I’'un de ses représentants,
de sorte que g € £2. On pose alors f, = |g|(q*2)gl{‘g|§n}. La fonction f,, est mesurable (comme produit de
fonctions mesurables et bornée, on a donc f,, € L C L2 C LP.

On peut donc prendre f = f,, dans (17.23), on obtient | f,gdm = T'(f,,) et donc, ennotant B,, = {|g| < n}:

/ lgl7dm = T(f) < Tl wry |l

n

Comme || f,|[5 = [ |g[*"Vdm = [, [g|?dm, on en déduit :

( / lgl%dm)s < | Tl zey- (17.24)

n

On remarque maintenant que |g|91p, 1 |g|? quand n — co. On peut donc appliquer le théoréme de conver-
gence monotone 2 la suite (|g|?1p, )nen, I'inégalité (17.24) donne alors :

1
([ loftam)® <17 woy-
Onadonc g € L7 (et g € L? en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L9) et ||glq < | T||(Lr)-

Cas p = 1. Dans ce cas, on a ¢ = o0. On confond aussi g avec ’'un de ses représentants, de sorte que
g € L£2. On pose maintenant A = {|g| > || T||1) } et f = sgn(g)14. La fonction f est donc étagée et on a
fecLecr?cclth
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On obtient alors, avec (17.23) :
[ talim = [ fadm =7(7) < 1Ty 1 = 1Ty (m( ). (17.25)
Or, si m(A) > 0, on a (par la définition de A), [, |g|dm > ||T|| (1) m(A), en contradiction avec (17.25). On

adonc m(A) = 0, ce qui donne g € L (et g € L en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L>°)
etf|glloo < I1T'll(Lry-

(d) Si f € LP, montrer que f, = flyjfj<n} € L?. En déduire que il existe g € L9 t.q. T(f) = [ fgdm, pour
tout f € LP.

corrigé

La fonction g recherchée est, bien sfir, celle trouvée dans les questions précédentes.

Soit f € LP. On confond f avec 'un de ses représentants, de sorte que f € LP. Pour n € N, on pose
=1 1{))<n}- La fonction fn est donc mesurable (comme produit de fonctions mesurables) et bornée,
donc f,, € £ C £2. On peut donc prendre f = f, dans (17.23), on obtient :

T(fn) = /fngdm pour tout n € N. (17.26)

Le théoreme de convergence dominée dans LP (théoréme 6.1) donne que f,, — f dans LP quand n — oo
(la suite (f,,)nen converge bien p.p. vers f et est dominée par |f| € LP). Comme T € (LP)’, on a donc
T(fn) — T(f) quand n — co. D’autre part, comme g € L%, ona [ f,gdm — [ fgdm quand n — oo (en
effet, I'inégalité de Holder donne | [ f,gdm— [ fgdm| < || fn— fllpllgll¢). On déduit donc de (17.26), quand
n — oo, que T(f) = [ fgdm.

2. On considére maintenant le cas ol m(E) = +oo. Comme m est o-finie, on peut écrire E = U,enAy, avec
An C Apy1etm(A,) < 4o0.Onnote T, ={A €T, AC A}, my, = m,, et L"(my) = Ly (Ap, Ty, my,)
(r =pouq).

(a) Soit n € N. Pour f € LP(my,), on pose T, (f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f = 0 p.p. sur (A,)".
Montrer que T, € (LP(my,))" et qu’il existe g, € LI(my,) t.q. :

T, (f) = / Fgudimn, Vf € LP(m,).

corrigé
On a déja vu que T,, est une tribu sur A,, (tribu trace) et que m,, est une mesure sur 7,, (mesure trace, voir
I’exercice 2.16 par exemple).

Attention ici aussi a la confusion de notations entre T;, tribu et 7,, forme linéaire sur L (m.,).
La déﬁnitiN()n de T, est cohérente car, si f € LP(m,), on confond f avec 1’un de ses représentants et la
fonction f est alors p.p. égale a f prolongée par 0 hors de A,,, qui est bien un élément de £P. On a donc

f € LP (avec la confusion habituelle) et T'(f) est bien défini (il ne dépend du représentant choisi dans la
classe de f).
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On remarque aussi que T;, est linéaire et que, pour f € LP(m,,),

ITa (D = 1TOI < TNy I Fle = 1Tl oy 11| 2o ) -

Donc, T;, € (LP(my)) et |Tnll(nrm,)y < | Tl(ory - Comme my(A,) = m(A,) < oo, on peut alors
utiliser la premiére partie, elle donne qu’il existe g, € LY(m,,) t.q. :

Tu(f) = / Fandmn, Vf € LP(my,).

La premiere partie donne aussi :

HgnHLq(mn) < HTHH(L”(mn))' < HTH(LP(m))’~ (17.27)

On utilise (g5 )nen dans les questions suivantes.

(b) Montrer que si m > n, g, = gm p-p- Sur A,.

corrigé
Soit f € £P = LE(E, T, m)tq. f = 0p.p. sur A%. On note f,, larestrictionde f a A, et f,, larestriction de f
a A,,. En confondant, comme d’habitude, un élément de LP avec I’'un de ses représentants, ona f,, € L?(m.,,),
fm € LP(my,) et T,.(fn) = To(fim) = T(f). Donc,

/fngndnLn = /fmgmdmm~

Comme f, = fp, = f sur A,, et que m,, est aussi la restriction de m,, sur A,,, on a donc :

/fn(gn - gm)dmn = 0.
En prenant f = sign(gn — gm)1{g, g} SUr A, et f = 0 sur A5, (on aici choisi des représentants pour gy, et
gm), on en déduit g, = gy, My -p.p. sur A, c’est-a-dire g,, = g, p.p- sur A, car m,, est la restriction de m
sur A,, (p.p. est alors pris au sens m-p.p.).

(c) On définit g : E — R par g = g, sur A,.

i. Montrer que g € LY(E). (Distinguer les cas ¢ < 400 et ¢ = +00.)

corrigé
Plus précisément, on peut choisir, pour tout n € N un représentant de g,, de maniere a avoir g,, = gy, sur
tout A,, pour m > n. On peut alors définir g : £ — R par g = g,, sur A,,. La fonction g est mesurable de
E dans R (car g,, est mesurable de A,, dans R).

Cas p > 1. (c’est-a-dire ¢ < 00). Dans ce cas, on remarque que h,, T |g| quand n — oo avec h,, défini par
hn = |gn| sur A, et h, = 0 sur AS. Le théoréme de convergence monotone donne alors :

/\g\qdm: lim /thm: lim /|gn\qdmn.
n—oo n—oo

Comme | |g,,|?dm,, < ||T||‘(1Lp), (d’apres 17.27), on en déduit que g € L9 (et ||g|l, < ||T'||(Lr)). Donc,
g € L7 (en confondant ¢ avec sa classe).
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ii.

Cas p = 1. (c’est-a-dire ¢ = 00). Dans ce cas, on a, par (17.27), ||gn || Loc (m,.) < [|T]l(z1) pour tout n € N.
On en déduit que ||g]jcc < ||T'||(z1y (car {g > |T||(z1)} = Unen{gn > ||T||(z1)})- Donc, g € L (en
confondant g avec sa classe).

Montrer que T(f) = [ fgdm, pour tout f € LP.

corrigé
Soit f € LP, on pose f,, = f14,.D’apres théoreme de convergence dominé dans L? (théoréme 6.1), on a
fn — f dans LP quand n — oo. Donc :

T(fn) = T(f) quand n — oo. (17.28)

Or, T(fn) = Tn(hy), ol hy, est la restriction de f,, & A,,. On remarque alors que

Comme g € L%, I'inégalité de Holder donne que [ gf,dm. — [ gfdm quand n — oo (car | [ gfn,dm. —
fgfdm| < lgllqllfn = fllp, — 0 quand n — o0).

On adonc T(f,) = Ty, (hy) — [ gfdm quand n — oo, ce qui, avec (17.28) donne T'(f) = [ fgdm.

17.4 Convergence faible, faible-x, étroite, en loi...

Corrigé 131
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)neny C L? = L2(E,T,m) et f € L? t.q. la suite (f,,)nen tende faible-
ment vers f dans L?, ¢’est-a-dire : [ f,odm — [ fodm pour toute fonction ¢ € L2

1. Montrer que || f|l2 < liminf,,— oo || frl|2-

corrigé

Comme f,, — f faiblement vers f dans L? (quand n — oo) etque f € L2, ona:

/fnfdm — /dem = ||fI|% quand n — oo.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne [ f,, fdm < || f, |2 f|l2. On en déduit, en faisant tendre n vers I’infini :

||f|\§ = limn_,ooffnfdm = liminfn_moffnfdm <liminf, oo || full2]| fll2
= |Ifll2 liminf,, oo || frll2s

et donc || f]l2 < liminf, oo || frll2-

2. On suppose de plus que || f,,[|l2 — || f||2 lorsque n — +oco. Montrer que la suite (f,,)nen tend vers f dans L?.

corrigé

On remarque que || fn — fII3 = (fo — f/fu = )2 = [full3 + IfII5 — 2 [ fufdm. Ona|lful]3 — [IfII3 et.
comme f,, — f faiblement dans L?, on a aussi [ f,,fdm — [ f2dm = | f||3, quand n — co. On en déduit
donc que ||f,, — fll2 — 0 quand n — oco.
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Corrigé 132 (Convergence faible)
Soit (E, T, m) un espace mesuré o —fini. Pour 1 < r < 0o, on note L" I’espace Ly (£, T, m). Soit 1 < p < oo et
q=p/(p—1).Soit (fn)nen C LP et f € LP.

1. Montrer que f, — f faiblement dans L? quand n — oo (voir la dénition 6.17) si et seulement si

/fngdm — /fgdm, Vg € L. (17.29)

corrigé
Le cours (théoreme de dualité 6.10 page 155) donne que {4, g € L9} = (LP)’, avec pq défini par p,(f) =
[ fgdm (pour f € LP). Ceci donne bien le résultat demandé (c’est-a-dire : f,, — f faiblement dans LP si et
seulement si oy (fr) = @q(f) pour tout g € L9).

2. Montrer que || f||, < liminf, o || fnllp si fn — f faiblement dans LP, quand n — oo. [Utiliser (6.48) avec un
choix convenable de g.]

corrigé
Soient (f,)neny C LP et f € LP t.q. f,, — f faiblement dans L?, quand n — oo. On confond f avec I’un de ses
représentant et on pose g = | f|P~!sign(f). La fonction est mesurable (comme produit de fonctions mesurables).
On a aussi g € L7 et, comme g(p — 1) = p, [|g|[2 = [ f]|5. On en déduit, par I'inégalité de Holder :

/fngdm < Hf"HpHqu = ||fn||p(/ |f|pdm)17%.

Quand n — oo, on obtient :
[1sram = [ soam= tim_ [ fugam < tmint 15l [ 17am)* =+,
n—oo n—oo

etdonc || f||, < liminf, || frllp-

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que :

m(E) < oo, fn— fpp., ICtq. || fullp < C, VneN. (17.30)
3. On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a) Soit N € Netg € L9t.q. g = 0 p.p. sur E§ avec Ey = Np>n{z € E; | f(z) — f(z)] < 1}. Montrer que
[ fngdm — [ fgdm, quand n — oo.

corrigé
Pour définir Ey, on a, comme d’habitude, confondu les fonctions f,, et f avec 1’un de leurs représentants.

On remarque que g(f, — f) — 0 p.p. et que, pour n > N, |g(fn — f)| < |g| p.p.. Comme g € LY C L* (car
m(E) < co), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne que g(f, — f) — 0 dans L*
et donc :

/gfndm — /gfdm, quand n — oo.
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(b) Montrer que f,, — f faiblement dans LP. [Pour g € L, introduire gy = glg, .]
corrigé

Soit g € L? (on confond g avec I'un de ses représentants). On pose gy = glg, avec Ex = Ny>n{z € E;
|fn(z) — f(z)| < 1}. Onaalors :

[ ugim [ ggam= [ gutg~ anyam+ [ fugyim

(17.31)
—/ngdm+/f(9N —g)dm.

Comme gy — ¢ p.p- quand N — oo (car f,, — f p.p. quand n — o0), et que |gn| < |g| p.p. (pour tout V),
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée dans L9 (théoreme 6.1) car g € L?et ¢ < oo (on a
besoin ici de I’hypothese p > 1). Il donne :

gy — gdans LY, quand N — oo. (17.32)

Soit & > 0. En utilisant I’inégalité de Holder, I’hypothese || .||, < C et (17.32), on peut donc choisir N t.q. :

| [ o = 9ydm] < alllox — gl < Cllan = glly <= (17.33)
pour toutn € Net:
| [ $tax - g)aml <11 flblgx - gl <. (1734)
Puis, N étant fixé, la question précédente nous donne, quand n — oo,
/fngNdm — /ngdm~
11 existe donc n(¢) t.q.
n>n(e) = |/fngNdm — /ngdm| <e. (17.35)

Avec (17.33), (17.34) et (17.35), on déduit alors de (17.31) :

n>n(e) = \/fngdm — /fgdm| < 3e.

Ce qui prouve bien la convergence faible de f,, vers f dans LP.

(c) Donner un exemple avec (E, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1[), ) pour lequel f,, /4 f dans LP.

corrigé

On prend f,, = nél]o,i[« Onal/fullp =1, fn = 0p.p.et f, 4 0dans L? (quand n — o0).

4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que || f||; < liminf,,_, || f»|l1- Donner un exemple avec
(E, T, m)=(]0,1[, B(]0,1[), A) pour lequel f,, / f faiblement dans L!, quand n — oc.

corrigé
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Le fait que ||f|l1 < liminf, || fn|l1 est une conséquence immédiate du lemme de Fatou, lemme 4.6 (en

choisisant des représentants pour f,, et f).

On peut prendre, comme exemple, f, = nl 1. Ona fn = 0pp., [|fullh = Let [ fapdm — 1 # 0si
® = 1j,11 (donc f,, # 0 faiblement dans L', quand n — 00).

. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f, — f dans L", quand
n — oo. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de Vitali pour la suite (g, )nen avec g, = |fr — f|7.]

corrigé
On pose g, = |fn — f|"-On a g, — 0 p.p. et, pour tout A € T, on obtient en utilisant 1’inégalité de Holder
avec les fonctions g,, et 14 et les exposants £ et son conjugué :

/Agndm:/Am—fvs </A\fn—f|Pdm>;(m<A>) K
<[ — FIn(m(A) 5

On en déduit, comme || f,,||, < C':

r

/A gndm < (C + | £1l,)7 (m(A) 5,

d’ot I’on déduit que la suite (g, )nen est équiintégrable. Le théoréme de Vitali (théoreme 4.8, voir aussi I’exer-
cice 4.30) donne alors que g,, — 0 dans L', d’ot1 I’'on conclut que f,, — f dans L”, quand n — oo.

. Pour cette question, on retire dans (6.49) I’hypothése m(E) < oo et on suppose que p > 1. Montrer que f,, — f
faiblement dans LP.

corrigé
11 suffit ici de reprendre la méme démonstration qu’a la question 3 avec Ey remplacé par Exy = Ey N Ay ol
(Ap)neny C Testtq. UpenAy, = E, A1 D A, pourtout n € Net m(A,) < oo pour tout n € N.

. Dans cette question, on conserve I’hypothese (6.49) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer que f
appartient nécessairement a L”.

corrigé
Le fait que f € LP est une conséquence immédiate du lemme de Fatou (appliqué a la suite (| f,,|P)nen)-

. On prend maintenant (E, T, m) = (]0, 1], B(]0,1[), A) et on définit f,, pour n € N par f, = 1 p.p. sur
12k/n, (2k+1)/n[pourk € N, (2k+1)/n < let f, = —1p.p.sur |2k — 1/n, 2k/n[ pour k € N*, 2k/n < 1.
Montrer que f,, — 0 faiblement dans LP, pour tout 1 < p < oo. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.]

corrigé
On se limite a n pair (la démonstration pour n impair est similaire).

On prend d’abord ¢ € C([0,1],R). On a alors :

2k+1

[reir=3 [ o) - oo+ e
k=0

n
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On en déduit : s
_1 1
| /j'nwd)\\ < / lo(z) — o(z + —)|dx — 0 quand n — oo. (17.36)
0 n

Soit maintenant ¢ € L!. Soit e > 0. Il existe ¢ € C([0,1],R) t.q. || — %] < e. Onaalors :

[t <1 [ it +] [ g = p)an < /01 futbdA| + <.

Comme ¢ € C([0,1],R), on peut utiliser (17.36) (avec v au lieu de (). Il existe donc n(e) t.q. | fol frtbd| <
e pour n > n(e), et donc :

n>n(e) = |/fn<pd>\| <2,

ce qui donne bien [ f,,od\ — 0, quand n — oo, pour tout p € L.

On en déduit bien que f,, — 0 faiblement dans LP pour tout 1 < p < oo en utilisant la question 1 et le fait que
Licrt pour tout g > 1.

Corrigé 133 (Convergence faible et non linéarité)

On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de |0, 1], par LP I’espace L% (]0, 1[, B(]0, 1[), A) et par
LP Tespace ££(]0,1[, B(]0,1]), A).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (u,,)nen C L' et u,v € L. On suppose que u,, — u faiblement dans L*,
quand n — oo, (c’est-a-dire que T'(u,,) — T'(u) pour toute application 7' linéaire continue de L' dans R) et
que u,, — v faiblement dans L.

(a) Montrer que [(u — v)¢dA = 0, pour tout ¢ € L.

corrigé

Soit ¢ € L. On sait que I’application w f wed est une application T linéaire continue de L' dans R
(voir la section 6.3). On a donc, quand n — oo :

/ UnddA — / ugd\ et / Undd\ — / vpd.

On en déduit bien que [ugd\ = [vpdA ¢’est-a-dire [(u — v)pdA = 0.

(b) Montrer que v = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans 1’égalité précécente.]

corrigé
On choisit des représentants de u et v et on prend ¢ = sign(u — v)1{u # v}. La fonction ¢ est mesurable
(et méme étagée) et bornée, donc ¢ € L (ou ¢ € L avec la confusion habituelle). Ce choix de ¢ dans la
question précédente donne alors ||u — v||; = 0 et donc u = v p.p..

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v, )neny C L™ et v € L. On suppose qu’il existe C' > 0
t.q. ||[vn]|co < C pour tout n € N et que v,, — v p.p., quand n — oo.
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(a) Montrer que v,, — v dans LP, quand n — oo, pour tout 1 < p < oo.

corrigé

Ceci est une conséquence immédiate du théoréme de convergence dominée dans L? (pour 1 < p < oo,
théoréme 6.1). En effet, on a v, — v p.p., [va| < Clyg [ p-p. (pour tout n € N) et la fonction Clyg 1
appartient a L?.

(b) Donner un exemple pour lequel v,, 4 v dans L.

corrigé

11 suffit de prendre v, = 1j5 1 (plus précisément, v,, est I'élément de L donc 1j, 1y est I'un des représen-
tants) et v = 0. On a (v )nen C L, ||vn]|oo = 1, pour tout n € N, v,, — 0 p.p. et v, /4 0 dans L (quand
n — 00),

(c) Soit (un)neny C L' etu € L. On suppose que ||u,,||o < C pour tout n € N et que u,, — u faiblement dans
L', quand n — oo. Montrer que f Up VpdX\ —> f uvd\, quand n — co. [Ecrire v, = v + (v, — v).]

corrigé

On remarque que

/unvnd)\ = /unvd)\Jr/un(vn —v)dA. (17.37)

Comme u,, — u faiblement dans L*, on a [ u,vd\ — [wuvd), quand n — oc.

Le deuxieéme terme de (17.37) tends vers 0 car | [ wy, (v, — v)dA| < ||unlloollvn — vll1 < Cllvn — v|1 = 0,
quand n — oo, car on a montré précédemment que v,, — v dans L'.

On en déduit bien que [ u,v,d)\ — [uvd), quand n — oo.

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(R, R).

3. Soit u € £°°. Montrer que @ o u € L.

corrigé

—Comme ¢ € C(R,R), ¢ est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, R étant muni de la tribu de
Borel). On en déduit que ¢ o u est mesurable comme composée de fonctions mesurables.

—Onnote M = max{|p(s)], |s| < ||ulloo}. Ona M < oo (car ¢ est continue sur le compact [—||u| oo, ||1t]|co])
et |poul < M p.p.car |u| < ||u|loo p-p.- On en déduit que p o u € L et || 0 uf|oo < M.

4. Soitu € L™ etv,w € u. Montrer que {h € L ;h =povpp.}={h € L®;h=powpp.}.

corrigé

Onav = w p.p. etdonc g ov = wow p.p., puisque, pour z €]0, 1[. u(z) = v(x) implique p(u(z)) = p(v(x)).

Sih :]0,1[— R, onadonc:
h=poupp. ©h=povp.p.,

ce qui donne bien {h € L*;h=gpovpp.} ={he€L®;h=powpp.}.
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Grace aux 2 questions précédentes, pour u € L, on pose, siv € u :
p(u) ={h € L>*; h = povpp.},desorte que (u) € L.

On se donne maintenant (uy, )nen C L. On suppose qu’il existe C' > 0 t.q. ||uy /e < C pour tout n € N et
quilexisteu € L' et f :]0,1[— Rtq.:

— 1, — u faiblement dans L', quand n — oo,

- ¢(un) — f p.p., quand n — co.

Le but de I’exercice est de comparer f et ¢(u).

. Montrer que | [ ul 4d)\| < CA(A) pour tout A € B(]0, 1[). Montrer que u € L™ que |julloo < C.

corrigé
Soit A € B(]0, 1[). De I'hypothese ||ty |00 < C, on déduit :

| / tnLad)| < [lunllocl|Lalls < CA(A). (17.38)

Comme u,, — u faiblement dans L' quand n — oo, on a [u,14d\ — [ ulad\ quand n — co. On déduit
donc de (17.38), quand n — o0 :

| / wladA| < CA(A). (17.39)
On choisit alors un représentant de u et on prend dans (17.39), A = A, = {u > C}. Si A(4;) > 0,on a
Jula,dX > CX(A4), en contradiction avec (17.39). Ce qui prouve que A(A4) = 0.

On prend ensuite A = A_ = {u < —C}. SiA(A_) > 0,0ona| [ula dA = [(—u)la dX > CA(A_), en
contradiction avec (17.39). Ce qui prouve que A(A_) = 0.

On adonc A({Ju| > C}) = AM(A4) + AM(A_) = 0. Ce qui donne u € L™ et ||ul|e < C.

. On suppose, dans cette question, que ¢ est affine (c’est-a-dire qu’il existe o, 5§ € R t.q. ¢(s) = as + [ pour
tout s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

corrigé

On rappelle d’abord (voir la section 6.3) que si (wy)nen C L' et w € L', la suite (wn)nen tends vers w
faiblement dans L' (quand n — o0) si et seulement [ w,¢d\ — [ wed\ pour tout ¢ € L.

Soit ¢ € L, ona [ p(un)pd\ = [(aun + B)¢pd\ = a [ unpdA+ B [ ¢pdX. Comme u,, — u faiblement dans
L', on en déduit que [ @(un)ddA — a [ugd + 3 [ ¢dX = [ p(u)pdX (quand n — co). Ceci montre que
¢(un) — @(u) faiblement dans L' quand n — oo.

On utilse maintenant le fait que ¢(u,) — f p.p.. En notant M = max{|¢(s)|, |s| < C},ona M < oo et
lo(un)| < M p.p. (car |u,| < C p.p.) pour tout n € N. On peut donc appliquer le théoréme de convergence
dominée (car les fonctions constantes sont intégrables, sur (]0, 1[, B(]0, 1[), ). Il donne f € L' et p(uy,) — f
dans L' quand n — oo. On en déduit alors aussi que (u,,) — f faiblement dans L' quand n — oo (il suffit de
remarquer que | [ p(un)¢d\ — [ fodA| < |lo(un) — fll1]l¢]lec — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € L>).

Par la question 1 (unicité de la limite faible), on peut donc conclure que f = ©(u) p.p..

. On suppose, dans cette question, que ¢ est injective. Montrer qu’il existe v € L* t.q. u,, — v p.p. quand
n — 00. En déduire que v = u et f = ¢(u) p.p..
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corrigé
Pour chaque n € N, on choisit un représentant de w,,, encore noté u,,. Comme |u,,| < C p.p. (pour tout n. € N)
et (un) — f p.p. il existe A € B(]0,1]) t.q. A(A) = 0, |un(z)| < C, pour tout z € A€ et tout n € N, et
o(un(z)) — f(x), quand n — oo, pour tout z € A°.

Soit © € A°. La suite (un(x))nen est incluse dans le compact [—C, C|]. Soit a une valeur d’adhérence de
cette suite (c’est-a-dire la limite d’une sous suite convergente). Par continuité de ¢, ¢(a) est alors une valeur
d’adhérence de de la suite (o(un(2)))nen- Or, la suite (¢(u,(x)))nen converge vers f(x). Donc, p(a) =
f(z). Comme ¢ est injective, ceci montre que la suite (u,(x)),en n’a qu’une seule valeur d’adhérence et donc
qu’elle est convergente (on rappelle qu’une suite dans un compact, qui n’a qu’une seule valeur d’adhérence, est
convergente). On pose alors v(x) = limy, 0 Un ().

On a ainsi défini v p.p. (car A(A) = 0), et on a u, — v p.p.. On a aussi obtenu que p(v) = f p.p. (car
p(v(z)) = f(x) pour tout z € A°).
Comme |u,,| < C p.p. (pour tout n), le théoréme de convergence dominée donne que u,, — v dans L' (quand

n — o0). On en déduit, comme 4 la question précédente, que u,, — v faiblement dans L'. La question 1 (unicité
de la limite faible) donne alors v = v p.p..

Enfin, on a déja montré que p(v) = f p.p. et donc p(u) = f p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, que ¢ est croissante.

(a) Soit v € L>. Montrer que [(f — ¢(v))(u —v)dX > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question 2 (c).]

corrigé
Soit v € L>°. Comme ¢ est croissante, on a (¢(un,) — (v))(un —v) > 0 p.p. etdonc [(p(un) —@(v)) (s —
v)d\ > 0.
On remarque maintenant que :
— (p(un) = @) = (f = ©(v)) p.p. (quand n — 00) et ||@(un) — ©(v)||oo < M1 + Ma (pour tout n) avec

My = max{|¢(s)|, |s] < C} et My = max{|o(s)], |s| < ||v]loo} (pour tout n).

— (un —v) = (u — v) faiblement dans L* (quand n — 00) et ||t — ¥||oo < C + ||V]|co-
On peut utiliser la question 2 (c) et en déduire que [(p(un) — ©(v))(un — V)X — [(f — @(v))(u — v)dA
quand n — oo et donc :

/ (f — 9(0))(u — v)dA > 0.

(b) Soit w € L>. Montrer que [(f — ¢(u))wdX < 0. [Utiliser la question précédente avec v = u + (1/n)w.]

corrigé
La question précédente avec v = u + (1/n)w donne :

/(f —p(u+ %w))wdA <0.

Comme ¢ est continue, on a p(u + Lw) — ¢(u) p.p. quand n — co. On a aussi [p(u + Lw)| < M p.p.,
pour tout n € N, avec M = max{|o(s)], |s| < ||u]lco +||w|loo }- Le théoréme de convergence dominée donne
alors (f — p(u+ tw)) = (f — ¢(u)) dans L', quand n — oo, et donc, comme w € L™ :

/(f gt %w))wd)\ 5 /(f ~ p(u))wdA.
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On en déduit que [(f — ¢(u))wd < 0.

(c) Montrer que f = o(u) p.p..

corrigé
On choisit des représentants de f et (u) et on pose

w = sign(f — @)1 {f4p(u)}-

La question précédente donne alors, avec ce choix de w, || f — (u)|1 = 0 etdonc f = p(u) p.p..

9. On définit u,,, pour n € N, par u,, = 1 p.p. sur |2k/2n, (2k 4+ 1)/2n[pour k € {0,...,n— 1}, etu, = —1 p.p.
sur |2k — 1/2n,2k/2n[pour k € {1,...,n}.

(a) Montrer que [ u,,¢dX — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € C([0, 1], R).

corrigé
Cette question et la suivante ont déja faites dans le corrigé 132. On reprend la méme démonstration.
Soit ¢ € C([0,1],R). Ona:

n—1 %+Tln 1
Juoar=3 [ @@ - o+ 5,
k=0""n

On en déduit, grace a la continuité uniforme de ¢ :

1—én
| /unqﬁdM < / 6(z) — bz + %Ndm 0 quand n — . (17.40)
0

(b) Montrer que u,, — 0 faiblement dans L', quand n — oo. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.] Montrer que u,, 4 0 dans L', quand n — oo.

corrigé

Soit ¢ € L1. Soite > 0. Tl existe ¢» € C([0,1],R) t.q. ||¢ — ¥|l1 < e. On aalors :

I/umdAl < I/unde + I/u7L(7/J—¢)d)\| < |/01 Upthd\| + €.

Comme ¢ € C([0,1],R), on peut utiliser la question précédente. Il existe donc n(e) t.q. | fol uppdA| < e
pour n > n(e), et donc :

n>n(e) = |/un¢d)\\ < 2e.

Ceci donne que [ u,¢d\ — 0, quand n — oo, pour tout ¢ € L*.

On en déduit bien que u,, — 0 faiblement dans L' car L>® C L*.

D’autre part, u,, /4 0 dans L', quand n — oo, car ||u,||; = 1 pour toutn € N,
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(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R, R) pour lequel (uy) — f p.p. et f # ©(0) p.p.. (et donc ¢ n’est
pas croissante et n’est pas injective).

corrigé
1l suffit de prendre ¢ (s) = s pour tout s € R. On a alors ¢(u,,) = 1 p.p. pour tout n. € N et donc (u,) — f
p.p. avec f = 1 p.p. alors que ©(0) = 0 p.p..

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(R, R) croissante pour lequel ¢(u,,) — f p.p. (et donc f = ©(0) p.p.,
par la question 8, et © est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

corrigé
11 suffit de prendre ¢(s) = 0 pour tout s € R. On a alors ¢(u,,) = 0 p.p. pour tout n € N et donc p(u,) — f
p.p. avec f = ©(0) = 0 p.p..

Corrigé 134 (Convergence faible et convergence forte dans L)

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1,00], on note L? I'espace L (X, T, m). Soit (f,)nen C L,
f € L' et C € R. On suppose que

— fn — f faiblement dans L', quand n — oo (c’est-a-dire que [ f,gdm — [ fgdm pour tout g € L>).

— Pourtoutn € N, f,, > C p.p..

1. Montrer que f > C p.p..
corrigé
Comme d’habitude, on choisit des représentants pour f et f,, n € N. On pose g = 14 avec A = {f < C}.
Comme g € L*°,0on a

/fngdm — /fgdm, quand n — oo. (17.41)

Mais, comme f,, > C p.p.,ona [ fogdm = [, fndm > Cm(A). on en déduit, grace a (17.41),

[ gam= [ g9z cmta) = [ cam.

Onadonc [(C — f)ladm < 0.Comme (C — f)14 > 0, on a donc nécessairement (C — f)14 = 0 p.p.. Enfin,
comme f < C sur A, on adonc m(A) = 0. Ce qui donne f > C p.p..

. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L' (c’est-a-dire lim,, oo || f — f||1 = 0).
corrigé
Enprenant g = 1x,ona [ f,dm — [ fdm, quand n — co. On remarque maintenant que f,, > C = f p.p..
On a donc

an—le=/|fn—f\dm=/(fn—f)dm%0, quand n — co.

Corrigé 135 (Convergence étroite de mesures)
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Soit (my,)nen une suite de mesures finies sur 5(IR) (on rappelle que “m,, finie" signifie que “m,,(R) < oco") et m
une mesure finie sur B(R). On rappelle que C,(R,R) C L4 (R, B(R), m,,), pour tout n € N, et que Cy(R,R) C
Li(R, B(R), m).

On suppose que :

/gdmn — /gdm7 pour tout g € Cp(R, R).

Soit f € C(R,R). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € L(R, B(R), m,,) pour tout
n € N.

1. On pose a = sup,,cy My (R). Montrer que o < oo.
corrigé
La fonction constante et égale a 1 appartient a C, (R, R). L’hypothese donne donc m,(R) — m(R), quand
n — oo. La suite (m,,(R)),cn est donc bornée (car convergente dans R). Ce qui donne o < 0.

2. On suppose, dans cette question, que :
B = sup/|f\2dmn < 00.
neN

(a) Soit ¢ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < ¢(z) < 1 pour tout z € R. Montrer
qu’il existe C' € R, ne dépendant que de « et 3 (définis ci dessus), t.q. :

[ 151 < c.

corrigé
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

[ ftedma < ([ £am)i [ am,)t < sim, @)% < @it
Comme |f|p € C.(R,R) C Cp(R, R), I'hypotheése donne

/\f\wdm=nlgrr;o/\f\wdm7l.

On déduit donc de la majoration précédente que [ |f|odm < (a8) 3.

(b) Montrer que f € L& (R, B(R), m).

corrigé
On définit ¢; en posant :
p1(z)=1,s10<z <1,
pr(x)=2—xz,sil < <2
p1(z) =0,s12 < x,
v1(z) = p1(—x), siz < 0.
R

Puis, pour p > 2, pp(z) = @1(%) pour z € R.
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La question précédente donne [ |f|¢,dm < (aB)2 pour tout p > 1. Comme la suite (¢,),>1 converge

simplement et en croissant vers la fonction constante égale a 1, le théoréme de convergence monotone donne
1
que [|f|dm < (afB)2 etdonc que f € L (R, B(R), m).

(c) Montrer que / fdm, — /fdm, quand n — oo.

corrigé

On utilise encore la suite (¢, ),>1 définie a la question précédente et on remarque que, pour tout p > 1,

| [ fdmy — [ fdm| < [ [fI(1 = @p)dm, + [ |fI(1—¢p)dm
/ / / +p/f‘)0pd77{n /f«ﬂjdml- e

Soite > 0. Pour tout p > 1,ona |f|(1 — ¢,) < |f| p.p.. Comme (1 —¢,) — 0 p.p. et f € LL(R, B(R), m),
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne [ |f|(1 — ¢,)dm — 0 quand p — oc. Il
existe donc pg > 1 t.q.

proﬁ/\f‘(lfgop)dmgs.

En utilisant encore le théoreme de convergence dominée (les constantes étant intégrables pour la mesure m),
il existe aussi p; > 1 t.q.

pZméﬂ/(lfsop)dm<82~

On choisit maintenant p = max(po, p1). Comme (1 — ¢,) € Cy(R,R), on a donc [(1 — ¢,)dm, —
[ (1 — ¢p)dm quand n — oc. Il existe donc ng t.q.

n>ng= ﬂ/(l — pp)dm, < 2.
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que (1 — ¢,)? < (1 — ¢,), on en déduit, pour n > ng,
J1010 = epyim, < 83 [ (- gp)ama)t <
Enfin, comme f¢, € Cy(R,R), ona [ fp,dm, — [ fo,dm quand n — co. Il existe donc n; t.q.

n>n; = |/f¢pdmn—/f¢pdm| <e.

Finalement, avec ce choix de p = max(po, p1), on déduit donc de (17.42) que
n > max(ng,n1) = \/fdmn — /fdm| < 3e.

Ceci prouve bien que / fdm, — / fdm, quand n — oo.

3. On ne suppose plus que sup / |f|2dm, < oco.
neN

Montrer (en choississant convenablement (., ),en, m et f) que 1’on peut avoir f & L4 (R, B(R), m).
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corrigé
On peut prendre, par exemple, mo = O et, pour n > 1, m,, = ZZ:1
prend f définie par f(x) = x pour tout € R. Les hypotheses sur la suite (m,,)nen €t m sont bien vérifiées avec
_ Ny 1
m = Ep:l Fép

On abien f € L3(R, B(R), m,,) C L(R, B(R), m,,) pour tout n € N mais f ¢ LL (R, B(R), m).

p%ép (ou d,, est la masse de Dirac en p). On

Corrigé 136 (Convergence faible et convexité)

Dans cet exercice (E, T, m) est un espace mesuré et on suppose que la mesure m est o—finie.. Pour tout 1 < 7 <
oo, on note L" 'espace L"(E, T, m) (et L" I'espace L™ (E, T, m)). Soit 1 < p < 00, (un)nen Une suite bornée de
LPetu € LP t.q. u, — u faiblement dans LP quand n — oo (on rappelle que ceci signifie T'(u,,) — T'(u), quand
n — oo, pour tout 7" dans (LP)’, ¢’est-a-dire dans le dual topologique de LP).

1.Onposer =p/(p—1)sip > letr = oo, si p= 1. Montrer que, pour tout v € L" :

/unvdm — /uvdm.

corrigé
Soit v € L". Pour tout w € LP, on pose T'(w) = [ wvdm. Comme cela a été vu en cours, I'inégalité de Holder
(proposition 6.9) donne que T" € (LP)’, on a donc T'(u) = limy, 00 T'(up).

Soit p € C1(R,R). On suppose que ¢ est strictement convexe (ce qui est équivalent a dire que ' est strictement
croissante).

2. Soit a € R. Pour z € R, on pose h,(z) = ¢(x) — p(a) — ¢'(a)(x — a).
(a) Montrer que hy(x) > 0siz # a.

corrigé
Soit x # a. Le théoréme des accroissements finis donne qu’il existe y €la,z[, si ¢ > a, ou y €|z, al, si
z < a,t.q. o(x) —pla) = ¢ (y)(x —a). Onadonc hy(x) = (¢’ (y) — ¢'(a))(x —a) > 0.

(b) Montrer que h, est décroissante sur | — 0o, a] et croissante sur |a, 0o(.
corrigé

La fonction h,, est de classe C! et, pour tout z € R, on a hl,(z) = ¢/(z) — ¢'(a). on a donc k! (x) < 0 si
z <aethl(x)>0siz > a.

Soit 1 < ¢ < oo. On suppose maintenant que la suite (p(uy,))nen est bornée dans L7 et qu’elle converge
faiblement dans L9, quand n — oo, vers une (classe de) fonction(s) p € L9.

Précision de notation : On choisit un représentant pour u,,. On désigne alors par ¢(u,,) la fonction (de E dans
R) z — ¢(un(z)). Cette fonction est supposée étre dans L7 et on I’identifie, comme d’habitude, avec 1’élément
de L9 qu’elle représente.

Pour n € N, on pose f,, = [¢(un) — p(u) — ¢’ (u) (u, — u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,,, on choisit un représentant pour u. On désigne alors par ¢(u) et
¢ (u) les fonctions = — ¢(u(x)) et x — ¢’ (u(x)).
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3. Soitk € Ry et B € T t.q. m(B) < co. Onpose Ay, = {|u| < k} (c’est-a-dire Ay = {x € E t.q. |u(x)| < k}.

Montrer que / fula, lpdm — /(@ —¢(u))1a, 1pdm, quand n — oco.

corrigé

la fonction ¢ est continue sur R. Elle est donc bornée sur [—k, k]. On en déduit que ¢’ (u)1l4, € L*°. Comme
m(B) < oo, on a donc ¢’'(u)la, 1p € L" pour tout r € [1,00] en en particulier si r est le conjugué de p
(c’est-a-dire r = p/(p — 1) sip > l et r = o0, si p = 1). La question 1 donne donc :

/gp’(u)lAk 15(up —uw)dm — 0, quand n — oo.

Puis, comme ¢(u,) — % faiblement dans L9 et que 14,15 € L” ol r est maintenant le conjugué de ¢, on a
aussi :

/(p(un)lAledm — /ElAledm, quand n — oo.

Enfin, on remarque que (u)14, 15 € L' (car m(B) < oo et ¢ bornée sur [—k, k]). Ce qui donne finalement
que f,la,1p € L' pourtoutn € Netque [ fr,1a,15dm — [(? — ¢©(u))1la,1pdm, quand n — oco.

4. Montrer @ > ¢(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]
corrigé

La question 2(a) donne que f,, > 0 p.p.. On a donc, grice a la question 3, avec les notations de la question 3 :

/(¢ —¢(u))la,1pdm >0, (17.43)

pour tout k € R% et tout B € T t.q. m(B) < oo.

On va déduire de (17.43) que © > ¢(u) p.p.. Pour cela, On choisit des représentants de u et et on pose
N =A{p—p(u) <0} ={z € E;p(x) — p(u(z)) < 0}.
Comme m est c—finie, il existe une suite (Ep)pen< C T t.q. E = Upen+Ep, m(Ep) < oo et E, C Eppq

pour tout p € N*. Comme v prend ses valeurs dans R, on a donc aussi £ = Upen+ (Ep N Ap) et finalement
N = Upen+ Np, avec N, = N N E, N A,

Soitp € N*, onprend k = pet B = E, N N dans (17.43), de sorte que A, N B = A,NE, NN = N,,. Comme
@ — p(u) < 0 sur N, on obtient que (% — ¢(u))1y, = 0 p.p. et donc m(N,) = 0. Comme N = Upen+ Np, on
a finalement m(N') = 0 et donc g > ¢(u) p.p..

On suppose maintenant que @ = ¢(u) p.p..

5.80it B € T tq. m(B) < oo, k € R et A, = {Ju| < k}. Montrer que (f,)nen admet une sous suite
convergeant p.p. vers 0 sur A; N B.

corrigé

La question 2(a) donne f,, > 0 p.p. (pour tout n) et la question 3 donne que f,1la,nB = frnla,lp € L' et

I fnlalellh = [ fnla,1edm — 0, quand n — occ. D’apres la réciproque partielle de convergence dominée

(théoréme 4.7), la suite (f,14, 1B5)nen admet donc une sous suite convergeant p.p. vers 0. Autrement dit, il

existe une application strictement croissante ¢ de N dans N t.q. (fy(n))nen converge p.p. vers 0 sur A N B.
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6. (Question plus difficile.) Montrer que ( f,,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur E. [Utiliser le
fait que la mesure m est o—finie et un “procédé diagonal".]
corrigé

On reprend la suite (E,)pen+ introduite a la question 4 (c’est-a-dire (Ep)pens C T t.q. E = Upen-Ep,
m(E,) < oo et E, C Ep,4q pour tout p € N*).

La question 5 donne que pour tout p € N*, la suite (f,,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur
A, N E,. Plus précisément, le raisonnement de la question 5 donne que de toute sous suite de la suite (f,,)nen
on peut extraire une sous suite convergeant p.p. vers 0 sur A, N E,. Comme E = Upen+ (A, N E,), le procédé
diagonal va nous permettre ci aprés de construire une sous suite de la suite (f,,),en convergeant p.p. vers 0 sur
E.

Dans une premiere épape, on montre, par récurrence, 1’existence d’une suite d’applications strictement crois-
santes (1) pen+ de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (fy,0...0p, (n) )nen converge p.p. vers 0 sur A, N Ej,.

L’existence de i1 découle de de la question 5 avec k = 1 et B = FEj. Puis, pour p > 1, en supposant
Y1, ..., construits, on utilise le raisonnement de la question 5 avec la suite (fy,o...0p, (n))nen, & = p + 1
et B = E, 1. On obtient I’existence d’une application srtictement croissante v, de N dans N t.g. la suite
(fz/)lo...ow,,+1(n))neN converge p.p. vers 0 sur A, 41 N E,11. Ce qui termine la récurrence.

La deuxieme étape consiste a définir ¢» de N dans N en posant

PY(n) =110...09,(n), pourn € N.

La fonction 4 est strictement croissante de N dans N et on va montrer que la suite ( fy(,))nen converge p.p. vers
0 (sur E). En effet, soit p € N*. Pour n > p,on a:

1/)(n) :wlo...oq/)p(prrlo...oz/)n(n)).

La suite (fy(n))nen est donc extraite, & partir de n = p, de la suite (fy,o...op,(n) Jnen. Ceci prouve que
(fy(n))nen converge p.p. vers 0 sur A, N E,. Comme E = Upen- (A4, N Ep), on en déduit bien que la suite
(fy(n))nen converge p.p. vers 0 (sur ).

7.Soit z € E tq. fo(z) — 0, montrer que u,(z) — u(z). [Soit b € R, limite d’une sous suite de la suite
(un(2))nen- Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(z).]
corrigé

Le point x est ici fixé. On pose a = u(z). On remarque alors que f,(z) = hq(un(z)) (avec h, défini a la
question 2).

Si la suite (uy, (2))nen est non bornée, on peut supposer, aprés extraction éventuelle d’une sous suite, que u,, ()
¢ [a—1,a+ 1] pour tout n (on peut méme supposer que |u, (z)| — 400 quand n — oo). On a donc, grice a la
question 2 :

frn(x) = ha(un(z)) > min(hg(a+ 1), he(a — 1)) > 0,

en contradiction avec lim,, o fr(z) = 0. La suite (u,,(z))nen est donc bornée.

Si b est une valeur d’adhérence de la suite (u,,(z))nen, il existe une sous suite de la suite (uy, (z))nen, encore
notée (un ())nen, t.q. b = lim, o0 un (). On a donc lim,,_, oo fr(x) = he(b). Comme lim, o fr(z) = 0,
la question 2(a) donne b = a. On a ainsi montré que u(z) est la seule valeur d’adhérence de la suite bornée
(un(x))neNa ce qui prouve que u(x) = limy, o0 Un ().
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8.

10.

Montrer que (u;, )nen admet une sous suite convergeant p.p. Vers u.
corrigé

La question 6 montre que la suite (f,,),cy admet une sous suite convergeant p.p. vers 0. Il existe donc 1
strictement croissante de N dans N t.q. la suite (fy(,,))nen converge p.p. vers 0. Le raisonnement de la question 7
montre que

x €E, 7Lh_)n(}o fomy(x) =0= nh_}rr;o un(z) = u(z).

On en déduit que (ty(,))neN CONVerge p.p. vers w.

. On suppose ici que p > 1. Montrer que u,,15 — ulp dans L" pour toutr € [1, p[ettout B € T t.q. m(B) < oo.

[Utiliser I’exercice 6.18.]

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe r € [1,p[et B € T t.q. m(B) < oo et u,1p /4 ulp dans
L". 1l existe alors € > 0 et une sous suite de la suite (u,)nen, Notée (ug(n))nen (avec g strictement croissante
de N dans N), t.q.

n €N = [Jugpnlp —ulpl, >¢. (17.44)

La suite (ug(n))nen Vvérifie les mémes propriétés que la suite (uy)nen. Par la question 8, on peut donc extraire
de (tg(n))nen une sous suite convergeant p.p. vers u. Cette sous suite, notée (Ugoy(n))neN (avec 9 strictement
croissante de N dans N), étant bornée dans L, I’exercice 6.18 (corrigé 111 page 387) donne que tgoy(ny) 1 —
ul g dans L", en contradiction avec (17.44).

En prenant (E,T,m) = (R,B(R),\) et p(s) = s2, donner un exemple pour lequel u,, /4 u p.p. sur E
(toutefois, d’apres la question 8, (u,)nen admet une sous suite convergeant p.p. vers w).

corrigé
11 suffit de reprendre 1’exemple vu en cours pour montrer que la convergence L' n’entraine pas la convergence
p-p.

Pour n € N, il existe un unique m € N* t.q. n € {m(";_l) Yo m(";'l) —1}etona:
-1
n= %—l—kavecke {0,...m —1}.
On prend alors u,, = 1]£7z«+1].
On remarque que ||uy,||5 = = pour n € {m(n;l) ey m(";“) — 1} et donc u,, — 0 dans LP quand n — co.

Comme ¢(u,) = un, on a aussi ¢(u,) — 0 dans L? quand n — oo (et donc ¥ = ¢(u)). Enfin, pour cet
exemple, u,, # 0 p.p.

Corrigé 137 (Produit de convergences faibles) /
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 0], on note L? I'espace L% (E, T, m). Soit o, 3 > 0. Pour
a € R, on définit ¢, de R dans R par 1, (t) = (t* — a®)(t® — af).

1.

Soit a € R.. Montrer que ,(t) > 0 pour toutt € R, ¢t # a.

Soit (f)nen une suite de fonctions positives appartenant & L et I, 3, lo4+s € L. On suppose que la suite
(fr)nen est bornée dans L™ et que f;) — [, x-faiblement dans L>°, quand n — oo, pour vy = o, vy = [ et
v=a+p.

On rappelle que f;] — L, x-faiblement dans L signifie que [ f,;¢dm — [ l,¢dm, quand n — oo, pour tout
o€ LY

428



2. Soit ¢ € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que [ loodm > 0.
3. Montrer que [, > 0 p.p..
4. Montrer que lo+p > lolg p.p.. [On pourra utiliser v, (t) > 0 avec t = f,,(z) eta = (la(m))%.]

5. On suppose maintenant que [, 3 = lolg p.p.. On pose f = l§ et gn = (f& — fOFP — ).
(a) Montrer que g,, — 0 dans L, quand n — oco.

(b) Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. g, () — 0 p.p., quand n — co. Montrer que
fom) = f p.p., quand n — oo. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer que f,, — f dans L%, quand n — oo, pour tout ¢ € [1, o0].

corrigé
En attente. . .

Corrigé 138 (Produit de convergences faibles (2))

Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +00). On note L2 I’espace L2 (X, T, m). Soit (uy )nen
et (Vn)nen deux suites bornées de L2 et u,v € L?. On suppose que les suites (u,,)nen €t (Vn)nen convergent
faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim Upw dm = /uw dm et lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2
n—o00 n—00

corrigé

En attente

Corrigé 139 (Conv. étroite et conv. des mesures des intervalles)

Soit (my, )nen une suite de mesures sur B(R) et m une mesure sur 5(IR). On suppose que m,, — m étroitement,
quand n — oo, et que m est diffuse (c’est-a-dire que m({z}) = 0 pour tout z € R). Soit I un intervalle de R,
montrer que my, (1) — m(I) quand n — co. Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut étre
fausse si m n’est pas diffuse.

corrigé
On remarque tout d’abord que m,, (1) — m(I) siI =R, car [ 1gdm, — [ 1lgdm.

Soit maintenant a € R, on va montrer que m,,(I) — m(I) si I =] — 00, a] ou I =] — 00, al. Pour cela, on définit,
pour p € N*, ¢, 1, € Cp(R, R) en posant :

Comme ¢, < 1;y < ¢, ona fcppdmn < mn(I) < prdmn pour tout p, n € N. En passant a la limite quand
n — 00, on a donc, pour tout p € R :

/gppdm < liminf m,, (I) < limsupm,(I) < /wpdm.

n—o0 n—oo
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Le théoreme de convergence dominée donne lim,_,o [ @p,dm = m(] — oo, al) et lim,_,oo [¢pdm = m(] —
00, al). On en déduit :

m(] — 00,al) < liminfm,(I) < limsupm,(I) < m(] — oo, al).

Comme m(] — 00, a]) = m(] — 00, a]) + m({a}) = m(] — 00, a[) = m(I), on a, finalement,

m(I) < liminfm,(I) < limsupm,(I) < m(I),
n—00 n—00
c’est-a-dire lim,, oo My, (I) = m(1).
En écrivant que m,, (J) = m(R) —m/(J¢), il est facile de voir que 1’on a aussi m,, (J) — m(J) pour tout intervalle
J de la forme [a, +-00] ou ]a, +oo[. Enfin, si a,b € R, a < b, un intervalle, noté K, dont les bornes sont a et b peut
s’écrire comme différence de deux intervalles dont les bornes supérieures sont a et b et dont la borne inférieure est
—00. On en déduit alors facilement que m., (K) — m(K), ce qui termine la démonstration.

La propriété démontré peut étre fausse si m n’est pas diffuse. Pour le voir, il suffit de prendre, par exemple,
m = &y et my, = &y, pour tout n € N*. On a bien m,, — m étroitement et pour [ =] — 00, 0] (par exemple) on a
limy, 0o mn (1) =0# 1 =m(I).

Corrigé 140 (Convergence en loi)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités et X une v.a. réelle de loi uniforme sur [—1, 1].

1. Montrer que — X est une v.a. de méme loi que X.
corrigé

On pose Y = —X et on cherche a déterminer la loi de la v.a.r. Y. Soit ¢ une fonction borélienne bornée de
R dans R (il suffit en fait de prendre pour ¢ la fonction caractéristique d’un borélien de R). En posant ¢)(x) =
@(—x) pour tout 2 € R, On remarque que [, p(Y)dP = [, o(—X)dP = [, ¥(X)dP = [ ¢¥(x)dPx(z) =
Jz p(—x)dPx (x). Comme X ~ U(—1,1), onadonc :

| eoiar=3 [ 11 p-oyis = [ 11 p(2)de,

ce qui prouve que Y ~ U(—1,1).

2. Donner un exemple de suite (X, ),cn de v.a. t.q. :

(@) (X,,)nen converge en loi vers X,

(b) (X, — X)nen ne converge pas en loi vers 0.

corrigé
On prend X,, = —X pour toutn € N. On adonc Px, = Px pourtoutn € N, ce qui donne bien la convergence
en loi de X, vers X quand n — oco. Mais, X,, — X = —2X pour tout n € N, et donc X,, — X ne converge pas

en loi vers 0 car Py = dg et P_ox # &p. (Il est facile de voir, en raisonnant comme a la premiére question, que
—2X ~U(-2,2).)
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3. Donner un exemple de trois v.a. X, Y, Z t.q. X et Y aient la méme loi, mais sans que X Z et Y Z aient la méme
loi.

corrigé
Onprend Y = —X (toujours avec X ~ U(—1,1)) et Z = X.les v.ar. X et Y ont donc méme loi. Mais, on va
montrer que X Z et Y Z n’ont pas la méme loi. En effet, soit ¢ une fonction borélienne bornée de R dans R. On
a:

/Q<P(XZ)dP: / p(X*)dP = %/1 p(2%)dx = /01 o(2?)dz

Q -1
! 1
= /0 <p(5)2—\/§ds.
1

Ce qui prouve que Pxz = g\ avec g(x) = 3,5 bour €]0,1[ et g(z) = 0si z €]0,1[. Comme XY = —XZ,
ona Pxy = hXavec h(xz) = g(—z) pour z € R. On en déduit que Pxz # Pxy.

Corrigé 141 (Conv. en loi + conv. en probabilité)
Soit (€, A, P) est un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, )nen, (Yn)nen deux suites de v.a. réelles t.q. :

X, — X enloi, Y,, — 0 en probabilité, quand n — oo.

Montrer que
X, +Y, = X enloi, quand n — co.

[On pourra utiliser la convergence vague.]

corrigé
D’apres la proposition 6.25, il suffit de démontrer la convergence vague de Px 1y, vers Px quand n — oo,
¢’est-a-dire que limy, o0 [, 9(Xn + Y, )dP = [, o(X)dP pour tout p € C.(R,R).
Soit ¢ € C.(R,R).Ona [, p(Xn + Y,)dP — [, o(X)dP = A, + By, avec :

Anzfﬂap(Xn—l—Yn)dP—/Qgp(Xn)dP, an/g;cp(Xn)dP—/ng(X)dP.

On sait déja que lim,, o, B, = 0 (car X,, — X en loi). Il suffit donc de montrer que lim,, o, A,, = 0.

Soit 7 > 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformément continue sur R (on rappelle, par contre, que ¢ €
Cy(R,R) # ¢ uniformément continue), il existe donc € > 0 t.q. :

T,y R, [r —y| <e=[p(x) — o) <n

On en déduit, pour tout n € N, avec o], = maxer |o(x)|(< 00) :

A2 [ e+ V) ()P [ e+ V) - p(Xa)laP
[Yn|<e [Yn|>e
<0+ 2/l P[[Yn] > €.
Comme Y,, — 0 en probabilité, il existe ny (dépendant seulement de € et donc de 1 et @) t.q. :

n > ng = 2||pllPl|Yn| > €] <n,

et donc :
n>ng = |A,| < 2n.

Ce qui prouve que lim,, ,, 4, = 0 et termine la démonstration.
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Corrigé 142 (Conv. en loi versus conv. en probabilité)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, X une v.a. réelle et (X, ), cn une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — co. Montrer que :
X, — X enloi, quand n — oo.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Py, vers Px.]

corrigé
Soit ¢ € C.(R,R). Nous allons montrer que fQ o(Xp)dP — fﬂ ©(X)dP, quand n — oo (ce qui prouve la
convergence vague de Py, vers Py, quand n — oo, voir la définition 6.20).

Soit e > 0. Comme ¢ € C.(R,R), ¢ est uniformémement continue (ceci serait faux si on prenant ¢ arbitraire-
ment dans Cy (R, R)). I existe donc n > 0 t.q. :

r,y €ER, [z —yl <n= ) —ply) <e.

On en déduit que

/ $(X,) — p(X)dP| < / 0(X,) — p(X)|dP
Q

|
| n*X|§7]
+/ lp(Xn) — @(X)[dP < e + 2] P(| Xy — X[ > n),
[Xn—X][>n

avec |||, = max{|¢(s)|, s € R} < oo. Comme X,, — X en probabilité, quand n — oo, il existe np € N
tq.:
n > ng = 2||pllP(| X, — X| >n) <e.

On a donc finalement
nzng= | [ o(X) - elX)dP| < 2
Q

ce qui prouve bien que fﬂ o(Xn)dP — fQ »(X)dP, quand n — co.

Pour conclure, on utilise la proposition 6.25 (qui donne que si (my,),ecn et m sont des probabilités sur B(R),
la convergence étroite de m,, vers m, quand n — oo, est équivalente a la convergence vague de m,, vers m).
On obtient ainsi la convergence étroite de Px, vers Py c’est-a-dire la convergence en loi de X,, vers X, quand
n — oo.

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — co. Montrer
que :
X, — X en probabilité, quand n — oc.

corrigé
Soit 7 > 0, on va montrer que P(|X, — X| > n) — 0, quand n — co. Pour cela, on choisit une fonction ¢
continue bornée de R dans Ret t.q. ¢(z) = 1si|z —a|l > n, ¢(a) = 0et0 < p(z) < 1 pour tout z € R.
(Une telle fonction est facile a construire, il suffit de la prendre affine par morceaux). Comme ¢ € Cy(R,R), on
a [, o(Xn)dP — [, (X)dP, quand n — co. Comme X = a p.s. et p(a) = 0,0na [, ¢(X)dP = 0. Enfin,
comme @(x) = 1si|z—a| >nete >0,ona [, o(X,)dP > P(|X, — X| > n). On en déduit finalement
que P(|X,, — X| > n) — 0 quand n — oo et donc que X,, — X en probabilité quand n — oo.
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